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Variétés Noncommutatives de type Sphérique

1. Introduction

Mon cours cette année est basé sur ma collaboration avec G. Landi et M. Dubois-
Violette et a pour sujet lesariétés noncommutativedont on décrit de nombreux
exemples concrets. Le probleme essentiel est celui de la classification des varié-
tés sphériqueshoncommutatives et est apparu naturellement a propos de la dua-
lité de Poincaré eK-homologie.

Le résultat principal est la classification compléte des varsgiériquesnon-
commutatives de dimension 3. Nous trouvons une déformation a trois parametres de
la 3-sphéere standaf®k et une déformation correspondante de I'espace Euclidien R

Pour les valeurs génériques du parametre de déformation nous montrons que
I'algebre obtenue (de polynomes sur la déformation QYee® isomorphe a l'al-
gebre introduite par Sklyanin a propos des équations de Yang-Baxter. Des valeurs
dégénérées du parametre de déformation ne donnent pas des algebres de Sklyanin
et nous en extrayons une classe,@ekeformations, que nous étudions en détails.

Nous montrons grace adkdéformations que toute variété Riemannienne com-
pacte spinorielle dont le groupe d’isométries est de ran@ admet une défor-
mation isospectrale en une famille a un parameétre de géométries noncommutatives,
vérifiant tous les axiomes que j'avais introduits en 1996.

2. Variétés sphériques noncommutatives
Une géométrie noncommutative est décrite par un triplet spectral,
(-4 #,D) (0.1)
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ou .27 est une algébre dotée d'une involutionreprésentée dans I'espace de

Hilbert -7 et ouD est un opérateur autoadjoint a résolvante compacte tel que,
[D, a] est bornéJ a O .o% (0.2)

L'opérateurD joue en général le réle de I'opérateur de Dirac en géométrie
Riemanniennell spécifie a la fois la métrique sur I'espace des étatsadear

d(4. 0) = Sup {4(a) —o(@)l; |[D, all| <1} (0.3)

et la classe fondamentale liérhomologie.Ce qui fait fonctionner ce point de vue
spectral en géométrie noncommutative est la non-trivialité de I'accouplement entre
la K-théorie de I'algébrec et la classe d&-homologie deD, donné dans le cas
pair par

[e] O Ky(.27) — IndexD% O Z. (0.4)

Ici [€] est la classe de I'idempotent

edM(>), =g e=¢" (0.5)

dans l'algébre des matricesx r sur ./, et
D% = e Dre, (0.6)

ou D* = D () est la restriction d® a I'image #* de ' ety est la Z2 gra
duation de-# dans le cas paita clef est une formule de I'indice opératorielle
qui calcule I'accouplement ci-dessus (0.4) par un cocycle cyclipaé sur I'al-
gébre .o7. Cette formule locale devient particulierement simple dans le cas ou

toutes les composantes du caractére de Chem) €mn(homologie cyclique s’an
nulent ch(e) = 0 pourj <m.

Sous cette hypothése la formule de l'indice se réduit a,
Index D%, = (—1)" fy(e—%) [D, gJ2n D -2m 0.7)

ou I'on suppose que la dimension (donnée par l'ordre de la résolve bt et
égale an = 2m, et ouf est la trace de Dixmier.

L’annulation de toutes les composantes du caractére de Chene@h{ome
logie cyclique,

ch(e) =0 j<m, (0.8)
définit les variétés sphériques.

L'algébre .7 des fonctions sur une variété sphérique noncommut&tide
dimentionn est engendrée par les éléments de matrice d'un xydelaK-théo
rie de ., de dimensiom = dim (9.
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Ainsi, pourn pair,n = 2m, l'algeébre .« est engendrée par les éléments de ma
trice e/ d’un idempotent auto-adjoint
e=[d]OM, (7)) e=e=¢, (0.9)

et 'on suppose que toutes les composantgg)otiu caractére de Chern de=n
homologie cyclique satisfont,

ch(e)=00k=0,1,..m-1 (0.10)

alors que ch(e) définit un cycle de Hochschild non-nul qui joue le role de la forme
volume surS,

Pourn impair I'algébre ./ est engendrée par les éléments de matfjaun
unitaire

U=[U]OM(), UU*=U*U =1 (0.11)
et, avecn = 2m + 1, la condition (0.10) devient
ch,1(U)y=00k=0,1,..m-1 (0.12)
2

Les composantes gtiu caractére de Chern en homologie cyclique sont les élé
ments du produit tensoriel,

o7 O (.7 )P (0.13)
ol.7 est le quotient de=/ par le sous-espace C1, donnés par
che =Y (ég—% 5:2) 006006 (0.14)
et
ch. (V) = 2UPOUTOUR0 . OUA-FU0...0U2 (0.15)
a une constante de normalisation prés.

Pourm =1 (etr = 2 dans (0.5)) les relatiom8 = e, e = e* et ch(e) = 0 impe
sent la commutativité de I'algébre” engendrée par les composantes,

€, €= [Qj] 0 My(.) (0.16)
On montre que>’ = C* ().
Pourm= 2 (etr = 4 dans (0.5)) nous avons d’abord construit des solutions com
mutatives avec” = C* (S') ou S apparait comme l'espace projectif sur les-qua
ternions.On montre de plus que pour toute métrique Riemannigpreair S dont

la forme volume/g dx est celle de la métrique ronde, 'opérateur de Dirae cor
respondant &, donne une solution de I'équation opérationnelle quartique,

fe-3) 0,0 =y, (017)
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ou [[est la projection sur le commutant des matrices 4.

Sur les spheres classiqus®, le générateur de BotE O C= (™ M, (C))
construit a partir des algébres de Clifford, donne une solution des équations (0.10),
(0.12).

Théoreme 1
a) EOC~ (8m M, (C)) satisfaitE = E2 = E* etch(E) =00j <m.

b) Le cycle de Hochschild = ch,(E) est la forme volume de la sphére ronde
Sm

c) Soit g une métrique Riemannienne stirde forme volume égaled, alors
I'opérateur de Dirac correspondant D vérifie

[e-3) 0, ey
ou e = E comme ci-dessus Eiest la projection sur le commutant de ().

Mais I'analyse effectuée dans le gass 2 (etr = 4) n’excluait pas la possibi
lité d’une solution noncommutativee premier résultat surprenant est que de telles
conditions existent et donnent de nouveaux exemples trés naturels de 4-Spheéres
noncommutatives.

Nous analysons alors les métriques (i.e les opérdgusar ces nouvelles soelu
tions de (0.8) et nous montrons comment construire 'opérateur de Dirdg sler
telle sorte que I'équation (0.17) continue a avoir [iEeu.combinant cette équation
(0.17) avec la formule de 'indice I'on obtient la quantification suivante du volume,

[ds$ON  ds=D- (0.18)

et fixe (dans une classe #ehomologie donnée pouD) le terme cosmologique
de l'action spectrale,

D)) _A 4

Trace(f (/\)) =5 fds + .. (0.19)
Comme le terme suivant est I'action de Hilbert-Einstein, cela permet de com

parer entre elles les solutions (commutatives ou non) de (0.17) en utilisant cette

fonctionnelle d’action.

Le deuxiéme résultat principal est la classification compléte des vasés
riguesnoncommutatives de dimensionN&bus trouvons une déformation a 3 para
metres de la 3-sphére stand&det une déformation correspondante de I'espace
Euclidien R. Pour les valeurs génériques du parametre de déformation nous mon
trons que I'algebre obtenue (de polynomes sur la déformatior) @éstRsomorphe
a l'algebre introduite par Sklyanin a propos des équations de Yan-Baxter. Des
valeurs dégénérées du parameétre de déformation ne donnent pas des algébres de
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Sklyanin et nous en extrayons une classefldéformations, que nous étudions
en détails.

En conclusion les exemples ci-dessus apparaissent comme un point de contact
intéressant entre divers points de vue sur la géométrie noncommutativet
vation de départ est I'équation opératorielle de dagrérifiée par I'opérateur de
Dirac sur une variété spinorielle de dimensioiha maniere la plus simple de
quantifier le cycle de Hochschild correspondant ch() conduit & la définition
des variétés sphériquééous montrons que dans le cas non-trivial le plus simple
(n = 3,9 = 2) la réponse est intimement reliée a I'algébre de Sklyanin qui joue
un rble essentiel en géométrie algébrique noncommutative.

3. Déformations Isospectrales

Nous décrivons une construction trés générale de déformations isospectrales de
géométries nhoncommutativeSeci montre en particulier que les axiomes que
javais introduits en 1996 sont réalisés dans de trés nombreux exemples; y com
pris par des espaces « homogendk suffit en effet de se donner une variété
Riemannienne compacid (spinorielle) dont le groupe d’isométries est de rang
> 2 pour pouvoir la déformer en géométries noncommutatives isospechaites.

(.7, 2#, D) le triplet spectral canoniquement assocM.&insi .o7'= C> (M) est
I'algebre des fonctions de clasSe surM, 77 = LM, § est I'espace de Hilbert
des spineurs @D I'opérateur de DiracOn noteJ I'opérateur de conjugaison de
charge qui est antilinéaire et isométrique st

On suppose que le groupe Isdy(des isométries dél est de rang = 2, d’ou
une inclusion

T2 O Isom(W) (0.20)

ou T = R/a1Z est le tore usueBoientU(s), s O T2, les unitaires correspondant
dans.7 = L2 (M, § de sorte que,

U(s)D = DU(s), U(s) J = JU(s) (0.22)
et
U(sau(s)* = a (a), Da 0.o7, (0.22)

ou a, 0 Aut (.«7") est 'action par isométries sur I'algébre des fonctions sur M.
Soitp = (p,, p,) le générateur du groupe a deux paraméii(ss

U(s) = expl(s,p; + s,p,)) (0.23)
On définit une bigraduation de I'algebre des opérateurs bornés adgoer,

a(T) = expf(s,n, +s,n,)) T, Os O T2 (0.24)
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pour T de bidegrér;, n,) et a(T) = U(s)TU(s) =

Tout opérateul de classe&> relativement ar, est la somme d’une série d’'élé
ments homogeénes,

AN

T= nlznz LI (0.25)
N N
ouT, ., est de bidegren(, n,) et la suite de normg§T,, . || est a décroissance
rapide.

SoitA = exp (21 6). Pour tout opératedr dans # de classéC= on définitl(T)
par

m=2 T A (0.26)
etr(T) par 2
(m= 2 T, . A2, (0.27)
Comme|A| = 1 les séries convergzent en norme.

On a [(x), r(y)] = 0 six ety sont homogénes ex,[y] = 0.De plus, en posant,
avecx ety homogenes,

x*y=A"2xy: (0.28)
on al(X)l(y) = I(x * y).

Le produitx défini en (0.28) se prolonge par linéarité en un produit associatif a
I'espace des opérateurs de claGse

On définit une nouvelle isométrie antilinéaire par,

J=JA", (0.29)
On aJ= A" Jet

J2=J2 (0.30)

On obtient alors un triplet spectral déformé ot ni 'opérateurD ne sont
modifiés, mais ou l'algébre>7 et I'involution J sont remplacées p#f.o7’) etJ
respectivemenn vérifie alors que le triplet spectral déformé satisfait tous les
axiomes de la Géométrie Noncommutative.

Il en résulte ainsi,

Théoreme 2.Toute variété Riemannienne compacte spinorielle M dont le groupe
d’isométries est de rangx 2 admet une déformation isospectrale en une famille
a un paramétre de géométries noncommutatives M
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On obtient I'opérateur de Dirac pour la connection de Levi-Civita en minimi
sant la fonctionnelle}‘DH (oun est la dimension dif).

A.C.
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