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1. Introduction. Dans mon cours, cette année, j’ai résolu le probleme de calcul
(par une formule locale) de I’indice des opérateurs transversalement hypoellip-
tiques pour les feuilletages. A 1’occasion j’ai introduit la cohomologie cyclique
pour les algebres de Hopf.

Le point de départ de ce travail est la formule de I’indice locale pour les
triplets spectraux démontrée dans un cours antérieur. Soit (.27, ~#,, D) un triplet
spectral dont le spectre de dimension est discret et simple, ce qui est le cas pour
la classe fondamentale transverse d’un feuilletage, supposons de plus que la
dimension est impaire, on a alors :

Théoreme. a) L’égalité P=Res,_, Trace (PIDI|™) définit une trace sur

l'algébre engendrée par </, [D, .=/'] et |IDI? z € C. b) La formule suivante
n’a qu’'un nombre fini de termes non nuls et définit les composantes (¢,),_, ;.
d’un cocycle du bicomplexe (b, B) de l’algébre .o/,

e (d,... ,a)" = E G ]{a"[D, a'1*0_.[D, a"% | D |2
k
Vad € o7 on TP =VXT), V(T)=D*T-TD? et oi k est un multi-indice,
e p = (D™ 2itk, ok )Mk, + D)k + ko + K+ n)'r<|k| + %’)

lkl =k, + ...+ k,.c) L’accouplement de la classe de cohomologie cyclique (¢,)
€ HC*(.o/") avec K(.%/") donne ’indice de Fredholm de D a coefficients dans
K (7).
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Bien que cette formule se réduise facilement a celle d’Atiyah-Singer quand D
est I’opérateur de Dirac sur une variété spinorielle, le calcul explicite de tous les
termes impliqués dans le cocyle ch.(D) pour la classe fondamentale transverse
des feuilletages, est une tache insurmontable sans un nouvel outil. Par exemple
méme pour les feuilletages de codimension un, le calcul explicite occupe environ
une centaine de pages.

Dans mon cours, j’ai adapté la cohomologie cyclique aux algebres de Hopf et
montré que ’on obtient ainsi le principe de calcul qui permet de traiter le cas
général. L’on construit pour chaque valeur n de la codimension du feuilletage
une algebre de Hopf “#(n), et on montre que tout le calcul s’effectue au sein du
complexe cyclique de #(n).

Nous calculons cette cohomologie cyclique et obtenons la cohomologie de
Gelfand-Fuchs.

2. Notations

Soit M une variété de dimension n. Soit F(M) le fibré des reperes de M, en
coordonnées locales

(1) x*u=1,..,npourx e U C M.

Un repere de coordonnées x*,y*“est le jet d’ordre 1 d’une application
) JiR'S M, j()=x+yt Vte R

ol (yp“=y#t Vi=(t) e R".

Soit ¢ un difféomorphisme local de M, il agit sur F(M) par

(€) Pj=poj=¢ ()
ce qui remplace x par @(x) et y par ¢'(x)y ou
) P'(05=05 p(x)* ot @(x) = (P(x)7).
On a une action canonique de GL*(n, R) sur F* donnée par
) (8. ))—jog g€ GL(n,R), jeF"
Soit ¥/ le champ de vecteurs sur F* qui engendre I’action de GL'(n,R),
© Vi= o= 4
ays '

L’action de Diff* sur F* préserve la 1-forme a valeurs dans R",
@) o = (7)) dv.

Soit T une connection affine sans torsion et o la 1-forme correspondante,
(8) wj= ™), (dys+T4, y% dxf).

Soient X, les champs de vecteurs horizontaux sur F* associés a la connection I,

9) X, =y4@,- r;”# yiap.
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Pour p € Diff*, la 1-forme p*w définit une autre connection affine sans torsion I’
dont les champs de vecteurs horizontaux X; vérifient

(10) X=0. X, 09, @=p".
Quand o est la connection plate I' = 0 on obtient
an I'=p0)™" dp(x), Tez= (W) 9, 9, 7).

3. L’algebre de Hopf # (n)

Soit alors I' un pseudogroupe de difféomorphismes partiels, préservant 1’orien-
tation
12) p: Dom p—Imp
ol le domaine, Dom p et I’image, Im p sont des ouverts de M. Par fonctorialité
de la construction de F(M)*, soient p les difféomorphismes correspondants de
F*(M).
Soit .&7'=CZ(F*) > T le produit croisé de F* par I’action de I" sur F*. Ce
produit croisé est engendré linéairement par les monomes,
(13) fUS$, f e C:(Dom

avec le produit,

(14) KU LU= (o) U,
L’action canonique de GL*(n,R) sur F(M)* commute avec 1’action de T et se

prolonge canoniquement au produit croisé .2/. On obtient les dérivations suivantes
de .o,

(15) Y(fUD =) Us.

Les champs de vecteurs X; sur F*(M) se prolongent a .o/ par la formule,
(16) X, (fU¥ =X, (f) U%.

Le calcul du commutateur donne,

an X - UVX[Ufz —y:.‘j Y/

ot les fonctions ;j sont,

(18) Y=Yy O TE,

Téy= W)7)% 8, 9, Po().

Pour a, b € .9 on a

(19) X, (ab) =X, (a) b+ a X, (b) + 5} (a) Y/ (b)
ou les opérateurs 8:‘,. dans .2/ sont définis par,
(20) BL(FUS =151 UE.

Les y,t sont caractérisés par 1’égalité

21 p*o-w=7y o =ya.
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Légalité p.p,* w—-w=p* (5* w-w)+(P* ©—w) montre que chaque J; est
une dérivation de I’algebre .o/

(22) d (ab) = &% (a) b + a J (b).
Considérons les opérateurs,

(23) 8&;.1‘...,’,, = [Xil""[Xin’ 8:1/7]]
Ils sont tous de la forme,

(24) T(fU)=hfU}

ou h = I’ est une fonction dépendant de p.
En particulier ils commutent deux a deux,
(25) D% 1 5 8(‘,',,',.1 _____ i =0-

ab.iy..iy,
On notera que quitte a remplacer la variété M par une réunion disjointe d’ouverts
d’un recouvrement de M, et .o/ par une algébre équivalente au sens de Morita,
on se ramene toujours au cas ou la connection de départ est plate. Il en résulte
que les générateurs ¥, X, engendrent I’algébre de Lie du groupe affine et que
I’espace vectoriel engendré par les ¥, X, 8;,)',.“_,.“ forme une algebre de Lie. On
notera ~# son algébre enveloppante que I’on dote du coproduit dicté par son
action sur .2/,

(26) h,a—-h(a), he #,ae .
et la regle,
Q@7 hab)=Y ho (@ hy, (b)  Va,be. s ou A=Y hy ® hy,

On obtient alors les égalités,

(28) AY=Y ® 1+1 ® Y
(29) AX,=X, ® 1+1 ® X,+8, ® V]
(30) Adj=0, ® 1+1 ® 83

Ces regles jointes a I’égalité,

(31) A(h,h,) = Ah, Ah, Vh e #

déterminent le coproduit dans ~#". On vérifie que ~#" posséde une antipode S, on
obtient ainsi une algébre de Hopf #(n) ne dépendant que de la codimension n,
et qui agit sur tout produit croisé,

(32) &'=C(F) > T.

L’essentiel du cours a consisté a analyser 1’algebre de Hopf ~#7(n), puis a calculer
sa cohomologie cyclique. On commence par déterminer la sous-algebre commu-
tative 7. engendrée par les O}

iy nin®

Proposition. L’algébre de Hopf #. est la duale de ['algébre enveloppante de
U'algébre de Lie .o/ des champs de vecteurs dans R", qui s’annulent a ’ordre 2
en zéro.
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On démontre ensuite que 1’algébre de Hopf ~#(n) se déduit canoniquement
par un procédé découvert par G. Kac, de la décomposition suivante du groupe G
des difféomorphismes de R". Considérons les sous-groupes non normaux G, et
G,, ol G, est le groupe affine et G, est le sous-groupe des difféomorphismes de
la forme p(x) =x + o(x). Tout élément g de G se décompose de maniére unique
eng=khaveckeG, et heG,.

Il en résulte en particulier que ’on a un accouplement naturel entre -#(n) et
I’algebre #,= C7(G,) ><1G, produit croisé par I’action de G,. La forme volume
canonique sur le fibré des reperes de R" définit alors une trace T, sur %, qui est
invariante a droite et vérifie I’égalité suivante pour 1’action a gauche de #(n),

e %O @b =7,@Se) b)) Vabe H,ye #

ou Iinvolution § se déduit de I’antipode S en utilisant le module du groupe G,
qui est non unimodulaire.

4. Cohomologie Cyclique et Algebres de Hopf

En général, étant donnée une algebre de Hopf ~#” on peut dualiser la construc-
tion du complexe de Hochschild C”" (:#*, C) ou C est le bimodule sur #*
donné par I’augmentation, i.e. la counité de #*. Cela donne les opérations
suivantes : #" %"~V — 77®" qui définissent un espace cosimplicial

G ®.MHN=1®h ® . R h,
(34) d, W R.QFN=h® ... QAW R .. ® W,
M ®.Q M H=h® .1 'R®I,
(M ®. QMW NHN=h® ..ch*)® .., 0<i=<n
Bien entendu, ces opérations n’utilisent pratiquement que la structure de coalgébre

et il est remarquable que cet espace cosimplicial posseéde une structure cyclique,
i.e. une opération , telle que,

7,0,=90,_,7,., l=i=<n 1, ,§=39,
(35) T,0,=0,,T,,, 1l=i=n Tno-Ozo—nTi+I

n+1 _

=1,

n

L’action de 7, est donnée par,
(36) T,h' ®.Q )=A"'SEN P R®.Q i ® 1

ol I'on utilise le produit dans #"®" et Iinvolution S. Il n’est pas trivial de
vérifier directement que (t,)"*' = 1.

On définit alors la cohomologie cyclique d’une algébre de Hopf comme la
cohomologie du module cyclique ainsi obtenu. On la calcule dans de nombreux
exemples, le résultat principal est le calcul pour I’algebre de Hopf “#(n), ce qui
donne la cohomologie de Gelfand-Fuchs.
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On développe ensuite la théorie des classes caractéristiques pour I’action d’une
algebre de Hopf sur une C* algébre A ce qui donne un morphisme 6 de la
cohomologie cyclique de -# dans celle de A.

5. Le théoreme de I’indice

Passons au calcul de I’indice. Soit Q I’opérateur de signature hypoelliptique
sur le fibré des reperes F*. Il agit sur le produit tensoriel

37) H=L*(F', 1) QE

ou E est la représentation de SO(n),

(38) E=AP, ® AR, P =S*R"
L’opérateur Q est la somme graduée,

(39) Q=(dyd,—d, df) @ (dy+dj).

Théoreme. I/ existe pour tout entier n un polynome universel L, € H* (WSO,)
tel que

Ch.(Q)=6(L).

On termine enfin par des calculs explicites du polynome L,.
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