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1 Equilibre versus non-équilibre

1.1 Les systémes a I’équilibre :

Un systeme a 1’équilibre est un systeme qui ne change pas au cours du temps : aucune des
variables macroscopiques ne change, le systéme n’est traversé par aucun courant.
Les différents types de systémes a 1’équilibre que I'on considére en physique statistique sont :

1. Un systéme isolé (mais il n’y a pas de systéme totalement isolé).

2. Un systeéme en contact avec un seul thermostat & une température T' (mais pour que la
température du thermostat soit réellement constante il faudrait qu’il soit infiniment grand)

3. Un systeme en contact avec un seul réservoir de particules au potentiel chimique pu.

Dans chacun de ces cas on parle d’équilibre lorsqu’on a attendu suffisamment longtemps pour que
le systeme ait oublié sa condition initiale.

La notion d’équilibre en physique statistique est une sorte d’idéalisation (un peu comme un gaz
parfait est une idéalisation). Dans la réalité il n’y a pas de systéme strictement a 1’équilibre : on n’a
jamais attendu assez longtemps, le systeme n’est jamais totalement isolé, la taille des thermostats
ou des réservoirs n’est jamais infiniment grande [IJ.

Cependant sur une échelle de temps suffisamment longue pour que le systéme ait oublié ses
conditions initiales et suffisamment courte pour que les interactions avec le monde extérieur soient
négligeables, on peut considérer un systeme a 1’équilibre.

1.2 Les systemes hors d’équilibre

C’est en principe tout le reste.
Les systemes hors d’équilibre recouvrent un grand nombre de situations que 1’on peut regrouper
en 2 catégories :

1. D’abord un systeme dont on change les parametres extérieurs au cours du temps, par exemple

entre le temps tg et le temps 1.

— On peut changer la température, le volume, le champ magnétique, etc.. Les propriétés du
systeéme évoluent entre t( et t; mais continuent d’évoluer au dela de ¢; (au dela de ¢; on
parle de vieillissement).

— On peut également fournir de I’énergie mécanique a 1’échelle macroscopique qui est dis-
sipée a ’échelle microscopique : par exemple on agite un milieu granulaire, ou bien on
soumet un fluide a un cisaillement comme dans un écoulement de Couette. Dans le cas
d’un gaz dont on controéle le volume au moyen d’un piston, on peut fournir cette énergie
mécanique en changeant la position du piston au cours du temps.

2. Les états stationnaires : on impose des contraintes indépendantes du temps ou périodiques
dans le temps qui maintiennent un systeme dans un régime stationnaire hors d’équilibre :
— par exemple on met en contact un systeme avec deux thermostats a des températures
différentes ou deux réservoirs de particules a des potentiels chimiques différents. Ici encore
si on attend suffisamment longtemps pour que le systeme oublie ses conditions initiales
(mais pas trop pour que les réservoirs ne s’épuisent pas), on atteint un régime stationnaire.

— On peut appliquer des forces constantes ou périodiques sur un systeme comme par exemple
lorsqu’on agite un milieu granulaire en appliquant une force périodique dans le temps.
L’énergie ainsi fournie par le travail des forces mécaniques est dissipée sous forme de
chaleur a petite échelle.



Contrairement a 1’équilibre un systeme hors d’équilibre peut étre traversé par des courants.
Dans un régime stationnaire, ses propriétés sont stationnaires mais par forcément indépen-
dantes du temps. Par exemple on peut observer un comportement turbulent dans un fluide
maintenu entre deux plaques & des températures différentes (ou simplement quand on fait
bouillir de I'eau) ; dans ce régime stationnaire la vitesse du fluide peut dépendre du temps
mais les propriétés statistiques de cette vitesse (caractérisées par ses corrélations spatio-
temporelles) sont elles indépendantes du temps.

2 Le second principe de la thermodynamique

2.1

L’entropie en thermodynamique

La thermodynamique [2] est une théorie des objets macroscopiques. Une fagon de formuler le
second principe de la thermodynamique est de postuler pour chaque systeme a 1’équilibre ’existence
d’une fonction S qu’on appelle ’entropie.

Cette entropie a les propriétés suivantes :

L’entropie n’est définie que pour des systemes a 1’équilibre.

L’entropie est une fonction d’état (elle ne dépend pas de I'histoire du systéme, mais seulement
des variables macroscopiques qui le caractérisent).

L’entropie est additive.

Lors d’une transformation I’entropie d’un systéme isolé augmente [3]

AS = Sﬁnal - Sinitial >0.

On dit que la transformation est réversible quand ’entropie d’un systéme isolé ne change
pas
AS=0.

Au contraire si AS > 0 la transformation est irréversible.
L’entropie d’un thermostat est proportionnelle a son énergie : quand le thermostat fournit
une quantité de chaleur @), I’entropie du thermostat diminue de

ou T est la température du thermostat. Pour un réservoir qui fournit N particules au systéeme,
on a N
1
AS ="+
T

ol u est le potentiel chimique du réservoir.

Ces propriétés de I’entropie permettent de retrouver les autres formulations du second principe.

2.2

L’inégalité de Clausius

Imaginons qu’on fasse subir des transformations a un systeme de fagon a ce que son état final
soit identique a son état initial. Par exemple supposons que dans 1’état initial, le systeme est en
équilibre avec un thermostat a la températue 77. Au cours de la transformation on le met en
contact avec des thermostats a des température 15,73 - - - et lors de chacun de ces contacts il recoit



une quantité d’énergie ;. Finalement, on termine en le laissant en contact avec le thermostat a
la température T7. Lors de cette transformation on a

Q.
AS‘chermostafcs = - E ?Z ; A‘S’systéme =0
- i
i

car ’état d’équilibre final du systéme est le méme que son état initial. Comme ’ensemble formé
par le systéeme et les thermostats est un systeme isolé, on a d’aprées le second principe

QA
AStotal = ASsystéme + ASthermostats = - § ?Z >0
- i
i

ce qui donne dans la limite continue 'inégalité de Clausius

L

Bien str pour respecter la conservation de I’énergie lors de cette transformation il faut extraire un
travail

Wextrait = § Q’L .
7

Remarque :

s’'il n’y a aucun travail extrait ou fourni, la conservation de 1’énergie nous dit que @1 = —Q2. De
plus si 177 > T» d’apres l'inégalité de Clausius on a @1 > 0 > Q2. Autrement dit 'inégalité de
Clausius implique que ’énergie coule de la source chaude vers la source froide.

2.3 Le rendement de Carnot

Si un systeme effectue un cycle entre deux sources de chaleur a des températures 77 et Ts, avec
toujours un état final identique & 1’état initial, on a d’apres la relation de Clausius

%+%§O et Wextrait:Q1+Q2‘

En éliminant ()2 on obtient

T
Wextrait S Ql <1 - Ti) .

Donc si Th > Ty et si @1 > 0 (cas du moteur thermique) on a un rendement r donné par

r— Wextrait < (1 _ ,TQ)
Q1 T

qui est la borne de Carnot sur le rendement d’une machine thermique.

2.4 La formulation de Kelvin

"Il n’existe pas de transformation thermodynamique dont le seul effet est d’extraire du travail
d’une seule source de chaleur”.



Si un systeme est en contact avec une seule source de chaleur, (et que son état initial est identique
a son état final) alors I'inégalité de Clausius nous dit @@ < 0 et donc

Wextrait = Q < 0.

Autrement dit le travail extrait est négatif : il n’y a donc pas de mouvement perpétuel.

Remarque : Dans tout ce qui précede (c’est a dire dans le cadre de la thermodynamique), la seule
chose que 'on sache vraiment calculer est le changement d’entropie d’un thermostat. Le calcul de
I’entropie d’un systeme se fait toujours par

ASsystéme = - A‘S’th(errnost'@t

en supposant la transformation réversible.

2.5 Difficulté de définir ’entropie d’un systéme hors d’équilibre

La définition méme de I'entropie d’un systéme hors d’équilibre, (du point de vue de la thermo-
dynamique) présente des difficultés, méme pour un systéme dans un régime stationnaire [4, [5 [6].

Supposons que 'on change de maniére réversible (c’est a dire tres lentement entre le temps 0 et
le temps t) la température d’un systéme. Son changement d’entropie est donné par

t
ASsysteme = —ASthermostat = / JA)B(t)dt'" dans la limite t— oo
0

ou J(t')dt' = §Q est le flux de chaleur du thermostat vers le systéme pendant le temps dt’ et B(t’)
est I'inverse de la température au temps t'.

Si on essaie de généraliser cette expression pour un systeme dans un régime stationnaire entre
deux thermosats dont on varie tres lentement les températures on serait tenté d’écrire :

t

ASysime 7 = ? /0 ) B () + Tolt) ot = /0 T B () — Ba(t)]dt’

car dans le régime stationnaire Jo(t') ~ —J;(¢') (si on suppose le changement des températures
suffisamment lent pour que le systéme reste proche d’un régime stationnaire). On voit que les
termes de droite divergent dans la limite des temps longs. Il faut donc imaginer d’autres facons
de définir 'entropie d’un systéme pour un état stationnaire. Il y a plusieurs définitions possibles
[4, B, 6]. Certains auteurs proposent par exemple de renormaliser la création d’entropie, mais le
probléme est que 'entropie ainsi définie n’est plus une fonction d’état [5] comme nous le verrons
un peu plus loin dans un exemple .

Remarque :

les propriétés d’un systeme hors d’équilibre dans un régime stationnaire entretenu par deux ther-
mostats a des températures différentes dépendent de maniere cruciale de la nature des contacts
avec les thermostats (exemple d’une piece chauffée : la nature de l'isolation avec l'extérieur, la
source froide, modifie I’état stationnaire). Le régime stationnaire n’est donc pas déterminé par la
seule donnée des températures des thermostats. Il faut aussi spécifier les contacts.



Remarque :

a ’équilibre les forces thermodynamiques dérivent en général d’un potentiel thermodynamique :
par exemple si on veut modifier la forme d’un récipient qui contient un gaz en procédant tres lente-
ment (c’est a dire de maniere réversible), le travail des forces de pression ne dépend pas du chemin
suivi pour déformer le récipient. Il dépend seulement de la forme initiale et de la forme finale du
récipient. Cette propriété cesse d’étre vraie pour les régimes stationnaires hors d’équilibre : le tra-
vail dépend en général du chemin suivi et donc les forces thermodynamiques ne dérivent plus d’un
potentiel. C’est d’une certaine maniere évident puisqu’en faisant subir & un systéme (en contact
avec deux thermostats) des cycles de Carnot on peut en extraire autant de travail que 'on veut.

3 La dynamique microscopique d’un systeme isolé

A priori, le point de départ d’une description microscopique consiste & se donner un hamiltonien
pour les variables microscopiques : par exemple pour décrire un fluide comme un ensemble d’atomes
en interaction on peut se donner un hamiltonien de la forme

2
%ZZ%‘FZU(%—%)—FZV(%)
) 1,5 )

ou les p; et ¢; sont les impulsions et les positions des particules (en général des vecteurs), U
représente les interactions entre les particules et V' un potentiel extérieur (par exemple l'interaction
des particules avec les murs du récipient qui contient le fluide).

Dans cette description, fournir du travail revient & modifier I’hamiltonien H au cours du temps
par exemple en donnant une dépendance temporelle au potentiel V (g, t). Décrire les échanges de
chaleur est un peu plus compliqué : il faut se donner une représentation des thermostats et de
la fagon dont le systéme interagit avec eux. Comme on le verra, on utilise presque toujours une
représentation simplifiée des thermostats.

La connaissance de I’hamiltonien détermine les équations d’évolution du systeme

. OH _ .‘__87-[
qi = Op; ; Di = 9

qui sont une fagon d’écrire les équations de Newton

mdz% -y dU(gi —q;) _ dV(a)
dt2 ; dqi dqi
L’état microscopique (p,q) du systéme est un point de l’espace des phases, un espace de 6N
dimensions et décrire son évolution revient a intégrer ces 6/N équations non-linéaires couplées.
Cela est évidemment en général impossible a faire analytiquement. Méme numériquement, il est

impossible d’intégrer ces équations au dela de quelques centaines de particules.

A partir de la dynamique hamiltonienne il est facile de déduire le théoréme de Liouville qui
dit que : si on se donne une densité de points p(p, ¢,t) dans l'espace des phases (p = {p;},q = {4i}),
cette densité reste constante le long d’une trajectoire.

En effet on a évidemment pour tout élément de volume dans ’espace des phases

p(, ¢ t+dt)dp’ dqd' = p(p,q,t) dpdg



H oH
dt = p; —

et comme, dans le changement de variables dp'dq’ = Jdpdq, le Jacobien J = 1 on vérifie bien le
théoreme de Liouville :

dt

4 =qi+

p(p' d' t+dt) = p(p,q,t) .
Deux conséquences importantes du théoreme de Liouville sont que :

1. Si la densité p(p, q,t) est non nulle dans une région de volume w de 'espace des phases, a
tout temps ¢’ (ultérieur) la densité p(p, q,t’) est toujours non nulle dans une région dont la
forme évolue au cours du temps mais dont le volume est égal & w. Donc la mesure p(p, q,t)
ne diffuse pas et ne s’étale pas dans I’espace des phases.

2. Si on définit Pentropie S(t) par

gﬁ%z—k/ﬁQMLﬂbganiwmw

cette entropie n’évolue pas au cours du temps pour une dynamique hamiltonienne. Pour ob-
tenir une entropie qui augmente avec le temps, il faudra adopter une version "coarse grained”
de cette expression.

3.1 Systeme isolé a I’équilibre

Le progres majeur di a Boltzmann est de remplacer la position du systéme (au bout d’un temps
long c’est a dire lorsque que le systéme a "oublié” ses conditions initiales) par un point tiré au
hasard de ’espace des phases. Comme ’énergie d’un systéme isolé est conservée, le point est choisi
de maniere uniforme sur la surface d’énergie. (Si d’autres variables macroscopiques que 1’énergie
sont fixées, le point est choisi de maniere uniforme sur la surface de I'espace des phases ou ces
variables macroscopiques sont constantes).

On sait d’apres le théoreme de Liouville (p(p/, ¢',t + dt) = p(p,q,t)) que la mesure uniforme sur
la surface d’énergie constante est bien une mesure invariante de la dynamique hamiltonienne. Mais
rien ne garantit qu’il n’y ait pas d’autres mesures invariantes localisées dans certaines régions de
I’espace des phases.

Une mesure uniforme sur un espace de volume  (ou dans le cas d’un espace des phases discret
de Q configurations), signifie que

1
rpa) = §
et la définition S (t) = =k [ p(p,q,t)log p(p, q,t)dpdg conduit a la célebre formule attribuée a
Boltzmann )
S =klogQ .

Pour justifier 'approche de Boltzmann on peut avancer principalement 3 arguments

— L’ergodicité :
un systeme est ergodique quand pour presque toutes les conditions initiales, la trajectoire
est dense dans l’espace des phases et la moyenne temporelle sur une trajectoire est égale a
une moyenne sur l’espace des phases. Pour un choix quelconque des interactions U(q — ¢')
entre les particules il est en général tres difficile de prouver 'ergodicité. Cela a été fait pour
des spheres dures par Sinai (1970) et par Simanyi (1997) mais pour la plupart des potentiels
d’interaction on ne sait pas le faire.



On sait par contre que les systémes intégrables ne sont pas ergodiques (chaine d’oscillateurs
harmoniques, gaz parfait, chaine de Toda) et méme certains systémes non intégrables comme
le montrent les simulations de la chaine de Fermi Pasta Ulam Tsingou (1953). (par exemple
il est évident que si on mélange deux gaz parfaits a des températures T et Ts, faute de
collisions, la distribution des vistesses n’évolue pas et reste la somme de deux distributions
de Maxwell & ces deux températures.)
Mais 'ergodicité n’est pas réellement la raison qui justifie ’approche de Boltzmann : en effet
lors d’une mesure, le systéme n’a le temps de visiter qu’une toute petite fraction du volume
de 'espace des phases.

— Le chaos :
la dynamique est en général chaotique, c’est a dire que des conditions initiales trés proches
ont tendance a s’éloigner exponentiellement vite. Ce qui fait qu’une densité initiale non nulle
concentrée dans un volume w autour d’un point de ’espace des phases reste constante dans
une région dont la forme a tendance a se déformer en une sorte de spaghetti tres long et tres
fin (de volume total w) qui finit par devenir dense dans l’espace des phases. Mais méme si
la dynamique est chaotique, le temps d’une mesure est en général beaucoup trop court pour
que le systeme visite une fraction notable de ’espace des phases.

— Un espace de tres haute dimension et des fonctions presque partout constantes :
la véritable justification de I'approche de Boltzmann est que I’espace des phases est un espace
de tres haute dimension et que les fonctions (les variables macroscopiques) qui intéressent
les physiciens y sont presque partout constantes (par exemple, pour un récipient constitué
de deux compartiments de méme volume, presque toutes les points de ’espace des phases
ont une fraction trés proche de 1/2 de particules dans chacun des compartiments). Comme
presque tous les points de ’espace des phases ont des propriétés macroscopiques identiques,
on obtient le méme résultat lorsqu’on suit la véritable trajectoire du systeme dans ’espace
des phases ou lorsqu’on choisit un point tiré au hasard.

3.2 La version ”coarse grained” de ’espace des phases.

Pour obtenir a partir d'une description microscopique une entropie qui augmente au cours du
temps, il faut adopter une définition "coarse grained” de l’espace des phases : on suppose que
I'espace des phases est découpé en petites cellules (voir [7] pour une fagon précise de la définition
de cette partition en cellules)

i=(p,q)

et 'on adopte un point de vue "myope” ou la seule information dont on dispose est la probabilité
P;(t) de trouver le systeme dans la case i au temps t. On peut alors définir I’entropie comme

S=-Y " Pi(t)log Pi(t)

Si I'on suit la trajectoire dans ’espace des phases d’un systeme qui évolue selon la dynamique
hamiltonienne, on observe une suite de cellules visitées au cours du temps (et de temps de résidence
dans ces cellules) qui en général n’a rien de périodique : quand une méme trajectoire revisite une
cellule qu’elle a déja visitée dans le passé elle ne repasse pas forcément par le méme point de cette
cellule. Si la dynamique est chaotique deux points initialement dans la méme cellule ont tendance
a s’éloigner exponentiellement vite au cours du temps, ce qui fait qu’assez rapidement ces deux
points occupent des cellules différentes.



Une fagon simple de décrire ces sauts aléatoires d’une cellule a l'autre est de remplacer la
dynamique par un processus de Markov défini par la probabilité

Wi,j dt = Wi<—j dt

de voir le systeme sauter de la case j a la case i pendant 'intervalle de temps dt infinitésimal. En
général cette description markovienne n’est qu’une approximation de la dynamique. L’approxima-
tion consiste & ne retenir comme seule information sur le systeme la case de ’espace des phases dans
lequel il se trouve. Pour certains systemes suffisamment chaotiques, on peut montrer cependant
que cette approximatione est une description fidele [7].

A part le caractere chaotique de la dynamique qui aboutit a des suites apparemment aléatoires
de cellules visitées, on peut aussi avancer I’argument qu’un systéme n’est jamais totalemnt isolé
du reste de I'univers et que des interactions méme tres faibles avec le monde extérieur vont induire
un caractere aléatoire de la dynamique.

Une fois donnés les taux de saut W; ; on peut écrire I’évolution de la probabilité P;(t) de trouver
le systeme dans la cellule ¢ a 'instant ¢

Pi(t+dt) = Py(t) +dt > W;;jPi(t) — Wi Pi(t)
J

qui peut s’écrire sous la forme de ’équation maitresse

dP;(t)
B ; Wi jPi(t) — W;iP(t) .

La matrice de Markov (c’est a dire la matrice des taux de saut W;; que I'on choisit comme
approximation de la dynamique hamiltonienne) a en général certaines propriétés : il faut que,
comme pour le théoréeme de Liouville, la mesure uniforme (ou tous les P; sont égaux) soit une
mesure stationnaire. On veut également que le caractere invariant par renversement du temps de
la dynamique hamiltonienne soit préservé.

Un des choix le plus simples pour les W ; est ce qu’on peut appeler le bilan détaillé micro-
canique ou la matrice de Markov est simplement symétrique

Wi; =W .
L’équation maitresse devient alors une équation de diffusion
dP;(t)
dzt =Y Wi [Pi(t) = Bi(1)]

J

et I’évolution de 'entropie est donnée par

ds
di

= kYo 2] D = S log () T

= kY Wi Py (0) = P(o)] log P(t) = 5 3 Wig[Pi(0) — Pi(0)] log

P;(t)
P;(t)

> 0

ol on a utilisé le fait que les probabilités P;(t) sont normalisées (), P;i(t) = 1), que la matrice W
est symétrique et que pour toute paire de nombres positifs X,Y on a

X
X —Y)log= >0.
( )ogY_O
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On voit donc que, pour une matrice de Markov symétrique, I’entropie augmente (le raisonnement
qu’on vient de faire est treés semblable a celui qui aboutit & la dérivation du théoreme H de
Boltzmann).
Pour un nombre de cellules fini, on voit que quand ’entropie atteint sa valeur limite aux temps
longs, on a
Pi(00) = Pj(oc0) si W;; #0

et donc on atteint la mesure uniforme si la matrice W permet d’atteindre toutes les cellules, c’est
a dire si Vi, 7, 3k : tel que (WF);; # 0.

Remarque :

lorsqu’on renverse le sens du temps, la position ¢ dans ’espace des phases est inchangée tandis
que I'impulsion p change de signe. Aussi si on associe a une cellule i une cellule i* obtenue en
renversant le sens du temps

-k

t= (p7 q) < = (_p7 q)

le bilan détaillé microcanonique doit alors s’écrire
Wij = Wi -

Pour cette matrice de Markov, la densité uniforme est toujours stationnaire. Le raisonnement fait
précédemment dans le cas d’'une matrice de Markov symétrique pour montrer que ’entropie est
une fonction monotone du temps peut se généraliser pour un processus de Markov quelconque [§].
En effet, il est facile de monter que si deux mesures {P;(t)} et {Qi(t)} évoluent selon la méme
équation malitresse, leur entropie relative définie par

= k)P (Q((?)>

est une fonction croissante du temps : en effet en utilisant la conservation des probabilités

(& X Pi(t) = 0) on a
@+ (Gn) aom
e

Pi(t) Qi(t)\  Pi(t) Qj
=—k» W;,;P;(t) |log -
ZZ; jj [ (Qz > 2 j

i(t) P5(t)
car logX — X +1<0.

En choisissant la mesure uniforme (stationnaire), Q;(t) = 1, on en déduit que S est une fonction
croissante du temps.

4 Les thermostats stochastiques

Pour un systeme en contact avec un thermostat, on voudrait trouver une facon d’introduire
une représentation des interactions avec le thermostat de maniere a ce que la probabilité P,(C) de
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trouver le systeme dans une configuration C converge vers 1’équilibre de Boltzmann
1 _BO©
P(C) = Pq(C) = A
N () . ..
ol Z =) e *T est la fonction de partition.
Nous allons voir qu’on peut utiliser soit des thermostats stochastiques soit des thermostats
déterministes [9], [10]. Dans la suite de ce cours c’est surtout des thermostats stochastiques qui
seront utilisés.

4.1 Le thermostat d’Andersen (1980)

On imagine un fluide dont I’hamiltonien est donné par :
2
p.
%:ZﬁJFZU(%—%)‘FZV(%) :
i i, i

Pour modéliser I'interaction avec un thermostat qui peut éventuellement agir sur tout le systéeme
ou simplement sur une partie du systéme, on imagine que pendant tout intervalle de temps infi-
nitésimal dt, chaque particule qui se trouve dans la région d’interaction avec le thermostat a une
probabilité dt d’actualiser son impulsion avec le régle suivante :

quand une impulsion est actualisée, elle est remplacée par une impulsion tirée au hasard selon une
distribution de Maxwell a la température du thermostat

QrmkT) 42 P | 2mkT

En dehors de ces actualisations, le systéeme évolue selon la dynamique hamiltonienne.

Remarque :
Il est évidemment facile d’adapter cette procédure au cas d’un systéme en contact avec plusieurs
thermostats a des températures différentes. Il suffit de définir pour chaque thermostat la région
d’espace dans laquelle il agit et d’actualiser les impulsions dans chacune de ces régions avec une
loi maxwellienne a la température du thermostat correspondant.

Le thermostat d’Andersen est un exemple simple de dynamique stochastique. Les exemples les
plus utilisés de dynamique stochastiques sont les processus de Markov et la dynamique de Langevin.

4.2 Processus de Markov

Si on adopte une dynamique Markovienne, il suffit de se donner la matrice W(C’,C) qui nous
dit que la probabilité de sauter de la configuration C vers la configuration C’ pendant le temps dt
est W(C',C)dt. La probabilité P,(C) de trouver le systéme dans la configuration C évolue comme
précédemment selon ’équation maitresse

dP(C)
dt

= W(C,CP(C) - W(C,C)P(C)
=

et comme dans le cas du systéme isolé se pose alors la question du choix de la matrice de Markov.
On veut que ’équilibre de Boltzmann soit stationnaire c’est a dire que pour toute configuration C

D W(C,C')Pey(C') = W(C',C) Peg(C) =0 .
C

12



S’il y a Q configurations C, on veut donc que la matrice W qui contient (2 — 1) parametres
indépendants satisfasse 2 contraintes. Il y a évidemment un trés grand nombre de choix possibles
de matrices de Markov qui satisfont ces contraintes.

On veut aussi que le systeme s’équilibre c’est a dire que

Pt(C) — Peq(C) .

Pour cela il suffit que la matrice de Markov satisfasse les conditions du théoréeme de Perron Fro-
benius (VC,C’, 3k : tel que (W¥)c e # 0) qui exprime simplement que I'espace des phases est
connecté et donc qu’il existe un chemin permettant d’aller de toute configuration a toute autre
configuration [11].

Remarque :
on consideére souvent aussi une dynamique de Markov discréte dans le temps ou la matrice M (C,C")
définit la probabilité de sauter de C’ en C en un pas de temps. La probabilité de rester dans la
méme configuration est alors
M(C,C)=1-) M(',C)
cr

et I’équation malitresse devient

Pipar(C) =) M(C,CHP(C) .
-

La seule différence avec la dynamique en temps continu est que la condition du théoreme de Perron
Frobenius est 1légérement modifiée. Elle devient (VC,C’, kg : tel que Vk > ko que (Wk)cvc/ # 0)
pour éviter les oscillations).

On peut noter que le cas continu peut étre vu comme un cas particulier de la dynamique discrete
pour At petit

M(C',C)=W(C,C)At + (1 — Atz W(C”,C)) Serc -
C//

4.3 Bilan détaillé et réversibilité microscopique

Le plus souvent on impose a la matrice de Markov de satisfaire la condition de bilan détaillé
qui dit que VC,C’ la matrice W (C, C’) dans le cas d’un temps continu doit vérifier

W(C,C") Peq(C') =W (C',C) Pey(C) .

(Dans le cas d’un temps discret la condition de bilan détaillé s’écrit M (C,C’) Pey(C') = M(C',C) Poy(C') .)

Cette condition de bilan détaillé impose beaucoup plus de contraintes (£2(£2 — 1)/2 contraintes)
sur les matrices W ou M mais comme il y a deux fois plus d’éléments de matrice que de contraintes,

il y a encore un tres grand choix de matrices possibles.

La raison principale d’'une matrice de Markov qui satisfait le bilan détaillé est la microréversi-
bitité. Dans le cas d’un processus de Markov discret, la microréversibilité signifie que la probabilité
d’observer n’importe quelle trajectoire est égale a la probabilité d’observer la trajectoire obtenue
en parcourant les configurations en sens inverse

Prob(Traj) = Prob(Traj*)
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ou
Traj = (C1,Co---Ct) et Traj* = (Cp,---Ca,C1) .

Il est facile de voir que cette symétrie découle du bilan détaillé. En effet (en choisissant At = 1
pour alléger les notations)

Prob(Traj) = M(C;,Ci—1) -+ M(Cs,Ca) M(C2,C1) Peg(Cr)

et en utilisant le bilan détaillé on voit facilement que

Prob(Traj) = M(Ct,Ct_l) M(Cg,CQ) M(Cg,cl) Peq(Cl)
M(Ci,Ci—1) -+ M(C3,C2) Poq(Ca) M(Cy,C2)
= M(Ci,Ci—1) -+ Peq(C3) M(C2,C3) M(C1,C2)

= Poy(C) M(Ci—1,Ci) -+ M(Co,C3 ) M(Cq,Co)
= Prob(Traj*) .

On peut réécrire le bilan détaillé sous la forme

we.e) E(C) | E(C/)] |

wc,c)~ P {_ KT kT

Quand le systéeme saute de la configuration C & la configuration C’, le thermostat lui fournit une
quantité de chaleur @)

w(c,c")
=FE(") - EC)=kTlog ———~
Q= B(C)) - B(€) = KTlog 5oy
et donc ’entropie du thermostat varie de
w(c',c
ASthermostat (C — C,) = *% = klog M
Remarque :
On peut utiliser cette formule
w(c',C)
A ermosta ") = klog ———<
Sth t t(C —C ) 0g W(C,Cl)

de maniere plus générale pour un processus de Markov quelconque [12] (qui ne vérifie pas forcément
une relation de bilan détaillé) pour définir la variation d’entropie du thermostat quand le systéme
saute de la configuration C & la configuration C’.

Dans le cas particulier d’'une dynamique qui satisfait le bilan détaillé, cette variation peut s’écrire
sous la forme d’une différence

ASthermostat(c — Cl) = A(C/) - A(C)
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et donc que pour tout cycle de configurations {Cy,---Cp}
ASthermostat (Cl - CZ) + A*S’thermostat (CQ — CB) + - ASthermostat (Cn — Cl) =0

quand la dynamique vérifie le bilan détaillé. Lorsque la matrice de Markov ne vérifie pas le bilan
détaillé, comme dans les situations hors d’équilibre, cette somme n’est en général pas nulle au
moins pour certains cycles de configurations.

4.4 Les états stationnaires hors d’équilibre

Comme on I’a vu avec I’exemple des thermostats d’Andersen, on peut facilement modéliser un
systeme en contact avec plusieurs thermostats a des températures différentes : une particule située
dans une région ou elle interagit avec un thermostat a la température T; est actualisée avec une
matrice de transition W qui satisfait le bilan détaillé A la température T}.

w(e,c') exp [—Ek(;)] = WO, C) exp [—Ek(ﬁ)}

L’action parallele de plusieurs thermostats fait que la matrice de transition W est la somme des
matrices de transition de chacun des réservoirs

w(c',c)=wh,c)+wAc,e) + -
Dans le cas de plusieurs réservoirs a des températures différentes, on a toujours
F(C) — Pness(C)

ot Pygss(C) est la mesure stationnaire (NESS = non equilibrium steady state) qui vérifie les
équations de bilan global

> WI(C,C)Pumss(C) =Y W(C',C)Pxss(C)
c c

mais ne vérifie pas de bilan détaillé.

Lorsque le systéme saute d’une configuration C a une configuration C’ en échangeant de ’énergie
avec le thermostat ¢ le changement d’entropie du thermostat est donné par

wi,c)

W, e

thermostat

C—C)=kl

Une des difficultés dans I’étude des systémes hors d’équilibre est qu’on ne dispose pas d’une
expression explicite de Pygss(C) et qu’en général Pyggs(C) dépend non seulement des températures
des thermostats mais aussi de la nature des contacts.

Pygss(C) =7

4.5 La méthode Monte Carlo

Des dynamiques satisfaisant le bilan détaillé sont tres souvent utilisées dans les simulations
Monte Carlo pour échantillonner des systemes a 1'équilibre [13].

Prenons I'exemple d’un modele d’Ising dans sa version gaz sur réseau : on considere un réseau
régulier (par exemple un réseau carré). A chaque site ¢ du réseau, on associe une variable binaire
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n; = 0 ou 1 qui indique si le site ¢ est occupé par une particule ou s’il est vide. Une configuration
C est alors spécifiée par la donnée des variables d’occupation n; pour chaque site i

C:{nl,ng,--~}.

On se donne 'énergie des configurations

0J

ou le potentiel U; ; d’interaction entre particules dépend de la distance entre les sites ¢ et j et V;
est un potentiel extérieur.

La dynamique Monte Carlo, dans la version Metropolis, consiste & construire une suite de confi-
gurations Cy,Co, - Cy - -+ par le processus de Markov suivant :
si le systeme se trouve dans la configuration C, on choisit une paire de sites voisins ¢, j au hasard
et on échange les nombres d’occupation de ces deux sites (n;,n; — nj,n;). On fabrique ainsi une
nouvelle configuraion C* & partir de C; (C* = C; si les deux sites étaient tous les deux vides ou tous
les deux occupés ; par contre si un seul des deux sites est occupé cela revient a déplacer la particule
d’un site a l'autre site). On tire ensuite un nombre aléatoire z uniformément distribué entre 0 et

1 et on construit
c* s 2 < elB(C)=EC)]/kT
Ct+l :{ Ct si z > e[E(Ct)_E(C*)]/kT

(évidemment avec cette regle on a toujours Cryq = C* lorsque E(C;) > E(C*)). Il est facile de vérifier
que la dynamique ainsi construite (la dynamique de Metropolis) vérifie le bilan détaillé. Comme
par ailleurs toutes les configurations sont reliées entre elles (en renversant un spin a la fois on peut
aller de n’importe quelle configuration & n’importe quelle autre), on est dans les conditions du
théoreme de Perron Frobenius. Donc pour les temps longs, quelle que soit la configuration initiale,
les configurations C; sont distribuées selon Pey(C).

La suite C1,Cso - - ainsi construite permet d’échantillonner les configurations distribuées selon
les poids de Boltzmann. Par exemple si on veut estimer la moyenne (F) d’une observable F(C)
définie par
CF(C)C_E(C)/kT
S e BO/KT

(F) = &

il suffit de construire une suite assez longue

1 N
<F>2N§ F(C)
=1

et I'erreur décroit comme N ~1/2. (Comme ce n’est que dans la limite des temps longs que P;(C) —
P.4(C), on élimine souvent les premieres configurations de I’échantillonnage pour améliorer la
convergence).

4.6 La dynamique duale

A tout processus de Markov M (ici prenons le cas du temps discret) on peut associer un processus
de Markov dual M7 par la formule suivante

PxEss(C')
ZC“ M(C, C”)PNESS (C”)

Prrss(C)
Pniss(C)

M*(C',C) = M(C,C)) = M(C,C)
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Ce processus de Markov dual permet de remonter le temps : dans le régime stationnaire sachant
que le systéme se trouve en C a I'instant ¢, la probabilité qu’il ait été en C' a I'instant ¢ — At est
donnée par M*(C’,C).

A Téquilibre (c’est a dire quand la dynamique vérifie le bilan détaillé), on a

M*T(C,C) = M(C,C)

et donc la dynamique vers le passé et vers le futur sont identiques. Autrement dit la trajectoire
empruntée (ou plutot la statistique des trajectoires empruntées) pour créer une fluctuation est
identique a celle qui décrit la relaxation de cette fluctuation.

Pour un systeme hors d’équilibre on a en général

MT(C'C)# M(C',C)

et donc la fagon dont une fluctuation est créée differe de la facon dont elle relaxe.

4.7 Bilan détaillé avec les impulsions et I’exemple de I’équation de Langevin

Les impulsions sont des quantités impaires par renversement du temps. On peut associer a chaque
configuration C = (p, ¢) une configuration C* = (—p, q) obtenue en renversant le signe des vitesses.
Le bilan détaillé prend alors la forme

W(C' + C)e BEO/KT — yy7(c* « ¢)e BCI/MT

Un exemple en est I’équation de Langevin sur laquelle nous reviendrons plus loin (section .
Dans le cas d’une particule dans un potentiel unidimensionnel U(q) elle s’écrit

d?¢  dU(q) dq
-4 _ _F\H) 7 t
e i a T

ou dans le membre de droite le premier terme est la force qui dérive du potentiel U(q) et les deux
derniers termes représentent I'interaction avec un thermostat : n(¢) est un bruit blanc gaussien qui
vérifie

() =0 (nt)n(t))=To(t—1).

Si on discrétise le temps on a pour At petit

¢ =q+ 2t
m

dU
p=p-— d(q) At—7EAt+ B
q m

ou B est un nombre aléatoire gaussien tel que

(BY=0 ; (B*=TAt.
On voit donc que pour At petit
dU(q) AP A4)2
1 (0 —p+ S LAt + LAY
’o ~§(d —a— £At - _ q m
W((p,q)<—(p,Q)> (q ¢- ) s O ST Az
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De méme

/

duU(q") ' 2

1 (0 —p+ G AL - EAL)
Wi (= o)) ~6 _/EAti — q m
(( p,Q)<—(p,q)) (q ¢+ > s O ST AL

. . e / ~ ~ p/ / _
En faisant le rapport on obtient en utilisant que ¢’ —q ~ >~ At ~ At p' —p = O(V1), et que

At <1

i
m

W((p’, ¢) « (p, q)))) exp B <p2 —p?  (p+p) dUAt) 1 O(At)}

W((—p, q) < (=7, q m m dq
2y o
=exp [P(E(n q) — E(-p'.q)) + O(At)]
ou on a utilisé I’expresssion de 1’énergie
P2
E(p,q) = - +Ula) -

On voit donc que la dynamique de Langevin satisfait bien le bilan détaillé a la température 7' si les
deux parametres qui caractérisent la force de Langevin, la variance I' du bruit n(¢) et le coefficient
de frottement ~ sont reliés par :

I'=2kT~ .

5 Introduction a la thermodynamique stochastique [12, 14, 15]

On a vu dans plusieurs exemples comme celui d’un fluide
p?
E(C) =) 55+ Ul =)+ V()
i ij i

ou du modele d’Ising
Et(C) = Z Ui’j n;n; + Vz(t) n;
i.J
que énergie d’une configuration E;(C) peut en général dépendre du temps (si par exemple on
bouge la position d’un piston ce qui revient a changer le potentiel V' au cours du temps).

On peut également changer la température du thermostat ou des thermostats au cours du temps.
Il en résulte dans le cas d’'une dynamique markovienne que les taux de transition se mettent a
dépendre du temps.

Donc une matrice de Markov W; qui dépend du temps peut représenter & la fois I'interaction avec
un thermostat dont la température varie au cours du temps et les forces extérieures dépendant du
temps que l'on applique au systeme dont I’ énergie Ey(C) se met ainsi & dépendre aussi du temps.
Dans le cas particulier ou, a chaque instant, il n’y a de contact qu’avec un seul thermostat (dont la
température T; peut varier au cours du temps t), la matrice de Markov satisfait un bilan détaillé
instantané :

Wi(C',C) exp[—BEy(C)] = Wi(C,C') exp|—Bi Er(C')]

ot B; = (kKT;)~! est I'inverse de la température du thermostat au temps t.
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5.1 Moyennes de la chaleur et du travail

Une fois qu’on s’est donné la matrice de transition Wy la probabilité P;(C) évolue selon 1'équation
maitresse habituelle

dP,(C)
dt

= Wi(C,C)P(C") = Wy(C',C)P(C) .

C/

Comme chaque saut d’une configuration a une autre représente 'interaction avec le thermostat,
la moyenne de la quantité de chaleur 6Q fournie par le thermostat pendant l'intervalle de temps
t,t + dt est donnée par

(6Q) = Y [E(C') — E(C)] Wi(C',C) dt Py(C)

c'C

qui exprime que si le systéme est dans la configuration C, qu’il saute de C vers C’, il regoit du
thermostat une énergie [E:(C") — E(C)].
En réarrangeant la somme sur C et C’ puis en utilisant ’équation maitresse on arrive a

(6Q) = 3" E(C) [Wi(C,C)Pi(C') — W(C',C)PA(C))] dt
c'c

_ dP(C)
_XC:Et(C) ot

On sait par ailleurs que 1’énergie moyenne du systeme est donnée par

(Ey) = ZEt(C) P(C)
c

On en déduit que le travail moyen fourni au systéme pendant le temps t est donné par

dE:(C)

(OWiowmi) = 0B, — (0Q) =) —

c

P(C) dt .

On voit donc que, dans le cadre d’'une dynamique de Markov, la dépendance temporelle des énergies
E;(C) au cours du temps contribue au travail tandis que les changements d’énergie lors des sauts
contribuent a la chaleur.

5.2 La dissipation

On peut écrire 'augmentation d’entropie du thermostat pendant l'intervalle de temps (¢, ¢ + dt)
en utilisant la relation de bilan détaillé

(0 thermostat) = —<5Ti?> = Z Be [E:(C') — E(C)] Wi(C',C) dt P,(C)
c'c

B wi(c,C) ,
== —k:czlg log (Wt(c,c)> W(C',C)dt Py(C)
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Par ailleurs a partir de la définition de I’entropie moyenne du systeme (Ssysteme) = —k D P(C) log P;(C),
on a

dP(C
<5S systérne> = _kZ Ctli ) dt log Pt(C)
C

= kY [W(C,C)dt P(C") — Wi(C',C)dt P(C)] log P(C)
c'c

—kZl HC) W, (C',C) dt P,(C) .
(75)

En regroupant et en symétrisant ces deux expressions on obtient

<5S total> = <5S thermostat> <5S systeme >

Wi(C',C) Bi(C) /
—kz <WtC &) B(C ,)> W (C',C) P(C) dt
)

Wi(C',C) P(C
*Z lo <Wt C,C") P,(C)

) W(C',C) PA(C) = Wi(C,C) Pi(C)] dt > 0

qui est manifestement positif (car (X — Y)log(X/Y) > 0). La moyenne de Ientropie totale de
I’ensemble isolé (thermostat + systéme) augmente donc bien au cours du temps comme le prévoit
le second principe.

Remarque :

Comme nous le verrons dans le cadre de la thermodynamique stochastique, on peut associer a
chaque configuration C une entropie —klog P(C). L’expression (Ssysteme) = —k D¢ P1(C) log P(C)
apparait alors comme une moyenne sur toutes les configurations de cette entropie.

5.3 Fluctuations de la chaleur et du travail

On peut en fait définir la chaleur échangée et le travail fourni pour chaque réalisation du proces-
sus. Imaginons que le systéme se trouve dans une configuration C; du temps £y au temps 1, qu’il
saute au temps t; de la configuration C; a la configuration Cy, puis qu’il saute de la configuration
Cy a la configuration C3 au temps to et ainsi de suite. Pour cette trajectoire on aura pour la chaleur
et le travail fourni

Qfourni = Z [EtZ (Ci-l-l) - Eti (Cl)]
i
Wfourni = Z [Etl (CZ) - Etifl(ci)] .
i
On peut ainsi s’intéresser aux fluctuations du travail et de la chaleur échangés lors du processus.

Les lois statistique de ces fluctuations obéissent certaines relations comme la relation de Jarzynski
ou le théoreme de fluctuation qui seront discutés dans la suite du cours (voir les section [6] et [L1]).

5.4 Exemple d’un systeme en contact avec un ou plusieurs thermostats

Considérons, comme exemple, une chaine de L sites (ou plus généralement un graphe quel-
conque). Sur cette chaine (ou sur ce graphe) des particules diffusent sans interagir entre elles : si

20



une particule se trouve en un site, elle a une probabilité dt de sauter vers chacun de ses sites voisins
pendant le temps infinitésimal dt. Chacune de ces particules peut étre vue comme une excitation
d’énergie (un quantum d’énergie).

— Contact avec un seul thermostat dont la température varie au cours du temps
On imagine qu'un site particulier du graphe est en contact avec un thermostat dont la
température dépend du temps. Quand une particule se trouve sur ce site particulier elle a,
(en plus de la possibilité de sauter vers chacun de ses sites voisins) une probabilité dt de
sortir en étant absorbée par le thermostat. De plus le thermostat injecte des particules sur ce
site particulier avec un taux «a(t) (c’est ce qu'on appelle un processus de Poisson d’intensité
a(t)). La condition de bilan détaillé instantané s’écrit alors

a(t) = e B

ou [(t) est 'inverse de la température du thermostat (pour alléger la notation on prend ici
k =1 pour la constante de Boltzmann).

La seule chose qui importe pour les échanges de chaleur est le temps passé T par une particule
dans le systeme avant de ressortir. Si une particule est injectée au temps ¢ on définit la
densité r(7)dr comme la probabilité que la particule ressorte dans lintervalle de temps
(t + 7,t + 7 + d7). Maintenant supposons que l'on varie la température du thermostat au
cours du temps en partant d’une valeur S(—oo) pour aller & f(4o00). Ce changement de
température n’est pas forcément lent. En faisant le bilan des énergies cédées et recues par le
thermostat on voit que (en notant que chaque particule qui rentre finit par ressortir au bout
d’un temps 7)

o0

<ASthermostat> = /Ooo T(T)dT/ [B(t + 7—) - B(t)] a(t)dt

—0o0

= OOT‘T T - T)— e Pl
/0 (rdr [ (B(e+7) - (o) s

—00

Si la variation de température est tres lente on a
Blt+7)—Bt)=p'(t) 7

et donc

<A5thermostat> = / 7"(7')’7’(17’/ /Bl(t) E_B(t)dt — e—ﬁ(—oo) _ e—ﬁ(oo):| / T‘(T)’TdT ‘
0 —00 0

On voit que si la transformation est treés lente (c’est a dire réversible), la variation d’entropie
ne dépend que ’état initial et I’état final : I’entropie est une fontion d’état !

Si le changement de température est un peu plus rapide, le terme suivant donne
B(t+71)—B(t)— B(t)T ~ B"(t) 72/2 et la contribution supplémentaire & (ASihermostat)

o) 2 o] o} 2 o]
/0 () dr / B(t) e Pt = /0 () dr / B(t)? e POy

qui n’est plus une dérivée totale. C’est le terme dominant qui contribue le plus a la dissipa-
tion quand le changement de température est lent.
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— Contacts avec deux thermostats dont les températures varient au cours du temps
Imaginons maintenant que sur le graphe il y a deux contacts, chacun avec un thermostat a
une température différente. Quand une particule est injectée au temps t alors, au temps ¢+ 7,
soit elle retourne dans son thermostat de départ avec une probabilité r(7), soit elle ressort
par autre thermostat avec une probabilité s(7).
Si les températures des deux thermostats ne dépendaient pas du temps, la création d’entropie
par unité de temps dans les thermostats serait dans le régime stationnaire

W = (B2 —B)(e M —e ) /OOO s(r)dr .

Comme on I’a vu dans la section 2 quand les températures des thermostats sont différentes, il
faut renormaliser la variation d’entropie, par exemple en soustrayant celle qu’on aurait dans
le régime stationnaire avec 1 = [51(t) et B2 = Pa(t). On obtient alors

(ASermostats) = /0 r(r)dr / (181t +7) = Bi(®)]e™ O + Bt +7) = Ba(t))e™) ) at

—0o0

o0 oo
b [T sr [T (18a(t 4 1) = Ba®)e PO 4 [Bre ) = pr(ole 0 e

0 —00
Quand les températures varient lentement, la premieére ligne donne une dérivée totale comme
dans le cas d’un seul réservoir mais la deuxieme ligne donne

/ " (s / " 183 PO 1 (1) e Ola
0 —00

qui n’est pas une dérivée totale. Cela montre que la seule approche thermodynamique, ol les
variations d’entropie du systeme ne sont calculées qu’a partir des échanges de chaleur evec
les thermostats, ne permet pas de définir I’entropie d’un systéme dans un régime stationnaire
comme une fonction d’état (seulement si la différence 51 — f2 est petite, a l'ordre linéaire
dans cette différence, I'expression qui précede devient une dérivée totale) [5].

Remarque :

par contre on peut toujours définir 'entropie S = —k ), p; log p; de maniere microscopique
dans un régime stationnaire et elle est une fonction d’état (qui dépend des températures des
deux thermostats et de la nature des contacts).

6 Relations de Jarzynski et de Crooks et leurs géneralisations

En 1997 Jarzynski [16] publia une relation que doit vérifier la distribution du travail W fourni
au systeme lors d’une transformation quelconque.

Lors d’une telle transformation 1’énergie de chaque configuration microscopique C dépend du
temps. Par exemple un fluide dont on change le volume a une énergie donnée par :

2
(€)=Y % +2_ U6 =)+ 3 Viat)

ou C = (p, q). Quand on actionne un piston pour modifier le volume du gaz, on change le potentiel
V(q,t) et donc I’énergie des configurations.
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6.1 Enoncé et contexte

On suppose que :
— le systeme est initialement a I’équilibre a la température T'. C’est a dire que si P;(C) est la
probabilité de trouver le systeme dans la configuration C au temps ¢, alors a ¢t =0 on a :

— on fait subir au systéme une transformation quelconque, pas forcément lente. Dans le cas du
fluide cela revient & varier le potentiel V' au cours du temps et donc 1’énergie E;(C) de chaque
configuration microscopique C se met a dépendre du temps.

Si on répete plusieurs fois la méme expérience le travaill W = Wiy fourni au systeme au bout
d’un temps ¢ va fluctuer d’'une expérience a l'autre. Dans le cas du fluide, ce travail dépend du
nombre de collisions des particules du fluide avec le piston et des échanges d’énergie lors de ces
collisions. Il dépend ainsi de la configuration initiale du fluide.

La relation de Jarzynski (1997) prévoit que quelle que soit la transformation, la moyenne sur
beaucoup de réalisations de la méme expérience doit donner

<€7'BW> — efﬁ(FﬁnalfFinitial)

ou Finitial €t Frnal sont ’énergie libre de ’état initial et celle de I’état final apres que le systéme ait
relaxé vers I’équilibre.

Dans le cas particulier ol on laisse a 'instant final le systéme dans le méme état que dans 1’état
initial (par exemple lorsqu’on rameéne le piston & sa position de départ) la relation de Jarzynski
redonne une relation découverte par Bochkov et Kuzovlev a la fin des années 70 :

<e—ﬁW> =1.

Conséquences :

1. En utilisant 'inégatité de Jensen (qui dit que pour toute fonction convexe on a

(f(z)) = f((x))

et le fait que la fonction exponentielle est convexe,) on voit que le travail fourni lors de la
transformation vérifie
<Wfourni> Z Fﬁnal - Enitial .

Il y a donc, en moyenne, un travail minimum & fournir pour passer de I’état initial a 1’état
final (comme le prévoit le second principe).
Dans le cas ou 'état final et ’état initial sont identiques, on a

<Wf0urni> = _<Wextrait> > 0

et ce qui redonne la formulation (vraie en moyenne) de Kelvin du second principe.
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2. Dans le cas particulier ou on suppose que {’état initial=1’état final}, s’il y a des événements
tels que Wioumi > 0 (c’est a dire des évenements ol de I’énergie est dissipée sous forme de
chaleur), il doit forcément y avoir aussi des événements pour lesquels W < 0 de fagon a
assurer que

<e_’BW> - /P(W) eV aw =1.

Ces évenements ou le travail fourni est négatif et qui violent donc le second principe peuvent
étre observés expérimentalement sur des sysemes suffisamment petits comme des brins d’ARN
[17].

6.2 L’exemple de la machine de Szilard

La machine de Szilard fournit un exemple simple pour lequel la distribution du travail W peut
étre déterminée explicitement : le systéme est constitué d’une seule particule dans un volume v en
contact avec un thermostat a la température 7T'.

A Tinstant initial, on introduit un séparation (un piston) qui sépare le volume v en deux régions
de volume vg et v — vg comme sur la figure. Puis on déplace ce piston trés lentement de facon a ce
que dans I’état final le volume vg soit devenu v1. Une fois en v; on supprime la séparation. Pendant
tout ce processus, que 1’on suppose tres lent, la particule reste en équilibre avec le thermostat et a
donc sa vitesse distribuée selon une maxwellienne a cette température T'.

T
/ -
o o
%) — %) —
o

Si le volume de la région occupée par la particule passe d’un volume vinjtial & un volume wvgpal
le travail W fourni est donné par

Vfina

W——/ ' 1pdv:—kT log Vlinal
Vinitial Vinitial

ou la pression exercée par la particule sur le piston est donnée par p = kT /v. (Cette expression
peut se justifier en disant que comme on déplace le piston tres lentement, le mur subit un grand
nombre de collisions avec la particule. On peut ainsi utiliser ’expression de la pression d’'un gaz
parfait. On pourrait aussi ’obtenir par le calcul en utilisant le fait qu’a chaque collision la particule

a une vitesse distribuée selon une maxwellienne a la température 7T').
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Comme le systeme est initialement a 1’équilibre, la particule a, au début du processus, une
probabilité vy /v de se trouver a gauche du mur et une probabilité (v —wvg)/v de se trouver a droite.
On en déduit que

—kT log Z—é avec probabilité %0
W p—

—kT log % avec probabilité Y=Y

Il est alors facile de vérifier que
<€—W/k‘T> — 1

comme le prévoit la relation de Jarzynski.

6.3 La vraie machine de Szilard et le second principe

La machine de Szilard (1929) fut introduite pour montrer qu’on peut extraire du travail d’un
systeme & ’équilibre (en contact avec un seul thermostat) a condition d’avoir de 'information.

Au départ il y a une seule particule dans un volume v. On introduit un piston au milieu. Si la
particule est & gauche on pousse le piston (trés lentement) vers la droite, si la particule est a droite
on pousse le piston vers la gauche.

/ :
o
. -
o
o
Vi o v,

On s’arréte quand le volume occupé par la particule est v;. Clairement que la particule soit initia-
lement & gauche ou a droite on fournit ainsi un travail W = —kT log(2v1 /v) puisque Uinitial = v/2
et vgnal = v1. On voit donc que si on choisit v1 = v, on peut extraire ainsi un travail

Wextrait = —Wfourni = kT 10g2 .

Ce résultat semble paradoxal puisqu’on réussit a extraire du travail d’un systeme a 1’équilibre.
A priori I'opération peut se répéter un grand nombre de fois et donc on pourrait extraire ainsi
un travail arbitrairement grand. Avec le protocole ainsi choisi le travail fourni W = —kT log 2 ne

fluctue pas et on a donc
(e PVy = 2

en contradiction apparente avec la relation de Jarzynski.
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En fait il a été montré par Sagawa et Ueda [22] que lorsqu’on dispose d’une information I (dont
nous verrons un peu plus loin la définition précise (voir section [6.10])) la relation de Jarzynski

devient
(ePW=Iy = 1.

En utilisant 'inégalité de Jensen on en déduit que
<Wextrait> - _<Wf0urni > < kT <I> .

Donc on peut en extraire du travail d’un systéme a 1’équilibre si on dispose d’une certaine infor-
mation.

6.4 La borne de Landauer

La machine de Szilard fournit également un exemple permettant d’illustrer la borne de Landauer
qui dit que pour effacer un bit de mémoire il faut dissiper une énergie moyenne supérieure ou égale
a kT log 2.

Imaginons qu’un bit d’information est stocké dans un volume séparé en deux compartiments de
méme volume comme sur la figure : si la particule est a gauche le bit d’information est 0 et si elle
est a droite, le bit d’information vaut 1.

bit=0 bit=1

l Effacement l

Pour effacer ce bit on veut mettre en oeuvre un protocole (toujours le méme c’est a dire qui
ne dépend pas de I’état initial du systeme) qui doit aboutir & ce que la particule soit toujours dans
le compartiment de gauche.

Pour cela on procede comme sur la figure.
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} }
| |
} }

On supprime la séparation, on en introduit une nouvelle au contact du bord de droite et on
déplace lentement cette séparation vers la gauche. Ainsi la particule se retrouve toujours dans le
compartiment de gauche et donc a la fin de 'opération le bit = 0. Le travail ainsi fourni est de
kT log2 (si on procede tres lentement) et il est supérieur & cette valeur si on procede plus rapide-
ment. Cette énergie ainsi fournie est dissipée sous forme de chaleur. On en conclut que pour effacer
un bit de mémoire on doit dissiper une quantité de chaleur ) qui vérifie :

Q> kT log2 .

Remarque :
si initialement, on a une information sur la valeur du bit, par exemple qu’il prend la valeur 0 avec
probabilité p et la valeur 1 avec probabilité 1 — p on peut généraliser le protocole d’effacement et
aboutir a

Q > —kT [plogp+ (1 —p)log(l —p)] .
Au lieu de supprimer la séparation au début, on commence par la déplacer lentement pour I’amener
a une position telle que le volume de gauche soit une fraction p du volume total. On fournit ainsi
en moyenne un travail —k7'[plog(2p) + (1 — p) log(2(1 — p))]. Ensuite on supprime la séparation et
on procede comme précédemment avec un cotut W = kT log 2. On fournit ainsi un travail total

Weourni = —kT'[plog(2p) + (1 — p)log(2(1 — p))] + kT'log 2 = —kT[plogp + (1 — p) log(1 — p)]

qui est dissipé lors des échanges de chaleur avec le thermostat.

6.5 Dérivation de la formule de Jarzynski dans un cas trivial

Imaginons que ’on change ’énergie de chaque configuration de maniere instantanée. Par exemple
on déplace le piston si vite que la configuration des positions et des vitesses des particules n’a pas
le temps de changer.
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Une configuration C dont I’énergie était E;(C) juste avant le changement acquiert une énergie
E¢(C) juste apres le changement. Le travail fourni si le systéme se trouve dans la configuration C

est donc
W = Er(C) - Ei(C) .

Si on moyenne sur toutes les conditions initiales on obtient
- —B(E:(C)—Ei(C i
(e PV = Ze B(Ex(C)—Ei(C)) Pe((lj)(c)
c

—BE;(C
=Y e BB & PO Zp _ _strer)

z A Z;
qui est la relation de Jarzynski.

Remarque :
comme on a procédé a un changement rapide, le systéme juste apres le changement n’est pas en

équilibre. La probabilité de le trouver dans une configuration C est donnée par Pécll) (C) alors qu’elle

va relaxer vers Pe((fl) (C).

e—BEi(C) e~ BE:(C)
Z; 7 Zy

=PeC).

6.6 Dynamique hamiltonienne pour un systeme isolé et les définitions du travail

On consideére un systéme classique isolé (c’est a dire sans échange de chaleur avec le monde
extérieur) dont I’hamiltonien H; change au cours du temps

Hi(p,q) = H(p,q) — Xy A(p,q)

ot Xy est une force et A(p, ) est la variable conjuguée a cette force (on suppose que I’hamiltonien
‘H décrit les interactions internes au systeme et ne dépend pas du temps).
Par exemple si I’hamiltonien d’une particule est

2
p
=—+4+V(qg) — F
Hilp,q) = 5~ +V(d) — Fr q
son évolution est donnée par
. . dv
= pz——i@+ﬂ
m dq

et F; s'interpréte évidemment comme une force dépendant du temps agissant sur la particule.
Si on utilise la notation
2 = (pt, Qt)
on peut considérer deux définitions différentes [18, 9] pour le travail W fourni au systeéme pendant
'intervalle de temps (0,1) :

1. premiere définition :

o t dA(Zt)
= X dt
W A Lt

Comme on peut le voir dans I'exemple qui précede cette définition donne [ Fj ¢ dt : le travail
est donc défini comme une force multipliée par un déplacement.
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2. deuxieéme définition :

W = Ht(zt) — 7‘[0(20)

En utilisant les équations du mouvement

. 87‘&(2,5) . s 8Ht(2t)
q. = ; Pt = —
dp dq
on a
dw dHt(Zt) dXt 8Ht(zt) . 87’[15(215) .
—_— = = —A
dt dt (@) g + =5y Pt T, U
dX.
= —A(=) 2
et donc . g
Xt

On peut noter que la différence entre ces deux définitions du travail

o t dXt dAt(Zt)
W =— A X
w w /0 |: (Zt) dt + dt t dt

= —X; A(z) + Xo A(z)

est une dérivée totale. On voit en utilisant ’expression de W que

W =H(z) — H(z) .

Donc le choix de W ou de W revient simplement & décider d’inclure ou non I’énergie d’interaction
— X A(z;) pour définir le travail ou ’énergie du systéme.

Si on choisit 'expression W = H;(z;) — Ho(zo) on arrive alors facilement a la relation de Jar-
zynski :

—BHo(z0) —BH(2t) —BH(2¢) 7
—BW _ d € —BW _ d (& _ / d e _ Lt
) / 0 2 ¢ / 0 Zo = A A

ou on a utilisé que le changement de variable zyg — z; a un Jacobien 1.

Par un calcul analogue dans le cas du choix de w pour définir le travail, on aboutit au résultat de
Bochkov Kuzlozev [19] :

_ —BH(z0) _ —BH(zt) —BH(z)
<€_BW> = /dZ() 6? e_BW = /dZO eﬁ = /dZt eﬁ =1
20 Z0 20

ou Zy = f dzg e~ PH(20) et ot on a encore une fois utilisé que le changement de variable zg — z; a
un Jacobien 1.
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6.7 L’approche stochastique pour un systeme en contact avec un thermostat

On a vu qu'une fagcon de modéliser I’évolution d’un systeme en contact avec un thermostat est
d’utiliser une dynamique markovienne. Si ’énergie de chaque configuration dépend du temps, par
exemple si elle est de la forme N

Ei(C) = B(C) - X;A(C)

la matrice de Markov (que I'on note ici M; méme si on travaille avec un temps continu pour ne
pas confondre avec le travail W) dépend elle aussi du temps et elle vérifie une relation de bilan
détaillé instantanée :

M(C,C") e PP = My(C!,C) e PPHO)

On a aussi vu que l'accroissement de travail pendant un intervalle de temps infinitésimal dt est
donné par .
dWy = E(C) dt

quand le systéeme se trouve dans la configuration C au temps t.
On peut alors écrire 1’évolution de la probabilité jointe P;(W;,C) de trouver le systéme au temps
t dans une configuration C apres lui avoir fourni un travail W;

Prrat(Wi + Ey(C)dt,C) = > [My(C,C') P(Wy,C') — My(C',C) P(W,,C)] dt .
-

Il est plus commode de travailler avec la fonction génératrice du travail définie par
P,(C) = /dW eV P,(W,C)

En multipliant 'équation précédente par eVt et en intégrant sur W; on obtient

e BOD Py (C) = 3 [MA(C,C') B(C) = M(C,C) Bi(C)| dt
C/
qui devient (comme dt < 1)

dPb,(C)
dt

— aE(C) BC)+ Y [Mt(C,C’) B(C) — My(C',C) E(C)} .
C/
Cette équation d’évolution, avec la condition initiale
e e—BE(C)
0(C) = " Zy

(qui exprime que le systeéme est initialement a 1’équilibre et que Wy =0, c’est a dire
Py(W,C) = §(W) e PE0(C) / Zy) détermine entierement tous les P;(C).
On peut par ailleurs vérifier facilement que Q¢(C) définie par

e~ BE(C)

Qi(C) = Ze
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satisfait

dQ:(C)
dt

= —BEi(C) Qi(C)
= —BEL(C) Q(C) + Z [M:(C,C") Qi(C") — My(C',C) Q:(C)]
o

ou le terme supplémentaire dans la seconde ligne est nul parce que Q;(C) est une mesure qui vérifie

une relation de bilan détaillé instantané (My(C,C")Q+(C") = M(C’,C)Q¢(C)). De plus la condition
initiale

c e—BE(C)

Qo(C) = 7

On voit que P,(C) et Q,(C) vérifient exactement la méme équation d’évolution et possedent la
meéme condition initiale quand
a=-0.
On en déduit que quand o = —f3
P(C) = @ue) = —
0

En sommant sur C on obtient ainsi la relation de Jarzynski

e BWey — D :é
=R = 7

6.8 La relation de Crooks [20]

La relation de Crooks est une symétrie par renversement du temps de la distribution du travail
W fourni au systeme.

Faire subir a un systéme une transformation entre le temps 0 et un temps 7 revient a se donner la
fagon dont I’énergie Ey(C) de chaque configuration microscopique dépend du temps. Pour simplifier
imaginons que 7 est un entier et que le systéeme n’échange de la chaleur avec un thermostat qu’aux
temps n = 1,2---7 — 1. Lorsque que le systeme est en contact avec le thermostat au temps n il
peut sauter d’une configuration C vers une configuration C’ avec une probabilité M, (C’,C). Cette
matrice de Markov vérifie le bilan détaillé instantané :

M, (C',C) e PEn©) = M, (C,C") e FERC)
Une trajectoire est spécifiée par les 7 configurations qu’elle visite
Traj = {C1,C2---C;}

et sa probabilité est donnée par

e—PE0(C1)

Prob(Traj) = 7
0

M;(Cy,Cy) M(C3,C2) -+ Mr_1(C7,Cr—1) -

Le long de cette trajectoire le travail fourni au systéme est

W =" [En(Cn) = En-1(Cn)] -
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Considérons maintenant le protocole renversé pour lequel les énergies des configurations sont don-
nées par

Ei(C) = E-4(C)

et la matrice de transition par

M,(C',C) = M,_,(C',C) .

Avec cette dynamique on peut voir facilement que la probabilité de la trajectoire renversée
Tra‘j = {Cly CQ o CT} 01\1 Ct = CT-‘rl—t

est donnée par

— efﬁﬁo(a) ~— o~ o~ —~— o~ o~ o~ ~ o~
Prob(Traj) = — M;i(Co,Cy) M5(Cs3,Co) -++ Mr—1(Cr,Crq)
efﬁET(CT)
=— M;_1(Cr-1,Cr) Mr—2(Cr—2,Cr—1) -++ M;i(C1,Co) .

Pour cette trajectoire renversée, on fournit un travail

- Z [ET—n(CT—n+1) - ET—”+1(CT_”+1)]

n=1

= -W.

En utilisant la relation de bilan détaillé instantané et ’expression de W on en déduit que
—~— Zy _gw )
Prob(Traj) = 7 € Prob(Traj) .
T

En sommant sur toutes les trajectoires donnant un certain travail W on obtient ainsi la relation
de Crooks

— Z
Prob(-W) = Z—O e W Prob(W) = e PFniia—Fina) =W proh (1) .

T

Remarque :
en intégrant sur W, le membre de gauche donne 1. On obtient donc

1 = ¢ B(Finitial—Fina1) <€—ﬂW>

et on retrouveainsi la relation de Jarzynski, comme une conséquence de la relation de Crooks.
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Remarque :
Il y a d’autres fagons d’écrire la relation de Crooks. L’une d’entre elles est

ﬁ;(_)?)(rﬁ:a/j) = ¢~ ASwtal/k Prob(Traj)

ou ASiotal est I'accroissement de I’entropie totale le long de la trajectoire Traj.

En effet la conservation de I’énergie nous dit que la chaleur @) regue par le systéme est
Q=E.(C;)—EyC)—-W

et donc
AS‘chermostafc _ _BQ )

k
Si on définit le changement d’entropie du systéme par

ASsystéme e_ﬁET(CT) e_/BEO (C1) 7.
— -1 1 = B(E,(Cr) — Eo(Ch)) + log ==
p og Z + log Zo B(E-(Cr) 0(C1)) + log 7
en ajoutant les deux contributions on arrive a
AStotal ZT
= BW + log —
k BW + log Z

qui donne bien la relation annoncée.

Remarque :

Pour arriver a cette derniére relation on a associé de maniere purement formelle & chaque configu-

ration C une entropie donnée par le log de sa probabilité d’équilibre

e_BEt(c)
Ssystéme(c) =—k log T
t
Avec ce choix l'entropie S = — 3, P(C)log P(C) du systeme a 1'équilibre est simplement cette

entropie moyennée sur toutes les configurations.

6.9 La relation de Hatano Sasa [21]

Hatano et Sasa ont compris comment généraliser la relation de Jarzynski a un processus de Mar-
kov quelconque M;(C’,C) dépendant du temps (et qui ne vérifie pas de relation de bilan détaillé),
par exemple pour décrire I’état stationnaire d’un systéme en contact avec plusieurs thermostats a

des températures différentes.

Si on appelle 7y la mesure stationnaire instantanée qui vérifie la relation de bilan global

> [Mi(C,Cym(C) — My(C',C)m(C)] =0
=

il est facile de voir que 7¢(C) satisfait une relation tres semblable & Q¢(C) :

dﬂ't(C) _ dlogm(C)

- o m™(C)
- dlogd?(c) m(C) + Y [Mi(C,C) m(C') = M(C',C) m(C)]

c/
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En définissant alors une généralisation de la notion de travail par

! dlogmy(C))
=— [ dt —=—"
W, /0 %

on peut suivre exactement les mémes étapes que dans le cas précédent :

c=C,

dlog m(C))

AWy = —
BdW; pn

dt
C=C;

et aboutir & une généralisation de la relation de Jarzynski valide quand on fait subir une transfor-
mation quelconque a un régime stationnaire, & condition que I’état initial est un état stationnaire :

t
exp | [ ar g (C) _ 1
dt’
0 C=Cy

Cette généralisation est intéressante mais la quantité qui généralise la notion de travail n’a
pas une interprétation physique simple et ne peut pas étre mésurée expérimentalement (& moins
de mesurer les distributions 7(C) configuration par configuration ce qui demande beaucoup de
statistiques).

6.10 Travail et information : la relation de Sagawa Ueda [22]

On va maintenant montrer comment dériver une généralisation de la relation de Jarzynski au
cas ou on dispose d’une information I sur ’état initial

(ePW=Iy =1,
Pour illustrer la démarche, prenons une fois encore 'exemple de la machine de Szilard. Imagi-

nons que 'on essaie d’extraire du travail comme dans la section mais en ayant seulement une
connaissance partielle de I’état du systeme.
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la réalité ce que je crois ce que je fais

o o
o
([ ([
— ° — o
([ ([
([
o
° — o — ‘

X Y W, (X)

Autrement dit supposons que I’état réel d’un systeme est donné par une variable X et que notre
connaissance du systéme est donnée par une variable Y corrélée a la variable X (mais pas forcément
identique a la variable X).

Dans le cas de la machine de Szilard, comme sur la figure, X est une variable binaire qui indique
dans quel compartiment se trouve la particule, et Y est aussi une variable binaire qui indique ou
je crois que la particule se trouve. S’il y a une imprécision dans ma facon de mesurer la position
de la particule, Y est corrélée a X mais en général Y # X. (Par exemple si ma mesure comporte
un taux d’erreur €, on a Y = X avec probabilité 1 — € et Y # X avec probabilité ¢).

Supposons également que la transformation que je fais subir au systeme dépend de ma mesure,
c’est a dire dépend de Y. (dans le cas de la machine de Szilard, comme sur la figure, je déplace le
piston vers la droite ou vers la gauche selon ce que je crois savoir de la position de la particule).
Comme la transformation ne dépend que de Y (mais pas de X) mais que I'état du systéme est
donné par X, je vais fournir lors de la transformation Wy (X).

Pour toute valeur fixée de Y on a donc une transformation qui dépend de Y. En choisissant
pour X une condition initiale & I’équilibre, on a alors d’apres la relation de Jarzynski (quand I’état
initial est égal a I’état final)

d e ) Py(X)=1.
X

On peut maintenant définir 'information mutuelle des deux variables X et Y par

QX,Y)

I(X,Y) zlogm
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ot Q(X,Y) est la probabilité d’avoir a la fois X et Y.
On a évidemment

Po(X) =) QX)Y) ; P(YV)=) QX)Y)
Y

X
Y QX Y) =Y Py(X)=> P(Y)=1
XY X Y

et la probabilité conditionnelle d’obtenir une valeur Y quand le systeme se trouve dans ’état X

est donnée par

aux) - 9.

On peut maintenant établir la relation de Sagawa Ueda

(e*'BW*I> = Z Z e AWy (X)-I(X.Y) QY [X) Peq(X)
X Y

= Z Z e~ BWy (X) W Q(Y|X) Py(X)
X Y ’

_ —awy(x) Pea(X) P*(Y) QX,Y)

= ZX: ZY; o= BWy (X) KT P Peg(X)

= Z Z e Py (X) px(y) Po(X)
X Y

=) P D e MO P x| =) Pry) =1
Y X Y

Remarque :
La distribution Pq de X et celle P* de Y ne sont en général pas identiques, mais comme on 'a
vu cela n’a aucune incidence sur le résultat.

Remarque :
En général la moyenne de I'information mutuelle est positive. Cela peut se voir par exemple en
notant que

€ =D > eI QXY) = Y > Pu(X) PH(Y) = 1
X Y X Y

et en utilisant I'inégalité de Jensen on voit que
(I)>0.

(Deés que les variables X et Y sont corrélées, I'inégalité est stricte). On en déduit que lorsqu’on
dispose d’une quantité d’information (I), le second principe devient

(W) > —kT (I)

ou W est le travail fourni.
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7 Thermostats déterministes

Lorsqu’on fait évoluer un systeme isolé selon une dynamique hamiltonienne, son énergie est
constante. Introduire des thermostats déterministes [23] est une fagon de modéliser des échanges
avec le monde extérieur qui permet a l’énergie d’un systéeme de fluctuer. Ils donnent ainsi la
possibilité de faire des simulations de dynamique moléculaire dans ’ensemble canonique.

Ils permettent aussi de décrire des systemes maintenus dans des états stationnaires hors d’équi-
libre par des forces extérieures. Le travail de ces forces extérieures tend a augmenter indéfiniment
I’énergie interne du systeme et le couplage avec des thermostats permet de dissiper cette énergie.

Prenons l'exemple d'un gaz de Lorentz : [24] [25] le milieu est formé d’obstacles fixes situés a des
positions aléatoires. Le mouvement de chaque particule est un mouvement libre entre ses collisions
élastiques avec les obstacles. Lorsqu’on soumet une particule d’'un gaz de Lorentz & un champ
électrique constant (en supposant la particule chargée) le travail de la force électrique se transforme
en énergie cinétique qui peut devenir ainsi arbitrairement grande. Pour pouvoir atteindre un régime
stationnaire (par exemple utiliser le gaz de Lorentz comme un modele tres simple de conduction
éléctrique) il faut un moyen de thermaliser le gaz, c’est a dire de dissiper I’énergie produite par le
travail de la force électrique en couplant le systéme a un thermostat.

Plusieurs méthodes ont été proposées au début des années 80 pour modéliser de maniere déter-
ministe l'effet d’un thermostat dans le but d’engendrer des configurations typiques de I’ensemble
canonique [9]. Dans I’ensemble canonique la fonction de partition Z est donnée par

2
7= [Tlan [ Taw o0 |- (225 4+ 30— a9+ Vi)
A (A 1 1,] 7

Pour calculer Z les intégrales sur les impulsions p; sont simplement des intégrales gaussiennes
faciles a faire et la seule vraie difficulté est d’intégrer sur les positions g;.

L’idée, lorsqu’on utilise des thermostats déterministes, est de modifier artificiellement la dyna-
mique de fagon a engendrer les poids de I’ensemble canonique pour les positions ¢;.

La plupart des méthodes utilisées reviennent a introduire dans les équations de Newton une

force de frottement —&(t) g;

d?q; dg;
e §0) g

dont le signe et 'amplitude varient au cours du temps de fagon a réguler ’énergie du systeme.

Une des prescriptions les plus simples, le thermostat de Berendsen, consiste a choisir [26] pour
le coefficient £(t)
v

— 2m
KA

Oe. - ;NkT

Ce terme agit dés que ’énergie cinétique totale E. s’écarte d’une valeur fixée (ici 3/2 NkT') et
maintient E. autour de cette valeur : si E. augmente trop, le coefficient de frottement £(t) est
positif et il a pour effet de ralentir les particules et donc de réduire E.. De méme lorsque FE.
diminue trop, c’est Ueffet inverse : £(t) devient négatif et les particules sont accélérées. Comme
la dynamique hamiltonienne mélange en permanence 1’énergie cinétique et I’énergie potentielle, ce
terme de frottement permet de réguler ’énergie totale du systeme.

Un inconvénient est que la dynamique du thermostat de Berendsen ne donne pas l’ensemble
canonique mais quelque chose d’intermédaire entre I’ensemble microcanonique et I’ensemble cano-
nique [9].
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7.1 Le thermostat de Nosé-Hoover

Le thermostat de Nosé-Hoover [27] 28] 29 9] consiste a ajouter un degré de liberté supplémentaire
au systeme (P, s) et a remplacer les vrais degrés de liberté {p;, ¢;} par des degrés de liberté virtuels
{p,q;}. L’hamiltonien pour ces nouvelles variables est

H=> a3 UW g+ D V() + 55+ gkTlogs
- 2m; s vy - 20

avec g = (3N + 1)kT.

La dynamique hamiltonienne pour ces variables virtuelles conserve bien stir 1’énergie. Si on se
place dans ’ensemble microcanonique pour cet hamiltonien et si on integre sur les variables s et P
on aboutit & un ensemble canonique pour les variables {p}, ¢;}. On peut alors repasser aux vraies
variables par le changement de variables

/

p .

“=q ; pi=—
S

Hoover [27,,9] 29] a montré que pour les vraies variables cela correspond & une force de frottement :

dp
L Flo) — £(t
qui vérifie
d 2
&t) _ N~ P 3N,
dt - 2my; 2

La force de frottement agit une fois encore de fagon a réguler I’énergie totale du systeme.

7.2 Le thermostat gaussien [30, [25]

Le thermostat gaussien a lui aussi pour effet de réguler ’énergie totale en forcant 1’énergie
cinétique totale a garder une valeur constante. Il permet d’obtenir I’ensemble isocinétique : I’énergie
cinétique est fixée et les positions sont distribuées selon I’ensemble canonique.

L’idée est de remplacer les équations du mouvement

m;q; = F;

(ou F; représente la force agissant sur la particule i) par le probléeme de la minimisation par rapport
a ¢; de la forme quadratique
> [mig — FiJ?

i

avec comme contrainte (& tout temps t)

-2
- 2
(2
Cette contrainte maintient ’énergie cinétique totale constante et peut se réécrire

> midiGi=0.
7
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La minimisation sous contrainte conduit a introduire un parametre de Lagrange o (qui dépend du
temps) et les équations de Newton deviennent

m; g, = F; —am; g .

En reportant dans la contrainte on obtient
0="> midigi= dF—ad mi’

ce qui détermine la constante «

a= =120
Zimi Qi2

Une des conséquences de la présence du frottement est que le volume de I’espace des phases
n’est plus conservé : supposons que les forces F; ne dépendent que des positions des particules

Fi = Fi({g;}) -

Apres un petit intervalle de temps At, les nouvelles impulsions et positions {p}, ¢} sont données
par
Pi=pi + At — ap; At
4G =q+ Ping

(3

Le Jacobien de la transformation {p;, ¢;} — {p}, ¢/} est a Vordre At :

Jo

=1- (3N —1)aAt
o, ( )

J:1—3NaAt—Athi

(pour 3N degrés de liberté) ol on a utilisé

qui découle du fait que

Ce changement de volume dans ’espace des phases se répercute sur I’évolution de la densité dans
I’espace des phases : si p(p, q,t) est une densité de points dans ’espace des phases, la conservation
de la probabilité nous dit que la relation

op o, . 9,
ot +Zi:api(m7z) =+ ;%(P%) =0

est toujours vraie (quelle que soit la dynamique).
Par ailleurs si on suit une trajectoire p(t), ¢(t) au cours du temps, ’évolution de la densité le long
de cette trajectoire est donnée par

dp(p(),q(1),t) _ Op Op 9 .
dt _87§+zi:8piIDH_ZZ,:&]@'qZ
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Cette relation est elle aussi toujours vraie. En combinant les deux on arrive a

SO - (S50 T i) o

On voit donc une fois encore que lorsque a # 0, c’est a dire lorsque la force de frottement agit, la
densité p le long d’une trajectoire de I'espace des phases varie.

1. Si les forces F; dérivent d’un potentiel :
c’est a dire 8'il y a une énergie U({q;}) telle que

ou

F=—
' 0q;

on a

}:&h == Fd

On voit que

q; F; 1 d
oo 2idifi _1dU

2K 2K dt
et donc I’évolution de la densité le long d’une trajectoire est donnée par

dp _ (3N-1)dU
dt 2K  dt

dont la solution est
p(p(t),q(t),t) = Constante x eV

avec f = (3N — 1)/2K. Cela montre que le thermostat gaussien est compatible avec une
mesure stationnaire donnée par ’ensemble canonique.

2. Si les forces ne dérivent pas d’un potentiel :
par exemple lorsqu’on soumet le systéme & des forces externes comme un cisaillement alors

1 dUu
= 5K (_dt + puissance du travail des forces externes)
ce qui conduit (au moins en moyenne) a une contraction dans ’espace des phases. Si le
forcage extérieur est stationnaire, les trajectoires convergent vers un ensemble de mesure de
Lebesgue nulle, de type attracteur étrange. Sous certaines conditions mathématiques (Axiome
A, flot d’Anosov) il a été montré qu’il existe une mesure stationnaire p sur cet ensemble
appelée mesure SRB (Sinai Ruelle Bowen) [32] 311 23] 33] telle que pour une fonction d’essai
quelconque H(p,q) pour presque toutes les conditions initiales (p(0),¢(0)) de l'espace des
phases
1 t
tim 5 [ HG().q ()it = [ Hip.q) n(dp.do

La densité p(p, q,t) se concentre au cours du temps pour tendre vers la mesure SRB, et cela
peut s’interpréter comme une création d’entropie dans un thermostat : en effet si la mesure
se concentre, on a :

dSsystéme . d
— % " ( k/dpdqp(p,qi) 10gp(p,q,t)> <0.
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En considérant que I’ensemble {systéme + thermostat } est isolé, cette diminution d’entropie
du systeme est compensée par une augmentation d’entropie du thermostat

dSthermostat _ _dSsystéme
dt dt
de facon a assurer le théoreme de Liouville pour le systeme total (en effet si dpgysteme/dt =
(3N - l)apsystéme il faut que dpthermostat/dt = _(3N - 1)apthermostat pour que€ pPiotal =

Psysteme X Pthermostat 1€ Varie pas comme le prévoit le théoreme de Liouville). Dans un tel
régime stationnaire on a alors

dSthermostat dSsystéme /
= — =@BN -1k | « w(dp,d
dt dt ( ) (p,q) p(dp,dq)

On a vu que la puissance injectée et la température sont données par

o 1. (3N-1)
Ei:quZ—Ma, F=B=

Donc la création d’entropie du thermostat est
dSthermostat k Zz %Fz _ Zz %Fz
dt 2K T

Cette relation n’est pas une surprise puisque (dans un régime stationnaire) toute la puissance
injectée finit par étre dissipée dans le thermostat donnant lieu & une création d’entropie.

=(BN-1ka=(3N-1)

On peut voir dans [34] des exemples de mesure SRB et d’attracteurs étranges dans le cas d'un
gaz de Lorentz. Pour illustrer ce a quoi peut ressembler un attracteur étrange, on peut prendre
I’exemple de la transformation de Hénon pour un espace (z,y) a deux dimensions (pour le choix
des parametres a = 1.4 et b = .3). La dynamique est discréte dans le temps :

Tip1 =1 —ax%+yt
Yir1 = by

et la figure (tres facile a réaliser en écrivant un programme d’ordinateur élémentaire) montre dans
le plan z,y attracteur étrange vers lequel convergent les trajectoires.
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Comme la dynamique est chaotique, deux points trés proches le long de cet attracteur tendent
a s’éloigner exponentiellement vite tout en restant sur 'attracteur.

7.3 Dynamique déterministe d’un systéme couplé a un tres grand nombre de
degrés de liberté

Une autre fagon de représenter un thermostat est d’imaginer qu’ il est constitué d’un tres grand
nombre N de degrés de liberté et d’écrire que le systeme total (thermostat + systéme) évolue selon
une dynamique hamiltonienne.

Si N est fini, le théoreme de retour de Poincaré nous dit que le systéeme doit revenir arbitraire-
ment pres de son état initial si on attend suffisament longtemps. Pour obtenir un comportement
irréversible aux temps longs, comme par exemple pour décrire un état stationnaire, il faut donc
prendre d’abord la limite d’un systéme infini et ensuite la limite des temps longs (et ces deux
limites ne commutent pas forcément) :

Jm [ dm ()]

Une des représentations les plus souvent utilisées pour décrire les N degrés de liberté du ther-
mostat [35, B6] est de prendre des oscillateurs harmoniques yj couplés linéairement aux degrés
de liberté (dans lexpression qui suit un seul degré de liberté ¢) du systéme en choisissant pour
hamiltonien de la forme

PR dgq 2+V()+ka dyk 2+ka G 1\’
p—— _— - — - w -
2 \dt Py 2 T !
ou les parametres Cy,wg, my sont a priori quelconques. Les équations du mouvement qui en dé-

coulent sont ) o2
d dVv
i =g 0 iy + 3 G
k

dt? dq - myw?
d*yx
Mk g = —my wi yr + Crq -

Comme I’évolution des y(t) est linéaire on peut a priori les déterminer & partir de la connaissance
de la condition initiale yx(0),yx(0) et de {q(t'),0 < ¢’ < t} (la dépendance est d’ailleurs linéaire
dans tous ces parametres). Si on reporte dans I’équation d’évolution de ¢ on obtient

d?q dV (q)

m ==l Pl a).0 < < 8} ((0).(0), 1)

La fonction F' dépend a priori de toute la trajectoire passée {q(t'),0 < ¢’ < ¢} (de maniere
linéaire). Elle est aussi aléatoire a travers sa dépendance dans les conditions initiales y(0), 4 (0)
que 'on suppose distribuées selon I'ensemble canonique.

Pour un choix particulier (qu’on appelle le cas ohmique) ou les parametres Cy, my, wy vérifient
une certaine relation [36] dans la limite d’un trés grand nombre d’oscillateurs, I'équation d’évolution
de g se réduit a une équation de Langevin de la forme

dq _ dV(g) _dg
m _

- —y =t
a2 iV a T
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ot 7)(t) est un bruit blanc gaussien qui vérifie

avec

8 L’équation de Langevin

8.1 Introduction

Nous avons vu qu’on peut aboutir a I’équation de Langevin en partant de la dynamique ha-
miltonienne d’un systeme couplé a un tres grand nombre d’oscillateurs qu’on suppose initialement
en équilibre. On peut y parvenir également en considérant une particule (p,q) entourée d'un gaz
infini de molécules légeres si on suppose que le gaz est tres dilué et que les interactions sont faibles
[37] (méme quand le gaz en question est un gaz parfait il n’est mathématiquement pas facile de
démontrer que la dynamique effective de la particule est décrite par une équation de type Langevin
a cause des recollisions possibles de la particule avec les molécules du gaz).

L’équation de Langevin en présence de forces extérieures (qui ne sont pas forcément gradientes
c’est a dire qui ne dérivent pas forcément d’un potentiel) peut s’écrire

d*q av(q) dg
—_— = - F(q,t o t
mes a4 + (¢,1) v T
~—— force extérieures
dérive de ’énergie interne thermostat
ot 7)(t) est un bruit blanc gaussien
M) =0 i () =T 8t —) avee T=24kT .

C’est 'exemple type d’une équation stochastique dont nous verrons qu’elle demande dans certains
cas & étre définie de manieére plus précise (voir le dilemne It6-Stratonovich un peu plus loin)
Si 'on souhaite décrire un systeme en contact avec plusieurs thermostats, on peut également
écrire )
d q; dH dqi
m; —— — _ _ L (¢
i i 1 (t)

avec des bruits 7;(t) qui satisfont

@)y =0 5  (t)n;t")) =058, 0(t—1t) avec T;=2kT;

et ou T; est la température du thermostat en contact avec la particule i. On peut ainsi avoir un
systeme de particules (par exemple les atomes d’un solide) dont certaines sont en contact avec
un thermostat & une certaine température, d’autres avec un thermostat a une autre température,
d’autres enfin qui ne sont pas reliées directement & un thermostat (en choisissant pour ces derniéres
particules v; =T'; = 0).

8.2 Le mouvement brownien

L’équation de Langevin fut introduite en 1908 pour décrire le mouvement brownien dont Einstein
a fait la théorie dans son célebre article de 1905. Le mouvement brownien est le mouvement
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erratique (observé au microscope) d’une particule légere dans un liquide. La théorie du mouvement
brownien joue depuis un role fondamental en théorie des probabilités et est utilisée dans toutes
sortes de modeles allant de la physique a la finance en passant par la biologie et les sciences sociales.

Quand on donne une vitesse vy (par exemple au cours d’un choc) & une particule (comme un
grain de pollen dans le cas du mouvement brownien), la vitesse de la particule est freinée par le
liquide qui ’entoure et elle satisfait une équation du type

md—v—— v
ar

ou le coefficient de frottement v peut s’exprimer (comme 1’a fait Einstein) en fonction de la forme
de la particule et de la viscosité du liquide. La vitesse initiale décroit donc exponentiellement

v(t) = vo e~ m?

Il en résulte un déplacement
o m
Az = / v(t")dt = vo— .
0 Y

L’idée d’Einstein est que chaque collision avec une molécule du liquide produit ainsi un petit
déplacement. La somme des déplacements provoqués par toutes ces collisions (avec les molécules
du liquide) peut alors étre considérée (si on néglige les corrélations dues aux collisions multiples)
comme une somme de variables aléatoires dont la distribution devient gaussienne quand le nombre
de collisions devient tres grand. Cela explique que la position obéit une équation de diffusion.

L’équation de Langevin donne une description du mouvement de la particule sur une échelle de
temps longue par rapport aux temps qui séparent deux collisions successives avec les molécules du
liquide. Elle reste néanmoins adaptée aux échelles de temps suffisamment courtes pour permettre
de décrire I’'évolution de la position de la particule.

Dans le cas du mouvement brownien, elle a une forme linéaire

dv
m = —yu -+ (e

ou le bruit n(t) vérifie comme plus haut (n(t)) =0; (n(t)n(t')) =To(t—1t"); T = 2vkT. Le terme
de frottement —yv comme le bruit 7(¢) sont dus aux collisions avec les molécules du liquide (le
remplacement des forces exercées sur la particule par une valeur moyenne —vyv et une fluctuation
gaussienne est justifié par le trés grand nombre de collisions avec les molécules du liquide).

I1 est bien str tres facile d’intégrer 1’équation linéaire de la vitesse (pour simplifier les notations
on limite toute la discussion au cas undimensionnel ; la généralisation a 3 dimension est immédiate).

1

t
v(t) = v(0) e mt + w ) e~ () ar

qui donne dans le régime stationnaire
'U(t) — i /t e_%(t—t/) n(t/) dt/
m J_o ’
Comme 7(t) est une variable gaussienne, et qu'une somme ou une intégrale de variables gaus-

siennes est aussi une variable gaussienne, on peut en déduire que v est une variable gaussienne. Il
suffit donc de calculer sa moyenne et sa variance (en moyennant sur les 7(t))



La distribution de v dans le régime stationnaire est donc

0= Tz o [

et on doit imposer la relation I' = 2kT~ pour obtenir une distribution maxwellienne de vitesse
m mu?

Py =y o & [_ 2 kT]

On peut aussi obtenir facilement les corrélations de vitesse

w(t)v(t)) = w?) e mlt=Y

et en déduire la variance du déplacement

(2(t) — () = <[/tltv(t”)dt”]2> _ 2’“; <|t Y- Te—%lt—t”) .

Dés que la différence de temps |t — t/| dépasse v/m (~ 10~% seconde) le second terme devient
négligeable et on obtient le comportement diffusif

((z(t) — 2(t))? ~ =~

qui est la caractéristique du mouvement brownien.

8.3 L’équation de Langevin suramortie et le bilan détaillé

On considere tres souvent la version suramortie de I’équation de Langevin obtenue en prenant
la limite d’'une masse m tres petite. En négligeant le terme inertiel I’équation de Langevin devient
alors I’équation suramortie

i (q) +n(t) .

Il est alors facile de montrer que cette dynamique vérifie la relation de bilan détaillé lorsque la
force F'(q) dérive d’un potentiel : si on consideére un petit intervalle de temps At on a

F
¢ =q(t+At)=q + ’(f)At—l-B

ou B est un nombre gaussien

t+At T
b= / n(t')dt' ; (B)y=0 ; (B%)=—5At.
t Y
On en déduit que la probabilité d’aller de g vers ¢’ pendant le temps At est de la forme

((d — q)y — Flg)At)?
A At

P(qd < q)=C exp [—

De méme la probabilité d’aller de ¢’ vers ¢ (en supposant At petit et donc ¢’ et ¢ proches)

(¢ — )y — Fg)At)?
T At

Plg+q)=C exp [—
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Pour que ces taux de transition satisfassent le bilan détaillé il faut que

Pld <o) _ [2(q’—q)F(Q)’q ~ oxp {U(q) —U(q/)] — exp [_q—q’ dU(Q)]

P(qg <+ ¢') r kT kT dg

c’est a dire que I' = 2kTy et que la force dérive d’un potentiel

dU (q)
Flg =—+—=.

(q) aa
Si la force ne dérive pas d’un potentiel, par exemple si la position ¢ se trouve sur un cercle
(0 < g <1) et la force est de la forme

_dU(q)

F(q) = Tq+f

il n’y a pas de bilan détaillé et I’équation de Langevin amortie décrit alors un systeme hors d’équi-
libre.

8.4 L’équation de Fokker Planck

Comme la dynamique de Langevin est stochastique, il est nécessaire de penser en termes de
probabilité d’une trajectoire. Dans le cas de I’équation suramortie

dgq
— = F(q) +n(t
v 5 = Fl@) +n()
on peut montrer que la probabilité P;(q) de trouver la particule a la position ¢ au temps t évolue
selon une équation aux dérivées partielles, I’équation de Fokker Planck :

dPy(q) 1 d r o

=y g OO g gl

Une fagon de dériver cette équation est de considérer une fonction d’essai H(q) et d’écrire comme
dans la partie précédente

F
gt + At) = q + ?At—kB—i—o(At)

ou (B) = 0 et (B?) = I'At/+2%. On voit alors (en faisant attention & ce que B ~ v/At , et donc en
prenant en compte les termes d’ordre B?) que

(H)trae = (H(q(t + At)))

= (H(q+ F,(;’)At + B+ o(At)))

— (H@)+ SHF@ H @)+ (BH @)+ 3B H' (@) + oA
At At

(H"(@)): + o(At)

= (H@): + —(F(0) H'(q)): + 22

11 suffit ensuite de faire des intégrations par parties comme
(P H' (@) = [ Pla) Fla) H'(a)dg = ~ [ (Pa) Fla)) H(q)da
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et de dire que la relation est satisfaite pour toute fonction d’essai H pour obtenir I’équation de
Fokker Planck (en prenant la limite At — 0).

Remarque :

La raison pour laquelle on aboutit & une équation différentielle dans le temps est que le bruit 7(t)
est § corrélé dans le temps. Pour un autre choix des corrélations du bruit, on obtient en général
des équations intégrales plus compliquées a manipuler.

8.5 Le bruit multiplicatif et le dilemne It6 versus Stratonovich [38§]

Il y a une certaine ambiguité lorsqu’on écrit une équation stochastique comme 1’équation de
Langevin. Autrement dit I’équation telle qu’elle est écrite, n’est pas bien définie et peut s’interpréter
de plusieurs fagons. Toute la difficulté provient de la corrélation du bruit en §(¢ —t’). La question
du point de vue d’un physicien est clairement discutée dans les travaux de Van Kampen [3§].

L’ambiguité apparait lorsqu’on considere des équations stochastiques avec un bruit multiplicatif
comme par exemple

d

dff = f(q) + g9(q)n(t)

c’est a dire lorsque le facteur qui multiplie le bruit dépend de ¢. Si on essaie de procéder comme
précédemment pour obtenir une équation de Fokker Planck, on est tenté d’écrire

q(t + At) = q(t) + f(9)At+g(q) B

avec (B) = 0 et (B?) = T'At. La question se pose alors de savoir comment évaluer les fonctions
f(q) et g(q) dans I’équation précédente. Faut il choisir ¢ = ¢q(t), ¢ = q(t + At) ou une valeur
intermédiaire

g=01—-a)q(t) +aq(t+At) ?

Ce choix n’a en fait d’importance que pour la fonction ¢ qui est multipliée par B ~ /At parce
que ce terme est beaucoup plus grand que le terme en At.

Choisir @ = 0 revient a traiter ’équation stochastique selon la prescription de It6, tandis que
le choix o = 1/2 correspond a la prescription de Stratonovich. Lorsqu’on essaie de dériver une
équation de Fokker Planck comme on ’a fait plus haut on peut écrire, pour a quelconque,

q(t+ At) = q(t) + fla(t)At+g(q(t)) B + ag(q(t)) g'(a(t)) B> + o(At)

et on obtient

(H(q))erar = (H(q))e + At (f(q) H'(q)): + aT At (g(q) ¢'(q) H'(a))¢ + gAt (9(a)* H'(9))s
ce qui donne une équation de Fokker Planck

dP:(q) d d r da

(f(q) Pi(q)) — afdfq(g/(CJ) 9(a) Fi(a) + 5 o (9°(q) Pulq))

dt dg

ou le parametre « apparait explicitement. La simple présence de « dans 1’équation de Fokker
Planck montre que le calcul des propriétés du systéme au temps ¢ dépend du choix de a. Souvent
la prescription de Stratonovich est préférée par les physiciens pour au moins deux raisons :
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— si on remplace le bruit 7(¢) par un autre bruit gaussien avec des corrélations un peu élargies,
c’est & dire olt les corrélations en §(t —¢') sont remplacées par des corrélations finies d’ampli-
tude 1/€ sur une échelle de temps €, par exemple en élargissant le § en une gaussienne tres

étroite ( "2
1 t—1t
St —t) ~ exp | ———5"—
( ) Ve P [ 2¢2 ]
et qu’on prend la limite ¢ — 0, on obtient la prescription de Stratonovich.

— comme ’équation de Langevin suramortie est une équation du premier ordre, on peut tou-
jours faire un changement de variables pour la transformer en une équation ou le bruit
devient additif et pour lequel la question du choix de « ne se pose pas. Si on veut utiliser les
regles habituelles lors de ce changement de variables, il faut alors adopter la prescription de
Stratonovich [38] comme on peut le voir dans 'exemple suivant.

8.6 Un exemple ou la prescription de Stratonovich est plus naturelle

En partant de I’équation de Langevin pour le mouvement brownien

md—v—— v +n(t)

si on fait un changement de variable (de maniére habituelle) pour passer a I’énergie cinétique
muv?
2

E:

on obtient une équation pour E ou le bruit devient multiplicatif

dE 27 [2F
— =—-——F —n(t) .
dt m + m n(t)

Comme la distribution stationnaire pour la vitesse est maxwellienne

m va
POy =1/ g5rr &P [_ 2kT]

P(E) = \/ﬂ;ﬁ exp [—kb;]

On peut alors vérifier que cette distribution est bien stationnaire si on écrit ’équation de Fokker
Planck dans le cas de Stratonovich, c’est a dire pour aw = 1/2.

celle de I’énergie est

Pour que cette distribution soit stationnaire dans la cas du calcul de It6, il faut rajouter un
terme, %, dans I’équation stochastique satisfaite par 1’énergie qui devient alors

dE 27y T [2F
— =—-——FK —n(t) .
dt m + 2m + m n(t)

Remarque [39] :
On a vu que pour un petit intervalle de temps At I’équation de Langevin devient

ot + A1) = v(t) — o)At + 2
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ot (B) =0 et (B?) =T At = 2+ kT At. La différence d’énergie cinétique s’écrit

Bt + At) — E(t) = % (v(t + AL)% — v(t)?)

= m (vt + At) — v(t)) <”

(t + At) 4+ v(t)
5 .
A partir de 1& on peut aboutir a la prescription de Itd ou celle de Stratonovich selon le sens que
I’on donne a I’équation stochastique satisfaite par I’énergie :

1. si on exprime la différence d’énergie en fonction de v(t) seulement on obtient & l'ordre At

E(t+ At) — E(t) = (—yv(t) At + B) (v(t) + B)

2m
= —yu(t)? At + 5 + Buo(t)
-7 2m

T
— _ 2 i
= —yu(t)° At + o At + Bo(t)
— D pwyar+ Loar 4/ 2EW g
m 2m m

qui correspond & la prescription de It6 (comme toujours dans le calcul de It, il apparait un
terme supplémentaire % At a la suite du changement de variable non linéaire de v — F).

\/QE(tn—;At) N \/21;37515)

2. si on écrit

o(t + At) + v(t)
2

_1
2

on obtient & 'ordre At

E(t+At)—E(t):(—7v(t)At+B)% \/2E<tm+m) N \/%;n(t)

qui a lordre At correspond & la prescription de Stratonovich.

8.7 Travail et chaleur pour I’équation de Langevin

Considérons une équation de Langevin avec une force qui dérive d’un potentiel U(q,t) dépendant

du temps
d’q¢ _ 9U(g,t)  dg

2= — = () .
e og a T
L’énergie du systéme au temps ¢ est donnée par
m [ dq(t 2
Blal.0 =5 (“5) + vtattn0)

Si on procede comme dans la section [39, [40] pour un court intervalle de temps At

1 9U(q(t), )

v(t + At) = v(t) — — 3

At = Lowar+ 2
m m
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on obtient en négligeant les contributions o(t)

v(t + At) + v(t)) n aU (q(t),t)
2

E(t+ At) — E(t) = m (v(t + At) — v(t)) <
=AQ + AW .

Le dernier terme donne le travail

9U(g 1)
ot
On vérifie bien que si on n’agit pas sur le systeme, c’est a dire lorsque U(q,t) ne dépend pas

explicitement du temps, le travail fourni est nul. Le reste représente la chaleur fournie par le
thermostat

AW = At .

v(t)At .

AQ = (ot + A —o(t) (U(t—i—At) +v(t)> L Ua(t).1)

2 dq

Si on réécrit la chaleur en fonction de v(¢) seulement, on obtient (en négligeant les contributions
o(At))
2

AQ = (—yv(t)At+ B)v(t) + %

— (—fy v(t)At + B) v(t) + %At .

C’est I'expression de la chaleur (c’est bien le "travail” des forces qui repésentent l'interaction avec
le thermostat au sens de 1t6).
Si au contraire on choisit d’écrire
(v(t) +v(t + At)
2

AQ = —yu(t)2 At + B

on obtient I'expression de la chaleur avec la prescription de Stratonovich [41], 42 [43].

On voit donc qu’avec la prescription de Strotonovich la chaleur est donnée par le travail de forces
exercées par le thermostat. Avec la prescription de It6, il faut rajouter le terme %At.

8.8 Un exemple ou la prescription de It6 est préférable :

Considérons un modele simple de réaction diffusion, par exemple pour décrire le nombre d’in-
dividus contaminés lors d’une épidémie : dans ce modele ’évolution du nombre n; d’individus
contaminés est donnée par

ng +1  avec probabilité angdt
Nergr = 4 Mt —1  avec probabilité Bng dt
ng avec probabilité 1 — (a+ ) nydt

ou dt < 1. On peut écrire I’évolution des premiers moments de n;

d(nt)
dt

= (o= f) ()

d((nf) — (n)*)
dt

=2(a = B) ({nf) = (n)?) + (o + B) {n)
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et il est alors facile de montrer que s’il y a exactement ng individus contaminés a l'instant initial
(ny) = ng el

e(a_ﬁ)t — 1
a—f

Supposons ng grand et prenons un intervalle de temps At tel que

(nf) — (n)* = no e P (a + )

At < 1< ngAt
de facon a ce que 1 € nar —ng < ng. On a
(nat) —no = (a— B)ng At

(nZ,) — (nae)? = ng (a + B) At .

On a donc
nar = no + (a+ B)ngAt + /(a+ B)ng B

ot (B) =0, (B?) = At et on a envie d’écrire

dnt

W:(Oé_ﬁ)nt + (a+ B)ng n(t)

o 7(t) est un bruit blanc gaussien ((n(t)) =0; (n(t)n(t')) = o(t —t')).

Nous allons voir maintenant ce que donnent les prescriptions de Ito et Stratonovich pour cette
équation stochastique. Si on prend une fonction d’essai H(n) arbitraire et qu’on définit

(H(n)): = (H(ny))
on obtient, comme nous 'avons vu pour I’équation de Fokker Planck, selon la prescription de Ito

d(H(n)):
dt

a—+p
2

= (a—B)(nH'(n)) + (n H"(n))

tandis que celle de Stratonovich donne un terme supplémentaire

d(H(n)):
dt

a—+p
2

a—+p
2

= (= B) (nH'(n))¢ + (H'(n))e + (nH"(n))¢ -
Par ailleurs pour cet exemple simple I’équation d’évolution exacte (qui découle de la définition

méme du modele) s’écrit

d(H(n)):

F =a(n(H(n+1)—H(n))) + B{n(Hn—1)—H(n))).

On voit que pour des fonctions H (n) lentement variables, la prescription de It6 donne une meilleure
approximation de I’évolution exacte.
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9 La théorie de la réponse linéaire

A cause de la nature atomique de la matiere a ’échelle microscopique et de I’agitation thermique
toutes les quantités physiques fluctuent. La théorie de la réponse linéaire permet de relier la variance
ou les corrélations de ces fluctuations a des coefficents de réponse :

Variance d’une fluctuation = kg x Coeflicient de réponse

ou

Corrélation d’'une fluctuation = kg x Coefficient de réponse

ou kp est la constante de Boltzmann. Ces relations sont vraies quand le systéeme est a 1’équilibre.
Nous verrons comment elles peuvent étre modifiées hors équilibre. On les appelle souvent les
relations d’Einstein car c’est Einstein qui dériva le premier des relations de ce type : une de ses
motivations était de montrer qu’en mesurant des fluctuations, on pouvait déterminer la taille des
atomes, ou ce qui est équivalent le nombre d’Avogadro ou encore la constante de Boltzmann.

Elles font le pont entre le terme de gauche : les fluctuations dues a la nature atomique de la
matiere (physique du XXieme siecle) et un coefficient de réponse qui est une quantité macroscopique
(physique du XIXieme siecle).

9.1 Quelques exemples

1. Les fluctuations de densité d’un gaz a ’équilibre
Considérons un gaz a 1’équilibre et prenons un petit volume v. A cause de I'agitation ther-
mique, le nombre n de molécules a 'intérieur de ce volume v fluctue au cours du temps.
Nous allons voir (section que la variance des fluctuations de ce nombre de particules est
donnée par
(n?) = (n)* =kpT p*r(p) v

ou T est la température, p est la densité et k(p) est la compressibilité du gaz définie par

_ Ldp
pdp

K(p)

ou p est la pression. Les fluctuations de densité sont donc reliées & un coefficient de réponse,
la compressibilité, qui nous donne la facon dont la densité est modifiée par un petit change-
ment de pression.

Remarque : en général pour un fluide il existe une température critique 7, au desssus de
laquelle on passe contintiment de la phase gazeuse a la phase liquide en variant le volume.
Au dessous de T, la transition entre la phase gazeuse et la phase liquide est discontinue :
quand on varie le volume on observe une phase de coexistence entre le liquide et la vapeur
avec des densités différentes pour le liquide et pour le gaz. Lorsqu’on se rapproche de la
température critique T, et de la densité critique p., la compressibilité devient tres grande
(elle est infinie au point critique) ce qui provoque de trés grandes fluctuations de densité.
Comme l’indice optique dépend de la densité, les grandes variations de 'indice optique sont
a origine de I'opalescence critique : au voisinage du point critique le fluide devient alors
opaque comme ’ont compris Smoluchowski et Einstein au début du XXeme siecle.
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2. Le bruit de Johnson Nyquist.
La tension V (t) aux bornes d’une résistance éléctrique ouverte fluctue au cours du temps, a
cause du déplacement du a l'agitation thermique des électrons : le va et vient des électrons a
I'intérieur de résistance provoque des différences de potentiel électrique. Dans les années 20
les expériences de Johnson et la théorie de Nyquist ont permis de montrer que la variance de
ces fluctuations est reliée a la résistance par la formule

w2 w2
/ (V(w)|?) dw = 4k:BTR/ dw
w1 w1

qui est équivalent a dire que
(V)V(t)) ~2kT RS§(t —t') .

On voit ici encore que les corrélations d’une quantité, ici la tension, qui fluctue sont reliées
a un coefficient de réponse, ici la résistance électrique.

Pour obtenir la formule qui précede on peut considérer qu’on place aux bornes de la résistance
R une capacité C' et que I’évolution de la charge () aux bornes de cette capacité est donnée

par
dQ Q
By =—¢+n®

ou 7(t) est un bruit blanc da a l’agitation thermique

(n(t)n(t") = To(t—1) .

I1 est alors facile de calculer

aw = 3 [ arew (-7 )

ce qui donne
rc
=0 Hh= =
Si on écrit que la fluctuation d’énergie Q?/(2C) du condensateur a une distribution donnée
par un poids de Boltzmann,
Q? }

20kT

P(Q) ~ exp [—

cela fixe 'amplitude du bruit

[t =]

D ~2kT RSt —t)



ol on a remplacé le terme entre parenthéses par une fonction ¢ (en supposant que I’échelle
de temps sur laquelle on observe les fluctuations de V() est beaucoup plus grande que RC
ou simplement en prenant la limite C' — 0).

3. La conductivité thermique
Pour un systéeme en contact avec deux thermostats a des températures 17 et Tb, si on se
place dans le régime stationnaire et qu’on appelle @ la quantité de chaleur fournie par le
thermostat a la température 77 pendant un temps ¢, on a pour un temps t long

@ =(T1—-Ty) D pour 717 — 715 petit
2
<Qt>:2k;T2D pour Th =T, =T.

Une fois encore on voit que le coefficient de réponse D qui nous donne le courant d’énergie di
a une petite différence de température se retouve dans les fluctuations de courant a I’équilibre.

Cette relation que nous dériverons un peu plus tard (section [9.5)) peut se réécrire sous la
forme d’une formule de Green-Kubo :

1
D= o [ dm IO (e

qui relie la conductance thermique D aux fluctuations de courant d’énergie J(t) a I’équilibre.

En effet on a .
Q:/ J

Q% = / dt’ / dt" (J (")

et dans un régime stationnaire, comme (J(t') J(t")) = (J(0) J(t" — t')) on peut écrire

Q) = / (t— 7)) (7(0) J()) dr

—t

Pour un systéme a ’équilibre, le courant moyen (J) = 0. Si on suppose que les corrélations
de courant décroissent suffisamment vite pour que [*_|7[(J(0) J(7)) dr < oo on obtient la
formule de Green-Kubo en prenant la limite ¢ — oo

lim <—2> = /00 (J(0) J(7))dr .

t—oo t oo

9.2 Corrélations a temps égaux
Les relations d’Einstein sont particulierement faciles a dériver pour les corrélations a temps
égaux.
1. L’énergie
A Téquilibre I'énergie moyenne est donnée par

dc E(C)ePEC)
S PEO

(E(C)) =
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Si on dérive par rapport a 8 on obtient

d{E(C))
—ap ~((B(C)*) = (E())?)
qui peut se réécrire
d{E)
E(C)*) — (E(C))? = kT* —
(B(C)7) —(B(C))” = kTI™ — &
On voit que la variance des fluctuations d’énergie est égale, a un facteur pres, a la chaleur

spécifique % qui est la réponse de I’énergie a un petit changement de température.

. Le nombre de particules
De la méme facon les fluctuations de densité sont reliées a la réponse a un petit changement
de potentiel chimique : si N est le nombre de particules on a

¢ N(C) e PEC)+B1N(C)

W) = = e o

et en dérivant par rapport au potentiel chimique p on obtient

_ o AN)
(N%) — (N)? = kT an

Remarque :
Pour un grand systeme, dont I’énergie libre F' est extensive, c’est a dire de la forme

()

la pression, le potentiel chimique et la compressibilité sont donnés par

dF y
p__W = pf'(p) = fp)

dF ,
H= IN f'(p)

1 dp 1

k(p)=——= 57—
== 20
en fonction de la densité p = N/V. On a donc

dp 1

— %k
a7y

qui permet d’établir
(N?) = (N)? =KT p°w(p) V .

Remarque : que la variance de 'énergie soit proportionnelle a la chaleur spécifique, que
la variance du nombre de particules soit proportionnelle & la compressibilité, nous dit qu’a
I’équilibre, la chaleur spécifique ou la compressibilié doivent forcément étre positives

d(E)

220 >0

. > .
7 ;o K(p) >0
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Cela nous dit aussi que pour un grand systeme de volume V' les fluctuations d’énergile, du
nombre de particules, ou de tout autre observable extensive sont en général d’ordre V2

E-(E)~V2 ; N-(N)~V2

avec comme exception notoire les points critiques ou les coefficients de réponse (chaleur
spécifique, compressibilité, susceptibilté magnétique, ... ) divergent et ou les fluctuations
dépendent le plus souvent du volume avec une loi de puissance différente de 1/2.

3. Le cas général
Si on ajoute a I’énergie de chaque configuration un petit terme — X B(C)

Ex(C) = Eo(C) — X B(C)
on peut établir de la méme facon que précédemment :

d(A(C)) x

(A(C) B(C))o = (A(C)o (B(C))o = kT ——= ‘oo

ou A est une observable quelconque. Une fois encore la réponse de A & une petite force X
est donnée par la corrélation de A avec la quantité B conjuguée a la force X.

4. Le théoreme fondamental de la sélection naturelle
Dans les années 30 le biologiste et statisticien Ronald Fisher montra que la fécondité d’une
population augmente en moyenne comme la variance de la fécondité. Ce théoréeme montre
que la fécondité d’une population augmente méme en ’absence de mutations. Le résultat de
Fisher s’obtient d’une maniere treés semblable au calcul qui précede de la variance de 1’énergie
ou du nombre de particules.
Le point de départ est de considérer un modele ou le nombre d’individus n;, dont la fécondité
est o, évolue selon
dni
dt
et de supposer que la fécondité o; se transmet parfaitement a la descendance sans étre
modifiée. Il est alors facile de voir que 1’évolution de la fécondité moyenne

_ 2 nigi
<U> - Zz o

=oin;

est donnée par la variance de cette fécondité

d{o)
ar <02> - <U>2

ce qui constitue le théoreme fondamental de la sélection naturelle. Il est remarquable que
la réponse de la fécondité a une évolution temporelle est donnée par la variance de cette
fécondité un peu comme la dérivée de ’énergie par rapport a la tempéraure était donnée par
la variance de cette énergie.

9.3 Théoreme de fluctuation dissipation

Considérons un systeme soumis a une petite force F; dépendant du temps. L’énergie d’une
configuration est donnée par

E(C) = Eo(C) — F1 B(C)

ou B(C) est la quantité conjuguée a la force Fj.
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1. Corrélations a temps inégaux pour Fy = 0

En l'absence de force (F; = 0) la probabilité P,_y(C|C’) de trouver le systéme dans une
configuration C au temps ¢ sachant qu’il se trouvait dans une configuration C’ au temps ¢’ ne
dépend que de la différence de temps t — t'.

A Téquilibre la fonction de corrélation entre deux observables A et B & des temps t et t’ est

(AiBu)o = > > A(C) Pp(CIC") B(C') Puy(C)

c
e_ﬂEU(Cl)
ZZZA ) P_v(CIC") B(C )T
c ¢ 0

ou (.)p indique une moyenne effectuée quand F; = 0. La fonction de corrélation connexe
définie par
Ca,p(t —t") = (A By)o — (Ar)o (Bi)o
ne dépend elle aussi que de la différence de temps ¢t — t’ si a 'instant initial ¢’ le systéme est
a I’équilibre.
2. Coefficient de réponse a temps inégaux
On peut définir le coefficient x 4,5(t —t") de réponse & I’équilibre en écrivant & 'ordre linéaire

dans la force F}

<At>F — <A>0 = /t XA,B(t —t/> Fy ' + 0<F) .

—00

3. La relation de Kubo [44] (le théoreme de fluctuation dissipation)

Le théoreme de fluctuation dissipation donne une relation entre la fonction de corrélation
Ca,B et le coefficient de réponse x4 g

Cap(t) = kT/ xa,B(t') dt’ .
t

Pour établir cette relation il suffit de supposer que le systeme est a 1’équilibre : plagons
nous dans le cas particulier ou

jop F pour t<0
10 pour t>0.

Comme la force F; ne varie pas pour t < 0, on sait que jusqu’a l'instant 0 le systeme se
trouve dans une configuration C’' avec une probabilité

/ o—BEo(C)+BFB(C’)
Peq,r(C') = S e PEACITBFB(C)

On en déduit que

¢—BEo(C)+AFB(C)

e = 2 S AO R & e

= (A)o + BF ({4 Bo)o — (A)o (B)o) + olF).
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Par ailleurs en utilisant les coefficients de réponse, on a
o0
(A)p = (A)o + F/ xap(t) dt’ .
t

En comparant les deux expressions ci dessus de (A;)r on aboutit au théoréme de fluctuation
dissipation.

9.4 L’exemple de I’équation de Langevin

Si on reprend ’exemple de I’équation de Langevin pour le mouvement brownien,

dv
b t F
mdt yu + n(t) + Fy

ou 7(t) est un bruit blanc et F} est une petite force dépendant du temps, I’énergie corres-

pondante est
m [ dq 2
Er=—\(—) —qF;.
T (dt> i

Ici la quantité B conjuguée a la force F; est la position ¢q .
Prenons le cas o A =v et B =¢. On a vu qu’en I'absence de force (F; = 0),

t
o(t) = 7}1/ e~ m(t=t") n(t') dt’

et que la corrélation de vitesse est donnée par

<U(t)’l}(t’)> = kj 6_%|t_t,| .

m
En intégrant sur le temps ¢ on obtient la corrélation entre la vitesse v(t) et la position ¢(t')

Capt—t) = (v(t)q(t))c = /_ (w(ty(t")) dt” = ’fe—%t—t’l ,

Par ailleurs pour une petite force F; on a

1 [t , t
oy = o [ e Fdt = [ ans—t) Bt
—Oo —o0
d’ou )
xa,B(t) = — e mltl
m

On vérifie bien dans cet exemple la relation

Cap(t) = k:T/ xag(t)dt
t

entre C4 p(t) et xa p(t) prévue par le théoreme de fluctuation dissipation.
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9.5 Fluctuations de courant

Considérons un systéme isolé composé de deux parties. Une partie gauche et une partie droite
(ces parties communiquent de maniére arbitraire). On appelle Nr(C) le nombre de particules
dans la partie droite du systéme et on considere une énergie de le forme

E(C) = Eo(C) — Vi Nr(C) -

Si le potentiel V; varie au cours du temps, cela est évidemment suivi par une variation du
nombre Nr moyen de particules dans la partie droite.

Supposons que le systéme est a ’équilibre avec V; = 0 pour ¢ < 0 et qu’au temps ¢t = 0, on
branche le potentiel V'

v — 0 pour t<0
1V powr t>0.

La réponse du nombre de particules Nr a ce changement de potentiel est donnée par

(Nt = (el + V[ )t

Le théoreme de fluctuation dissipation nous dit que

| X at = B[Nat) Na)o — (Valto (NeO)]
En particulier -
| xtyar = B[Va)2 — (Nat)o (Na(o)a]

En faisant la différence entre ces deux expressions on obtient
(Nu()v — (Na(O))v = BV [(Na(0)2)o — (Na(t) Na(0))o]
= BV < Ngr(t) — Ngr(0 2>
3 { () = Ne)" )

ol on a utilisé que
(Nr(0))v = (Ngr(0))o
car, au temps t = 0, (Ng(0)) ne dépend pas encore de V' et que

(Nr(t)*)o = (Nr(0)*)o

car en l'absence de potentiel le systeme a I’équilibre au temps ¢ < 0 le reste a tout temps ¢
ultérieur.
Si @ est le nombre de particules passées de la partie gauche a la partie droite pendant le
temps ¢, on a

Q@ = Ng(t) — Nr(0)

et on en déduit que

Remarques :
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(a) le régime stationnaire

Dans le cas ou la partie droite et la partie gauche comportent des réservoirs de particules
comme sur la figure, le systéme atteint un régime stationnaire oli, pour ¢ grand, (Q)y et
(Q?)o augmentent linéairement avec t

Qv ~ (@0 ~ t.

On a donc pour V petit
Qv _ BV (@% _ Blu —pr) (Q%

t 2 t 2 t

ol on a identifié la différence de potentiel V' & une différence de potentiel chimique.

(b) Le courant d’énergie

On peut suivre le méme raisonnement pour le transport d’énergie. On prend alors une

énergie F¢(C) de la forme

<m@=%@—ﬁ§&w>

ou Ey(C) est I'énergie totale du systéme non perturbé et Eg(C) est I'énergie dans la partie
droite du systeme. En procédant comme au dessus, c’est a dire en choisissant

o 0 pour t<0
Ab = { AB pour t>0

et en définissant () comme

Q(t) = Er(t) — Er(0)
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on arrive a

AB
(@ ap = (@%)o
ce qui donne (dans limite ou la différence Aﬁ = PR — Br, est petite) en passant de § a la
température
Br—=BL , 2 17 2
(@ap = 5 (@) 2k:T2 B Q%o

comme annoncé dans la section ((9.1)).

9.6 Retour sur I’exemple

Si on reprend 'exemple de la section d’un systeme en contact avec deux thermostats, ou les
particules sont injectées du thermostat 1 avec un taux e #! et du thermostat 2 avec un taux e 22
et ol chaque particule injectée a une probabilité p de ressortir par l'autre thermostat (et 1 — p de
réintégrer son thermostat d’origine) le courant ) transféré pendant le temps ¢ du thermostat 1

vers le thermostat 2 peut s’écrire
t/dt

Q=) v
i=1

ou 'on a découpé l'intervalle de temps ¢ en petites tranches de durée dt et ou les y; sont des
variables aléatoires indépendantes qui vérifient

0 avec probabilité L—ple P +eP)at
Yi = 1 pe Pt
-1 pe P2 dt .

On en déduit ;

— )\ — b1 _ B2
(@ = ) =pe e )t
(@)~ (@7 = ) — )] = p (P 4 e) = p2(e P — ) b
ce qui donne dans la limite dt — 0

e~ P _ o= B2

Q) = (1@ - @?) .

On retrouve bien la relation de fluctuation dissipation quand la différence By — 51 est petite :

@ =20 (@) -0

6_61 -+ @_62

9.7 Les systemes diffusifs

On parle de systeme diffusif lorsque les coefficients de transport décroissent comme l'inverse
de la longueur du systeme : par exemple la loi d’Ohm prévoit une résistance proportionnelle & la
longueur d’un fil électrique et donc un courant inversement proportionnel a la longuer du fil.
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1. La loi de Fourier (1822)

Ty TB

] —

Un systeme vérifie la loi de Fourier quand le courant d’énergie Jr engendré par une petite
différence de température décroit comme l'inverse de la longueur L du systeme

=~ )

Jg =(Q) ~Dp (T,—T,) avec Dy =~

qu’on peut écrire comme
Tp=-DVT

qui est la forme habituelle de la loi de Fourier.

Remarque :

Montrer la loi de Fourier & partir d’'un modeéle microscopique n’est en général pas facile. Les
modeles les plus simples (gaz parfait, solide harmonique) donnent un coefficient de transport
Dy, qui ne décroit pas avec L car le transport d’énergie (via les molécules du gaz parfait ou les
phonons du solide harmonique) est balistique. Depuis une quinzaine d’années de nombreux
efforts ont été consacrés a comprendre la loi de Fourier anormale [45] [46] ou le coefficient de
transport décroit comme une loi de puissance de la longueur avec une exposant o # 1

Dy~ L.

Cette loi de Fourier anormale a été observée dans des simulations de différents types de
modeles en basse dimension comme des gaz de spheres dures ou des solides anharmoniques
et a suscité de nombreux travaux théoriques récents [47].

2. La loi de Fick (1855)
La loi de Fick joue le méme role que la loi de Fourier pour le transport de masse. Lorsque
la loi de Fick est satisfaite, le courant de particules Jy dans un systeme de longueur L entre
deux réservoirs est donné par

Jv =(Q) ~¥Dpr (pa—p) avec Dp ~

=~

qui peut se réécrire sous forme vectorielle
TIn=-DVp.

Si on combine cette loi de Fick avec I’équation de conservation du nombre de particules
dp
@ LY Ty=0
dt N
on obtient 1’équation de diffusion

dp

T DAp.
di P
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9.8 Les relations de réciprocité d’Onsager [48]

Un systeme soumis a un gradient de température et a un gradient de potentiel chimique est
traversé par un courant d’énergie et par un courant de particules. A I'ordre linéaire cela définit
quatre coefficients de transport

Ty = Lyn ¥ (%) + Lyg V <1>

T
W 1
Tp=LonV (-8) + 1wV () -
E EN T + LEE T
Il est important de noter que les forces qui apparaissent dans les gradients sont les forces conjuguées
(—4) ou V(%) aux quantités transportées (ici le nombre N de particules et 'énergie E).

La présence de coefficients non diagonaux Lyg et Ly est a 'origine de nombreux effets (effet
Thomson, effet Seebeck, effet Peltier). Par exemple si on chauffe une barre métallique a 'un de
ses bouts, cela engendre une tension aux bornes de cette barre (lorsqu’on chauffe un des bouts, la
pression du gaz d’électrons augmente et cet exces de pression a tendance a déplacer les électrons
ce qui provoque une différence de potentiel).

Ce que Onsager a montré en 1931 est une symétrie de ces coefficients de transport qui dans le
cas de I’énergie et du nombre de particules s’écrit

Leny = LnE -

Plus généralement pour un systéme soumis a plusieurs forces ?Xi, les courants des quantités
conjuguées a ces forces s’écrivent a l'ordre linéaire

Ji= 3 Li; VX,
J

et les relations d’Onsager prévoient que la matrice L; ; est symétrique
Lij = Lji -

Comme nous allons le voir, pour obtenir ces relations, il faut supposer que le systéme est proche de
I’équilibre et que les quantités considérées sont symétriques par renversement du temps (il existe
une généralisation au cas de quantités antisymétriques par renversement du temps [49]).

Pour dériver les relations d’Onsager reprenons le raisonnement de la section Considérons
encore une fois un systeme isolé composé de deux parties, une partie gauche et une partie droite
qui communiquent de maniere arbitraire. Maintenant supposons a titre d’exemple que ce systeme
contient deux espeéces chimiques différentes (c’est a dire deux types de particules) libres de se
déplacer entre les deux parties. On appelle N1(C) et No(C) le nombre de particules de type 1 et de
type 2 dans la partie droite du systéme et on prend une énergie de le forme

E(C) = Eo(C) = Vi(t) Ni(C) — Va(t) N2(C).

Si on varie Vi(t) ou/et Va(t) au cours du temps, le nombre de particules Ny(t) et Na(t) de chaque
espece dans la partie droite du systeme varie au cours du temps.

Si on choisit
0 pour t<0

Vi(t) =0 et Va(t) = { %) pour t>0.

63



c’est a dire si I’on branche le potentiel V5 au temps ¢ = 0 on obtient en utilisant le théoreme de
fluctuation dissipation comme on I’a fait dans la section [9.5

(Ni(®))vy — (N1(0))y, = B V2 [(NI(O) N2(0))o — (N1 (t) N2(0)>0}

et
(Na()hve = (N2 = B Ve [(N2(0)o = (Na(t) Na(0))o] -

Plus généralement si on choisit

(Vi(), Va(t)) :{ (‘(/(1):(‘)/)2) gﬁﬁﬁ tt><00.

cela donne a l'ordre linéaire dans les V :
((N1(t) — Nl(o))>vl7v2 = LuVi + Li2 Vs

((N2(t) = N2(0)))y, y, = Lt Vi + Lo Vo

Lij= B [(N:(0) N;(0))o0 — (Ni(t) N;(0))oo] -

A partir de la il est facile de voir que la symétrie L;; = Lj; prévue par Onsager est une simple
conséquence de 'invariance des corrélations par renversement du temps pour un systeme a 1’équi-

libre :
(Ni(t) Nj(t"))oo = (Ni(t') Nj(t))oo -

Evidemment si au lieu de considérer la paire d’observables Ni(t), N2(t), on choisit deux autres
observables comme par exemple le nombre N de particules et ’énergie E on aboutit a la méme
conclusion, c’est a dire que

Lyg = Lgn

en utilisant I'invariance par renversement du temps.

9.9 Violations du théoreme de fluctuation dissipation et vieillissement

Depuis une vingtaine d’années de nombreux travaux ont porté sur les problémes de vieillissement
dans les verres ou plus généralement dans des systemes hors d’équilibre. Comme ces sytemes
sont hors équilibre, le théoréme de fluctuation dissipation n’a pas de raison d’étre satisfait et de
nombreux auteurs parlent de violations du théoreme de fluctuation dissipation [50].

La situation typique est celle ou un systéme, initialement a ’équilibre a une température 77,
est refroidi au temps ¢ = 0 & une température 75 (le refroidissement peut étre instantané ou plus
progressif, cela n’a pas beaucoup d’importance). Par exemple on peut partir d’un fluide homogene
a Iéquilibre la température T3 et le refroidir & une température T comme sur la figure.
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gaz vy i, liquide

p

Evidemment, a l'instant ¢ = 0, le systeme n’est pas a ’équilibre & la nouvelle température T5.
Dans le cas de la figure 1’équilibre a la température 75 donne lieu a une coexistence entre la phase
liquide et la phase gazeuse (en apesanteur il y aurait une goutte sphérique de liquide flottant dans
le gaz ou une bulle de gaz flottant dans le liquide selon la densité choisie). Pour atteindre ce nouvel
équilibre & la température Ty, le systeme évolue [51] : au début se forment de trés nombreuses
microgouttes de liquide ou microbulles de gaz dont les tailles augmentent et le nombre diminue au
cours du temps jusqu’a atteindre au bout d’un temps tres long 1’équilibre a la température 15 .

Tant que cet équilibre n’est pas atteint les fonctions de corrélation Cy p(t,t') et les coefficients de
réponse x4 p(t,t'") dépendent explicitement des deux temps t et t’ et pas seulement de la différence
de temps t — t'.

Le plus souvent on ne sait pas calculer exactement ces corrélations ou ces coefficients de réponse.
Pour certains modeles de verres, de verres de spins ou de croissance de domaines [52] la relation
de fluctuation est modifiée et devient
X(t,t) dCA,B(t,t’)

kT dt’
avec un coefficient multiplicatif X (¢,¢'). Comme a 1’équilibre X (¢,¢') = 1, on est alors tenté d’in-
terpréter le rapport 7/ X (¢,t') comme une température effective [53].

xa,B(tt) =

Il existe assez peu de modeles pour lesquels la fonction de corrélation ou le coefficient de réponse
peuvent étre calculés explicitement [51]. L'un d’entre eux est le modele d’Ising & une dimension avec
une dynamique de Glauber [54, 55]. Lorsqu’on passe d’une température 77 = oo & une température
T5 = 0 on peut calculer explicitement la fonction d’autocorrélation d’un spin & différents temps

2 t—t
Cap(t,t)=1—=tan" "/
A,B(t, 1) — tan 577

et le coefficient de réponse a basse température
1 1

aptt) = — —— .
xa5(5f) T w2t (t — t)

On voit sur cet exemple que la fonction de corrélation ne dépend plus seulement de la différence
t —t' comme ce serait le cas a I’équilibre. Au lieu de cette différence, elle dépend du rapport ff, et
quand la dépendance est en t/t' on parle de vieillissement.
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Par ailleurs la relation de fluctuation dissipation

1 dC4 p(t,t)
/ o B Y
Xaptt) = m—

n’est vérifiée que pour t —t' < t' qu’on pourrait interpréter en disant que le systéme est localement
a I’équilibre et que sur de petites échelles de temps, les corrélations temporelles ne ressentent les
corrélations spatiales que sur des distances plus petites que la taille des domaines.

9.10 La théorie de la réponse linéaire dans des régimes stationnaires hors
d’équilibre

Une question naturelle est d’essayer de généraliser le théoreme de fluctuation dissipation au cas
d’un régime stationnaire. Par exemple, pour un systéme maintenu dans un régime stationnaire par
contact avec deux sources de chaleur a des températures différentes 77 # T5 on peut chercher a
relier la réponse du systéeme a une petite modulation temporelle AT} (t) de la température d’un
des deux thermostats.

— Un terme supplémentaire dans le cas d’une équation de Langevin

Plusieurs articles récents [60, 58, 57, 59, 61] ont permis d’écrire des généralisations du théo-
reme de fluctuation dissipation au cas de régimes stationnaires hors d’équilibre. Il en ressort
qu’en général il y a un terme supplémentaire qui peut s’écrire sous plusieurs formes.
Pour le voir un des exemples les plus simples [56] est celui d’'une équation de Langevin du
type

do

L= Fo) + ()

ou 7(t) est comme précédemment un bruit blanc ({(n(t)) = 0 et (n(t)n(t')) = 2kTo(t —t')).
On peut toujours écrire pour deux temps t’ < ¢

W) XD _ (o)) air)) — (o0t) F6EN) + ) o(t)) — (6(2) ()

D’abord, la causalité nous dit que le terme (n(t) ¢(t')) = 0 (car ¢(t') ne dépend que des n(t")
pour t" < ).
De plus dans un régime stationnaire la fonction de corrélation

Ct—1t) = (o) o) — (o)

ne dépend que de la différence t — t'.
A Tordre linéaire dans les 7, on peut écrire dans le régime stationnaire

t

(D) = () + / dt' x(t — ) 5 (t')

ce qui donne
(6(t) n(t")) = 2kT x(t — ') .
On en déduit donc que
2dC (t—1t)
dt’

On voit donc qu’il y a un terme supplémentaire (F'(é(t)) ¢(t')) — (é(t) F(4(t'))). Dans un
régime stationnaire ce terme ne dépend que de la différence t — ¢ mais il est en général non

= (F(g(t)) &(t) — (¢(t) F((t)) + 2KT x(t —t') .
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nul. Dans le cas particulier d’un systeme a 1’équilibre il s’annule & cause de 'invariance par
renversement du temps.

Lien avec I’entropie [62, 58]

Dans un régime stationnaire on peut relier de maniére générale le coefficient de réponse
d’une observable a la corrélation de cette observable avec un changement d’entropie. Pour le
voir prenons I'exemple du régime stationnaire d’un systeme en contact avec deux thermostats
a des températures différentes 77 # T, et supposons que I'on module la température d’un
des thermostats 77 — T1 + ATy (t). La réponse d’une observable A au temps t est de la forme

(A(t)) = (A)p, + /t dt' x(t —t) AT (¥') + o(ATh)

ce qui définit de coefficient de réponse Y.
Si on recommence le raisonnement de la section en se plagant dans le cas particulier ou
AT (t) est constant pour ¢t < 0 et nul pour ¢ > 0

I RAVAT pour t<0
ATh(t) = { 0 pour t>0.

la réponse d’une observable A s’écrit

(A(1) = (A)r, + ATy / Tt (e

Comme pour ce choix particulier de ATj(t), le systéme est dans un régime stationnaire
(correspondant a la température 77 + AT; du thermostat pour ¢ < 0) il s’ensuit que

Z ZA Pt t C|C Tl) statlonnalre(cl Tl +AT1)

APSt. (Cla Tl)
ATy

= (A Tl—i—ATlZZA P_y(CIC', Ty) B(C') Pu(C', T1)

< T1+AT122A Pt t C’C Tl)

ou 'observable B(C) est définie par

dlog Py (C,T1)

B(C) = i,

(et ou P,(C|C',T1) est la probabilité de passer de la configuration C’ & la configuration C
pendant un temps ¢, lorsque AT} = 0). On voit ainsi qu’on peut écrire une relation de
fluctuation dissipation

/t T () dt' = (A()B(O)z,

Dans le cadre de la thermodynamique stochastique, si on associe a chaque configuration C
une entropie S(C,T") = —klog Ps.(C,T'), cela permet d’interpréter ’observable B(C) comme
un changement d’entropie du a la perturbation AT}

1.dS(C,Ty)

B(C) =~ dTy

67



Il existe d’autres écritures possibles [58] de cette observable B. Tout ce qui précede se gé-
néralise aisément a de petites perturbations dépendant du temps autres que ATj(t), comme
par exemple des variations du potentiel chimique d’un des réservoirs.

— La frénésie [57]
Imaginons qu’on s’intéresse & une dynamique de Markov décrite par une matrice de transition
W (C,C") et qu’on perturbe cette dynamique

W(e.C) — WiC.C) = w(e.cher VO

ol € est une petite perturbation dépendant du temps. En I’absence de la perturbation le
systeme atteint dans la limite des temps longs un régime stationnaire et la question comme
plus haut est de trouver I'expression de la réponse a la perturbation e;.

Certains choix des matrices N(C,C") ne changent pas I’état stationnaire. L’observable B est
alors nulle et donc le coefficient de réponse est lui aussi nul. C’est ce qui se passe en particulier
si la matrice de Markov satisfait une relation de bilan détaillé

W(C,C") Poy(C") = W(C',C) Peq(C)

et que la matrice N(C,C’) est symétrique.

Cette partie symétrique de la perturbation N(C,C"), appelée la frénésie car elle a pour effet
(selon son signe) d’accélérer ou de ralentir les transitions entre des paires de configurations
ne contribue donc pas pour un systeme a 1’équilibre. Bien siir hors d’équilibre elle contribue
en général dans des régimes stationnaires et donne ainsi lieu a un terme supplémentaire dans
la relation de fluctuation dissipation.

10 Grandes déviations

L’intérét pour les grandes déviations chez les mathématiciens [63, 64} [67), [66] remonte aux travaux
de Cramér dans les années 30, a ceux de Varadhan dans les années 70 et a la théorie de Freidlin et
Wentzell dans les années 80. Chez les physiciens c’est surtout depuis une vingtaine d’années que
I'on travaille sur les grandes déviations [68] en particulier dans le cadre du théoréme de fluctuation,
bien que depuis longtemps les idées des grandes déviations apparaissent en physique statistique
sans forcément utiliser cette dénomination.

10.1 Introduction

L’objet des grandes déviations est d’estimer la probabilité d’événements rares ou le mot "rare”
signifie une dépendance exponentiellement petite dans un parametre grand comme un volume, un
nombre de particules, un temps, ou I'inverse d’une température comme dans les exemples suivants :

— Les grandes déviations de densité :

pour un gaz de N particules dans un volume V| le nombre n de particules dans un sous-
volume v fluctue. Dans les années 40, Chandrasekhar [69] a donné une estimation du temps
nécessaire 7 pour observer une fluctuation de densité de 1% dans une sphere de rayon R pour
un gaz dans des conditions ordinaires de pression et de température.
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R T
110 ° em | 107 sec
2.5107% cm 1. sec
3107° cm 10% sec
5107 cm 10% sec

Pour v grand on a vu (section [9.2) que les fluctuations du nombre n de particules dans
le volume v autour de sa moyenne vp sont de la forme

n—uvp~Jon

(pour 1 < v < V) ou p= N/V est la densité moyenne dans le volume V' et 7 est une variable
aléatoire gaussienne. Les fluctuations typiques de n sont donc d’ordre /v.

On parle de grande déviation quand les fluctuations de n sont d’ordre v et la fonction de
grande déviation a(r) est définie a partir de la probabilité de n par

Pro (% = r) ~ e7val)

Par exemple pour un gaz parfait de densité p il est facile de voir que

Pro (% - 7«) _ m(J\]rv'—w (%)” (1_%>N—n . (vnp!)"e_vp_

La fonction de grandes déviations est alors donnée par
r
a(r)=p—r+rlog— .
p

Les grandes déviations de courant
Pour un systéeme en contact avec deux thermostats a des températures 11 # To, 'énergie (1
fournie par le thermostat 1 au systeme pendant un temps ¢ (suffisament long) est typiquement

o
t

% N
= + _—
SR
ou j* est le courant moyen et 7 est une variable aléatoire gaussienne.
Le régime de grande déviation correspond a des fluctuations o Q1 = jt avec j # j* et la

fonction de grande déviation du courant F'(j) est alors définie par
Pro (%l = t> ~ e tF0)

La limite de basse température ou d’un faible bruit
Pour des dynamiques stochastiques comme une dynamique de Langevin

dq

a f(@) + n(t)

ou f(q) est une force déterministe (qui ne dérive pas forcément d’un potentiel) et n(¢) un
bruit blanc gaussien de variance

(n(t)n(t") = ed(t—1t),
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le régime de grandes déviations correspond a la limite ou € est tres petit.
La probabilité d’une trajectoire {¢(t)} dans cette limite € — 0 est de la forme

Pro({q(t)}) ~ exp [—;ﬁ/dt <ZZ - (Q(t))>2]

La théorie de Freidlin Wentzell [64] permet de calculer i pour e petit des propriétés comme
le quasi-potentiel U(q) défini & partir de la probabilité P(q) d’occuper une position ¢ dans
le régime stationnaire [65]

U(Q)}

P(gq) ~ exp [ .

en utilisant des idées qui ressemblent au principe de moindre action ou a la méthode WKB.

10.2 Une somme de variables aléatoires indépendantes

Le cas le plus simple du calcul d’'une fonction de grande déviation est celui d’une somme de
variables aléatoires indépendantes. Si on considere la somme de N variables aléatoires

Sy=x1+z2+ 2N

indépendantes (identiquement distribuées et dont la distribution décroit suffisamment vite pour
que (z) < oo et (z%) < o0), on sait que pour N grand

Sy ~ N (x)

(c’est la loi des grands nombres) et que les fluctuations de Sy autour de sa valeur moyenne sont
gaussiennes avec une amplitude d’ordre v IV

Sy — N{(x) ~VNn
ol 7 est une variable gaussienne (c’est le théoreme de la limite centrale). Cela peut s’écrire

(SN_JW} N 2

Pro(Sy) ~ exp [— SN 52

Le régime des grandes déviations correspond a des déviations d’ordre N et la fonction de grande
déviations a(y) est définie par

Pro (‘ig = y> ~ exp[~Na(y)] .

En général a(y) n’est pas quadratique (le seul cas d’une fonction a(y) quadratique est quand les
variables x; sont elles mémes gaussiennes) et dépend de la forme précise de la distribution des
variables x;.

Par exemple pour

1 avec probabilité %
T; =
0  avec probabilité %
comme quand on joue a pile ou face, on peut calculer facilement P(Sy)

N! 1

PSn) = SyI(N = Sy)! 2V
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et en déduire, en utilisant la formule de Stirling, la fonction de grande déviation

a(y) =log2 + ylogy + (1 —y)log(l —y)

qui pres de son minimum y = 1/2 a la forme

o =2(s-1) +3(u-2) ¢

et donc s’éloigne de la forme quadratique dés qu’on s’écarte du minimum a y = 1/2.

\/

La figure montre la forme typique d’une fonction de grande déviation a(y) : comme a(y) > 0
le cas générique est que a(y) s’annule quadratiquement & une certaine valeur y*. On voit que pour
y proche de y* I'approximation quadratique

a(y) =~ C(y —y")’
permet de retrouver la distribution gaussienne du théoréme de la limite centrale

C (Sx — (Sn))*
N

Remarque :

aly)

Pro (fév = y) ~ exp[-Na(y)] ~ exp [-NC(y —y")°] ~ exp |-

La connaissance d’une fonction de grande déviation comme a(y) (plus précisément la connaissance
de son développement autour de son minimum) permet de déterminer les cumulants de la somme

Sy :
(Sn) = Ny*

2\ 2 _
<SN> <SN> a//(y*) N

(S3) — 3(S%) (Sn) + 2(Sn)® = — a® (y*)

a//(y*)3
(Sk) — 4(S%) (Sw) — 3(S3) + 13(5%) (Sw)? — 6(Sw)! = 3“;?((5122 - Zfi;‘f{;f N

Pour des distributions quelconques des variables x on n’a pas d’expression explicite de la fonction
de grande déviation a(y). On peut cependant I’écrire sous forme paramétrique

a(y) = Ap'(A) = p(A)
y = (N
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ot () est défini par
et = /e)‘x p(x)dx .
En effet comme les x; sont indépendants, on a

<e>\SN> — <e)\m>N — 6N‘u(>‘) ]
Par ailleurs exprimé avec la fonction de grande déviation, on a

(eMNY = /e)‘Ny Pro (f\][v = y> dy ~ /eN(Ay_a(y)) dy ~ max eN()‘y_a(y))

Y

ce qui montre que u(\) est la transformée de Legendre de la fonction de grande déviation
() =max (Ay — a(y)) .

Comme a(y) et p(\) sont reliés par une transformation de Legendre, et que p(A) et a(y) sont
en général des fonctions convexes (a”(y) > 0, u”(\) > 0), on peut aussi écrire a(y)

a(y) = max (Ay — p(A)) -

Remarque : Dans le cas plus général ou la fonction génératice d’une variable Sy (qui n’est pas
forcément un somme de variables indépendantes) est de la forme

> MV P(Sy) ~ NN
SN
on peut a nouveau obtenir la fonction de grande déviation a(y)

p (?V _ y> - o—Na(y)

en écrivant

a(y) = max (Ay — p(N))

a condition que p(\) et a(y) soient convexes (voir le théoreme de Gértner Ellis).

10.3 Fluctuations de densité d’un fluide

On a défini la fonction a(r) de grande déviation de la densité d’un fluide par
Pro (E = 7’) ~ e o)
v

ou n est le nombre de particules dans un sous-volume v.

On peut montrer que si le fluide environnant est a la densité p, la fonction de grande déviation
a(r) s'écrit

a(r) = BLf(r) = f(p) — (r—p)f'(p)]

ou f(r) est 'énergie libre par unité de volume. On voit donc que l'énergie libre f(r) contient
essentiellement la méme information que la fonction de grande déviation a(r).
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Pour établir cette relation, on peut partir de

Zy(n) Zy—o(N —n)
Zv(N)

P(n) ~

qu’on peut justifier quand les interactions sont de courte portée (car on a négligé des termes de
surface) et utiliser 'extensivité de 1’énergie libre pour un grand systeme

On en déduit alors

pro (2 = 1) ~exp [ (o (2) + (v -0 (X=2) —vr ()

qui devient pour N =Vp n=vretv <KV

P(n) ~ exp |[<vB(f (1) = £(p) = (r = p)f'(p))]

comme annonceé.

Dans le cas d'un gaz parfait (classique) I’énergie libre a la température 7" est de la forme f(p) =
kT (plogp — p)+ fo(T) et on retrouve bien

Mﬂzrbgcv—%r—m
p
que nous avions vu dans la section [10.1

Remarques :

1. Des variables aléatoires corrélées :
si on découpe le volume v en petites cellules microscopiques de volume Av, le nombre n de
particules dans le volume v est une somme de variables aléatoires corrélées :

i=1
ou n; est le nombre de particules dans la cellule i. A cause des interactions entre les particules

les n; sont corrélés et a(r) est ainsi un exemple de fonction de grande déviation qu’on peut
calculer pour des variables corrélées.

2. Dans le cas générique,
le développement de a(r) est quadratique autour de r = p

f"(p)

5 (r=p)" + 00 —p)’

a(r) =53

(ott comme on ’a vu dans la section f"(p) est relié & la compressibilité f”(p) = (p? k(p)) _1).

On retrouve ainsi que les fluctuations de densité sont d’ordre v—1/2

N[

r—pwv_% ;o n—{(n) ~v

[NIE

De plus cette approximation quadratique valable dans ce régime de fluctuations n—(n) ~ v
nous indique que les fluctuations sont gaussiennes.
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3. Pour un fluide au point critique,
a la température critique T et pres de la densité critique p. I’énergie libre devient une fonction
non-analytique de la différence p — p. et on a

a(r) ~ (r—pe)*

ou lexposant z est relié aux exposants critiques 3, v ou § (habituels de la théorie des

phénomenes critiques) par
Y

r=2+-=-=1496.
B
On a alors
P(%=r) ~ et
)
Cela conduit & des fluctuations anormales de densité
1 11 Bty 5
rT—p~U = ; n—(n>~1} z = P2ty = pl+s |

3/4

Par exemple en champ moyen, § = 1/2,7 = 1 ce qui donne n — (n) ~ v°/* et donc des

; Lo 1
fluctuations anormalement grandes (beaucoup plus grandes que le générique vz pour T # T¢).
4. La convexité de la fonction de grande déviation et de ’énergie libre :
Pour des interactions a courte portée, si on découpe le volume v en deux sous-volumes v et
V2
V=1 + V2

on peut écrire pour la probabilité d’observer n particules dans le volume v :

Py(n) ~ Z Py, (n1) Pval(n —nq)

ou on a encore une fois négligé des termes de surface qui ne contribuent pas a la fonction de
grande deviation. On a donc pour tout ni et no

Py(n1+n2) 2 Py (n1) Py—y (n2)

et si on choisit
ni na
— =" ; =72 3 V1 =vx
V1 vV — U1

on a
ni+ne =v(zry + (1—x)ra) .

On en déduit que la fonction de grande déviation définie par P,(n) ~ exp|—va(n/v)] est
convexe
alxry + (L—x)re) <za(r) + (1 —z)a(ry) .

Cette convexité est évidemment attendue, puisqu’on a vu que a(r) est reliée a ’énergie
libre dont on sait qu’elle est une fonction convexe de la densité pour un systeme avec des
interactions a courte portée.
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5. Dans la phase de coexistence :
’1; —

gaz liquide

pgaz p pliquide
au dessous de la température critique, pour des densités p comprises entre pgas €t pliquide

Pgaz < P < Pliquide
il y a coexistence entre les deux phases, la phase liquide et la phase gazeuse. Par exemple
si p est proche de pga, (et en apesanteur) il y a une goutte de liquide qui flotte dans le
gaz avec une position plus ou moins quelconque. De méme si p est proche de piiquide il y a
une bulle dans le liquide. La probabilité d’observer une densité r = piiquide dans un petit
volume v est alors d’ordre 1 (il suffit que le volume v se situe dans la goutte de liquide). De
méme la probabilité d’observer r = pga, est d’ordre 1. A cause de la convexité, on voit que
la fonction de grande déviation a(r) est nulle & toutes les densités r ou il y a coexistence car
le volume choisi peut étre a cheval sur le frontiere entre la phase liquide et la phase gazeuse.

a(r)

p gaz p liquide

6. La convexité de la fonction de grande déviation repose de maniere cruciale sur la courte
portée des interactions. Pour des systéemes avec des interactions a longue portée les termes
d’interaction entre deux sous systémes ne peuvent pas étre négligés et le raisonnement condui-
sant a la convexité de a(r) n’est plus valable. Les exemples sont nombreux de systemes avec
interactions a longue portée dont la fonction de grande déviation n’est pas convexe [70].

7. Dans un régime stationnaire hors d’équilibre :
Pour des systemes maintenus dans un régime stationnaire hors d’équilibre par contact avec
plusieurs thermostats a des températures différentes ou avec plusieurs réservoirs a des densités
différentes, on peut définir comme pour les systemes a 1’équilibre la fonction de grande
déviation de la densité

Pro (2 = 7“) ~ e7valr)
v

et généraliser ainsi la notion d’énergie libre pour les régimes stationnaires hors d’équilibre.
La difficulté provient de ce qu’on peut proposer d’autres généralisations de la notion d’éner-
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gie libre au cas des régimes stationnaires et que (contrairement au cas de 1’équilibre) ces
différentes généralisations ne coincident pas entre elles.

10.4 La densité empirique

Une autre fonction de grande déviation de la densité que ’on peut définir est celle qui est associée
a la densité empirique.

Si on observe le gaz pendant un long intervalle de temps ¢, le nombre de particules n(t) dans un
volume v fluctue au cours du temps et on peut définir une moyenne empirique de ce nombre

1 t
nempirique(t) = t/ n(t,) dt’
0

c’est & dire une moyenne sur le temps t de ce nombre de particules. Cette moyenne empirique
Nempirique(t) €lle aussi fluctue parce que le temps ¢ est fini. Pour un temps ¢ suffisamment long (et
un volume v quelconque) on peut définir une fonction de grande déviation b(r,v)

Pro (nempirtique(t) _ UT‘) ~ e—tbr)

La différence avec la fonction de grande déviation a(r) est que pour a(r) on s’intéresse au nombre
n de particules a un instant donné tandis qu’ici Nempirique €St une moyenne sur un long intervalle
de temps. Le plus souvent il n’y a pas de relation simple entre a(r) et b(r, v). Par exemple pour un
systeme & 1’équilibre, a(r) peut en principe se calculer & partir des poids de Boltzmann alors que
b(r,v) dépend également de la dynamique.

Remarque :
Il y a bien d’autres questions qu’on peut se poser dans le cadre des grandes déviations.

D’abord bien qu’il s’agisse de calculer la probabilité d’évenements rares, certains de ces évene-
ments doivent forcément se produire (un peu comme dans le théoreme de retour de Poincaré : on
sait que le temps de retour est trés long mais qu'’il doit se produire) et on peut esssayer d’esti-
mer la distribution des temps a attendre pour les voir se réaliser. Par exemple, comme dans
étant donné une densité r dans le volume v, combien de temps faut il attendre pour observer un
évenement tel que n > vr?

On peut également s’intéresser a la fagon dont ces évenements rares se produisent, par exemple
’historique de n(t) sachant qu’au temps ¢ = 0 on a une déviation n(0) = vr donnée. Un résultat
remarquable di & Onsager et Machlup [71] est que pour un systéme a [’équilibre la trajectoire
{n(t),t < 0} (ou plus précisément la distribution de cette trajectoire) qui conduit & une certaine
déviation n(0) au temps 0 est exactement la symétrique renversée du temps de la trajectoire
{n(t),t > 0} selon laquelle la déviation relaxe vers 1’équilibre.

Cette symétrie entre le passé d’une fluctuation et son futur cesse d’étre vraie dans les régimes
stationnaires hors d’équilibre.

10.5 Les grandes déviations de courant

On a déja vu qu’'un systéeme en contact avec 2 thermostats a des températures différentes est
traversé par un courant d’énergie. Si (); est I’énergie fournie par le thermostat 1 pendant le temps ¢
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on s’attend a ce que Q;/t ait des fluctuations d’ordre t—1/2

. 1 . »
@ -7 (N, Tr) ~ — ou 7 (T, Ty)

t Vi

Comme pour la densité, on peut définir une fonction de grande déviation F'(j) par

PI‘O <Cit :j> ~ eitF(.])

autour de sa valeur moyenne j*(71, 1)

lim@.

T 1550 t

et cette fonction F(j) a des propriétés tres semblables a celle de la densité. Par exemple si le
systeéme a un temps caractéristique de relaxation tyelax, on peut découper le temps ¢ en intervalles
de temps T avec treax K T K t et @y apparait comme une somme de variables indépendantes (ou
plus précisément tres faiblement corrélées)

t/T

Q=Y g
i=1

On en déduit alors que F'(j) doit étre convexe. Comme précédemment, la situation typique est
celle ou F'(j) est quadratique pres de son minimum donnant lieu a des fluctuations gaussiennes de
courant.

10.6 L’exemple d’un point quantique

Un des exemples les plus simples pour lesquels on peut calculer la fonction de grande déviation
F(j) du courant est celui d’un point quantique. Le systéme a deux états possibles, vide ou occupé
par une seule particule (si on veut raisonner en termes de particules) ou par un seul quantum
d’énergie (si on préfere parler d’échanges d’énergie). De plus il est en contact avec deux réservoirs
(ou deux thermostats). Quand le systeme est vide, il recoit une particule du réservoir 1 avec un
taux aq et du réservoir 2 avec un taux ao et quand il est occupé il cede la particule avec un taux
~1 au réservoir 1 et o au réservoir 2.

Le bilan détaillé (si on identifie la particule & un quantum d’énergie € = 1) permet de relier la
température de chaque thermostat aux parametres «; et ~;

ap = e P Y1 ; g = e P2 Y2 .

Les probabilités po(t) et pi(t) de trouver le systéme dans 1’état 0 et I’état 1 ont une évolution
donnée par une matrice de Markov

d(po(t)> _ <—a1—a2 71+72) (po(t)>
dt \ pi(t) art+az =71 =2 () )’
Si @ est le nombre de particules fournies par le thermostat 1 au systeme pendant le temps t, la

probabilité P;(Q,t) que Q¢ = @, et que le systeme soit dans I’état ¢ = 0 ou 1 au temps ¢, évolue
selon

dpoc(z?’w = —(m+ ) R(Q1) + nPQ+1LH) + 1@
dPl((iiz’t) — alpo(Q—l,t) + 042P0(Qat) - (71+72)P1(Qat) ’
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Pour obtenir le comportement aux temps longs, il est plus facile d’utiliser les fonctions génératrices
définies par

B = S R(@Q1e .
Q

En multipliant les équations d’évolution de P et de P par e et en sommant sur @, on obtient
les équations d’évolution des P;. dont 1’évolution est donnée par

d( R _ ( —o1 — g 716‘A+72> Py(t)
dt\ P(t) ] \aed+a —m—m Py(t)

Il est clair qu’aux temps longs,
(9) ~ Po(t) ~ Pi(t) ~ et
ot () est la plus grande valeur propre de la matrice de Markov déformée
—p -y e+
( et +ay =y — e > ‘

A partir de cette plus grande valeur propre p(\) on peut obtenir comme précédemment la fonction
de grande déviation F'(j)
F(j) = max[Aj — (V)]

ou sous forme paramétrique

Remarques :

1. Le théoréme de fluctuation :
la valeur propre p(A) est solution de I’équation du second degré

w2 — (g +as+yn+7)pu + vl —e) + aay(1—e?) =0

et on peut vérifier facilement que cette équation reste inchangée pour

a1 72
271

A — =X —log = -AX—02+ 5

et donc que
p(A) = p(=A = B2+ B1) -

Nous verrons dans la section (11 que cette symétrie de (), qui est beaucoup plus générale,
est une fagcon de formuler le théoreme de fluctuation qui peut se réécrire si on repasse a la
fonction de grande déviation (en utilisant par exemple F'(j) = maxy(Aj — p(A))

F(j) = F(=j) = j(B2=F1) -
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En effet
F(j) = max[Aj — ()]
= max{j — (A~ B + )]
= max[=Aj — p(A = B2 + f1)]
= max{~ (A + B~ B1)j — ()]
=F(=j) — (B2 — p1)j

On peut remarquer que seules les deux températures 77 et Tb interviennent dans ces rela-
tions et que méme si F'(j) est une fonction compliquée de j, la différence F'(j) — F(—j) est
linéaire en j. A I’équilibre (51 = f2) on a bien F(j) = F(—j) qui exprime I'invariance par
renversement du temps (P(Q;) = P(—Qy)).

. Autre mesure de Q;

On peut répéter le calcul qui précede en choisissant pour @); le nombre de particules trans-
férées du systeme vers le thermostat 2. On vérifie alors facilement que (eX@*) ~ etV

avec le méme p(A) que lorsque @ représentait le nombre de particules transférées su ther-
mostat 1 au systeme. Cela n’est pas surprenant puisque le nombre de particules transférées
du thermostat 1 au systéme est égal (& une unité pres qui ne contribue pas a la fonction de
grandes déviations) au nombre de particules trnsférées du systéme au thermostat 2.

. Cas de 3 thermostats

On peut généraliser facilement le calcul au cas de 3 ou de plus de 3 thermostats et montrer
qu’aux temps longs, la fonction génératrice des nombres ); de particules fournies par chacun
des thermostats est donnée par

<€>\1Q1+/\2Q2+>\3Q3> ~ A1 A2,A3)

ou u est la plus grande valeur propre d’une matrice de Markov 2 x 2 déformée qu’il est
facile d’écrire. Cela permet de calculer les corrélations des fluctuations de courant entre les
différents thermostats.

. Mesure empirique :
Dans le régime stationnaire les probabilités de trouver le systeme dans 1’état 0 et dans I’état
1 sont données par

a1 + Qo ) n Y1+ 72
a1+ o+ v+ 72 ’ 041—1—0424-714—72.

bo =

Pour obtenir la probabilité d’observer sur un temps long une mesure empirique

t;
Qi:?

ou t; est le temps passé dans I'état i, on peut procéder comme ’a fait plus haut pour le
courant : on peut définir la fonction de grande déviation I(qo, 1)

Pro <7;2 — Qi) ~ e Haoq)t
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Cette fonction de grande déviation peut se calculer en utilisant les fonctions génératrices ce
qui permet de montrer, en adaptant & ce cas le calcul de u(A) que nous avons fait pour le

courant de particules, que
<6)\0t0+)\1t1> ~ eu(/\)t

ou u(A) est la plus grande valeur propre d’une matrice de Markov déformée

(Ao—oq—ozz 7+ 72 >
ar oz A —m—72 /)
10.7 Mesure empirique d’un processus de Markov quelconque

La théorie de Donsker Varadhan [73] permet de généraliser les résultats de I’exemple précédent
a un processus de Markov quelconque. Prenons le cas d’un processus de Markov a temps discret (la
généralisation au cas d’un temps continu ne pose aucune difficulté). L’évolution de la probabilité
P,(C) de trouver le systeme dans un configuration C est donnée par

Pia(C) = > M(C,C)P(C) .
=

Si on considere un intervalle de temps ¢, on peut définir une mesure empirique

t(C)

P(C)empirique — ;

ou t(C) est le temps passé dans la configuration C. Cette mesure empirique fluctue au cours du
temps (car les temps ¢(C) fluctuent).

En suivant la méme démarche que dans I’exemple précédent on peut montrer que, pour les temps
longs, la fonction génératrice des temps ¢(C)

<exp [Z AC) t(c)]> ~ AN
C

ou u est la plus grande valeur propre de la matrice déformée
A M) .

A partir de 1a on peut déterminer la fonction de grande déviation I({¢(C)}) définie par
Pro <t(tc) _ q(c)> ot I{a)))

en utilisant

I({q(C)}) = max

—p + Zq(C)/\(C)]

C

ou encore sous la forme paramétrique

ou
q(C) = 8)\7(6)

IO =~ + ) v - ©
C
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Remargue : la matrice de Markov déformée e*€) M M(C’,C) n’est en général pas une matrice de
Markov, c’est a dire que

> M e) £ 1.
Cl

En se fondant sur cette propriété des algorithmes numériques de clonage ont été développés qui
permettent d’estimer des fonctions de grande déviation dans des simulations numériques [72] .

10.8 La fonction de grande déviation sous une forme variationnelle

On peut également écrire la fonction de grande déviation I sous une forme variationnelle [73],

74, [75) :
Zc/ M(C, C/) "UJ(C,)
I= max -— q(C) log< N
{w(€)>0} zc: w(C) =)
Dérivation : Cette forme variationnelle peut se comprendre & partir de en partant de ’expres-

e ervl€) MO M(e,C) u)
e

ot v(C) et u(C) sont les vecteurs propres a gauche et & droite correspondant a la plus grande valeur
propre p(A) de la matrice déformée. 11 est alors facile de voir que

du _ v(C)u(C)
dA(C) e v(C)u(C')

(En principe les u(C) et v(C) dépendent des A(C) mais on peut montrer facilement par le calcul
que cette dépendance s’élimine dans la formule précédente).

q(C) =

Par ailleurs on peut déterminer A(C) a partir de I’équation satisfaite par u(C) :
ehu(C) = > M(e,c)u(c)
Cl
et en remplacant dans I’expression (x) on obtient

=3 ) tog (B MELI Y

C

ot u(C) est le vecteur propre a droite de la matrice de Markov déformée.
La derniere étape consiste & montrer que le vecteur w(C) optimal dans (xx) est forcément un
vecteur propre de la matrice déformée : si on dérive (*x) par rapport a w(C) on obtient

g€)M(’.¢)  _ 4(€)
Z >oen M(C',CMyw(C") — w(C)

et si on définit a(C) par
alC) _ w(C)
2 M(C,CNw(C)

on voit que w(C) est vecteur propre a droite avec la valeur propre 1 de la matrice déformée

e

ea(cl)M(cl, C/)
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et que ¢(C)/w(C) est le vecteur a gauche de cette matrice

q oy - 4€)
ME,0) = 15

On voit donc que w(C) et ¢(C)/w(C) sont comme dans la section les vecteurs propres a droite
et a gauche d’une matrice déformée qui est la méme que celle de la section si on identifie

10.9 Distribution de courant d’un processus de Markov quelconque

Si g(C’,C) est le nombre de sauts de la configuration C vers la configuration C’ pendant le temps
t, on peut calculer, comme on vient de le faire pour la moyenne empirique de la densité, la fonction

de grande déviation
/
Pro (Q(Ct,C) = q(C’,C)) ~ et

Si @ est la plus grande valeur propre de la matrice déformée
MO M C)

on obtient comme précédemment

1= — A(C
Gy |7 2000

ou sous forme paramétrique

/ o d:u
9(C.C) = aN(C,C)

:—,LL—{—Z)\C/ d)\C’C)' (s % %)

Remarque :
comme précédemment on peut réécrire cette expression sous une autre forme [74]

_ / o q(C’,C)
1= 20O e g g0

ou
q(C) = Zq(C',C) = Zq(C,C') N CEED)
C’ c’!
En effet si v(C) et u(C) sont les vecteurs propres a gauche et a droite de la matrice déformée on a
comme plus haut

ol — dc ZC'U(C/) M0 M(C',C)u(C)
> ¢ v(C)u(C)
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qui permet de montrer que

s dp (€ eNCOTR M, C)u(C)
a(C’.€) = axC',C) — S v(C) u(C)

et donc I’équation (***) devient

I =Y ae) oy (U(C,) A sz")u(c")) .

C

En utilisant le fait que

_ w(@Q)u(©)
e (€ ul(C)

I= Zq(C',C) log (M) - Zq(C',C) log ;}((CC,))

cc c e

q(C)

on obtient

et la derniere étape consiste a vérifier que la derniere somme est nulle grace a la relation (****).

11 Le théroréme de fluctuation

Le théoreme de fluctuation et ses multiples généralisations ont pour origine un travail de Evans,
Cohen et Morris en 1993 [76], suivi par les articles de Gallavotti et Cohen en 1995 [77] (voir le
cours de Ruelle publié en 1999 [23]). Ces premiers travaux concernaient les régimes stationnaires
de systémes maintenus hors d’équilibre par des thermostats déterministes [23] 80].

La généralisation a des thermostats stochastiques remonte a 1998 avec I'article de Kurchan sur
I'équation de Langevin [78], ceux de Spohn et Lebowitz [41] et de Maes [79] puis de Crooks [20] qui
réussit a établir une généralisation de la relation de Jarzynski permettant de retrouver le théoreme
de fluctuation. Plusieurs revues ont déja été publiées sur cette version stochastique du théoreme
de fluctuation [?, 12| [B1].

11.1 Le cas d’un systéme en contact avec deux thermostats

Ici nous allons considérer un cas particulier du théoreme de fluctuation, celui d’un systéme
en contact avec deux thermostats a des températures 17 et Tb dans un régime stationnaire hors
d’équilibre. Supposons qu’on mesure I’énergie (01 fournie par le thermostat 1 pendant une fenétre
de temps t. Si on répete cette mesure a plusieurs reprises, en choisissant par exemple des fenétres
de temps consécutives, I’énergie Q1 va fluctuer d’une mesure a l'autre. Comme nous ’avons vu
dans la section la distribution de cette énergie ()1 est donnée dans la limite des temps longs

par
Pro <Ci1 = j) ~ e tF0)

ot F'(j) est la fonction de grande déviation du courant.
Le théoréeme de fluctuation établit une symétrie de la fonction de grande déviation d’un courant
dans un régime stationnaire. Dans le cas du courant d’énergie d’un systeme en contact avec deux

thermostats il s’écrit ) )

F(G) - F(—j) = § (kT - kT) |

Cette expression appelle plusieurs commentaires :
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1. Comme nous le verrons plus loin dans la section [11.4] ot cette relation sera démontrée, cette
relation est vraie sous certaines conditions. En particulier il faut que I’énergie ne puisse pas
s’accumuler indéfiniment dans le systeme. Cela implique que I’endroit précis ou est mesurée
I’énergie transférée n’a pas d’importance : on obtiendrait par exemple la méme fonction de
grande déviation F'(j) si on considérait 1’énergie —@Q2 absorbée pendant le temps ¢ par le
second thermostat.

2. En général la fonction de grande déviation F(j) est compliquée et dépend de la nature du
systeme (gaz, solide,..), de sa géométrie (longueur, forme,..), de la nature des contacts avec
les thermostats. Ce qui est remarquable est que la différence F'(j)— F(—j) ne dépend d’aucun
de ces détails. Cette différence est linéaire en j avec une pente universelle qui ne dépend
que des deux températures T et Th.

3. Si Ty > 15, le théoreme de fluctuation nous dit que
F(j) < F(~j) pour j>0.

On en déduit que

<€1>:<j> :/Oooj [Pro(%zj) —Pro@l:—jﬂ dj >0

On retrouve bien ainsi qu’en moyenne ’énergie s’écoule de la source chaude vers la source
froide. Le second principe apparait donc comme vrai, mais seulement en moyenne.

4. Puisque pour 17 > T5, il existe des évenements en accord avec le second principe, c¢’est a dire
des j > 0 pour lesquels F'(j) < oo, le théoreme de fluctuation implique que pour ces valeurs
de j > 0 on a aussi F'(—j) < oo. Il existe donc forcément des événements avec j < 0 et
qui violent ainsi le second principe.

5. Une autre facon d’écrire le théoreme de fluctuation est de considérer que le changement
d’entropie des thermostats est donné par

ASthermostars __ (Q2 Q) o (11
k k15 KTy ) ! KT5 KTy ) -

ol on suppose que Q2 ~ —@Q1 (c’est a dire que pratiquement toute ’énergie cédée par le
thermostat 1 est transférée au thermostat 2 : la somme Q)1 + ()2 est I'énergie emmagasinée
par le systéme et donc supposer que Q2 >~ —(@Q revient a supposer que le systéme ne peut
pas emmagasiner une énergie infinie puisque Q1 et Q2 sont en général proportionnelles a t.)

Dans un régime stationnaire, pour les temps longs, on a
AS‘cotal = ASthermosta‘ns

Nous verrons dans la section que le théoreme de fluctuation peut s’écrire sous une forme
(voir la section due a Crooks [20])

PI‘Ob(AStOtal) A‘S’total
PI‘Ob(—AStOtal) k

6. Une autre facon d’écrire le théoreme de fluctuation est de considérer la fonction génératrice

<e/\Q1> ~ PN
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Comme on I'a vu dans la section [10.2] on a
V!~ () / dj explt(\j — F(7))] ~ exp |tmax (\j — F(j)
J

et donc p(A) est la transformée de Legendre de la fonction de grande déviation F(7)

u(A) = max[Aj — F(j)] .

En utilisant alors le théoreme de fluctuation F(j) = F(—j) + j(81 — B2) on obtient
u(A) = max (Aj — F(j)) = max (= Aj — F(=7))
= Hl?X(— Aj—F(j) —j(B2— 1))
= p(=A— B2+ B1)

et donc une symétrie de la fonction p(\)

p(A) = p(=A = B2+ B1)

C’est la relation que nous avions déja rencontrée dans I’exemple du point quantique (section
10.6)).

Remarque :

Si au lieu de décrire un transfert d’énergie entre deux thermostats, on s’intéresse & un cou-
rant de particules entre deux réservoirs a des potentiels chimiques pp et po, le théoreme de
fluctuation s’écrit pour la fonction de grande déviation F'(j) du courant de particules :

F(j) = F(=j)—j (,fzil - ,j;%g)

ou encore

11.2 Le théoreme de fluctuation permet de retrouver et de généraliser les
relations de réponse linéaire

De la définition méme de p(A) on a

log(e*?) _ (@), ¥ (@) - @
2

p(A) = lim "

t—o00 t t

et on voit que pour ¢ — oo la connaissance de p(A) détermine tous les cumulants

(o) = 1<

2 2\ 2
0 - 2 - @)-@

3 3\ _ 2 3
) - @ (@)-307(Q)+2(@
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En utilisant la symétrie de u(\) on a pour S — 1 petit

1(0) = —p'(=B2+ A1) = —1/'(0) + p"(0) (B2 — B1) +- -

et donc 1
1'(0) ~ 5///(0) (B2 — B1)

c’est a dire que dans la limite des temps longs

2
@ _ ;(52—51)@80

; +O0(B2 — B1)?

qui est la relation de fluctuation dissipation que nous avions vue dans la section [9.5]
Comme p(0) = 0, en utilisant a nouveau la symétrie u(A) = u(—A — 2 + 1), on a

0= u(=B2+p1)
' (0) = —p'(=B2 + p1)
p'(0) = p"(=B2+ p)
p0) = —p® (=B + B1)

On peut évidemment pousser plus loin le développement en puissance de (52 — 81) de p/(0)
ou d’autres dérivées p(™ (0)

13)(0)
2

' (0) = =4/ (0) + " (0)(B2 — B1) + (B2 —B1)* + -

p3(0) = —u®(0) + D (0)(B2 — B1) + -+

ce qui conduit & des généralisations non linéaires de la théorie de la réponse linéaire comme
par exemple

(@ 1 @Q@%. 1
— = 5(52—51) T T

t

Qe+ o, - .y

(B2 — B1)?

(out dans I’expression précédente tous les cumulants sont des fonctions de f; et 32).

11.3 L’équation de Langevin suramortie

Considérons ’équation de Langevin suramortie

7% = F(q) + n(t)

(avec (n(t)n(t")) et ' = 2kT~) dans le cas ou la force F(q) ne dérive pas forcément d’un potentiel.
Par exemple on peut considérer que g représente la position d’une particule sur un cercle unité et

prendre une force de la forme

Flg)=1[- dZ;Q)

(clairement cette force ne dérive pas d’un potentiel puisque fol F(q)dq = f # 0 des que la force f
est non nulle). On peut penser & U(q) comme a ’énergie interne du systéme et a f comme & une
force extérieure.
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La probabilité (g, t) d’observer la position ¢ au temps ¢ évolue selon I’équation de Fokker Planck

dr(q,t) _ 1dF(g)m(¢,t) T dn(g,t)

dt vy dq 292 dg?

Dans la limite des temps longs cette probabilité converge vers une distribution stationnaire 7sa(q)
solution de
_1dFE@msa(@) | T Emsale)
g dq 29*  dg?

On peut obtenir un expression explicite de cette probabilité stationnaire

et = o (P00 [ [y (SO0 gy e [ (U5 o

ou B est une constante de normalisation.

= 0.

Dans ce régime stationnaire la probabilitité d’une trajectoire {¢(7),0 < 7 < t} est de la forme

t (~da _ 2
P({a(r)}) ~ C mala) exp [— /O (’def(q”d] |

Si on définit la trajectoire renversée du temps par

qr(T) =q(t — 1)

on a en utilisant le fait que I' = 2kTy

P(g(r)}) _ muala(0) 1 f'. . da(r)
P}~ maala(®) p[kT/O Flar) =4, d] |

Comme le travail de la force extérieure est donné par

t
d
Wfourni:/ f Z(T) dr
0 T

on a

/Ot F<q(T)> dqd(;—) dr = Wfourni + U(Q(O)) - U(Q(t)) = Qdissipée

ou le lien avec la chaleur dissipée dans le thermostat résulte simplement de la conservation de
I’énergie.
On voit donc que

PUDY) _ 7ald) o [Quee]
P({qr(7)})  msala(t)) kT ]
Cela peut se réécrire en utilisant 'expression (en thermodynamique stochastique) de I'entropie du
systeme
Ssystéme = —klog 7rsta(‘])

Qdissipée 71'sta(Q(O))
AS otal = AS ermosta ASs stéme — k1
total th tat 1 yst T + klog Taalg(0))

et

PUAAY)  _  [ASiw
P{ar(™)}) p[ K ]
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(ce qui n’est rien d’autre que la relation de Crooks que nous avons vue dans la section . En
sommant sur toutes les trajectoires ¢(7) qui correspondent a une certaine valeur de AS on voit
que

AS AS
Pasi= ¥ e =ew|E] X Plaeh —ew 57| p-as)
{a(r)|AS} {a(r)|AS}
ce qui redonne le théoreme de fluctuation
P(AS) AS
P(-AS) — P&

Remarque :

Quand on adopte une description déterministe des thermostats comme dans la section [7] la dé-
monstration du théoreme de fluctuation revient a comparer le changement de volume de 'espace
des phases de la dynamique directe et celui de la dynamique renversée dans le temps [76] [77, 23].

11.4 Démonstration du théoréme de fluctuation pour une dynamique stochas-
tique

La démonstration du théoreme de fluctuation dans le cas d’une dynamique stochastique [41]
peut se faire de maniére semblable a celle de la relation de Crooks [20] que nous avons vue a la
section Dans 'exemple d’un systéme en contact avec deux thermostats, elle repose sur une
relation qui généralise la notion de bilan détaillé (voir section |4.3]).

Prenons pour simplifier le cas d’une dynamique distrete dans le temps, décrite par une matrice
de Markov M (C,C’) qui représente la probabilité de sauter d”une configuration C’ & une configu-
ration C en un pas de temps.

Quand ce processus représente la dynamique d’un systéme en contact avec un seul thermostat
a la température T, il vérifie la relation de bilan détaillé

M(C',C) e PEC) = pM(C,C!) e PFC)

ou E(C) est I’énergie du systeme dans la configuration C et 8 = ﬁ On peut réécrire cette relation
sous la forme
M,(C',C) = M_,(C,C")e P4

ou q est ’énergie fournie par le réservoir au systeme lors du saut de la configuration C a la
configuration C’

q=E(C) ~EC) .

Pour qu’un processus de Markov représente un systeme en contact avec deux thermostats comme
sur la figure il faut qu’il vérifie la relation de bilan détaillé généralisée :

Mg, .q,(C',C) = M_q, —4,(C,C) e Pada—Pyas
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ou [, et By sont les températures inverses des deux thermostats et g, et g, sont les énergies regues
par le systeme du thermostat a et du thermostat b.

q, qp
—_—— s

Pour cette dynamique de Markov, la probabilité d’observer une trajectoire Traj
'I‘I'aj = {607 Cla C2 o CT}

au cours de laquelle le systeme regoit des énergies q4(1),qq(2) - - - ¢4 (7) du thermostat a et
(1), q(2) - - gp(7) du thermostat b est donnée par

Prob(Traj) = Mqa(T),qb(T) (Cﬂcrfl) c Mqa(l),qb(l) (CbCO) Psta(c())

La probabilité d’observer la trajectoire renversée
Traj = {CTac’T'—lv o CO}

au cours de laquelle le systéme regoit des énergies —q,(7), —qo(7 — 1) - -+ — ¢4 (1) du thermostat a
et —qp(7), —qp(T — 1) -+ - — @(1) du thermostat b est donnée par

Prob(Traj) = M-, (r),—q(r) (Cr—1:Cr) -+ M_g,(1),-4,(1)(C0,C1) Prta(Cr)

On en déduit alors en utilisant la relation de bilan détaillé généralisée

Prob(Traj) = e PaQa=FQs Peta(Co) Prob(Traj)

Psta(cr)
ou @, et Qp sont les énergies fournies au systeme par les thermostats a et b pendant le temps ¢
Qa ZQa(1)+QQ(2)+"'Qa(t) ; Qb ZQb(1)+Qb(2)+"'Qb(t)

Pour établir a partir de la le théoreme de fluctuation, il suffit d’imposer deux conditions :

1. La somme @, + Qp reste bornée :
Cela revient a dire que le systéme ne peut pas accumuler une énergie infinie. En effet un
simple bilan d’énergie nous dit que

E(Ct) — E(Cy) = Qa + Qp -

Comme le systéme ne peut pas emmagasiner une énergie infinie, la différence E(C;) — E(Cp)
est bornée et donc

|Qa + Qs < B

ou B est indépendante du temps.
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Remarque :
Il existe des exemples simples [82] pour lesquels 1'énergie du systéme (par exemple I’énergie
cinétique d’une particule) n’est pas bornée et qui ne vérifient pas le théoréeme de fluctuation.

2. L’autre condition est que pour toute paire C,C’ de configurations du systéme le rapport

Psta(c)/Psta(C/) (C)
1 Psta
— A
A P ©
I1 est alors facile de voir que
1 __ —
A oBB elh=Ba)Qa Prob(Traj) < Prob(Traj) < Ae®B h=Fa)@ proh(Traj) .
e

En sommant sur toutes les trajectoires telles que @, = jt on en déduit que

1 —Ba)j Q : Qa _ . —Ba)j Q :
(Bb—Ba)it xa _ xa _ BoB (Bp—Ba)jt xa _
AohB © b Prob(t = j> < Prob(t —j> < AP elPb Pr0b<t =—7) .
Dans la limite des temps longs, le préfacteur indépendant du temps AeB peut étre ignoré au
niveau des fonctions de grandes déviations

Prob <Cia = j) ~ e tF0)

et on obtient

F(5) = F(=7) = (Bo = Ba)J -

11.5 Les relations d’Onsager et leur généralisation

Le théoréme de fluctuation se généralise de maniere évidente au cas de plusieurs courants.
Supposons par exemple qu'un systeme échange de 1’énergie et des particules avec deux thermostats
a et b et deux réservoirs a et b. Si on appelle () la quantité d’énergie et N le nombre de particules
qui traversent le systeme pendant le temps ¢, le théoreme de fluctuation s’énonce alors

1 1 a
v(Ag,AN) =V <_)\E T + T —AN — k:luT + é%))

ol v est définie par
(exp[AgQ + AN N] ~ /PNt

et Ty, Th, e, 1y sont les températures et les potentiels chimiques des thermostats et des réservoirs.
Proche de I’équilibre si on pose

11 o
RIS S
KT, KT,
Ha b

S ol 1
W, kT, P S

le théoréme de fluctuation s’écrit
V()‘E7 )‘N) =V (_AE — € _)‘N - 90)

Les courants moyens de d’énergie et de particules sont donnés par

ov v
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et le théoreme de fluctuation nous dit que

ov ov
IN = %(070) = —%(—67 —¢)

Comme € < 1 et ¢ < 1 on en déduit a l'ordre linéaire en
epsilon et ¢

9%v d%*v

2Jg 267(0,0) + QOM

(0,0)
N2

0*v d%*v

20N = € 5oy =(0,0) + @—m?v(

0,0)

On retrouve bien ainsi la symétrie d’Onsager Lyp = Ly des coefficients de transport (voir section

Comme on I’a vu dans la section[6, on pourrait pousser plus loin les développements en puissance
de €, v, Ag, An et obtenir ainsi des généralisations non linéaires des relations d’Onsager.
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