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Algorithmes pour graphes dynamiques
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Des graphes qui évoluent au fil du temps




Construire un couplage biparti en-ligne
Cloture transitive de graphe sans cycle
Connexité de graphe



Construire un couplage biparti en-ligne
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Connaissances a priori
du moteur de recherche

Carossier
Paris

Garage Voiture d’occasion

Pantin

Occasions

. Voiture a vendre
voitures

Locations
voitures

Voiture Paris



Requétes au fil du temps

= Voiture d’occasion
Voiture a vendre
Voiture d’occasion

Voiture Paris
Voiture Paris
Voiture d’occasion

Lorsqu’une requéte arrive
a quel publicitaire allouer ’emplacement ?
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Publicitaires Requétes

On connait les publicitaires : sommets de gauche
A chaque instant une requéte arrive : sommet de droite
On voit toutes les arétes : publicitaires intéressés par la requéte
On décide quel publicitaire faire apparaitre
dans la réponse a la requéte
Le graphe est révélé progressivement



Publicitaires Requétes
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On connait les publicitaires : sommets de gauche
A chaque instant une requéte arrive : sommet de droite
On voit toutes les arétes : publicitaires intéressés par la requéte
On décide quel publicitaire faire apparaitre
dans la réponse a la requéte
Le graphe est révélé progressivement



Couplage de taille maximum

) Gauche Droite
Le publicitaire a paye pour -
apparaitre une fois, . et
pas plus — - Maximiser
Chaque sommet de gauche - - le nombre de
est choisi

au plus une fois.

Il y a un seul bon
emplacement —
Chaque sommet de droite

est choisi

publicitaires satisfaits

Maximiser
le nombre
d’arétes
du couplage

au plus une fois . .

Couplage

On connait les sommets de gauche

A chaque instant un sommet de droite arrive
On voit toutes les arétes a ce sommet
On décide quelle aréte choisir

Le graphe est révélé progressivement



Analyse : Impossible d’etre parfait

“Ah,
si j’avais su !”

Temps



Algorithme randomisé mal concu

Arrivée du sommet u:
Parmi les voisins v de u
qui sont encore libres
en choisir un au hasard

“Ah,
sl j’avais su !”’

“Bien joué”




Algorithme randomisé mal concu

Arrivée du sommet u:
Parmi les voisins v de u
qui sont encore libres
en choisir un au hasard

Seuls 50% des sommets sont appariés



Comment corriger ’algorithme ?

u3

qui v1 doit-il préférer, u1 ou u3 ?
Un raisonnement possible :
u3 a déja eu une chance avec v0
ul n’a pas eu I’occasion
u3 aura peut-étre une autre chance
donc : donner sa chance a ui



Comment favoriser u1 par rapport a u3
par une regle simple ?

un raisonnement possible :

v0 u3 a déja eu une chance avec v0
ul n’a pas eu I’occasion
vi u3 aura peut-étre une autre chance

donc : donner sa chance a ui

Donner a chaque ui une priorité aleatoire




Donner a chaque ui une priorité aléatoire

Pr(bon choix)=2/3



Algorithme randomisé bien concu

Choisir une priorité aleatoire aux sommets de gauche
Arrivee du sommet u:
Parmi les voisins v de u
qui sont encore libres
choisir le premier dans ’ordre de priorité

Théoreme:
Quel que soit le graphe biparti

Quel que soit I’ordre d’arrivée des sommets de droite
En moyenne, 63% des sommets sont appariés.

C’est optimal...



Analyse : pourquoi u se retrouve-t-il tout seul ? (1/2)

Priorité Temps Priorité Temps
S S vV -
» -
@ Y u*
- - - )
t t ugr” @

o -

r r N

............. * s
u . u Parce que u* a prefere a u
Couplage optimal C .
un sommet v plus prioritaire que u



Analyse (2/2)

: o ?
Pourquoi u se retrouve-t-il tout seul Un peu d’analyse d’algorithme...

iorité Tem
Priorite : emps Pr(sommet de priorite ¢ tout seul) <
— 1
5. ¥ - — Z Pr( sommet de priorite s pas tout seul)
n s<t
= - 9
1 — Lt S R L s
mn
s<t
@ . u*
e Un peu de calcul...
t u@’ -
Ir1 = 1
L L 1
. . o=l
L L) 1
Xt > 1— H(X1‘|‘X2+"°‘|‘Xt—1)

- 1
Nb t 1es : s=n(l—-)=.63
sommets apparies Z T n( e) n

Parce que u* a préféré a u s=1
un sommet v plus prioritaire que u /



Le seul probleme, c’est que
|la preuve est fausse !

Puzzle : trouver erreur !

Choisir une priorité aleatoire aux sommets de gauche
Arrivée du sommet u:
Parmi les voisins v de u
qui sont encore libres
choisir le premier dans ’ordre de priorité

Théoreme:
Quel que soit le graphe biparti

Quel que soit ’ordre d’arrivée des sommets de droite
En moyenne, 63% des sommets sont appariés.




Morale...

e Les probabilitées permettent de formaliser ’intuition
o La conception est simple (mais pas trop)
. L’analyse est delicate



Cloture transitive de graphe sans cycle



Connaissant : les vols directs
En déduire : les itinéraires avec correspondances

S’il y a un vol Montréal-Paris la nuit
un vol Paris-Nice le matin
et un vol Nice-Venise le midi...

... alors on peut aller de Montréal a Venise en une journée




Graphe orienté
Peut-on atteindre v a partir de u?

Calcul par exploration de graphe

Que faire si le graphe évolue de maniere dynamique ?

Opérations de modification du graphe :
Insertions d’arcs Demandes d’information sur le graphe :
suppressions d’arcs vi est-il atteignable a partir de vj ?
graphe a 'instant t



Clu,v]=
1 si v atteignable a partir de u
0 sinon

insérer

supprimer
insérer

supprimer

Recalculer la cloture transitive apres chaque modification :
trop couteux
(multiplications de matrices)



Idée : redondance

Clu,v]=
1 si v atteignable a partirde u, 0 s
Pour répondre a une requéte : v a

si et seulement si C[u,v]=1

ble a partir de u

C[u,v]= hombre de cheminsdeuav
Pour répondre a une requéte : v atteignable a partir de u
si et seulement si C[u,v]>0



Vuyv: Cluyv] < Cluyv]+Clux] - Clyvl] O(n?)
Vuyv: Clu,v] < Clu,v]-Clux]-Cly,v] O(n?)



Le seul probleme, c’est que
les nombres sont trop grands !

C[u,v]= nombre de cheminsdeu av

—,

Clu,v] ~ 273



Solution : calcul modulo p

p nombre premier aléatoire,
de Pordre de n*0
si le nombre de modifications est inférieur a n*8
alors on ne tombera pas sur C[u,v]=0 par hasard

Clu,v]

W Clux] @@ Clyv] &
W na P- N a3

Vuyv: Cluyv]< Cluyv]+Clux]- C[y,V}'node(nz)
Vuyv: Clu,v] < Clu,v] - Clux] - Cly,v]medr O(n?)



Morale...

° Redondance de l'information
. Pieges des grands nombres
e Calculs modulo nombres premiers aléatoires



Connexité de graphe



Connexité de graphe

Calcul de distances
Algorithme de Dijkstra
Distance finie ou infinie

Répondre a question
“u et v sont-ils
dans la méme
composante ?”

Quand le graphe change
peut-on mettre a jour
sans tout recalculer ?




Forét : graphe sans cycle

Composantes connexes dans une forét
avec insertion et suppression d’arétes




Trois composantes connexes
Si on ajoute une areéte
Fusionner les deux ensembles
Si on supprimer une aréte
Partitionner ’ensemble

/ Temps de mise a jour :x

, . : taille de la composante
Temps de reponse a question sur u,v: constant



insérer

supprimer
insérer

supprimer

On dirait qu’il faut payer un temps linéaire
rien que pour écrire les changements
des composantes connexes...



Idée pour mieux faire : changer de représentation

Introduire redondance pour partition plus facile
On “fait le tour” de chaque arbre

on marque les sommets qu’on voit
point de départ

2B @9

A g—0m)—)—)

D

abaghidcdedijljihgfgkga

Un méme sommet peut étre vu plusieurs fois




Insertion d’une aréte

abdbcecbafgjkjijghgfa Ttempsconstant!



Suppression d’une aréte

ceabdgjkjijghgfgc



cec babdb cgjkjijghgfgc

babdb cecgjkjijghgfgc

Suppression en temps constant !



Comment savoir si deux sommets u et v sont
dans la méme composante connexe ?

abdbcecba faf

Si le tour de P’arbre de u et le tour de I’arbre de v
sont le méme
— organiser le tour dans un arbre équilibré
pour répondre en temps logarithmique



Morale...

e Redondance de l'information
o Simplicité



Conclusion



Pour concevoir des algorithmes
pour des graphes qui evoluent au cours du temps

Redondance de l'information
Simplicité de la conception
Ordre aléatoire, calculs modulo nombres aléatoires
Analyses délicates



