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Une marche aléatoire est un  
algorithme de recherche dans un graphe 

Dans la nature : recherche de nourriture

Peut-on en tirer des algorithmes efficaces ?



Décrypter un message 
Colorier un graphe 
Estimer la taille d’un réseau social



Décrypter un message



Une fiction : le scarabée d’or
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Pour le déchiffrer : (1) 
La lettre la plus fréquente en anglais est le “e”  

Le symbole le plus fréquent dans le texte est le “8”  
Donc le “8” code un “e” 

Pour le déchiffrer : (2)  
Le mot le plus fréquent en anglais est le mot “the” 

La suite de 3 symboles la plus fréquente dans le texte finissant par 8 est “;48”  
Donc “;48” code “the” 

Texte chiffré



Texte fourni par un psychologue d’une prison de Californie

Comment le déchiffrer ?

Un cas réel : communication entre prisonniers



Fréquences des lettres en anglais

1. Calculer la fréquence de chaque symbole  
dans le texte chiffré 
2. Les remplacer, par ordre de fréquence, par : 

E, T, A, O, I, …

Tentative d’algorithme :  

Échoue quand le texte est trop court



Fréquences des paires de lettres en anglais

Après avoir lu un T, la lettre suivante est 
H avec probabilité 38% 
I avec probabilité 14% 

Après avoir lu un I, la lettre suivante est 
T avec probabilité 15% 

etc.



Qualité d’une suite de lettres :

Après avoir lu un T, la lettre suivante est 
H avec probabilité 38% 
I avec probabilité 14% 

Après avoir lu un I, la lettre suivante est 
T avec probabilité 15% 

etc.

Q(TITH . . .) = 0.14⇥ 0.15⇥ 0.38⇥ · · ·
TI THIT



faire une correspondance arbitraire entre symboles et lettres de l’alphabet

remplacer les symboles par les lettres

calculer la qualité q  du texte produit


répéter suffisamment de fois

choisir 2 lettres au hasard et les échanger dans la correspondance

calculer la qualité q’ du nouveau texte

si elle est plus grande, 


on prend cette nouvelle correspondance

sinon, 


avec probabilité q’/q on prend la nouvelle correspondance

avec probabilité 1-q’/q on garde l’ancienne correspondance


donner le texte ainsi déchiffré

Algorithme pour déchiffrer
T
I
H
A

T
A
H
I



Est-ce un algorithme de déchiffrement raisonnable ?

Test  
sur un texte connu :  une page de Hamlet  

artificiellement chiffrée 
en faisant une correspondance aléatoire  

entre lettres et des symboles 
Le résultat est-il correct ?



Test

correspondance correcte après 2000 répétitions !



Résultat sur le texte des prisonniers après 2000 itérations

ça marche !



Pourquoi l’algorithme marche-t-il ?

Beaucoup plus d’information dans les fréquences des paires de lettres 
que dans les fréquences des lettres 

Beaucoup plus facile de distinguer les lettres les unes des autres 
quand on connaît leurs “amies” (celles qui sont à côté) 

Inutile de chercher beaucoup plus loin : cela suffit ! 

Avec un simple échange de 2 lettres dans la correspondance, peu d’itérations suffisent !



prendre une solution initiale arbitraire, calculer sa qualité q 

répéter suffisamment de fois 
faire une modification locale de la solution, calculer sa qualité q’ 
si elle est plus grande,  

on prend cette nouvelle solution 
sinon,  

avec probabilité q’/q on prend la nouvelle solution 
avec probabilité 1-q’/q on garde l’ancienne solution 

donner la solution ainsi calculée

Algorithme générique (Métropolis)

Les difficultés en pratique : définir 
“qualité”    

“modification locale”  
“suffisamment de fois” 
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…

Réseau “social” des lettres de l'alphabet



Application au quotidien : auto-complétion des mots



Application ludique : pastiche de tweet
https://filiph.github.io/markov/

À  partir de l’historique des tweets de Donald Trump 
calculer les fréquences de chaque suite de 3 mots 

définir une chaîne de Markov  
une marche aléatoire génère un tweet  

“dans le style de Trump” 

I am the

am the only

am the best …



Colorier un graphe



Physique statistique : modèle de Potts

Spins dans un réseau : q=3 états des spins

Interactions entre voisins 
Des spins voisins sont dans des états différents 

(“hard-core”)

Coloriage d’un graphe avec q=3 couleurs

À quoi ressemble un coloriage aléatoire ?



Comment construire un coloriage aléatoire ?

prendre un coloriage initial arbitraire 

répéter suffisamment de fois 
choisir un sommet et une couleur au hasard 
si on en a le droit,  

donner à ce sommet la nouvelle couleur 

résultat : le coloriage ainsi calculé

Au bout d’un temps infini (distribution stationnaire) : 
tous les coloriages donnés en résultat ont la même probabilité 

distribution uniforme



Le graphe :

Les 3-coloriages du graphe :

Les transitions entre 3-coloriages :

1/9 1/9 1/9
1/9

1/9

7/9
6/9



Comment construire un coloriage aléatoire ?

prendre un coloriage initial arbitraire 

répéter suffisamment de fois 
choisir un sommet et une couleur au hasard 
si on en a le droit,  

donner à ce sommet la nouvelle couleur 

résultat : le coloriage ainsi calculé

Au bout d’un certain temps (fini) : 
tous les coloriages donnés en résultat ont presque la même probabilité 

distribution quasi-uniforme

Temps de convergence ?



Un cas désespéré : le graphe étoile

Quelques configurations



Le graphe des configurations

sommet : une configuration

3
2

5

1

4
7

6

3
2

5

1

4
7

6

Colorer sommet 2 en rouge

Colorer sommet 2 en vert

prendre un coloriage initial arbitraire 

répéter suffisamment de fois 
choisir un sommet et une couleur au hasard 
si on en a le droit,  

donner à ce sommet la nouvelle couleur 

résultat : le coloriage ainsi calculé

Marche aléatoire sur le graphe des configurations



Étude du graphe des configurations

configurations avec 
sommet central noir

configurations avec 
sommet central rouge

configurations avec 
sommet central vert

2n�12n�12n�1

rouge ou vert : 
2 possibilités



rouge ou vert : 
2 possibilités

Transitions entre configurations avec sommet central noir



Transitions sommet central noir - sommet central vert

N’est possible que pour une seule configuration !



Graphe des configurations

configurations avec 
sommet central noir

configurations avec 
sommet central rouge

configurations avec 
sommet central vert

2n�1

2n�1

2n�1

Il est très difficile de changer  
la couleur du sommet central: 

pour avoir une distribution 
quasi-uniforme, 
il faut attendre 

un temps exponentiel…

goulot d’étranglement



prendre un coloriage initial arbitraire 

répéter suffisamment de fois 
choisir un sommet et une couleur au hasard 
si on en a le droit,  

donner à ce sommet la nouvelle couleur 

résultat : le coloriage ainsi calculé

“ Suffisamment de fois” = un temps exponentiel, 
pour le graphe-étoile

“ Suffisamment de fois” = un temps polynomial, 
pour la grille

Pour comprendre combien de temps prend  
l’algorithme de marche aléatoire, 

il faut comprendre le graphe

Le temps de convergence dépend  
de la géométrie du graphe des configurations



prendre un coloriage initial arbitraire 

répéter suffisamment de fois 
choisir un sommet et une couleur au hasard 
si on en a le droit,  

donner à ce sommet la nouvelle couleur 

résultat : le coloriage ainsi calculé

Problème physique : modèle de Potts 
Algorithme d’échantillonage aléatoire 

Analyse de convergence : géométrie des graphes

Physique (statistique), informatique (algorithmique), mathématique (géométrie) : 
tout est lié



Taille d’un réseau social



Que savons-nous de Facebook, Twitter, Linkedin, etc.? 

Le graphe est grand et il évolue. Nous n’en voyons qu’une petite fraction.  
Que pouvons-nous faire ? 

Nous connaissons notre degré. Nous avons accès à nos “amis” (voisins). 
  

Et de là aux voisins de nos voisins, etc. Nous pouvons explorer le graphe à partir d'un 
voisin choisi au hasard : marche aléatoire dans le réseau. Qu’est-ce que cela  peut nous 

apprendre sur le graphe ?

Une question de base : combien y a-t-il de sommets ?



Qu: Au bout d’un temps suffisamment long, où est la marche aléatoire ? 
Rép:  à un sommet tiré au hasard avec probabilité proportionnelle à son degré.

Algorithme On-ne-sait-comment 
Pour i=1,2,… : 

Faire une marche aléatoire suffisamment longue.  
Soit x(i) le sommet où la marche aboutit. 

De la distribution des x(i) et de leurs degrés, 
déduire, on ne sait comment, une estimation de la taille du graphe.



Si tous les sommets ont le même degré 
x(i) est un sommet aléatoire uniforme 

paradoxe des anniversaires : 
après                 tirages on a une collision : 

x(k)=x(i) pour i<k.

p
n

Idée : soit k le premier tirage donnant une collision. 
Alors n vaut environ 

1

…

2

3

n

k2

Hypercube :                          sommets n = 2m



Si les degrés sont divers

Faire k marches aléatoires 
Coll = nombre de collisions 
Deg = somme des degrés 

Inv = somme des inverses des degrés 
n = E(Deg)E(Inv)/(2E(Coll)) * (r-1)/r

Algorithme 
Pour i=1,2,…, k : 

Faire une marche aléatoire suffisamment longue.  
Soit x(i) le sommet où la marche aboutit. 

De la distribution des x(i) et de leurs degrés, 
déduire une estimation de la taille du graphe comme suit : 

Coll = nombre de collisions 
Deg = somme des degrés 
Inv = somme des inverses des degrés 

Résultat = Deg * Inv/(2 * Coll) * (k-1)/k



Pour comprendre le graphe réseau social, 
il faut comprendre combien de temps prend  

l’algorithme de marche aléatoire

Peut-on mieux faire ?

Oui si on utilise les sommets intermédiaires  
visités pendant la marche aléatoire

Algorithme si tous les sommets ont le même degré 
Pour i=1,2,…, k : 

Faire deux marches aléatoires x(i), y(i) suffisamment longues (longueur T).  
Soit x(i,t) le sommet où la marche x(i) se trouve à l’instant t. 

Déduire une estimation de la taille du graphe comme suit : 
Coll(i) = nombre de collisions entre x(i,t) et y(i,s) pour tous les instants t,s 

Résultat = T 2/(
X

i

Coll(i)/k)



Conclusion



Lien intime entre 
- temps de convergence de marche aléatoire sur un graphe, et 
- structure de ce graphe 

Ils s’éclairent l’un l’autre.

Une marche aléatoire est un  
algorithme de recherche dans un graphe  

par modifications locales aléatoires


