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Itération de fractions rationnelles et de polynomes a coefficients p-adiques
(suite)

1. Soit p un nombre premier. On désigne par F, le corps a p €léments, par ﬁp
une cloture algébrique de F,, par Q, le corps des nombres p-adiques, par Q , une
cloture algébrique de Q,, et par C, la complétion de Q, pour la valeur absolue
p-adique | | normalisée par |p| = pl.

Lorsque K = F, fp, Q, (_21, ou C,, on désigne par P(K) = K U {e} I'espace
projectif de dimension un sur K, et par Aut(P(K)) le groupe PGL(2, K) des trans-
formations projectives (fractions rationnelles de degré 1) de cet espace.

L’image de ’homomorphisme z — || est le groupe multiplicatif |C’| = pQ.
Désignons par B la boule {|z] < 1} de C,; c’est I’anneau des entiers ; son idéal
maximal est la boule {|z| < 1}; le corps résiduel s’identifie a ﬁp; on notera
n: B — F, la projection correspondante. On désignera par B(ee) le complémen-
taire de B dans P(C)) ; on prolonge m en une application de P(C,) sur P(F)) en
posant T(z) = oo pour z € B(eo) ; on désigne par B({), e P( F,), 'image inverse

7-1(d).

Le cours de cette année, dans la lignée de I’année précédente, se proposait de
discuter certaines propriétés de la dynamique de polyndmes ou fractions ration-
nelles a coefficients dans C,. 11 s’est appuy€ sur les travaux de Juan Rivera-Letelier
et de Rob Benedetto. Il a porté tout d’abord sur une analyse détaillée, entamée
I’année précédente, des phénomenes quasipériodiques ; puis sur le probleme des
disques errants ; enfin, lorsque les coefficients sont dans Q »» quelques aspects
élémentaires reliant théorie de Galois et dynamique ont été évoqués.

On renvoie au résumé du cours précédent pour la définition de nombreux outils
et concepts qui apparaissent ci-dessous.
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2. Soient X un espace analytique connexe, f une fonction méromorphe dans X,
qu’on suppose non constante. Soit z, un point de X qui n’est pas critique pour f,
c’est-a-dire un point en lequel le degré local de f est égal a 1.

Il existe alors un plus grand espace analytique connexe I(z,) qui contienne z,,
soit contenu dans X, et sur lequel f soit injective. De plus, I(z,) est caractérisé
par la propriété suivante : soit z un point de X, distinct de z, ; alors z appartient
a I(z,) si et seulement si le degré de f sur toute coupure S séparant z de z, est
égal a 1.

Lorsque X est €gal a P(C)) et f est une fraction rationnelle (non constante),
chaque composante d’injectivité est en fait un affinoide connexe ouvert.

3. Soient X et f comme ci-dessus. Rappelons qu’on appelle domaine de qua-
sipériodicité, et qu’on note & (f), ’ensemble des z € X tels qu’il existe une boule
B S z sur laquelle les itérés de f sont définis et une sous-suite converge unifor-
mément sur B vers 1’identité.

Le domaine & (f) est ouvert, positivement invariant par f ; la restriction de f
a & (f) est injective. Les composantes de & (f) sont permutées par 1’action de f,
et chaque composante de f est périodique sous cette action.

L’un des résultats principaux de Rivera-Letelier est le suivant. On suppose que
X =P(C,) et f est une fraction rationnelle.

THEOREME (Rivera-Letelier) : Toute composante C de &(f) est un affinoide
connexe ouvert. De plus, si I'on écrit C comme intersection de boules ouvertes
B,..., B, dont les complémentaires sont disjoints, et qu’on note .Z; (resp. S, le
bout (resp. la coupure) associé a B,, I’action de f. permute les .77 et on a

deg, Vi > 1,
pour tout entier N, tel que f¥ fixe S,

En particulier, pour chaque composante C (qui est un affinoide connexe ouvert),

la restriction d’un itéré de f a C est un automorphisme de C. Ceci suggere qu’on

s’intéresse de facon plus systématique au groupe des automorphismes d’un affi-
noide connexe ouvert.

4. Le cas du groupe des automorphismes d’une boule ouverte ou irrationnelle
avait été abordé€ dans le cours précédent. Rappelons-en les points les plus saillants.

Soient r > 0 et B = {|z] < r} une boule ouverte ou irrationnelle. Le groupe
Aut(B) est constitué des séries f(z) = X [,z telles que [f)l < r, |f)| =1, et
nz

[f| < r'™ pour n > 1. 0

L’application
Aut(B) — F,
f=7
est un homomorphisme surjectif dont on note le noyau Aut,(B). Pour f € Aut(B),
on définit :
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Y(f) = risup |f(z) — 2zl € [0, 1].
B

On a alors les propriétés suivantes :
Y(g o f) < Max(y(g), v(f),
v =y,
Y(h o foh)=y(f),
=P s r) <
Sy()r st y(f) 2 p

En particulier, les ensembles suivants sont des sous-groupes distingués de
Aut(B) :

Auty(B) = {f € Aut(B), y(f) < 1},
Aut,**(B) = {f € Aut(B), y(f) < p’lel}.
Soit f € Auty*(B); I’action de Z sur B induite par f s’étend en une action :
(o] < [P 7)) —~Aut(B)
w = fY,
qui dépend de fagon holomorphe de w. Le champ de vecteurs holomorphe asso-
cié :

X,@ = lim w(f"@) — 2)

s’annule exactement aux points périodiques de f.

On se ramene de Aut(B) a Auty(B) et de Aut,*(B) a Aut;*(B) en remplacant f
par un itéré convenable. On se ramene de Auty(B) a Aut,*(B) en remplacant f par
sa restriction a une boule légerement plus petite.

5. On a étudié ensuite le groupe des automorphismes biholomorphes d’une cou-
ronne, qu’on supposera pour simplifier de la forme

C={r<|z <R}
On introduit I’ensemble ©7des fonctions f, holomorphes et non constantes dans
C, qui vérifient les deux propriétés suivantes :
(i) pour tout p € (r, R), le degré de f en S(p) est égal a 1 ;
(ii) pour tout p € (r, R) suffisamment voisin de R, S(p) est fixé par f..
On peut caractériser les éléments de ©7 par leur série de Laurent f(z) ="§Z L.z

N

Pour que f appartienne a 7, il faut et il suffit qu’on ait [f| < R, |f,| = 1,
[fl < R" pour n>1et|f,| < r pour n <O.

Notons By la boule {|z| < R} et B, la boule {|z] > r} U {eo}. Pour f € &,
posons
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fi@) =X fe.
nz0
On définit ainsi une application :
& — Aut(Bg),
f=
Inversement, un automorphisme de B, définit par restriction a C un élément de
2. La propriété (élémentaire) suivante joue un rdle important dans la preuve du
théoréme de Rivera mentionné ci-dessus : si S est une coupure séparant B, dont

la distance a S(R) est au plus égale a celle de S(r), les images de S par f. et ff
sont égales.

Notons Aut.(C) le sous-groupe de Aut(C) formé des automorphismes qui pré-
servent chacun des bouts de C; I'indice de Aut.(C) dans Aut(C) est égal a 2 si
rR € |C], a 1 sinon.

On a montré que Aut.(C) est constitué des éléments f € Ztels que f, ¢B,. De
plus, chaque automorphisme f € Aut.(C) se décompose de la fagon suivante.
Notons Aut, (B, 0) le groupe des automorphismes de B, qui fixent O et dont la
dérivée en O est égale a 1, et définissons de méme Aut (B,, «). Pour |A| = 1, notons
R; la rotation z — Az. Il existe un unique triplet (K, A, H), avec K € Aut,(B,, ),
Ae /;, H e Aut|(By, 0), tel que

f = K [¢] Rl o H
De plus, K, A, H dépendent continument de f. Un ingrédient important dans la
preuve de ce résultat est I’'usage de la quantité suivante, qui mesure la distance
d’un automorphisme a I'identité. Pour f € Aut.(C) et p € [r, R], on pose
y+ (p’ f) = Supn>0 |fn+I| p"’
’y_ (p’ f) = Supn<0 |fn+ll pn’
'}/o(f) = |f1 =1,
Y(ps ) = Max(y=(p, ), 7).

Cette quantité possede 1’interprétation géométrique suivante : notons ¥. le seg-
ment de B, joignant S(r) a S(R) ; si S est une coupure qui sépare C, il existe un
unique p = pg € (r, R) tel que la distance de S a . est réalisée par S(p). On a
alors

vip, /)= inf d(S, %)

Ps =P
fe(S) =S

6. Le cas des automorphismes d’une couronne est une étape décisive vers
I’étude du groupe des automorphismes d’un affinoide connexe ouvert général.

On écrira

X=P(C,) — U B

0<i<N
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ou

suivant que o € X ou c ¢X. Les B; sont des boules fermées disjointes {|z — a;]
< r;}, contenues dans B.. = {|z] < R} dans le second cas. On notera .&; le bout
et S; la coupure associés au complémentaire B; de B : lorsque o ¢ X, on définit
de méme &_ et B...

On désigne par &7 I’espace des fonctionsf, méromorphes et non constantes dans
X, qui vérifient :

a) f est de degré 1 en toute coupure séparant X ;
b) (si € X) f(eo) = o et |f (o) = 1
b’) (si = ¢ X) f. fixe S(p) pour tout p < R assez proche de R.

On peut a nouveau caractériser les éléments de & par leur développement en
séries ; dans le cas ou o € X, on écrit

f@=fo+ fiz +Z D f, (2 = a)~

et les conditions nécessaires et suffisantes sont |f,| = 1, |f;,| < ;" pour 0 < i <
N, n > 0. Dans le cas ou = ¢ X, on écrit

f(Z) - lg()ﬁ'zn +OSzZ<N E)f[.n(z - ai)_”

et les conditions sont |f,| = 1, |f| < R, |f,| < R'-" pour n > 1, |f;,| < r'* pour
0<i<Netn>0.

Pour f € &, on détermine aussi les bouts 7%/ = f.(.79) ; la boule ouverte asso-

ciée 2 7] est le complémentaire de la boule fermée de rayon r; qui contient le
point a; défini par
! —
al=fo+ fia +2 X fidlai — ap—,
rj>ri n>0 = ”
ou
al= 2 far+2 X f (a; — a)™,
n=0 rj>ri n>0 )

suivant que o € X ou o ¢ X.

On notera &7, I'ensemble des f € & tels que |a; — a| < r; pour tout i, ¢’est-
a-dire tels que f.(.Z%) = & pour tout i. On verra que 2, est un sous-groupe de
Aut(X) (distingué d’indice fini si o ¢ X).

On dit que X est en position favorable si on a e ¢ X, a, = 0 et Rr, = |a/* pour
0<i< N; dans Bp, cette dernicre inégalité se traduit par d(S,, S,) < d(S,, S.) ;
on peut donc toujours mettre X en position favorable par une transformation de
Moébius appropriée.
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Supposons que X est en position favorable et posons

Y=PC,) — U B.
0<i<N

Pour f € ©/, définissons

ff@=z+ Zjlf,,z”,
@) = fo+ fiz +0§<N ’E)f,;,,(z_ a)™".

Alors, f* est un automorphisme de B_ qui fixe 0, et f* est un automorphisme
de Y qui fixe . Par restriction, f* et f* définissent des automorphismes de X.
De plus f! et f° fixent chacun des bouts de X. Il est ainsi naturel de considérer
les groupes suivants :

— Aut.(X) est le sous-groupe distingué d’indice fini de Au#(X) formé des auto-

morphismes qui fixent chaque bout de X ; on montre qu’il est égal a =,
— Aut.(Y,e0) est le groupe des automorphismes de Y qui fixent o= et chacun
des bouts de Y ; c’est aussi un sous-groupe de Aut.(X).

— Aut(B_, X) est le groupe des automorphismes de B_ qui fixent 0, sont tan-
gents a I’identité en 0, et fixent aussi chaque .27, ; c’est encore un sous-groupe
de Aut(X)

On montre que tout f € =, = Aut.(X) s’écrit de fagon unique sous la forme
f=FoF,

avec F' € Aut\(B.., X), et F* € Aut,(Y,).

La relation avec le cas des automorphismes d’une couronne est la suivante :
Soit R > r = max(|a)) ;

Tout f € 7/, induit un automorphisme de la couronne {r < |z] < R}, donc pos-
sede une décomposition associée

f=KoR,°H.
Alors H est la restriction de F* a cette couronne et K © R; est celle de F”.

7. On avait dans le cours précédent décrit la dynamique d’une fraction ration-
nelle sur chaque composante du domaine de quasipériodicité (composante qu’on
peut supposer fixée).

Les mémes conclusions s’appliquent a la dynamique d’un automorphisme d’un
affinoide ouvert connexe X. En particulier, le domaine de quasipériodicité d’un
tel automorphisme est toujours égal a X.

Notons N le nombre de composantes du complémentaire de X. On désigne
comme ci-dessus par Aut.(X) (resp. Aut,(X)) le sous-groupe de Aut(X) formé des
automorphismes qui fixent chaque coupure de I’arbre .24 de X (resp. qui indui-
sent I’identité sur chacune de ces coupures).

Lorsque N = I, X est une boule ouverte, on a Aut(X) = Aut(X) et Aut.(X) /
Auty(X) = F),
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Lorsque N = 2, X est une couronne (ouverte), on a Aut(X) / Aut(X) =Z /27 et
Aut(X) / Auty(X) = F,,

Lorsque N = 3, on a Aut.(X) = Aut(X) est un homomorphisme injectif
Aut(X) / Aut(X) — S,
dans le groupe de permutations des bouts de X.

La classification des affinoides ouverts connexes, a biholomorphisme pres,
semble un probléme intéressant.

Le cas N = 1 est trivial. Lorsque N = 2 ou 3, la donnée de I’arbre .¢7, comme
espace métrique, est un invariant complet : lorsque N = 2, il y a un parametre
rationnel, le module, qui est la longueur de .o/ ; lorsque N = 3, il y a 3 para-
metres rationnels.

Des que N = 4, la donnée de ./, comme espace métrique ne suffit plus a carac-
tériser le type biholomorphe de X. Par exemple, lorsque N = 4 et .%% a un seul
point de ramification S, les quatre bouts de S associés a X définissent un birap-
port qui est un invariant biholomorphe. Une autre différence se produit lorsque
N = 4 : deux affinoides ouverts connexes peuvent étre biholomorphes sans étre
équivalents par une transformation de Mobius.

8. La deuxieme partie du cours a été consacrée plus spécifiquement a 1’étude
de la dynamique des polyndmes.

Soit P(z) = X a;Z" un polynome de degré d > 1. On dit que P a bonne réduc-
0<isd

tion sifa, =1et|a] <1 pour 0 <i < d, ce qui équivaut a ce que P, fixe la cou-
pure canonique S, et que le degré de P en cette coupure soit égal a d. L’ action

can

de P, sur S coincide alors avec la réduction P de P.

can

Supposons que P a bonne réduction. Il y a lieu de distinguer le cas séparable
( P+ 0) du cas inséparable ( P'= 0). Toutes les orbites de P sont en effet pré-
périodiques ; mais, dans le cas séparable, il n’y a qu'un nombre fini d’orbites
périodiques de P qui contiennent un point critique de P.

Lorsqu’une orbite périodique de P contient (au moins) un point critique de P,
elle se releve en un cycle de disques constituant le bassin immédiat d’une (unique)
orbite périodique attractive de P.

Lorsqu’une orbite périodique de P ne contient pas de point critique de P, elle
se releéve en un cycle de disques dont chacun constitue une composante du domaine
de quasipériodicité de P.

On notera que dans le cas inséparable, il y a toujours une infinité d’orbites
périodiques attractives, et que seul un nombre fini d’entre elles peuvent contenir
un point critique de P dans leur bassin.

9. On dira que P est simple si P est conjugué par un automorphisme affine de
C, a un polynéme ayant bonne réduction.
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Lorsque P n’est pas simple, on peut conjuguer P par un automorphisme affine
de facon a ce que la boule unité fermée soit la plus petite boule contenant les
points fixes de P ; c’est alors aussi la plus petite boule contenant 1’ensemble de
Julia rempli K(P), formé des points dont 1’orbite est bornée. (Lorsque P a bonne
réduction, la boule unité fermée est égale a K(P)).

Supposons que P n’est pas simple, et notons B la plus petite boule fermée conte-
nant K(P). Pour n > 0, désignons par Y, I’ensemble des boules B (nécessairement
fermées) telles que P (B) = B. La relation d’inclusion induit une application i
de Y, dans Y, ,; l’application P induit une autre application P de Y, dans
>,.-1. De plus, on a un diagramme commutatif :

Tﬂ L} [l
P
n—1 _— n—2

On forme la limite projective
Zoo = lil_n (Zn _l) Zn—l)

qui est munie d’une application encore notée P dans elle-m&me. On a une appli-
cation canonique j: K(P) — X_; un point de Y. est représenté par une suite

0 3 oo

décroissante B = (B,),.,, avec B, € X, eton a

i'® =N B,
n=0

On posera
d(B) = lim diam(B,).
Observons que j~'(B) est un point lorsque d(B) = 0. Lorsque d(B) > 0, j~'(B)

peut a priori étre vide ; sinon, c’est une boule fermée ou irrationnelle de diametre
d(B).

On notera deg(én) le degré de la restriction P : é"—> P(l§” ), et on posera
deg(é) = lim deg(én).
On dira que B est un point critique de P: X — X si deg(é) > 1, un point

critique sauvage si p divise deg(B). On définit de méme un point critique sau-
vage de P: C, > C,.

10. Soit B e~2m un point périodique, de période minimale 7, pour P. Notons
D le degré de B pour PT.

SiD=1,o0nad®B) =0 et '(B)estun point périodique répulsif, de période
T.

SiD>1,ona d(1§) € |G, et j“(1§) est une boule fermée ; quitte a conjuguer
PT par une application affine, on se ramene au cas ou j~ !(B) est la boule unité fer-
mée ; on a alors

P(z) = X b7,
0<i<D"
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avec |by| =1, |b] <1 pour i < D et |b] <1 pour i > D ; la dynamique de P7 sur
j’l(]_’}) est donc traitée comme celle des polyndmes ayant bonne réduction. On
prendra cependant garde, comme 1’a observé Juan Rivera-Letelier, qu’il n’y a pas
de théoreme de rectification dans le cadre p-adique qui jouerait le role du théo-
reme de Douady-Hubbard dans le cadre complexe.

11. 1II est facile de voir que le polyndme P possede un disque non errant (non
trivial, ¢’est-a-dire non contenu dans le bassin d’une orbite périodique attractive)
si et seulement s’il existe un point B € X qui n’est pas prépériodique pour
P:Y_— Y, et vérifie

dB)>0,j'(B)= @
Ceci n’est possible d’apres Rivera-Letelier que si on a
lim inf d(P*(B)) = 0,
et méme
lim d(P*(B)) = 0
dans le cas ou les coefficients de P appartiennent a Q -

12. L’ensemble Cr(X.) des points critiques de P dans Y, est fermé.

Soit B € Zf, ; si Iorbite positive de B dans 3. ne s’accumule sur aucun point
critique, j~'(B) est réduit a un point.

On dira, suivant la terminologie classique, que P est hyperbolique, s’il existe
N =1, C>1 tels qu’on ait [(PY)(z)| > C pour tout z € K(P). On montre alors
que P est hyperbolique si et seulement si P n’est pas simple, et P: >, — >._n’a
pas de point critique. On peut alors, comme dans le cadre complexe, coder la
dynamique de P sur K(P) par un sous-décalage de type fini.

13. Un théoreme de Benedetto affirme que si les coefficients de P sont algé-
briques, et si aucun point critique sauvage de P dans C, n’est récurrent, alors P
ne possede pas de disque errant.

On a illustré ce résultat en discutant la dynamique d’un polyndme spécifique :
on prend p = 2 et on considere

PO = 5 (2 +2)

ziN 2

exemple déja étudié par Rivera-Letelier.

La boule unité fermée B est la plus petite boule fermée contenant les points
fixes 1, 0, —2 de P ; ces points fixes sont respectivement répulsif, superattractif,
attractif. L’ensemble Y, est formé de la boule B, = {|z] £ 2-2} et de la boule
B, = {lz — 1] £ 27'}. On notera P, la restriction de P a B, pour i = 0, 1. On a
deg(B,) = 2 et deg(B)) = 1.

On posera aussi, pour n > 0,

— D-1+27"
r,=2 s
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etona Py'({lz| = r,}) = {lzl = r,,,}-
Soient n > 0 et B une boule fermée, de diametre D, contenue dans {[z] = r,}.
SiD 2> 15 r2, P(;l(é) est une boule fermée de diametre (g)m, de degré 2 ; si par
contre D < lzr%, Pal(é) est I’'union de deux boules fermées disjointes, de diametre
Dr;', de degré 1.

A T’aide de P, et P,, on définit une application naturelle w: ¥ — {0, 1}N, qui
fait commuter le diagramme

. —F, 3
(0, 1}N ——— {0, 1}¥

ou o désigne le décalage unilatéral.
La suite de boules ({|z| < r,}),s €st associée a un point fixe de P: X — X

noté 0 qui vérifie j1(0) = {|z] < 13 } et est 'unique image inverse du point fixe
correspondant de ©.

Soit B e Y. un point de Y. dont I’orbite par P ne contient pas 0 ; écrivons
n(B) = 0"1 0™ 1...

Il est facile de voir que, si j—'(é) est un disque errant (non trivial) de P, alors
la suite des entiers n, est bornée.

A partir de 13, on montre que P ne posséde pas de disque errant de la facon
suivante.

a. Le domaine de P P} est une boule fermée B(n) de diametre 12, de degré 2"
(pour tout n = 0).

b. Soient n > 0, t > 0, B < B une boule fermée de diametre 2 ; soit j I’entier
égalansit>n — 1, et vérifiant j — 1 < ¢ < j sinon. Soit ¢, la fonction numé-
rique continue définie pour 7 = O par

¢,0) =1,
Do (=2 si j—1l<t<j<mn,
Do(t)=1 si t>n— 1.

Ona @) =t+u, pourt=n—1,avec u,=3 — n — 2!"". Alors I'image
inverse de B par P, P2 est I'union disjointe de 2/ boules de diamétre commun 2"
et de degré commun 2"~

¢. Soit Bun point de Y. dont I’orbite ne contient pas 0. On montre qu’on a
d(B) = 0 si et seulement si on a

k
supX i, = +eo.
k=0
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De plus, si on a, pour tout k > 0,
k
2, <0
5 i=0
alors on a d(B) = L.
d. A partir de I’assertion précédente, on conclut a I’inexistence de disques
errants : si B € Y, n’est pas prépériodique et j-'(B) est un disque errant, on devrait

avoir lim inf d(P"(é)) > 0, ce qui est impossible puisque les coefficients de P
sont rationnels.

14. Le cours s’est conclu par quelques remarques sur les relations entre la dyna-
mique des polyndmes ou fractions rationnelles et I’action du groupe de Galois
de Q/Qp. Il s’agit a I’évidence d’un sujet tres riche qui pourrait faire I’objet d’un
cours dans les années a venir.

J-C. Y.
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mande et autrichienne de mathématiques a Vienne.

Du 30 septembre au 26 octobre 2001 : Mission a I'IMPA (Rio de Janeiro).

Du 27 octobre au 10 novembre 2001 : Mission a I’Instituto de Matematica de
Ciencias Afins (IMCA) de Lima (Pérou). Minicours de 3 conférences.

Du 26 novembre au 3 décembre 2001 : Trois conférences a 1’Université de Penn
State (USA).

Du 16 février au 22 février 2002 : Deux conférences dans le cadre du trimestre
dédié aux Systemes Dynamiques au Centre Ennio de Giorgi de Pise.

Du 15 avril au 20 avril 2002 : Trois conférences dans le méme cadre a Pise.

Du 21 avril au 26 avril 2002 : Trois conférences (minicours) a 1’occasion d’un
Colloque de Systemes Dynamiques a Varsovie.

Du 1¢ juin au 8 juin 2002 : Une conférence lors du Congres dédié au 50 ans
de 'IMPA a Rio de Janeiro.



