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Le théoreme KAM

Théoreme: (Kolmogorov 1954, Arnold 1963, Moser 1962)
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Le théoreme KAM

Théoreme: (Kolmogorov 1954, Arnold 1963, Moser 1962)
Soit Ty un tore lagrangien a-quasipériodique de classe C*°,
invariant par le flot d’'un Hamiltonien Hp de classe C*°.

Jean-Christophe Yoccoz Quelques aspects de la théorie des systémes dynamiques q



Le théoreme KAM

Théoreme: (Kolmogorov 1954, Arnold 1963, Moser 1962)
Soit Ty un tore lagrangien a-quasipériodique de classe C*°,
invariant par le flot d’'un Hamiltonien Hp de classe C*°.

On suppose que « est diophantien (« € HDC) et que la torsion
de Ty est non dégénérée.
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Le théoreme KAM

Théoreme: (Kolmogorov 1954, Arnold 1963, Moser 1962)
Soit Ty un tore lagrangien a-quasipériodique de classe C*°,
invariant par le flot d’'un Hamiltonien Hp de classe C*°.

On suppose que « est diophantien (« € HDC) et que la torsion
de Ty est non dégénérée.

Alors, pour tout Hamiltonien H C>°-proche de Hj, il existe au
voisinage de Ty un tore lagrangien a-quasipériodique T de
classe C*°, invariant par le flot de H.
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Remarques sur la preuve des théoremes KAM

La méthode géométrique de renormalisation, présentée dans le
cadre de la linéarisation des difféomorphismes analytiques du cercle,
présente des difficultés pratiques considérables en dimension
supérieure.
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Remarques sur la preuve des théoremes KAM

La méthode géométrique de renormalisation, présentée dans le
cadre de la linéarisation des difféomorphismes analytiques du cercle,
présente des difficultés pratiques considérables en dimension
supérieure.

Ceci est en particulier dd au fait que les changements d’échelles
successifs ne sont plus conformes.
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La méthode géométrique de renormalisation, présentée dans le
cadre de la linéarisation des difféomorphismes analytiques du cercle,
présente des difficultés pratiques considérables en dimension
supérieure.

Ceci est en particulier dd au fait que les changements d’échelles
successifs ne sont plus conformes.

Lapproche la plus flexible est basée sur des méthodes d’analyse
fonctionnelle.
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Remarques sur la preuve des théoremes KAM

La méthode géométrique de renormalisation, présentée dans le
cadre de la linéarisation des difféomorphismes analytiques du cercle,
présente des difficultés pratiques considérables en dimension
supérieure.

Ceci est en particulier dd au fait que les changements d’échelles
successifs ne sont plus conformes.

Lapproche la plus flexible est basée sur des méthodes d’analyse
fonctionnelle.

Dans certains cas (cf. le résultat de Herman sur les
difféomorphismes du cercle, basé sur I'utilisation de la dérivée
Schwarzienne), le théoréme des fonctions implicites usuel (i.e dans
les espaces de Banach) peut étre utilisé de fagon efficace.
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Remarques sur la preuve des théoremes KAM

La méthode géométrique de renormalisation, présentée dans le
cadre de la linéarisation des difféomorphismes analytiques du cercle,
présente des difficultés pratiques considérables en dimension
supérieure.

Ceci est en particulier dd au fait que les changements d’échelles
successifs ne sont plus conformes.

Lapproche la plus flexible est basée sur des méthodes d’analyse
fonctionnelle.

Dans certains cas (cf. le résultat de Herman sur les
difféomorphismes du cercle, basé sur I'utilisation de la dérivée
Schwarzienne), le théoréme des fonctions implicites usuel (i.e dans
les espaces de Banach) peut étre utilisé de fagon efficace.

Mais ce ne semble pas étre toujours possible.
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La méthode de Nash-Moser

Pour résoudre les équations fonctionnelles associées aux théorémes
KAM, on peut mettre en oeuvre, a la suite de Nash et Moser, un
algorithme qui combine la méthode de Newton (qui produit une
convergence quadratique vers une solution exacte) avec des
opérateurs de lissage (pour compenser les pertes de régularité
provoquées par l'inversion de la différentielle dans la méthode de
Newton).
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La méthode de Nash-Moser

Pour résoudre les équations fonctionnelles associées aux théorémes
KAM, on peut mettre en oeuvre, a la suite de Nash et Moser, un
algorithme qui combine la méthode de Newton (qui produit une
convergence quadratique vers une solution exacte) avec des
opérateurs de lissage (pour compenser les pertes de régularité
provoquées par l'inversion de la différentielle dans la méthode de
Newton).

La méthode de Nash-Moser peut étre implémentée, soit directement
sur I'équation fonctionnelle étudiée, soit dans un cadre abstrait.
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La méthode de Nash-Moser

Pour résoudre les équations fonctionnelles associées aux théorémes
KAM, on peut mettre en oeuvre, a la suite de Nash et Moser, un
algorithme qui combine la méthode de Newton (qui produit une
convergence quadratique vers une solution exacte) avec des
opérateurs de lissage (pour compenser les pertes de régularité
provoquées par l'inversion de la différentielle dans la méthode de
Newton).

La méthode de Nash-Moser peut étre implémentée, soit directement
sur I'équation fonctionnelle étudiée, soit dans un cadre abstrait.

Elle permet alors de démontrer des théorémes de fonctions implicites
qui peuvent ensuite étre appliqués dans une grande variété de
contextes.
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La méthode de Nash-Moser

Pour résoudre les équations fonctionnelles associées aux théorémes
KAM, on peut mettre en oeuvre, a la suite de Nash et Moser, un
algorithme qui combine la méthode de Newton (qui produit une
convergence quadratique vers une solution exacte) avec des
opérateurs de lissage (pour compenser les pertes de régularité
provoquées par l'inversion de la différentielle dans la méthode de
Newton).

La méthode de Nash-Moser peut étre implémentée, soit directement
sur I'équation fonctionnelle étudiée, soit dans un cadre abstrait.

Elle permet alors de démontrer des théorémes de fonctions implicites
qui peuvent ensuite étre appliqués dans une grande variété de
contextes.

Il existe de nombreuses versions de tels théorémes, tant en régularité
C* que C¥: Hérmander, Sergeraert, Hamilton, Zehnder,. ..
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La méthode de Nash-Moser

Pour résoudre les équations fonctionnelles associées aux théorémes
KAM, on peut mettre en oeuvre, a la suite de Nash et Moser, un
algorithme qui combine la méthode de Newton (qui produit une
convergence quadratique vers une solution exacte) avec des
opérateurs de lissage (pour compenser les pertes de régularité
provoquées par l'inversion de la différentielle dans la méthode de
Newton).

La méthode de Nash-Moser peut étre implémentée, soit directement
sur I'équation fonctionnelle étudiée, soit dans un cadre abstrait.

Elle permet alors de démontrer des théorémes de fonctions implicites
qui peuvent ensuite étre appliqués dans une grande variété de
contextes.

Il existe de nombreuses versions de tels théorémes, tant en régularité
C* que C¥: Hérmander, Sergeraert, Hamilton, Zehnder,. ..

On présente ci-dessous une version due a Hamilton, qui a permis a

Herman de donner des preuves simples de nombreux théorémes
KAM.
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Bons espaces de Fréchet

Ce sont des espaces de Fréchet possédant certaines des propriétés
des espaces de fonctions de classe C*.
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Bons espaces de Fréchet

Ce sont des espaces de Fréchet possédant certaines des propriétés
des espaces de fonctions de classe C*.

Un bon espace de Fréchet est un espace vectoriel topologique
E muni
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Bons espaces de Fréchet

Ce sont des espaces de Fréchet possédant certaines des propriétés
des espaces de fonctions de classe C*.

Un bon espace de Fréchet est un espace vectoriel topologique
E muni

» d’'une suite croissante de normes (|| ||;)r=0 qui définit la
topologie de E et en fait un espace complet;
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Bons espaces de Fréchet

Ce sont des espaces de Fréchet possédant certaines des propriétés
des espaces de fonctions de classe C*.

Un bon espace de Fréchet est un espace vectoriel topologique
E muni

» d’'une suite croissante de normes (|| ||;)r=0 qui définit la
topologie de E et en fait un espace complet;

» d’'une famille (S(t))~1 d’opérateurs linéaires de E dans E
qui vérifient,pour x e E, t >1,0<s<r
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Bons espaces de Fréchet

Ce sont des espaces de Fréchet possédant certaines des propriétés
des espaces de fonctions de classe C*.

Un bon espace de Fréchet est un espace vectoriel topologique
E muni

» d’'une suite croissante de normes (|| ||;)r=0 qui définit la
topologie de E et en fait un espace complet;

» d’'une famille (S(t))~1 d’opérateurs linéaires de E dans E
qui vérifient,pour x e E, t >1,0<s<r

IS x|lr < Ct™2lIx]ls,  [1S(t) x = x||s < Ct*" ]|,

avec une constante C = C(r, s).
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Exemple: le bon espace de Fréchet C>(T")

Pour une fonction ¢ € C>°(T") et un entier r > 0, on définit
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Exemple: le bon espace de Fréchet C>(T")

Pour une fonction ¢ € C>°(T") et un entier r > 0, on définit

[¢llr == max [[0°| co-
|| <r
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Exemple: le bon espace de Fréchet C>(T")

Pour une fonction ¢ € C>°(T") et un entier r > 0, on définit

[¢llr == max [[0°| co-
|| <r

Soit x € C>°(R") une fonction paire, a valeurs dans [0, 1], égale
alsur[—1/2,1/2)"eta 0 hors de [—1,1]".
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Exemple: le bon espace de Fréchet C>(T")

Pour une fonction ¢ € C>°(T") et un entier r > 0, on définit
[6]lr := max{|0%¢| co-
|| <r

Soit x € C>°(R") une fonction paire, a valeurs dans [0, 1], égale
alsur[—1/2,1/2]"eta 0 hors de [-1,1]". Notons x la
transformée de Fourier inverse de ¥.
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Exemple: le bon espace de Fréchet C>(T")

Pour une fonction ¢ € C>°(T") et un entier r > 0, on définit

[¢llr == max [[0°| co-
|| <r

Soit x € C>°(R") une fonction paire, a valeurs dans [0, 1], égale
alsur[—1/2,1/2]"eta 0 hors de [-1,1]". Notons x la
transformée de Fourier inverse de {. Pour t > 1, on pose

xt(X) = t"x(tx).
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Exemple: le bon espace de Fréchet C>(T")

Pour une fonction ¢ € C>°(T") et un entier r > 0, on définit

[¢llr == max [[0°| co-
|| <r

Soit x € C>°(R") une fonction paire, a valeurs dans [0, 1], égale
alsur[—1/2,1/2]"eta 0 hors de [-1,1]". Notons x la
transformée de Fourier inverse de {. Pour t > 1, on pose

xt(x) = t"x(x).
Pour ¢ € C>°(T"), on définit

S0 = 0+ xelx) = | onilx—y) dy.
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Inégalités d’interpolation de Hadamard

Soit E un bon espace de Fréchet.
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Inégalités d’interpolation de Hadamard

Soit E un bon espace de Fréchet. Soient ry < r < ry des
entiers, et soitu € [0, 1] telque r=ury+ (1 —u) ry.
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Inégalités d’interpolation de Hadamard

Soit E un bon espace de Fréchet. Soient ry < r < ry des
entiers, et soit u € [0,1] telque r = ury + (1 — u) ry. Pour tout
x e E,ona

IX[lr < ClIx[I7 Ix11%~,

avec une constante C = C(ry, 1y).
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Inégalités d’interpolation de Hadamard

Soit E un bon espace de Fréchet. Soient ry < r < ry des
entiers, et soit u € [0,1] telque r = ury + (1 — u) ry. Pour tout
x e E,ona

IX[lr < ClIx[I7 Ix11%~,

avec une constante C = C(ry, 1y).

Preuve: On écrit

Ixllr < [18C8) xlr + 1 S(8) x = x|

Cot™ ®|Ixllr, + C1t™ "I X,

NN
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Inégalités d’interpolation de Hadamard

Soit E un bon espace de Fréchet. Soient ry < r < ry des
entiers, et soit u € [0,1] telque r = ury + (1 — u) ry. Pour tout
x e E,ona

IX[lr < ClIx[I7 Ix11%~,

avec une constante C = C(ry, 1y).

Preuve: On écrit

Ixllr < [18C8) xlr + 1 S(8) x = x|

Cot™ " [x[lr, + Cot™™ [ X[I1y,

NN

et on choisit t de fagon a minimiser ce majorant.
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Différentiabilité au sens de Gateaux

C’est une propriété en général plus faible que la différentiabilité
usuelle.
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Différentiabilité au sens de Gateaux

C’est une propriété en général plus faible que la différentiabilité
usuelle.
Soient E, F des e.v.t., et soit U une partie ouverte de E.
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Différentiabilité au sens de Gateaux

C’est une propriété en général plus faible que la différentiabilité
usuelle.

Soient E, F des e.v.t., et soit U une partie ouverte de E. Une
application continue f : U — F est Gateaux-C' s'il existe une
application Df : (x,y) — Df(x,y) de U x E dans F qui soit
continue, linéaire en y, et vérifie

Df(x,y) = Jml(f(x +1ty)-f(x)), VxeU, yeE.
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Différentiabilité au sens de Gateaux

C’est une propriété en général plus faible que la différentiabilité
usuelle.

Soient E, F des e.v.t., et soit U une partie ouverte de E. Une
application continue f : U — F est Gateaux-C' s'il existe une
application Df : (x,y) — Df(x,y) de U x E dans F qui soit
continue, linéaire en y, et vérifie

Df(x,y) = Jml(f(x +1ty)-f(x)), VxeU, yeE.

Pour k > 2, on définit Gateaux-C* par récurrence: I'application
f est Gateaux-C* si elle est Gateaux-C*~' et D¥~'f est
Gateaux-C'. On pose alors DXf := D(D*='f).
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Différentiabilité au sens de Gateaux

C’est une propriété en général plus faible que la différentiabilité
usuelle.

Soient E, F des e.v.t., et soit U une partie ouverte de E. Une
application continue f : U — F est Gateaux-C' s'il existe une
application Df : (x,y) — Df(x,y) de U x E dans F qui soit
continue, linéaire en y, et vérifie

Df(x,y) = }ml(f(x +1ty)-f(x)), VxeU, yeE.

Pour k > 2, on définit Gateaux-C* par récurrence: I'application
f est Gateaux-C* si elle est Gateaux-C*~' et D¥~'f est
Gateaux-C'. On pose alors DXf := D(D*='f).

Remarque: Lorsque E est de dimension finie, f est Gateaux-C* ssi f
est de classe C* au sens usuel.
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Bonnes applications

Soient E, F des bons espaces de Fréchet, soit U une partie
ouverte de E, et soit f : U — F une application continue.
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Bonnes applications

Soient E, F des bons espaces de Fréchet, soit U une partie
ouverte de E, et soit f : U — F une application continue.

Lapplication f est bonne si, pour tout xo € U, il existe un
voisinage V C U de xp et un entier ry tels qu’on ait

FO)r < C(1 +lIXllr1r), VX €V, r=0,

avec une constante C, = C(r, Xp).
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Bonnes applications

Soient E, F des bons espaces de Fréchet, soit U une partie
ouverte de E, et soit f : U — F une application continue.

Lapplication f est bonne si, pour tout xo € U, il existe un
voisinage V C U de xp et un entier ry tels qu’on ait

FO)r < C(1 +lIXllr1r), VX €V, r=0,
avec une constante C, = C(r, Xp).

Soit k en entier positif. Lapplication f est bonne de classe CF si
f est Gateaux-Ck et D/f est bonne pour tout 0 < j < k.
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Remarques

» Soient Eq, E> de bons espaces de Fréchet. Alors Ey x E, est un
bon espace de Fréchet.
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Remarques

» Soient Eq, E> de bons espaces de Fréchet. Alors Ey x E, est un
bon espace de Fréchet. On pose en effet

[[Cxt, xe)l[r := max(|[x1lr, l[xell-),  S(8)(x1, x2) := (S(t)x1, S(t)x2).
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Remarques

» Soient Eq, E> de bons espaces de Fréchet. Alors Ey x E, est un
bon espace de Fréchet. On pose en effet

[[Cxt, xe)l[r := max(|[x1lr, l[xell-),  S(8)(x1, x2) := (S(t)x1, S(t)x2).

» Soit f: U — F une application Gateaux-C?. Formellement, D>f
est une application de (U x E) x (E x E) dans F.

Jean-Christophe Yoccoz Quelques aspects de la théorie des systémes dynamiques q



Remarques

» Soient Eq, E> de bons espaces de Fréchet. Alors Ey x E, est un
bon espace de Fréchet. On pose en effet

115 %) || = max(([xlr, [Ixell ), S(8)(x1, xe) := (S(t)x1, S(t)%2)-

» Soit f: U — F une application Gateaux-C?. Formellement, D>f
est une application de (U x E) x (E x E) dans F. Comme
Df(x, y) est linéaire en y, on a

sz((X,yo), (y17Z)) = D2f((x,yo), (y170)) + Df(X,Z).
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Remarques

» Soient Eq, E> de bons espaces de Fréchet. Alors Ey x E, est un
bon espace de Fréchet. On pose en effet

[[Cxt, xe)l[r := max(|[x1lr, l[xell-),  S(8)(x1, x2) := (S(t)x1, S(t)x2).

» Soit f: U — F une application Gateaux-C?. Formellement, D>f
est une application de (U x E) x (E x E) dans F. Comme
Df(x, y) est linéaire en y, on a

sz((X,yo), (y17Z)) = D2f((x,yo), (y170)) + Df(X,Z).

Pour tout x € U, l'application: (yo, y1) — D?f((x, ¥o), (1, 0)) est
bilinéaire et symétrique.
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» Soient Egy, E1, F de bons espaces de Fréchet et soit U une partie
ouverte de E.
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» Soient Egy, E1, F de bons espaces de Fréchet et soit U une partie
ouverte de Ep. Une application continue L : (x,y) — L(x,y) de
U x E; dans F, linéaire en y, est bonne si et seulement si, pour
tout xo € U, il existe un voisinage V de xp et un entier ry tel que

ILOG e < CelY Nl + (Xl (1Y), VX € Vs y € Eryr > 0.
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» Soient Egy, E1, F de bons espaces de Fréchet et soit U une partie
ouverte de Ep. Une application continue L : (x,y) — L(x,y) de
U x E; dans F, linéaire en y, est bonne si et seulement si, pour
tout xo € U, il existe un voisinage V de xp et un entier ry tel que

ILOG e < CelY Nl + (Xl (1Y), VX € Vs y € Eryr > 0.

» De méme, une application continue B(x, y1, y2) de U x Ey x E; dans F,
bilinéaire en y1, y», est bonne si et seulement si, pour tout xo € U, il
existe un voisinage V de xp et un entier ry tel que

1B(x, y1, y)llr < Ce(llyallrero 12l +11Yellrero [yl XN rr (1411 [1Y21r)-
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Le théoreme d’inversion locale

Soient E, F deux bons espaces de Fréchet. Soit U une partie
ouverte de E et soit f : U — F une bonne application de classe
C?.
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Le théoreme d’inversion locale

Soient E, F deux bons espaces de Fréchet. Soit U une partie
ouverte de E et soit f : U — F une bonne application de classe
C2.

Theorem: (Hamilton) Supposons qu'’il existe une bonne
application L : U x F — E, linéaire dans la seconde variable,
telle que, pour tout x € U, L(x,.) soit I'inverse de Df(x,.).
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Le théoreme d’inversion locale

Soient E, F deux bons espaces de Fréchet. Soit U une partie
ouverte de E et soit f : U — F une bonne application de classe
C?.

Theorem: (Hamilton) Supposons qu'’il existe une bonne
application L : U x F — E, linéaire dans la seconde variable,
telle que, pour tout x € U, L(x,.) soit I'inverse de Df(x,.).
Alors, pour tout xg € U, il existe un voisinage U, de xp tel que la
restriction de f a Uy soit une bijection sur un voisinage V; de

f(Xo),
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Le théoreme d’inversion locale

Soient E, F deux bons espaces de Fréchet. Soit U une partie
ouverte de E et soit f : U — F une bonne application de classe
C2.

Theorem: (Hamilton) Supposons qu'’il existe une bonne
application L : U x F — E, linéaire dans la seconde variable,
telle que, pour tout x € U, L(x,.) soit I'inverse de Df(x,.).

Alors, pour tout xg € U, il existe un voisinage U, de xp tel que la
restriction de f a Uy soit une bijection sur un voisinage V; de
f(xo), et que linverse f~1 : Vy — Uy soit une bonne application
de classe C?.
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Le théoreme d’inversion locale

Soient E, F deux bons espaces de Fréchet. Soit U une partie
ouverte de E et soit f : U — F une bonne application de classe
C2.

Theorem: (Hamilton) Supposons qu'’il existe une bonne
application L : U x F — E, linéaire dans la seconde variable,
telle que, pour tout x € U, L(x,.) soit I'inverse de Df(x,.).

Alors, pour tout xg € U, il existe un voisinage U, de xp tel que la
restriction de f a Uy soit une bijection sur un voisinage V; de
f(xo), et que linverse f~1 : Vy — Uy soit une bonne application
de classe C?.

Complement: Soit kK > 2. Si f est une bonne application de
classe Ck, alors f~ est aussi une bonne application de classe
Ck.
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Commentaires

Il'y a deux grosses différences avec le théoreme d’inversion
locale standard, dans les espaces de Banach.
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Il'y a deux grosses différences avec le théoreme d’inversion
locale standard, dans les espaces de Banach.

1. On suppose que f est de classe C?, pas seulement C'.
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Commentaires

Il'y a deux grosses différences avec le théoreme d’inversion
locale standard, dans les espaces de Banach.

1. On suppose que f est de classe C?, pas seulement C'.

2. On suppose que la différentielle Df(x, .) est inversible pour
tout x € U, pas seulement en xp.
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Commentaires

Il'y a deux grosses différences avec le théoreme d’inversion
locale standard, dans les espaces de Banach.

1. On suppose que f est de classe C?, pas seulement C'.
2. On suppose que la différentielle Df(x, .) est inversible pour
tout x € U, pas seulement en xp.

Bien sdr, dans un espace de Banach, les endomorphismes
inversibles forment une partie ouverte de I'espace des
endomorphismes, donc l'inversibilité de la différentielle en xg
entraine l'inversibilité au voisinage de xo.
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1. On suppose que f est de classe C?, pas seulement C'.

2. On suppose que la différentielle Df(x, .) est inversible pour
tout x € U, pas seulement en xp.
Bien sir, dans un espace de Banach, les endomorphismes
inversibles forment une partie ouverte de I'espace des
endomorphismes, donc l'inversibilité de la différentielle en xg
entraine l'inversibilité au voisinage de xp. Ce n’est plus le cas
dans les espaces de Fréchet.
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Commentaires

Il'y a deux grosses différences avec le théoreme d’inversion
locale standard, dans les espaces de Banach.

1. On suppose que f est de classe C?, pas seulement C'.

2. On suppose que la différentielle Df(x, .) est inversible pour
tout x € U, pas seulement en xp.
Bien sir, dans un espace de Banach, les endomorphismes
inversibles forment une partie ouverte de I'espace des
endomorphismes, donc l'inversibilité de la différentielle en xg
entraine l'inversibilité au voisinage de xp. Ce n’est plus le cas
dans les espaces de Fréchet.
Exemple: Lapplication f — f o f de la variété Fréchetique
Diff>(M) dans elle-méme (M étant une variété compacte ) a
pour différentielle en fy = idy ’homothétie of — 20f.
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Commentaires

Il'y a deux grosses différences avec le théoreme d’inversion
locale standard, dans les espaces de Banach.

1. On suppose que f est de classe C?, pas seulement C'.

2. On suppose que la différentielle Df(x, .) est inversible pour
tout x € U, pas seulement en xp.
Bien sir, dans un espace de Banach, les endomorphismes
inversibles forment une partie ouverte de I'espace des
endomorphismes, donc l'inversibilité de la différentielle en xg
entraine l'inversibilité au voisinage de xp. Ce n’est plus le cas
dans les espaces de Fréchet.
Exemple: Lapplication f — f o f de la variété Fréchetique
Diff>(M) dans elle-méme (M étant une variété compacte ) a
pour différentielle en f, = idy ’hnomothétie of — 20f.
Néanmoins, 'image de cette application ne contient pas un
voisinage de l'identité.
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Le théoreme des fonctions implicites

Soient E, P, F de bons espaces de Fréchet.
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Le théoreme des fonctions implicites

Soient E, P, F de bons espaces de Fréchet. Soit W une partie
ouverte de E x P et soit f : W — F une bonne application de
classe CK (k > 2).
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Le théoreme des fonctions implicites

Soient E, P, F de bons espaces de Fréchet. Soit W une partie
ouverte de E x P et soit f : W — F une bonne application de
classe CK (k > 2).

Supposons qu'il existe une bonne application L: W x F — E,
linéaire en la seconde variable, telle que L(x, p, .) soit, pour tout
(x,p) € W, l'inverse de la différentielle partielle ogf(x, p, .).
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Le théoreme des fonctions implicites

Soient E, P, F de bons espaces de Fréchet. Soit W une partie
ouverte de E x P et soit f : W — F une bonne application de
classe CK (k > 2).

Supposons qu'il existe une bonne application L: W x F — E,
linéaire en la seconde variable, telle que L(x, p, .) soit, pour tout
(x,p) € W, l'inverse de la différentielle partielle ogf(x, p, .).

Soit (X, po) un point de W tel que f(xg, pg) = O.
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Le théoreme des fonctions implicites

Soient E, P, F de bons espaces de Fréchet. Soit W une partie
ouverte de E x P et soit f : W — F une bonne application de
classe CK (k > 2).

Supposons qu'il existe une bonne application L: W x F — E,
linéaire en la seconde variable, telle que L(x, p, .) soit, pour tout
(x,p) € W, l'inverse de la différentielle partielle ogf(x, p, .).
Soit (xp, po) un point de W tel que f(xg, po) = 0. Il existe un
voisinage Vg de pg, un voisinage Uy de xg et une bonne
application de classe C* g : Vo — U tels que x = g(p) soit,
pour tout p € Vy, 'unique solution dans Uy de I'équation
f(x,p) = 0.
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Exemple d’application du théoréme d’inversion locale

On va indiquer une preuve d’'un résultat énoncé précédemment.
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Exemple d’application du théoréme d’inversion locale

On va indiquer une preuve d’'un résultat énoncé précédemment.

Théoreme: Supposons que « € R" appartienne a HDC.
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Exemple d’application du théoréme d’inversion locale

On va indiquer une preuve d’'un résultat énoncé précédemment.

Théoreme: Supposons que « € R" appartienne a HDC. Tout
champ de vecteurs X de classe C* sur T", assez proche dans
la C>-topologie du champ constant X, := >, a,-a%_, s’écrit
de facon unique sous la forme

X =Xt+ Th.X,,
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Exemple d’application du théoréme d’inversion locale

On va indiquer une preuve d’'un résultat énoncé précédemment.

Théoreme: Supposons que « € R" appartienne a HDC. Tout
champ de vecteurs X de classe C* sur T", assez proche dans
la C>-topologie du champ constant X, := >, a,-a%, s’écrit
de facon unique sous la forme

X =Xt+ Th.X,,

ou t € R" est voisin de 0 et h € Diff*°(T") est proche de
lidentité et vérifie [.,(h(x) — x) dx = 0.
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» On écrit h = id + v, avec ¢ appartenant a un voisinage de 0
dans le bon espace de Fréchet £y = Cg°(T", R") des fonctions
lisses, a valeurs dans R”, de moyenne nulle.
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» On écrit h = id + v, avec ¢ appartenant a un voisinage de 0
dans le bon espace de Fréchet £y = Cg°(T", R") des fonctions
lisses, a valeurs dans R”, de moyenne nulle.

» On pose E = Ey @ R". C'est un bon espace de Fréchet.
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» On écrit h = id + v, avec ¢ appartenant a un voisinage de 0
dans le bon espace de Fréchet £y = Cg°(T", R") des fonctions
lisses, a valeurs dans R”, de moyenne nulle.

» On pose E = Ey @ R". C'est un bon espace de Fréchet.

» On note F le bon espace de Fréchet formé des champs de
vecteurs lisses sur T".
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» On écrit h = id + v, avec ¢ appartenant a un voisinage de 0
dans le bon espace de Fréchet £y = Cg°(T", R") des fonctions
lisses, a valeurs dans R”, de moyenne nulle.

» On pose E = Ey @ R". C'est un bon espace de Fréchet.

» On note F le bon espace de Fréchet formé des champs de
vecteurs lisses sur T". On notera que F s’identifie naturellement
a C>=(T",R").
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» On écrit h = id + v, avec ¢ appartenant a un voisinage de 0
dans le bon espace de Fréchet £y = Cg°(T", R") des fonctions
lisses, a valeurs dans R”, de moyenne nulle.

» On pose E = Ey @ R". C'est un bon espace de Fréchet.

» On note F le bon espace de Fréchet formé des champs de
vecteurs lisses sur T". On notera que F s’identifie naturellement
a C>=(T",R").

» Au voisinage de (0, 0) dans E, on définit une application
o : (v, t) — X avaleurs dans F par la formule

X:=X;+Dhoh ' X,, h=idm+1.
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» On écrit h = id + v, avec ¢ appartenant a un voisinage de 0
dans le bon espace de Fréchet £y = Cg°(T", R") des fonctions
lisses, a valeurs dans R”, de moyenne nulle.

» On pose E = Ey @ R". C'est un bon espace de Fréchet.

» On note F le bon espace de Fréchet formé des champs de
vecteurs lisses sur T". On notera que F s’identifie naturellement
a C>=(T",R").

» Au voisinage de (0, 0) dans E, on définit une application
o : (v, t) — X avaleurs dans F par la formule

X:=X;+Dhoh ' X,, h=idm+1.

On va montrer que ¢ est un bon difféomorphisme local de
classe C.
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» On écrit h = id + v, avec ¢ appartenant a un voisinage de 0
dans le bon espace de Fréchet £y = Cg°(T", R") des fonctions
lisses, a valeurs dans R”, de moyenne nulle.

» On pose E = Ey @ R". C'est un bon espace de Fréchet.

» On note F le bon espace de Fréchet formé des champs de
vecteurs lisses sur T". On notera que F s’identifie naturellement
a C>=(T",R").

» Au voisinage de (0, 0) dans E, on définit une application
o : (v, t) — X avaleurs dans F par la formule

X:=X;+Dhoh ' X,, h=idm+1.

On va montrer que ¢ est un bon difféomorphisme local de
classe C.

» Des vérifications simples (mais fastidieuses) montrent que ¢ est
une bonne application de classe C*°.
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» La différentielle de ® en (0,0) € E est donnée par

D®(0,0, Ap, At) = At + D(AY). X
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» La différentielle de ® en (0,0) € E est donnée par

D®(0,0, Ap, At) = At + D(AY). X

» Comme « appartient a HDC, cette application linéaire de E
dans F est inversible, et son inverse est une bonne application.
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» La différentielle de ® en (0,0) € E est donnée par

D®(0,0, Ap, At) = At + D(AY). X

» Comme « appartient a HDC, cette application linéaire de E
dans F est inversible, et son inverse est une bonne application.

» Pour montrer que la différentielle est inversible dans un
voisinage de (0,0) € E, on va utiliser I'invariance du probléme
sous I'action du groupe Diff>(T").
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» La différentielle de ® en (0,0) € E est donnée par

D®(0,0, Ap, At) = At + D(AY). X

» Comme « appartient a HDC, cette application linéaire de E
dans F est inversible, et son inverse est une bonne application.

» Pour montrer que la différentielle est inversible dans un
voisinage de (0,0) € E, on va utiliser I'invariance du probléme
sous I'action du groupe Diff>(T"). Soit (A, At) un vecteur

tangent en (¢, t).
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» La différentielle de ® en (0,0) € E est donnée par

D®(0,0, Ap, At) = At + D(AY). X

» Comme « appartient a HDC, cette application linéaire de E
dans F est inversible, et son inverse est une bonne application.

» Pour montrer que la différentielle est inversible dans un
voisinage de (0,0) € E, on va utiliser I'invariance du probléme
sous I'action du groupe Diff>*(T"). Soit (A, At) un vecteur

tangent en (¢, t). Avec h = id + ¢, on écrit Ay = Dh.Av.
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» La différentielle de ® en (0,0) € E est donnée par

D®(0,0, Ap, At) = At + D(AY). X

» Comme « appartient a HDC, cette application linéaire de E
dans F est inversible, et son inverse est une bonne application.

» Pour montrer que la différentielle est inversible dans un
voisinage de (0,0) € E, on va utiliser I'invariance du probléme
sous I'action du groupe Diff>(T"). Soit (A, At) un vecteur
tangent en (1, t). Avec h = idg -+ 1, on écrit Ayy = Dh.Av. On a
alors

DO, t, Ay, At) = At + Th.(D(A).X,,).
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» La différentielle de ® en (0,0) € E est donnée par

D®(0,0, Ap, At) = At + D(AY). X

» Comme « appartient a HDC, cette application linéaire de E
dans F est inversible, et son inverse est une bonne application.

» Pour montrer que la différentielle est inversible dans un
voisinage de (0,0) € E, on va utiliser I'invariance du probléme
sous I'action du groupe Diff>(T"). Soit (A, At) un vecteur
tangent en (1, t). Avec h = idg -+ 1, on écrit Ayy = Dh.Av. On a
alors

DO(i), t, Ap, At) = At + Th.(D(A).X,).
» L'équation AX = At + Th.(D(Av).X,) équivaut &
(x)  T(h ").(AX — At) = D(A).X,.
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» Pour résoudre cette équation en A, il faut et il suffit qu'on ait
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» Pour résoudre cette équation en A, il faut et il suffit qu'on ait

(% %) (h~).(AX — At) = 0.
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» Pour résoudre cette équation en A, il faut et il suffit qu'on ait

(% %) (h~).(AX — At) = 0.

» Comme h est C'-proche de l'identité, il existe, pour tout
AX € F, un unique vecteur At qui vérifie (% x).
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» Pour résoudre cette équation en A, il faut et il suffit qu'on ait

(% %) (h~).(AX — At) = 0.

» Comme h est C'-proche de l'identité, il existe, pour tout
AX € F, un unique vecteur At qui vérifie (% x).

» Il'y a alors une unique solution Ay de (x) telle que Ay = Dh.Avp
soit de moyenne nulle (on utilise & nouveau que h est C'-proche
de l'identité).
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» Pour résoudre cette équation en A, il faut et il suffit qu'on ait

(% %) (h~).(AX — At) = 0.

» Comme h est C'-proche de l'identité, il existe, pour tout
AX € F, un unique vecteur At qui vérifie (% x).

» Il'y a alors une unique solution Ay de (x) telle que Ay = Dh.Avp
soit de moyenne nulle (on utilise & nouveau que h est C'-proche
de l'identité).

» On a ainsi montré que la différentielle D® (v, t, .,.) est inversible
lorsque (v, t) appartient a un voisinage U de (0, 0).
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» Pour résoudre cette équation en A, il faut et il suffit qu'on ait

(% %) (h~).(AX — At) = 0.

» Comme h est C'-proche de l'identité, il existe, pour tout
AX € F, un unique vecteur At qui vérifie (% x).

» Il'y a alors une unique solution Ay de (x) telle que Ay = Dh.Avp
soit de moyenne nulle (on utilise & nouveau que h est C'-proche
de l'identité).

» On a ainsi montré que la différentielle D® (v, t, .,.) est inversible
lorsque (v, t) appartient a un voisinage U de (0, 0).

» On vérifie (!) que l'inverse L(1, t,.) est une bonne application de
U x Fdans E.
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» Pour résoudre cette équation en A, il faut et il suffit qu'on ait

(% %) (h~).(AX — At) = 0.

» Comme h est C'-proche de l'identité, il existe, pour tout
AX € F, un unique vecteur At qui vérifie (% x).

» Il'y a alors une unique solution Ay de (x) telle que Ay = Dh.Avp
soit de moyenne nulle (on utilise & nouveau que h est C'-proche
de l'identité).

» On a ainsi montré que la différentielle D® (v, t, .,.) est inversible
lorsque (v, t) appartient a un voisinage U de (0, 0).

» On vérifie (!) que l'inverse L(1, t,.) est une bonne application de
U x Fdans E.

» Les hypothéses du théoréme d’inversion locale sont ainsi
satisfaites.
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» Pour résoudre cette équation en A, il faut et il suffit qu'on ait

(% %) (h~).(AX — At) = 0.

» Comme h est C'-proche de l'identité, il existe, pour tout
AX € F, un unique vecteur At qui vérifie (% x).

» Il'y a alors une unique solution Ay de (x) telle que Ay = Dh.Avp
soit de moyenne nulle (on utilise & nouveau que h est C'-proche
de l'identité).

» On a ainsi montré que la différentielle D® (v, t, .,.) est inversible
lorsque (v, t) appartient a un voisinage U de (0, 0).

» On vérifie (!) que l'inverse L(1, t,.) est une bonne application de
U x Fdans E.

» Les hypothéses du théoréme d’inversion locale sont ainsi
satisfaites. Lapplication ¢ est donc un bon difféomorphisme
local de classe C, ce qu’il fallait démontrer. [
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Conjugaison rectifiée

On va présenter un résultat intermédiaire, présent sous diverses
formes dans les travaux de Moser, Herman, Fejoz, dont on peut
déduire diverses formes de théoremes KAM.
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Conjugaison rectifiée

On va présenter un résultat intermédiaire, présent sous diverses
formes dans les travaux de Moser, Herman, Fejoz, dont on peut
déduire diverses formes de théorémes KAM. Le mérite de ce résultat
est de ne demander aucune hypothése de torsion.
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Conjugaison rectifiée

On va présenter un résultat intermédiaire, présent sous diverses
formes dans les travaux de Moser, Herman, Fejoz, dont on peut
déduire diverses formes de théorémes KAM. Le mérite de ce résultat
est de ne demander aucune hypothése de torsion.

» T" x T" (coordonnées (g, p;)) est muni de la forme
symplectique standard w = 3", dp; A dg;.
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Conjugaison rectifiée

On va présenter un résultat intermédiaire, présent sous diverses
formes dans les travaux de Moser, Herman, Fejoz, dont on peut
déduire diverses formes de théorémes KAM. Le mérite de ce résultat
est de ne demander aucune hypothése de torsion.

» T" x T" (coordonnées (g, p;)) est muni de la forme
symplectique standard w = 3", dp; A dg;.

> F:= C>(T" x T") est le bon espace de Fréchet des
Hamiltoniens sur cette variété symplectique.
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Conjugaison rectifiée

On va présenter un résultat intermédiaire, présent sous diverses
formes dans les travaux de Moser, Herman, Fejoz, dont on peut
déduire diverses formes de théorémes KAM. Le mérite de ce résultat
est de ne demander aucune hypothése de torsion.

» T" x T" (coordonnées (g, p;)) est muni de la forme
symplectique standard w = 3", dp; A dg;.

> F:= C>(T" x T") est le bon espace de Fréchet des
Hamiltoniens sur cette variété symplectique.

> « € R" est un vecteur de fréquence diophantien.
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Conjugaison rectifiée

On va présenter un résultat intermédiaire, présent sous diverses
formes dans les travaux de Moser, Herman, Fejoz, dont on peut
déduire diverses formes de théorémes KAM. Le mérite de ce résultat
est de ne demander aucune hypothése de torsion.

» T" x T" (coordonnées (g, p;)) est muni de la forme
symplectique standard w = 3", dp; A dg;.

> F:= C>(T" x T") est le bon espace de Fréchet des
Hamiltoniens sur cette variété symplectique.

> « € R" est un vecteur de fréquence diophantien.

» F, estle sous-espace (affine) de F formé des hamiltoniens K
de la forme

K(a,p) =Y aipi + O(||p||?).

i=1
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Conjugaison rectifiée

On va présenter un résultat intermédiaire, présent sous diverses
formes dans les travaux de Moser, Herman, Fejoz, dont on peut
déduire diverses formes de théorémes KAM. Le mérite de ce résultat
est de ne demander aucune hypothése de torsion.

» T" x T" (coordonnées (g, p;)) est muni de la forme
symplectique standard w = 3", dp; A dg;.

> F:= C>(T" x T") est le bon espace de Fréchet des
Hamiltoniens sur cette variété symplectique.

> « € R" est un vecteur de fréquence diophantien.

» F, estle sous-espace (affine) de F formé des hamiltoniens K
de la forme

n
K(q,p) = > aipi + O(|lp|%).
i=1
En d’autres termes, le champ de vecteurs associé Xy préserve
le tore lagrangien {p = 0} et la restriction de Xk a ce tore est le
champ constant X,,.

Jean-Christophe Yoccoz Quelques aspects de la théorie des systémes dynamiques q



Conjugaison rectifiée

On va présenter un résultat intermédiaire, présent sous diverses
formes dans les travaux de Moser, Herman, Fejoz, dont on peut
déduire diverses formes de théorémes KAM. Le mérite de ce résultat
est de ne demander aucune hypothése de torsion.

» T" x T" (coordonnées (g, p;)) est muni de la forme
symplectique standard w = 3", dp; A dg;.

> F:= C>(T" x T") est le bon espace de Fréchet des
Hamiltoniens sur cette variété symplectique.

> « € R" est un vecteur de fréquence diophantien.

» F, estle sous-espace (affine) de F formé des hamiltoniens K
de la forme

n
K(q,p) = > aipi + O(|lp|%).
i=1
En d’autres termes, le champ de vecteurs associé Xy préserve
le tore lagrangien {p = 0} et la restriction de Xk a ce tore est le
champ constant X,,. Le sous-espace F, de F est un bon espace
de Fréchet.
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Soit Ky € F,. On va montrer que tout hamiltonien H € F assez
proche de Kj s’écrit de fagcon essentiellement unique sous la forme
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Soit Ky € F,. On va montrer que tout hamiltonien H € F assez
proche de Kj s’écrit de fagcon essentiellement unique sous la forme

1 & .
(x) H(@.p)=Kog,ok(q.p)+c+ 5 ;mln 2np;,
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Soit Ky € F,. On va montrer que tout hamiltonien H € F assez
proche de Kj s’écrit de fagcon essentiellement unique sous la forme

1 & .
(x) H(@.p)=Kog,ok(q.p)+c+ 5 ;mln 2np;,

ou

» K € F, est proche de Ko;
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Soit Ky € F,. On va montrer que tout hamiltonien H € F assez
proche de Kj s’écrit de fagcon essentiellement unique sous la forme

1 & .
(x) H(@.p)=Kog,ok(q.p)+c+ 5 ;mln 2np;,

ou
» K € F, est proche de Ko;

» c e R, s € R"sont proches de 0;
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Soit Ky € F,. On va montrer que tout hamiltonien H € F assez
proche de Kj s’écrit de fagcon essentiellement unique sous la forme

1 & .
(x) H(@.p)=Kog,ok(q.p)+c+ 5 ;mln 2np;,

ou
» K € F, est proche de Kp;
» c e R, s € R"sont proches de 0;

> kq(q,p) :=(q,p+ do(q)) est un symplectomorphisme de
T" x T";
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Soit Ky € F,. On va montrer que tout hamiltonien H € F assez
proche de Kj s’écrit de fagcon essentiellement unique sous la forme

1 & .
(x) H(@.p)=Kog,ok(q.p)+c+ 5 ;mln 2np;,

ou
» K € F, est proche de Ko;

» c e R, s € R"sont proches de 0;

> kq(q,p) :=(q,p+ do(q)) est un symplectomorphisme de
T" x T";

» ¢ appartient a un voisinage de 0 dans le bon espace de Fréchet
E := Cg°(T") des fonctions lisses de moyenne nulle;
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Soit Ky € F,. On va montrer que tout hamiltonien H € F assez
proche de Kj s’écrit de fagcon essentiellement unique sous la forme

1 & .
(x) H(@.p)=Kog,ok(q.p)+c+ 5 ;mln 2np;,

ou
» K € F, est proche de Ko;

» c e R, s € R"sont proches de 0;

> kq(q,p) :=(q,p+ do(q)) est un symplectomorphisme de
T" x T";

» ¢ appartient a un voisinage de 0 dans le bon espace de Fréchet
E := Cg°(T") des fonctions lisses de moyenne nulle;

>  appartient a un voisinage de 0 dans E"; on note hle
difféomorphisme h := idy» + ¢ voisin de l'identité de T",
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Soit Ky € F,. On va montrer que tout hamiltonien H € F assez
proche de Kj s’écrit de fagcon essentiellement unique sous la forme

1 & .
(x) H(@.p)=Kog,ok(q.p)+c+ 5 ;mln 2np;,

ou
» K € F, est proche de Ko;

» c e R, s € R"sont proches de 0;

> kq(q,p) :=(q,p+ do(q)) est un symplectomorphisme de
T" x T";

» ¢ appartient a un voisinage de 0 dans le bon espace de Fréchet
E := Cg°(T") des fonctions lisses de moyenne nulle;

>  appartient a un voisinage de 0 dans E"; on note hle
difféomorphisme h := idr» + ¢ voisin de l'identité de T", et g,, un
symplectomorphisme de T” x T" qui coincide avec T*h au
voisinage de la section nulle T" x {0} C T" x R".
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Lorsque 8 = 0, le hamiltonien perturbé est donc, a une constante
additive pres, déduit d’'un hamiltonien K € F,, par le
symplectomorphisme g, o k.
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Lorsque 8 = 0, le hamiltonien perturbé est donc, a une constante
additive pres, déduit d’'un hamiltonien K € F,, par le
symplectomorphisme g, o ky. Il posséde donc un tore lagrangien
invariant a-quasipériodique voisin de {p = 0}.
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Lorsque 8 = 0, le hamiltonien perturbé est donc, a une constante
additive pres, déduit d’'un hamiltonien K € F,, par le
symplectomorphisme g, o ky. Il posséde donc un tore lagrangien
invariant a-quasipériodique voisin de {p = 0}.

Plus précisément, on construit une bonne application de classe C*
PGy
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Lorsque 8 = 0, le hamiltonien perturbé est donc, a une constante
additive pres, déduit d’'un hamiltonien K € F,, par le
symplectomorphisme g, o ky. Il posséde donc un tore lagrangien
invariant a-quasipériodique voisin de {p = 0}.

Plus précisément, on construit une bonne application de classe C*
PGy

» définie sur un voisinage V de 0 dans E”,
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Lorsque 8 = 0, le hamiltonien perturbé est donc, a une constante
additive pres, déduit d’'un hamiltonien K € F,, par le
symplectomorphisme g, o ky. Il posséde donc un tore lagrangien
invariant a-quasipériodique voisin de {p = 0}.

Plus précisément, on construit une bonne application de classe C*
PGy

» définie sur un voisinage V de 0 dans E”,

» avaleurs dans un voisinage de l'identité dans le groupe des
symplectomorphismes de T x T",
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Lorsque 8 = 0, le hamiltonien perturbé est donc, a une constante
additive pres, déduit d’'un hamiltonien K € F,, par le
symplectomorphisme g, o ky. Il posséde donc un tore lagrangien
invariant a-quasipériodique voisin de {p = 0}.

Plus précisément, on construit une bonne application de classe C*
PGy

» définie sur un voisinage V de 0 dans E”,

» avaleurs dans un voisinage de l'identité dans le groupe des
symplectomorphismes de T x T",

» telle qu'on ait g.(q, p) = T*h(q, p) pour ||p|| assez petit.
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Lorsque 8 = 0, le hamiltonien perturbé est donc, a une constante
additive pres, déduit d’'un hamiltonien K € F,, par le
symplectomorphisme g, o ky. Il posséde donc un tore lagrangien
invariant a-quasipériodique voisin de {p = 0}.

Plus précisément, on construit une bonne application de classe C*
PGy

» définie sur un voisinage V de 0 dans E”,

» avaleurs dans un voisinage de l'identité dans le groupe des
symplectomorphismes de T x T",

» telle qu'on ait g.(q, p) = T*h(q, p) pour ||p|| assez petit.

La formule (x) définit alors une bonne application de classe C*>
o (K,0,p,8,c)—~ H.
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Lorsque 8 = 0, le hamiltonien perturbé est donc, a une constante
additive pres, déduit d’'un hamiltonien K € F,, par le
symplectomorphisme g, o ky. Il posséde donc un tore lagrangien
invariant a-quasipériodique voisin de {p = 0}.

Plus précisément, on construit une bonne application de classe C*
PGy

» définie sur un voisinage V de 0 dans E”,

» avaleurs dans un voisinage de l'identité dans le groupe des
symplectomorphismes de T x T",

» telle qu'on ait g.(q, p) = T*h(q, p) pour ||p|| assez petit.

La formule (x) définit alors une bonne application de classe C*>
o (K,0,p,8,c) — H. Sondomaine est F, x E x V x R" x R et elle
prend ses valeurs dans F.
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Lorsque 8 = 0, le hamiltonien perturbé est donc, a une constante
additive pres, déduit d’'un hamiltonien K € F,, par le
symplectomorphisme g, o ky. Il posséde donc un tore lagrangien
invariant a-quasipériodique voisin de {p = 0}.

Plus précisément, on construit une bonne application de classe C*
PGy

» définie sur un voisinage V de 0 dans E”,

» avaleurs dans un voisinage de l'identité dans le groupe des
symplectomorphismes de T x T",

» telle qu'on ait g.(q, p) = T*h(q, p) pour ||p|| assez petit.
La formule (x) définit alors une bonne application de classe C*

o (K,0,p,8,c) — H. Sondomaine est F, x E x V x R" x R et elle
prend ses valeurs dans F.

Théoréme: Lapplication ¢ est un bon difféomorphisme de classe
C= d'un voisinage de (Ko, 0,0, 0, 0) sur un voisinage de Kp dans F.
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Esquisse de preuve

» |l s’agit de montrer que la différentielle

AH = Dq)(Ka 03 907B7 C, AKv A97A<)07 Aﬂ?AC)
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Esquisse de preuve

» |l s’agit de montrer que la différentielle

AH = Dq)(Ka 03 907B7 C, AKv A97A<)07 Aﬂ?AC)

est inversible dans un voisinage de (Kp, 0,0,0,0), et que son
inverse est une bonne application.
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Esquisse de preuve

» |l s’agit de montrer que la différentielle

AH = Dq)(Ka 03 907B7 C, AKv A97A<)07 Aﬂ, AC)

est inversible dans un voisinage de (Kp, 0,0,0,0), et que son
inverse est une bonne application.

» On pose G(0, ) := g, o k.
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Esquisse de preuve

» |l s’agit de montrer que la différentielle

AH = Dq)(Ka 03 907B7 C, AKv A97A<)07 Aﬂ?AC)

est inversible dans un voisinage de (Kp, 0,0,0,0), et que son
inverse est une bonne application.

» On pose G(0, ) := g, o kg. On va d’abord supposer que ¢ = 0,
¢ =0, c’est-a-dire que G(0, ¢) = idny .
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Esquisse de preuve

» |l s’agit de montrer que la différentielle

AH:=Do(K,0,¢,5,¢c, AK, A0, Ap, AS, Ac)
est inversible dans un voisinage de (Kp, 0,0,0,0), et que son
inverse est une bonne application.

» On pose G(0, ) := g, o kg. On va d’abord supposer que ¢ = 0,
¢ =0, c’est-a-dire que G(0, ¢) = idny .

> La différentielle AG := DG(0,0, A8, Ap) est un champ de
vecteurs sur T” x T" qui est donné au voisinage de T" x {0} par
la formule
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Esquisse de preuve

» |l s’agit de montrer que la différentielle

AH:= DO(K, 0,0, 8, ¢, AK, A0, Ap, A, Ac)

est inversible dans un voisinage de (Kp, 0,0,0,0), et que son
inverse est une bonne application.

» On pose G(0, ) := g, o kg. On va d’abord supposer que ¢ = 0,
¢ =0, c’est-a-dire que G(0, ¢) = idny .

> La différentielle AG := DG(0,0, A8, Ap) est un champ de
vecteurs sur T” x T" qui est donné au voisinage de T" x {0} par
la formule

0 6A9 oA
AG(q,p) =) Dpi(q) 75— +Z Z P L)
ole; 8‘% oq; 8,01

i
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» Posons si(q, p) := 5-sin27rp;. Ona

(E) AH=AK+AGK+Ac+ > Ap;s;.

I
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» Posons si(q, p) := 5~ sin27p;. On a

T

(E) AH=AK+AGK+Ac+ > Ap;s;.

I

» On écrit
AH(q,p) = DoH(q) + > piA1jH(q) + AzH(q. p),
Jj

ol Ay H s’annule a l'ordre 2 le long de T” x {0}.
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» Posons si(q, p) := 5~ sin27p;. On a

T

(E) AH=AK+AGK+Ac+ > Ap;s;.

I

» On écrit
AH(q,p) = DoH(q) + > piA1jH(q) + AzH(q. p),
Jj

ol Ay H s’annule a l'ordre 2 le long de T” x {0}.

» Lespace linéaire associé a I'espace affine F, est précisément
I'espace des hamiltoniens AK qui s’annulent a I'ordre 2 le long
de T" x {0}.

Jean-Christophe Yoccoz Quelques aspects de la théorie des systémes dynamiques q



» Posons si(q, p) := 5-sin27rp;. Ona

(E) AH=AK+AGK+Ac+ > Ap;s;.

i

» On écrit
H(g.p) = DoH(q) + > piA1H(q) + A2H(q, p),
j

ol Ay H s’annule a l'ordre 2 le long de T” x {0}.

» Lespace linéaire associé a I'espace affine F, est précisément
I'espace des hamiltoniens AK qui s’annulent a I'ordre 2 le long
de T" x {0}.

» Lestermes d’ordre 0 dans (E) conduisent a

8A9
Eo) AoH = Za/a c,
I
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» Posons si(q, p) := 5-sin27rp;. Ona

(E) AH=AK+AGK+Ac+ > Ap;s;.

i

» On écrit
H(g.p) = DoH(q) + > piA1H(q) + A2H(q, p),
j

ol Ay H s’annule a l'ordre 2 le long de T” x {0}.

» Lespace linéaire associé a I'espace affine F, est précisément
I'espace des hamiltoniens AK qui s’annulent a I'ordre 2 le long
de T" x {0}.

» Lestermes d’ordre 0 dans (E) conduisent a

8A9
Ey) AoH = Za/a c,
I

qu’on résout (de fagon unique) en Ac, A6, puisque o € HDC.
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» Pour écrire 'équation concernant les termes d’ordre 1, on
développe K a l'ordre 2:

Jean-Christophe Yoccoz Quelques aspects de la théorie des systémes dynamiques q



» Pour écrire 'équation concernant les termes d’ordre 1, on
développe K a l'ordre 2:

K(q.p)=> aipi+ Y bij(@pip+ O(lpl®),.
i ij
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» Pour écrire 'équation concernant les termes d’ordre 1, on
développe K a l'ordre 2:

p)=>_aipi+ Y bi(q)pip + O(lpl®),
i i

et on obtient

aAQ OAp;
(E1j A1JH 2 E E o 6(;0/ +A6j.
j
i
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» Pour écrire 'équation concernant les termes d’ordre 1, on
développe K a l'ordre 2:

p)=>_aipi+ Y bi(q)pip + O(lpl®),
i i

et on obtient

80 , 00y,
(E1j A1JH 2 E E Q;j 8(;0] +A6j'
j
i

» On doit donc avoir

aA0
Aﬁj:/ (A H - 22 =7 b,
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» Pour écrire 'équation concernant les termes d’ordre 1, on
développe K a l'ordre 2:

p)=>_aipi+ Y bi(q)pip + O(lpl®),
i i

et on obtient

BAH OAyp;
(E1j A1JH 2 E E «; 6(;0/ +A6j.
i
i

» On doit donc avoir
ONG
Aﬁj:/ (A H - 2§: =7 b,

et I'équation (E; ;) détermine ensuite de fagon unique Agy;.
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» Lorsque G := G(0, ¢) n'est pas égal a l'identité,
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» Lorsque G := G(0, ¢) n'est pas égal a l'identité, on pose

h =id + ¢, Egﬁ =Apoh™", AG:=NOoh .
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» Lorsque G := G(0, ¢) n'est pas égal a l'identité, on pose

h =id + ¢, Egﬁ =Apoh™", AG:=NOoh .

> On écrit DG(0, ¢, A9, Ap) =: AG o G ou le champ de vecteurs
AG est maintenant donné au voisinage de T" x {0} par
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» Lorsque G := G(0, ¢) n'est pas égal a l'identité, on pose

h =id + ¢, Egﬁ =Apoh™", AG:=NOoh .

> On écrit DG(0, ¢, A9, Ap) =: AG o G ou le champ de vecteurs
AG est maintenant donné au voisinage de T" x {0} par

~ 0 3A9 8Ag0/
= JANG), — + .
P) Z #(D5q Z( aq, Z P o ap,
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» Lorsque G := G(0, ¢) n'est pas égal a l'identité, on pose

h =id + ¢, Egﬁ =Apoh™", AG:=NOoh .

> On écrit DG(0, ¢, A9, Ap) =: AG o G ou le champ de vecteurs
AG est maintenant donné au voisinage de T" x {0} par

~ 0 3A9 8Ag0/
=) Api(Q)5= +
P) Z #(D5q Z( aq, Z P o ap,

» Posons AH := AHo G ',3(q,p) := sio G (g, p).

Jean-Christophe Yoccoz Quelques aspects de la théorie des systémes dynamiques q



» Lorsque G := G(0, ¢) n'est pas égal a l'identité, on pose

h =id + ¢, Egﬁ =Apoh™", AG:=NOoh .

> On écrit DG(0, ¢, A9, Ap) =: AG o G ou le champ de vecteurs
AG est maintenant donné au voisinage de T" x {0} par

~ 0 3A9 8Ag0/
P) Z #(D5q Z( aq, Z P o ap,
» Posons AH := AHo G, 5(q,p) =80 G '(q,p). Ona

(E) AH:=AK+AGK+Ac+) AR S,
i
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» Le développement le long de T x {0} conduit maintenant a

. BN -
(Eo) A()H:Za/ 5q +AC+ZAB,- si(-, 0),
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» Le développement le long de T x {0} conduit maintenant a

. BN -
(Eo) A()H:Za/ 5q +AC+ZAB,- si(-, 0),

- - RN OAy; 9%
Erj) AjH=2>""—"b;-> a + > AB (.,0).
(Ex)) Y - oq; bij - ai aq; - bi 8pj(’0)
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» Le développement le long de T x {0} conduit maintenant a

. BN -
(Eo) A()H:Za/ 5q +AC+ZAB,- si(-, 0),

- - RN OAy; 9%
Erj) AjH=2>" b a + 3 AL 2 (.,0).
(Ex)) Y - oq; bij - ai aq; - bi 8pj(’0)

» || faut avoir

(Vo) /HEOH:AC—kZAB, /Tng,-(.,O),
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» Le développement le long de T x {0} conduit maintenant a

~ .~ BN
(Eo) AoH = zj:a/ G

i Si(., 0),

- BN ONp; J3;
(Erj)) ApH= 22 '/—Za/ 2y A8 (., 0)
; 0q; ; op;
» || faut avoir

(Vo) /HEOH:AC—kZAB, /Tng,-(.,O),

~ YN 9s;
(MU) / AUH QE , b,, E Ap; 5 I )
g /
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» Les coefficients a; := an Si(.,0) sont petits

Jean-Christophe Yoccoz Quelques aspects de la théorie des systémes dynamiques q



» Les coefficients a; := an Si(.,0) sont petits et la matrice
mjj = 1 5 (-, 0) est proche de lidentité.
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» Les coefficients a; := an Si(.,0) sont petits et la matrice
mjj = 1 5 (-, 0) est proche de lidentité.

» Etant donné Ag € R”, I'équation (A7Io) détermine Ac
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» Les coefficients a; := an Si(.,0) sont petits et la matrice
mjj = 1 5 (-, 0) est proche de lidentité.

» Etant donné AgB € R”, I'équation (M) détermine Ac puis (Eo)
détermine A6.
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» Les coefficients a; := an Si(.,0) sont petits et la matrice
mjj = 1 5 (-, 0) est proche de lidentité.

» Etantdonné Aj € R”, I'équation (My) détermine Ac puis (E)
détermine A#. Léquation (M; ;) détermine alors un nouveau
vecteur ApS.
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» Les coefficients a; := an Si(.,0) sont petits et la matrice
mjj = 1 5 (-, 0) est proche de lidentité.

» Etantdonné Aj € R”, I'équation (Mo) détermine Ac puis (Eo)
détermine Afd. L'équation (M1 j) détermine alors un nouveau
vecteur Aﬂ

» Comme a est petit et m proche de l'identité, I'application
AB — Ap est une contraction
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» Les coefficients a; := an Si(.,0) sont petits et la matrice
mjj = 1 5 (-, 0) est proche de lidentité.

» Etantdonné Aj € R”, I'équation (Mo) détermine Ac puis (Eo)
détermine Afd. L'équation (M1 j) détermine alors un nouveau
vecteur Aﬂ

» Comme a est petit et m proche de l'identité, I'application
Ap — Af est une contraction et a donc un unique point fixe.
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» Les coefficients a; := an Si(.,0) sont petits et la matrice
mjj = 1 5 (-, 0) est proche de lidentité.

» Etantdonné Aj € R”, I'équation (Mo) détermine Ac puis (Eo)
détermine Afd. L'équation (M1 j) détermine alors un nouveau
vecteur Aﬂ

» Comme a est petit et m proche de l'identité, I'application
Ap — AP est une contraction et a donc un unique point fixe. Le
systéme formé par (Z:o), (I\7I1 ,j) @ une unique solution
(AB, Ac, AD).
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» Les coefficients a; := an Si(.,0) sont petits et la matrice
mjj = 1 5 (-, 0) est proche de lidentité.

» Etantdonné Aj € R”, I'équation (Mo) détermine Ac puis (Eo)
détermine Afd. L'équation (M1 j) détermine alors un nouveau
vecteur Aﬂ

» Comme a est petit et m proche de l'identité, I'application
Ap — AP est une contraction et a donc un unique point fixe. Le
systéme formé par (Z:o), (I\7I1 ,j) @ une unique solution
(AB, Ac, AG). On obtient finalement &p,- a partir de (E; J)-
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» Les coefficients a; := an Si(.,0) sont petits et la matrice
mjj = 1 5 (-, 0) est proche de lidentité.

» Etantdonné Aj € R”, I'équation (Mo) détermine Ac puis (Eo)
détermine Afd. L'équation (M1 j) détermine alors un nouveau
vecteur Aﬂ

» Comme a est petit et m proche de l'identité, I'application
AB — Ap est une contraction et a donc un unique point fixe. Le
systéme formé par (Eo), (M; ;) a une unique solution
(AB, Ac, Af). On obtient finalement Ay; a partir de (E4 ).

» On a ainsi construit I'inverse de la différentielle de ¢ dans le
voisinage de (K, 0,0,0,0).
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» Les coefficients a; := an Si(.,0) sont petits et la matrice
mjj = 1 5 (-, 0) est proche de lidentité.

» Etantdonné Aj € R”, I'équation (Mo) détermine Ac puis (Eo)
détermine Afd. L'équation (M1 j) détermine alors un nouveau
vecteur Aﬂ

» Comme a est petit et m proche de l'identité, I'application
Ap — Af est une contraction et a donc un unique point fixe. Le
systéme formé par (Z:o), (I\7I1 ,j) @ une unique solution
(AB, Ac, 59). On obtient finalement &p,- a partir de (E J)-

» On a ainsi construit l'inverse de la différentielle de ¢ dans le
voisinage de (K, 0,0,0,0). Il reste a vérifier que c’est une
bonne application ... O
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