TRANSITIVITE D’'UN CHAMP DE VECTEURS SUR C?

M. R. HERMAN
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Sur C? on considere les champs de vecteurs
X 2z = (21, 20, 23) — (p(22, 23), 2Wize, —2mivz3)

ot @ € RY = {z € R,z > 0} et ¢ est une fonction entiere. X définit
un flot pour ¢ € C (i.e. une action de C, C-analytique) donné par la
formule

t
E(Z) — (21 +/ QO(QQMSZQ, 672m‘aszs)d8’ e2mtz2, 672m'at23).
0

On a l'intégrale premiere |zo|/|z3| pour Fi.

Proposition. [l eziste « € R — Q, o € R, ¢ une fonction entiére,
G C R* un Gs-dense tels que si jp € G alors (Fy)er, agissant sur
C x {|z2| = p, |23] = 1} a une orbite dense (= (Fi)iec, agissant sur
{(21, 22, 23), | 22|/ | 23| = pu} a une orbite dense).

Idée de la démonstration

A) On fixe p > 0 et on pose T), = {|22| = pu, |2z3] = 1}. Par catégorie
de Baire, on construit G}L un Gj-dense de fonctions entieres sur C?
avec la topologie compacte ouverte, Gi un Gs-dense de R tels que si
¢ € G, ac G leflot (Fy)er agissant sur C x T}, a une orbite dense
(F est associée a (p(z9, 23), 2miz, —2micr)). On démontre cette partie
A) en utilisant la catégorie de Baire par la méme méthode que dans
mon article avec Fathi, Astérisque vol. 49.

B) Soit (f1i)ien C R’ un ensemble dénombrable dense G' = NienG),.,
G? = NienG:, et p € G', a € G*. Soit

t
Gu,t(z) — (Z +/ S0(6271'1'822N’e—27rio¢szg)ds7627r7Lt22’ e—27riat23)'
0
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G, laisse invariant B = C x T. L’application
p (t€[-A Al — Gy € Dif f(CxT1))

est continue pour tout A € R : eneffet (¢ — G, € Homo(R, Dif f(Cx
T1)) € C°(R x B, B) et on met la topologie induite par la topologie
compacte ouverte sur C°(R x B, B) et Homo désigne les homomor-
phismes de groupe continus (B = C x T7).

Soient

V ={H; € Homo(R, Homeo(B)), (H;):cr & une orbite dense agissant sur B},
(Us)ien une base d’ouverts de B avec U; compact dans B et
W, = {Hy, 3o, Hy, (U;) N U; # 0}
OnaV :=n,;;W;; est un G; et donc
G = {1, (Gt)ter & une orbite dense dans B}
est un Gs. Comme G D (;)ien, G est un G5 dense.

Conséquence

Soit o, ¢, p € G donnés par la proposition, 2o et z3 tels que
22|/ | 23| = pet (Fy(21, 22, 23) )1er est dense dans CxT), alors (Fi(21, 22, 23) )iec
est dense dans {(z1, 29,23) € C3,|2a|/|23] = u}. Le flot (F})iec n'est
pas complétement intégrable (|z2|/|23] est la seule intégrale premiere).

Remarque

On peut trouver « € R — Q et ¢ € C¥(T? R) qui s’étend sur C/Z x
C/Z = T?®iR? en une fonction entiere tel que le flot associé au champ
de vecteurs (p, 1, a) sur R x T?

t
B(ulv 917 02) — (Ul +/ @(01 + S, 92 + Q{S)dS, 91 + t? 92 + Oét)
0

a une orbite dense sur R x T?. Le flot (F}) s’étend sur Cx C/Z x C/Z en
une action de C. Le flot (F})cr agissant sur R x T? n’a pas d’intégrale
premiere.



