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Sur C3 on considère les champs de vecteurs

X : z = (z1, z2, z3) 7→ (ϕ(z2, z3), 2πiz2,−2πiαz3)

où α ∈ R∗
+ = {x ∈ R, x > 0} et ϕ est une fonction entière. X définit

un flot pour t ∈ C (i.e. une action de C, C-analytique) donné par la
formule

Ft(z) = (z1 +

∫ t

0

ϕ(e2πisz2, e
−2πiαsz3)ds, e2πitz2, e

−2πiαtz3).

On a l’intégrale première |z2|/|z3| pour Ft.

Proposition. Il existe α ∈ R − Q, α ∈ R∗
+, ϕ une fonction entière,

G ⊂ R∗
+ un Gδ-dense tels que si µ ∈ G alors (Ft)t∈R, agissant sur

C× {|z2| = µ, |z3| = 1} a une orbite dense ( =⇒ (Ft)t∈C, agissant sur
{(z1, z2, z3), |z2|/|z3| = µ} a une orbite dense).

Idée de la démonstration

A) On fixe µ > 0 et on pose Tµ = {|z2| = µ, |z3| = 1}. Par catégorie

de Baire, on construit G1
µ un Gδ-dense de fonctions entières sur C2

avec la topologie compacte ouverte, G2
µ un Gδ-dense de R∗

+ tels que si

ϕ ∈ G1
µ, α ∈ G2

µ, le flot (Ft)t∈R agissant sur C× Tµ a une orbite dense
(F est associée à (ϕ(z2, z3), 2πiz2,−2πiα)). On démontre cette partie
A) en utilisant la catégorie de Baire par la même méthode que dans
mon article avec Fathi, Astérisque vol. 49.

B) Soit (µi)i∈N ⊂ R∗
+ un ensemble dénombrable dense G1 = ∩i∈NG1

µi
,

G2 = ∩i∈NG2
µi

et ϕ ∈ G1, α ∈ G2. Soit

Gµ,t(z) = (z +

∫ t

0

ϕ(e2πisz2µ, e−2πiαsz3)ds, e2πitz2, e
−2πiαtz3).

1Ce document, extrait des archives de Michel Herman, a été préparé par R.
Krikorian. Le titre a été rajouté par le rédacteur.
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Gµ laisse invariant B = C× T1. L’application

µ 7→ (t ∈ [−A, A] 7→ Gµ,t ∈ Diff(C× T1))

est continue pour tout A ∈ R : en effet (t 7→ Gµ,t ∈ Homo(R, Diff(C×
T1)) ⊂ C0(R × B, B) et on met la topologie induite par la topologie
compacte ouverte sur C0(R × B, B) et Homo désigne les homomor-
phismes de groupe continus (B = C× T1).

Soient

V = {Ht ∈ Homo(R, Homeo(B)), (Ht)t∈R a une orbite dense agissant sur B},
(Ui)i∈N une base d’ouverts de B avec Ūi compact dans B et

Wi,j = {Ht,∃t0, Ht0(Ui) ∩ Uj 6= ∅}.
On a V := ∩i,jWi,j est un Gδ et donc

G = {µ, (Gµ,t)t∈R a une orbite dense dans B}
est un Gδ. Comme G ⊃ (µi)i∈N, G est un Gδ dense.

�

Conséquence

Soit α, ϕ, µ ∈ G donnés par la proposition, z2 et z3 tels que
|z2|/|z3| = µ et (Ft(z1, z2, z3))t∈R est dense dans C×Tµ alors (Ft(z1, z2, z3))t∈C
est dense dans {(z1, z2, z3) ∈ C3, |z2|/|z3| = µ}. Le flot (Ft)t∈C n’est
pas complètement intégrable (|z2|/|z3| est la seule intégrale première).

Remarque

On peut trouver α ∈ R−Q et ϕ ∈ Cω(T2, R) qui s’étend sur C/Z×
C/Z = T2⊕ iR2 en une fonction entière tel que le flot associé au champ
de vecteurs (ϕ, 1, α) sur R× T2

Ft(u1, θ1, θ2) = (u1 +

∫ t

0

ϕ(θ1 + s, θ2 + αs)ds, θ1 + t, θ2 + αt)

a une orbite dense sur R×T2. Le flot (Ft) s’étend sur C×C/Z×C/Z en
une action de C. Le flot (Ft)t∈R agissant sur R×T2 n’a pas d’intégrale
première.


