NON EXISTENCE DE CONJUGAISON DIFFERENTIABLE A DES ROTATIONS POUR LES
DIFFEOMORPHISMES DU CERCLE DE CLASSE C2.!

MicHAEL ROBERT HERMAN

NOTATIONS.

On pose T!' = R/Z ; pour a € R, R, désigne la translation de R, 6 — 6 + «a . On désigne
par C"(T') lespace des fonctions Z-périodiques de classe C" de R dans R ; pour r > 1 et
1 < p < 400, on désigne par W"P(T*) I'espace de Sobolev des fonctions continues Z-périodiques
dont les dérivées au sens des distributions jusqu’a ordre r appartiennent & LP(T!).

On note

D"(TY) = {f € Dif f{(R), f — Id € C"(T")}
le groupe qui est le revetement universel des difféomorphismes du cercle de classe C" et
préservant 1’orientation.

Pour r > 2 et 1 < p < +00, on définit

D"(TY) ={fe DT, f—Ide W(T")} .

Avec la C"-topologie (resp. la W"P-topologie, p # +00), D"(T') (resp. D"?(T')) est un groupe
topologique polonais (i.e. homéomorphe a un espace métrique complet séparable).
On note p(f) le nombre de rotation de f € D°(T'). On pose :
Fo ={f € D'(T"), p(f) = o}
Frv = FOn D™(T)
Or ={hoR,oh ' h € D"(T")}.
On a O, C F!. L’ensemble F! (resp. FP) est fermé pour la C"-topologie (resp. la W7P-
topologie).

THEOREME. Pour tout o de type constant® I'ensemble F2\ O est un Gs-dense de F2 pour la
C?-topologie.

Pour f € D*(T'), on pose
Hy(f) = sup [[D"fllco -

nez
LEMME. Il existe une suite (f;)ien dans F° convergeant dans la C? topologie vers R, et telle
que Hi(f;) tende vers +oo.

DEMONSTRATION. Par la proposition d"Yves Meyer [3] il existe une suite (¢;);en de polynomes
trigonométriques de moyenne nulle vérifiant

(1) lim|[Deiflce =0,

1Ce document extrait des archives de Michel Herman a été préparé par F. Laudenbach et J.-C. Yoccoz.
2Un nombre « est de type constant s'il existe ¢ > 0 tel que |a — p/q| > ¢g~2 pour tout rationnel p/q.
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et telle que la suite 1); de polynomes trigonométriques de moyenne nulle définie par
Vi 0 Ry — i = i,
vérifie
(2)  lim|[¢iflco = +o0.
Quitte a multiplier ¢; par une constante positive, on peut supposer qu'on a aussi
(3) lim e/¥le* | Dgif| o = 0.,
On veut définir f; = h; o R, © h;l de facon a avoir
(4) (LogDf;) o hy = p; = LogDh; o R, — LogDh;,

et done .

1
Dh; = (/ e¥i(0) d@) eV
0

D’apres le théoreme d’Yves Meyer [3] (voir aussi [2] chap. V), la semi-norme BMO de 1; tend
vers 0 ; comme ); est de moyenne nulle, on a

1
(5) lim/ e Dap =1.
0
De la formule (4) on tire LogDf; = ¢; o h;*, et donc

0
fl<9) = C; +/ G@iOh;l(t)dt, c € R.
0

1 1 !
/ ecpiohi_ (t)dt — / eﬂoiDhi dt = / Dhl o Ra dt = 1 5
0 0 0

fi mod. 1 est un difféomorphisme analytique du cercle. Par [1] (chap. 3), il existe un unique
¢; € R tel que p(f;) = a. La suite f; ainsi construite est donc incluse dans F2°. Il suit de (3)
et (5) que

Comme on a

lim D%f; =0,
ce qui implique que la suite f; converge vers R, dans la C*-topologie (car les fonctions D f; — 1

et fi — R, s’annulent en au moins un point). Le fait que H;(f;) tende vers 400 résulte de (2),
de

Dh;o R
Dftoh, = 210 tina
Jite Dh,
et du fait que la suite (na),ecz est dense modulo 1. o

DEMONSTRATION DU THEOREME. Pour N € N posons
Ky ={f€eF; Hi(f)<N}.

Puisque la fonction f +— H;(f) € RU+o00 est semi-continue inférieurement pour la C*-topologie,
I'ensemble Ky est fermé. Il suit de [1] (chap. 4) que

O\NF:= ] Kx.

NeN
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D’apres le lemme, pour tout N > 1, la translation R, n’appartient pas a 'intérieur de Ky.
Pour tout h € DY(T!) et N > 1, il existe N’ tel que h Ky h™! C Kys. On en déduit que Ky
est d’intérieur vide ce qui implique le théoreme.
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