SUR L'’EQUATION COHOMOLOGIQUE POUR LES CHAMPS DE VECTEURS SUR LE TORE!
MicHAEL ROBERT HERMAN

Proposition. Soit X = (Xy,...,X,,) un champ de vecteurs de classe C* sur T™. On suppose
que, pour tout n € C(T"), il existe c € R et f € C(T") tels que
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Alors le champ de vecteurs X est C®°-conjugué a un champ de vecteurs constant o € R™ satis-
faisant a une condition diophantienne.

Soit (g¢),ep le flot associé a X.
Lemme 1. Le flot g; est uniquement ergodique.

Démonstration. Soit n € C*°(T") ; on a
T T
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Il en résulte que la fonction % fOT 1 o g; dt converge uniformément vers —c lorsque 7' tend vers
I'infini. Il existe donc une seule mesure de probabilité invariante. 0

Lemme 2. Le flot g, préserve une forme volume de classe C'™°.

Démonstration. On cherche une fonction ¢ € C®(T"), strictement positive, telle que
Lx(pdby A ... Ndb, =0), c.-a-d.
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Or par hypothese, il existe ¢ € R et f € C°°(T") tels que l'on ait

af oX,

Montrons que ¢ = 0. Comme dans la démonstration du lemme 1, si T" tend vers l'infini,
I 0X;
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converge unfiformément vers c. Or on a
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0;
Comme g7 est un difféomorphisme d’une variété compacte, la fonction Logdet Dgr ne peut
étre partout strictement positive ou négative. Donc ¢ = 0 et il suffit de prendre ¢ = ¢/. U

1
) o g, dt = fLog det Dgr.

Corollaire. Le flot g; est minimal.

Démonstration de la proposition. Pour 1 < j < n, en appliquant I’hypothese de la
proposition, il existe a; € R et ; € C°(T") tels que

0p;

Posons ® = (p1,...,¢,) et H(0) = 0 + ®(0). L’application H : T — T™ est de classe C* et

on a
DH X = a.
Ceci implique
(6) Hog(0) = H(O) + ta.
Comme le flot g; est minimal, det(DH) ne peut s’annuler en un point sans s’annuler partout ;
or H est homotope a 'identité, donc surjective. Donc det(DH) ne s’annule pas. On en déduit
que H est un revétement et donc un difféomorphisme de classe C*°. La formule (6) donne
alors :
Hogyo H(0) =0 +ta,
ce qui montre que X est C*°-conjugué au champ de vecteurs constant «.

Le fait que « satisfait a une condition diophantienne se voit comme suit : d’une part,
I’hypothese d’existence d'une solution a ’équation homologique est invariante par conjugai-
son C'*°; d’autre part, en écrivant I’équation homologique pour un champ de vecteurs constant
a en série de Fourier, on obtient que « satisfait a une condition diophantienne. U

Remarque. La proposition reste valable pour un difféomorphisme ¢ de T™ homotope a
I’identité si on remplace I’équation différentielle par I’équation aux différences finies

fog—f=c+n.



