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Objet de l’étude

Soit D un entier au moins égal à 1. On souhaite étudier la
dynamique d’une application de la forme

fc,B(x , y) = (Pc(x),0) + (B1(x , y),B2(x , y)),

où

I x ∈ R, y ∈ RD;
I Pc est le polynôme quadratique Pc(x) = x2 + c;
I Le domaine de définition de B1 et B2 (et donc aussi de fc,B)

est une boite B := [−3,3]×B(f), où B(f) est la boule
euclidienne de rayon f 6 1 centrée à l’origine de RD.
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On suppose que B1,B2 sont de classe C2 et petites dans B.
On posera

b = max(‖B1‖C2 , ‖B2‖C2)� 1.

On supposera aussi b < f/2.
Le paramètre c sera astreint à vérifier les conditions suivantes:

c > −2, 0 < b � c + 2� 1.

Exemple: Pour D = 1, f = 1, B1(x , y) = ±by , B2(x , y) = bx ,

fc,B = (x2 + c ± by ,bx),

On obtient la famille de difféomorphismes polynomiaux du plan
dite famille de Hénon, qui a fait l’objet de nombreuses études.
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Quelques rappels sur la dynamique de Pc

Pour c ∈ R, on désigne par

I Kc l’ensemble de Julia rempli, c’est à dire l’ensemble des
x ∈ R dont l’orbite sous Pc est bornée;

I Ec le bassin de l’infini, c’est a dire l’ensemble des x ∈ R
dont l’orbite sous Pc tend vers l’infini.

L’ensemble Kc est compact. L’ensemble Ec est ouvert. Les
deux ensembles sont invariants sous Pc . On a

R = Kc t Ec .
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Quelques rappels sur la dynamique de Pc (suite)

I Pour c > 1/4, on a Pc(x) > x ,∀x ∈ R, donc Kc = ∅,
Ec = R.

I Pour 1/4 > c > −2, on a Kc = [−β(c), β(c)], où
β(c) := 1

2(1 +
√

1− 4c) est le plus grand point fixe de Pc .
Le point critique 0 appartient à Kc .

I Pour −2 > c, Kc est un ensemble de Cantor. Le point
critique appartient à Ec . La dynamique de Pc sur Kc est
expansive et topologiquement conjuguée au décalage
unilatéral sur deux symboles.
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Quelques rappels sur la dynamique de Pc (suite)

Proposition (Fatou) Pour c ∈ [−2,1/4], Pc a au plus une
orbite non répulsive.

En effet, le bassin d’une telle orbite doit contenir un point critique.
On peut ainsi diviser l’intervalle [−2,1/4] en trois parties:

I une partie ouverte Hyp formée des paramètres c tels que Pc ait
une orbite périodique attractive. L’ ensemble de Julia Jc est le
complémentaire dans Kc du bassin de l’orbite périodique
attractive. Il est Pc-invariant, de mesure de Lebesgue nulle et ne
contient pas le point critique. La dynamique de Pc sur Jc est
expansive.

I une partie dénombrable discrète Par formée des paramètres c
tels que Pc ait une orbite périodique parabolique. Le bassin de
l’orbite parabolique est alors de mesure de Lebesgue totale
dans Kc .

I une partie Irreg formée des paramètres c tels que toutes les
orbites périodiques de Pc soient répulsives.
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Résultats principaux

On note Sto l’ensemble des paramètres c ∈ [−2,1/4] qui ont la
propriété suivante:

Pc possède une mesure de probabilité µ qui soit invariante,
ergodique, absolument continue par rapport à la mesure de
Lebesgue, et ait un exposant de Lyapunov θ strictement positif:
for µ-presque tout x

lim
n→+∞

1
n

log |DPn
c (x)| = θ.

Comme le support de µ est de mesure de Lebesgue positive,
on a

Sto ⊂ Irreg.

Jean-Christophe Yoccoz Perturbations multidimensionnelles des polynômes quadratiques (1)



Résultats principaux

On note Sto l’ensemble des paramètres c ∈ [−2,1/4] qui ont la
propriété suivante:
Pc possède une mesure de probabilité µ qui soit invariante,

ergodique, absolument continue par rapport à la mesure de
Lebesgue, et ait un exposant de Lyapunov θ strictement positif:
for µ-presque tout x

lim
n→+∞

1
n

log |DPn
c (x)| = θ.

Comme le support de µ est de mesure de Lebesgue positive,
on a

Sto ⊂ Irreg.

Jean-Christophe Yoccoz Perturbations multidimensionnelles des polynômes quadratiques (1)



Résultats principaux

On note Sto l’ensemble des paramètres c ∈ [−2,1/4] qui ont la
propriété suivante:
Pc possède une mesure de probabilité µ qui soit invariante,
ergodique,

absolument continue par rapport à la mesure de
Lebesgue, et ait un exposant de Lyapunov θ strictement positif:
for µ-presque tout x

lim
n→+∞

1
n

log |DPn
c (x)| = θ.

Comme le support de µ est de mesure de Lebesgue positive,
on a

Sto ⊂ Irreg.

Jean-Christophe Yoccoz Perturbations multidimensionnelles des polynômes quadratiques (1)



Résultats principaux

On note Sto l’ensemble des paramètres c ∈ [−2,1/4] qui ont la
propriété suivante:
Pc possède une mesure de probabilité µ qui soit invariante,
ergodique, absolument continue par rapport à la mesure de
Lebesgue,

et ait un exposant de Lyapunov θ strictement positif:
for µ-presque tout x

lim
n→+∞

1
n

log |DPn
c (x)| = θ.

Comme le support de µ est de mesure de Lebesgue positive,
on a

Sto ⊂ Irreg.

Jean-Christophe Yoccoz Perturbations multidimensionnelles des polynômes quadratiques (1)



Résultats principaux

On note Sto l’ensemble des paramètres c ∈ [−2,1/4] qui ont la
propriété suivante:
Pc possède une mesure de probabilité µ qui soit invariante,
ergodique, absolument continue par rapport à la mesure de
Lebesgue, et ait un exposant de Lyapunov θ strictement positif:
for µ-presque tout x

lim
n→+∞

1
n

log |DPn
c (x)| = θ.

Comme le support de µ est de mesure de Lebesgue positive,
on a

Sto ⊂ Irreg.

Jean-Christophe Yoccoz Perturbations multidimensionnelles des polynômes quadratiques (1)



Résultats principaux

On note Sto l’ensemble des paramètres c ∈ [−2,1/4] qui ont la
propriété suivante:
Pc possède une mesure de probabilité µ qui soit invariante,
ergodique, absolument continue par rapport à la mesure de
Lebesgue, et ait un exposant de Lyapunov θ strictement positif:
for µ-presque tout x

lim
n→+∞

1
n

log |DPn
c (x)| = θ.

Comme le support de µ est de mesure de Lebesgue positive,
on a

Sto ⊂ Irreg.

Jean-Christophe Yoccoz Perturbations multidimensionnelles des polynômes quadratiques (1)



Théorème (Jakobson 1981)

L’ ensemble Sto est de mesure
de Lebesgue positive. Plus précisément,

lim
ε→0

1
ε

Leb (Sto ∩ [−2,−2 + ε]) = 1.

Théorème (Graczyk-Swiatek, Lyubich 1997-8) L’ensemble
ouvert Hyp est dense dans [−2,1/4].

Théorème (Lyubich 2002) L’ensemble Irreg \ Sto est de
mesure de Lebesgue nulle.

Donc Hyp ∪ Sto est de mesure totale dans [−2,1/4], chacun
des deux ensembles étant de mesure de Lebesgue positive.
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Remarque Pour c ∈ (−2,−1], l’intervalle
[c, c2 + c] = [Pc(0),P2

c (0)] est positivement invariant sous Pc .

On a ⋃
n>0

P−n
c ([c, c2 + c]) = int(Kc) = (−β(c), β(c)).

Pour les paramètres c ∈ Sto construits dans la preuve du
théorème de Jakobson, le support de la mesure µ est égal à
[c, c2 + c]. Pour ces paramètres, la dynamique de Pc sur
[c, c2 + c] est transitive.
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Points fixes de fc,B

Pour c ∈ [−2,1/4), on note β(c) := 1
2 (1 +

√
1− 4c) et

α(c) := 1
2 (1−

√
1− 4c) les deux points fixes de Pc .

Pour c proche de −2, on a

β(c) = 2− 1
3

(c+2)+O((c+2)2), α(c) = −1+
1
3

(c+2)+O((c+2)2).

Les points fixes de fc,0 sont (β(c),0) et (α(c),0).
Par le théorème des fonctions implicites, fc,B a deux points fixes
β(c,B) et α(c,B) qui vérifient

β(c,B) = (β(c),0) + O(b), α(c,B) = (α(c),0) + O(b).
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Variétés stables des points fixes

La variété stable locale de β = β(c,B) est l’ensemble

W s
loc(β) := {(x , y) | |x −β(c)| < 2b, ‖y‖ 6 f, lim

n
f n
c,B(x , y) = β}.

D’après le théorème de la variété stable, W s
loc(β) est le graphe

d’une application de class C2: B(f)→ (β(c)− 2b, β(c) + 2b)
qui est O(b) proche d’une constante dans la C2-topologie.
L’image inverse f−1

c,B(W s
loc(β)) a deux composantes connexes.

L’une est égale à W s
loc(β). L’autre est un graphe O(b) proche

de {x = −β(c)}. On notera (abusivement) W s
loc(−β) cette

deuxième composante.
Les mêmes conclusion valent pour l’autre point fixe
α := α(c,B) de fc,B.
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3c-2b c2 +c+10b

D

D̂

fc,B(D)

W s
loc(β) W s

loc(−β)

-3
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L’attracteur potentiel

Dans la figure précédente:

I D̂ est le tube dans {‖y‖ 6 f} borné par W s
loc(β) et W s

loc(−β).

I D est le tube dans {‖y‖ 6 f} borné par {x = c − 2b} et
{x = c2 + c + 10b}.

On a

fc,B(D) ⊂ D.

L’attracteur potentiel A est la partie compacte

A :=
⋂
n>0

f n
c,B(D) =

⋂
n>0

f n
c,B(D̂).
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L’objectif principal

Pour chaque entier M assez grand,

pour tout b < b(M)� 4−M ,
on veut construire un ensemble EM,B de paramètres c (dits
fortement réguliers dans la suite) avec les propriétés suivantes:

I EM,B ⊂ [−2 + ℵ 4−M ,−2 + ℵ 41−M ] (avec ℵ := 4π2

9 );

I
Leb(EM,B)

ℵ(41−M−4−M)
> δM , avec limM→∞ δM = 1;

I Pour c ∈ EM,B, l’attracteur A supporte une mesure
ergodique physique µ invariante par fc,B. En fait, Lebesgue
presque tout point de D̂ est µ-générique;

I La mesure µ a un exposant de Lyapunov strictement positif
et D exposants strictement négatifs.
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I EM,B ⊂ [−2 + ℵ 4−M ,−2 + ℵ 41−M ] (avec ℵ := 4π2

9 );

I
Leb(EM,B)

ℵ(41−M−4−M)
> δM ,

avec limM→∞ δM = 1;

I Pour c ∈ EM,B, l’attracteur A supporte une mesure
ergodique physique µ invariante par fc,B. En fait, Lebesgue
presque tout point de D̂ est µ-générique;

I La mesure µ a un exposant de Lyapunov strictement positif
et D exposants strictement négatifs.
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Plan de la preuve du théorème de Jakobson (le cas
b = 0)

1. Intervalles réguliers et quasiréguliers.

2. Paramètres réguliers;

3. Paramètres fortement réguliers;

4. Abondance des paramètres fortement réguliers.

Jean-Christophe Yoccoz Perturbations multidimensionnelles des polynômes quadratiques (1)



Plan de la preuve du théorème de Jakobson (le cas
b = 0)

1. Intervalles réguliers et quasiréguliers.

2. Paramètres réguliers;

3. Paramètres fortement réguliers;

4. Abondance des paramètres fortement réguliers.

Jean-Christophe Yoccoz Perturbations multidimensionnelles des polynômes quadratiques (1)



Plan de la preuve du théorème de Jakobson (le cas
b = 0)

1. Intervalles réguliers et quasiréguliers.

2. Paramètres réguliers;

3. Paramètres fortement réguliers;

4. Abondance des paramètres fortement réguliers.

Jean-Christophe Yoccoz Perturbations multidimensionnelles des polynômes quadratiques (1)



Plan de la preuve du théorème de Jakobson (le cas
b = 0)

1. Intervalles réguliers et quasiréguliers.

2. Paramètres réguliers;

3. Paramètres fortement réguliers;

4. Abondance des paramètres fortement réguliers.

Jean-Christophe Yoccoz Perturbations multidimensionnelles des polynômes quadratiques (1)



Intervalles quasiréguliers

Posons A := (α,−α), ∆0 := {α,−α}, ∆n = P−n
c (∆0) pour n > 0.

Notons In l’ensemble des composantes connexes bornées de R \∆n.
L’ensemble ∆n est symétrique par rapport à 0: ∆n = −∆n.
L’ensemble I0 est constitué d’un seul élément: l’intervalle A.

Lemme Soit I ∈ In (n > 0). Alors

I soit I = (−γ, γ), avec ±γ ∈ ∆n; Pc|I n’est pas inversible;

I soit Pc|I est un difféomorphisme sur un intervalle de In−1.

Définition Un intervalle I ∈ In est quasirégulier si Pn
c|I est un

difféomorphisme sur A.
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Elements spéciaux de ∆n et l’entier M

Les points α(n) ∈ ∆n sont définis par α(0) := α, Pc(±α(n)) = −α(n−1),
α(n) < 0.
L’entier M > 2 est défini par Pc(0) ∈ (α(M−1), α(M−2)). C’est le temps
de retour du point critique 0 dans A.
Les points α̃(n) ∈ ∆n (1 6 n 6 M − 1) sont définis par
Pc(±α̃(n)) = α(n−1), α̃(n) < 0. On a α̃(1) = α.
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Intervalles réguliers. Paramètres réguliers

Posons Â := (α(1),−α(1)). C’est un voisinage de A.

Définition Un intervalle quasirégulier I ∈ In est régulier s’il
possède un voisinage qui s’envoie difféomorphiquement par Pn

c
sur Â. Un point x est n-régulier s’il existe 0 < m 6 n et un
intervalle régulier I ∈ Im qui contienne x .

Définition Un paramètre c ∈ [−2,−1] est régulier s’il existe
des constantes C, θ > 0 telles que la mesure de Lebesgue de
l’ensemble des points de A qui ne sont pas n-réguliers est
6 C exp(−θn) (pour tout n > 0).

Proposition Un paramètre régulier appartient à Sto.
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sur Â. Un point x est n-régulier s’il existe 0 < m 6 n et un
intervalle régulier I ∈ Im qui contienne x .

Définition Un paramètre c ∈ [−2,−1] est régulier s’il existe
des constantes C, θ > 0 telles que la mesure de Lebesgue de
l’ensemble des points de A qui ne sont pas n-réguliers est
6 C exp(−θn) (pour tout n > 0).

Proposition Un paramètre régulier appartient à Sto.

Jean-Christophe Yoccoz Perturbations multidimensionnelles des polynômes quadratiques (1)



Intervalles réguliers. Paramètres réguliers
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L’application de premier retour dans A

On rappelle que Pc(0) ∈ (α(M−1), α(M−2)).

Le temps de premier
retour dans A d’un point x ∈ A est égal à

I n (avec 2 6 n < M) pour x ∈ C+
n := (α̃(n−1), α̃(n)) et

x ∈ C−n := (−α̃(n),−α̃(n−1));
I M pour x ∈ (α̃(M−1),−α̃(M−1)).

Lemme Les intervalles C±n ∈ In sont quasiréguliers pour
2 6 n < M, réguliers pour 2 6 n < M − 1.

On note R l’application de premier retour dans A.
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Paramètres fortement réguliers

Posons c1 = PM
c (0) = R(0) ∈ A, N1 = M.

Pour k > 1, on définit par
récurrence ck ∈ A et des entiers nk−1,Nk de la façon suivante

I On suppose qu’il existe nk−1 > 0 et un intervalle régulier
Jk−1 ∈ Ink−1 contenant ck−1;

I On choisit la paire (nk−1, Jk−1) qui minimise nk−1.

I On pose ck = Pnk−1
c (ck−1) ∈ A et Nk = Nk−1 + nk−1.

On a donc ck = PNk
c (0) pour k > 1.

Définition Le paramètre c (avec Pc(0) ∈ (α(M−1), α(M−2))) est
fortement régulier si la suite (ck ) est définie pour k > 1 et si on a,
pour tout k > 1 ∑

0<`<k,n`>M

n` 6 2−
√

MNk .

La condition n` > M signifie que c` ∈ (α̃(M−1),−α̃(M−1)).
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Fin de la preuve

On conclut la preuve du théorème de Jakobson par les deux
propositions suivantes.

Proposition Un paramètre fortement régulier est régulier
(donc appartient à l’ensemble Sto).

Proposition La mesure de Lebesgue relative de l’ensemble
des paramètres fortement réguliers dans l’intervalle
(−2,−2 + ε) tend vers 1 lorsque ε tend vers 0+.
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Dynamique symbolique pour R. Itinéraire critique
Pour 2 6 n < M, on a défini C+

n := (α̃(n−1), α̃(n)) et l’intervalle
symétrique C−n := (−α̃(n),−α̃(n−1)).

On pose aussi C+
M := (α̃M−1,0)

et C−M := (0,−α̃M−1).

Notons A l’alphabet

A := {Cε
n , 2 6 n 6 M, ε ∈ {+,−}}.

Définition Pour un point x ∈ A vérifiant Pn
c (x) 6= 0, α pour tout n > 0,

l’itinéraire de x est la suite θ(x) ∈ AN définie par

Rn(x) ∈ θn(x), ∀ n > 0.

On suppose que Pn
c (0) 6= 0, α pour tout n > 0.

Définition L’itinéraire critique est la suite (Θn)n>0 définie par

Rn(0) ∈ Θn, ∀n > 0.
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Mots admissibles, quasiréguliers,réguliers

On note Ω :=
⊔

n>0 A
n l’ensemble des mots finis dans

l’alphabet A.

Pour ω = (ω0, . . . , ωn−1) ∈ Ω, on définit

I(ω) :=
⋂

06j<n

R−j(ωj).

Comme la restriction de R à chaque Cε
n (2 6 n 6 M) est

monotone, on a le
Lemme L’ensemble I(ω) est soit vide, soit un intervalle ouvert.
Définition Un mot ω ∈ Ω est

I admissible si I(ω) n’est pas vide;
I quasirégulier si I(ω) est un intervalle quasirégulier;
I régulier si I(ω) est un intervalle régulier.

On verra comment ces propriétés sont reliées à l’itinéraire
critique.
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