Equations différentielles et systemes dynamiques
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Vers la fin des années 60, HENON a étudié numériquement la famille & deux
parametres de difféomorphismes polynomiaux du plan définie par

H, (xy)=x>+c-byux),

oll ¢ est un paramétre réel, et b, qui est la valeur constante du jacobien, est un
parametre réel non nul. Il constate, pour certaines valeurs des parametres, 1’exis-
tence d’attracteurs « étranges ». A la fin des années 80, Benedicks et Carleson
établissent I’existence de tels attracteurs, lorsque le jacobien b est fixé tres petit,
pour un ensemble de mesure positive de valeurs du parametre c. Les propriétés
de ces attracteurs, et en particulier I’existence d’une mesure de Sinai-Ruelle-
Bowen reflétant le comportement asymptomatique de presque toute orbite dans
leur bassin, ont été établies ensuite par Benedicks, Viana et Young. Le but du
cours était pour 1’essentiel de développer des concepts et des outils permettant
d’analyser plus précisément la dynamique de ces attracteurs, en vue d’élaborer a
terme une théorie générale de la dynamique non uniformément hyperbolique.

Supposons donc 0 < b < 1 ; lorsque b =0, ’application de Hénon dégénere en
un polyndme quadratique réel (cf. le cours de I’année derniére) ; les valeurs du
parametre ¢ considérées seront proches de — 2.

L’application H,_ posseéde alors deux points fixes («, «) et (8, 8), avec «
proche de — 1 et 8 proche de 2. Ces points fixes sont hyperboliques. La compo-
sante connexe de (8, B) dans l’intersection de sa variété stable avec la bande

{Iyl =3} estun arc y(B) = {x = gz(»), |yl = 3}, avec
05 () =B+ 0(b).

La préimage de cet arc rencontre la bande {|y| =< 3} suivant y(f3) et un autre
arc (- f8) = {x= 9 (), Iyl = 3} vérifiant

©.5() =~ B+0(b).
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En considérant 1’autre point fixe (a, «), on introduit de fagon similaire des arcs
Y(a), y(— ) contenus dans la variété stable de ce point et presque verticaux. Ces
arcs donnent naissance aux rectangles

F ={lyl =3, p400) = x = @s0) },
={lyl =3, 9,0 =x=<¢_,»}

Pour les valeurs du parametre ¢ étudiées, 1’application H, envoie % dans lui-
méme, et I’attracteur associé est égal a

K,.= N H: ().

b.c
n=0

On définit par récurrence une suite de composantes connexes y(£ ™), n = 0
de I'intersection de la variété stable de («, «) avec la bande { |yl < 3}:

a“” =,
H,! (y(@" ") =y@”) U y(-a®),

I’arc (") se situant dans la composante gauche de &2 — .o/ Les valeurs de ¢
considérées sont alors plus spécifiquement précisées par la condition suivante : il
existe un (grand) entier M tel que les paraboles {x=y’+c + 3b}, images par
H, _ des droites horizontales {y = = 3}, rencontrent y(a”~?) mais pas y(a™~").

Pour 1 <n <M la préimage de y(«" ") rencontre la bande {|y| < 3} suivant
deux composantes connexes notées y(x &™), y(&") se situant a gauche de
y(= &™), qui sont des arcs

(£ &) ={x=¢pragmw (), lyl =3}
La région
p={lyl =3, pgm () =x<@_gw ()},

de largeur approximative 27, est une premiére approximation de I’ensemble
critique pour I'itération de H,_: les orbites de H,_ dans 2 qui ne rencontrent

b,c

pas cette région ont en effet des propriétés d’hyperbolicité uniforme. L’entier M
est le temps de retour de ./, dans .2/

Une notion essentielle dans I’étude de la dynamique de H,  est celle de
rectangle régulier.

On appelle ainsi une région P C & de la forme

P={lyl sB,go;(y)sxSqo;(y)}

pour laquelle il existe un entier n = 0 (I’ordre de P) tel que H, , jouisse des
propriétés décrites ci-dessous.

On exige d’abord que
(i) 'image d’un segment horizontal {go; ) =x=g9g ; (¥,) } soit un arc trans-

verse au feuilletage vertical, ayant une extrémité dans y(«) et I'autre dans
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y(- o) (les bords verticaux de P sont ainsi contenus dans la variété stable de
(a, a)).
Cette condition permet de représenter Hj, de facon implicite :

) X, =AP (¥p.x,),
Hjp (xpyo) = (%,,,) © yj =B® (y(:),xn).

On impose ensuite une condition de distorsion bornée sur Hj,, qui s’exprime
en terme des dérivées partielles de A® et B :

(i1)
AP < Cp", IBP| < C,,
(48] = C 5% |BE| = €,
19,log APl = 19,log| BYIl = C,,
P P)
19,log APl = 19, log BYIl < C,.
On dira alors que P est C, - régulier. La contraction verticale de Hj, est
représentée par BY”, son expansion horizontale par A" "' eton a
B;P) e bnA(‘P)
11 est facile de vérifier que pour une constante C, appropriée (indépendante de
b) les rectangles

@2y = {lyl 3, @am () = x < pgu-1n )},
D=yl =3, 0_gm ) =x=¢_gu-» )},

IA

sont C, - réguliers d’ordre n pour tout n > 0, et que les rectangles

f/: — {ly} < 3, Pg 1) y)y=s=x=< Pa (GIRR

o=yl =3, p_gu-v (N =x=@_gmw )}

sont C, - réguliers d’ordre n pour 1 <n<M - 1.

"
Notons que les %, (resp. les %) forment une subdivision de la composante

gauche (resp. droite) de =¥— .<7, tandis que les &7 (resp. les ©), L <n<M,

forment une subdivision de la composante gauche (resp. droite) de ./~ .24,.

Une propriété essentielle de la famille des rectangles réguliers est la suivante :
soient P, P' des rectangles réguliers, d’ordres respectifs n et n'; supposons que
P' soit contenu dans .%/ ; alors Iintersection P" = P N (H")™"' (P') est un
rectangle régulier d’ordre n + n'.

A un rectangle régulier P, on associe 1’ensemble N(P) formé des entiers
0<m < ord (P) tels que H"(P) soit contenu dans un rectangle régulier d’ordre
ord (P) —m, et aussi contenu dans .. Cet ensemble est non vide car il contient
ord (P). Si P' est régulier et contenu dans P, tout élément de N(P') inférieur ou
égal a ord (P) appartient aussi a N(P).



128 JEAN-CHRISTOPHE YOCCOZ

On peut alors définir une dynamique « symbolique » de la fagon suivante.
Considérons I’ensemble &% des suites

£= (P0= <%P],...,Pk,...)
ou les P, sont des rectangles réguliers vérifiant :

(i)Pi+lCPi’Pi+l¢Pi;

(ii) si P est régulieret P,,, C P C P, alors P=P,ou P=P,,.

i+1

Une telle suite est dite réguliére s’il existe un entier m qui appartient a N(P,)
pour tout i assez grand. Le plus petit de ces entiers est appelé ordre de la suite.
On note &¥? I'ensemble des suites régulieres. Si P est une suite réguliere, il
existe un unique entier k tel que ord (P) = ord (P,). On pose

T(P) =P,

ot P, est le rectangle régulier, d’ordre ord (P,,)—ord (P,), qui contient
H™® (P,,)

On définit ainsi une application T de 2 dans <%, qui vérifie la propriété (de
Bernoulli) suivante : désignons par #° I’ensemble des rectangles réguliers P
contenus dans .7/ tels que N(P)= {ord (P)}; pour P € 2 °, désignons par
22 (P) ’ensemble des suites régulieres qui contiennent P et dont ’ordre est
celui de P. On a alors une partition

#=22 (P

0
et, pour chaque P € &#°, la restriction de T a2 Z#° (P) est une bijection sur 2.
L’étape suivante est d’introduire une classe de mesures naturelle sur .. Pour

ceci, on considére ’ensemble .7~ des graphes I'¢ = {y = @(x) } contenus dans
.o/, dont les extrémités appartiennent a y(+ «), et vérifiant

Lip (p) = C,.

Si P est une suite de =2, I'intersection I(P) = N, P, est un arc essentiellement
v.ertlcal qu} c.‘ou;.)e I, en un unique point noté m(P) ; I'application m, est essen-
tiellement injective.

Sans hypothese sur le parametre, I'image 7.(.2,) peut étre de mesure (lin€aire)
nulle. On impose donc au parametre ¢ (b étant fixé) de vérifier la propriété
suivante : il existe des constantes C, > 0,6 > 0,0 > 1 telles que, pour tout rectangle
régulier P C .2/ et tout entier n < p ord (P), on ait

m (n(P)—= U, n(P) = C, 2 m(r_(P)),
ord(P) < ord(P') < ord(P) +n

ol, m désigne la mesure de Lebesgue sur I';, (induite par la coordonnée x). Un
tel parametre est dit régulier, et cette condition est indépendante de ¢.

Supposons le parametre régulier. Alors Tt (.%2) est de mesure positive, ce qui
permet de transporter sur &% la restriction de la mesure de Lebesgue a cet
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ensemble. On obtient une mesure positive finie ¢ ; on considere I'ensemble . 7
des combinaisons barycentriques de ces mesures (I', décrivant .7").

On établit alors que

(a) les mesures de .7 sont équivalentes entre elles ;
(b) on a u(# — #% =0, pour tout u € .# ;

(c) l'application u = T,u envoie .# dans .7 ;

(d) cette application possede un unique point fixe y,, et cette mesure 7 -
invariante sur %, est ergodique.

A partir de y,, il est facile de reconstituer la mesure de Sinai-Ruelle-Bowen
de I’attracteur. On considere d’abord 1’espace
F={(P2), Pe 2, zelP)},
et la projection
n:(Pz) =z
qui est essentiellement injective. L’application T se releve en une application

T: &° - 2 contractante dans les fibres :
T(P.2) = (T(P), H™? (2)).

La mesure u, se reléve de fagon unique en une mesure T - invariante &, sur
2. Enfin, si pest une fonction continue sur %, la formule

ord(l_’) -1

spPa= Y »|H@

i=0

définit une fonction w, - intégrable sur X0,

On pose
/wdﬂy=f5wdm;

il n’est alors pas difficile de voir que la mesure u,, est la mesure de Sinai-Bowen-
Ruelle cherchée ; elle est H-invariante, ergodique. Ses exposants de Lyapunov
vérifient

A, =log 2,
b
7»2=10gb—7»,=10g5.

Elle décrit le comportement asymptotique de presque toute orbite dans &, car
on a

m(# — U H" (@(#£)=0

nz=0

(m, étant la mesure de Lebesgue dans le plan).
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Il reste bien entendu a montrer que I’ensemble des parametres réguliers est de
mesure positive (il n’est d’ailleurs pas du tout évident qu’il soit non vide !).

On procede en trois temps :
— on définit un ensemble de paramétres fortement réguliers (cf. ci-dessous) ;
— on montre que ces parametres sont réguliers ;

— on prouve enfin que ’ensemble des parametres fortement réguliers est de
mesure positive.

La preuve des deux derniers points est analogue a celle du cas unidimensionnel
(théoreme de Jakobson ; cf. le cours de 1’année derniere). Expliquons de quelle
fagon sont définis les parametres fortement réguliers. Ces parametres sont reli€s,
dans I’espace dynamique, a un ensemble (de Cantor) critique défini inductive-
ment par une suite de régions critiques.

On part d’une région critique d’ordre 0, qui est le rectangle central .©7,,. Son
image par H" est un rectangle « parabolique » contenu dans .</ (les deux bords
verticaux étant contenus dans y(a)). On pose Ny(.77},) =M. On procede ensuite
de la facon suivante :

— ¢’il existe un rectangle régulier P C .<7, distinct de .2/, tel que HM(Q‘«.’/M)
M P soit un sous-rectangle parabolique de P (c’est-a-dire que la « pointe »
de HM(EC/M) est contenue dans P), on choisit un tel rectangle maximal, et
on effectue une localisation horizontale : la région critique .2/, est rem-
placée par ./ =.7,, N HY (P), encore dordre 0; on pose
N(.%7,)=M+ord (P) et on considere ensuite H"1(.</,) au lieu de
HM(.7,).

— sinon, on procede a une subdivision verticale ; I’intersection ./, N
H(>) est constituée de deux composantes connexes notées .o, et .57,
qui sont des régions critiques d’ordre 1 ; on exige alors du parameétre que
ces régions puissent étre localisées horizontalement, c’est-a-dire qu’il existe
des rectangles réguliers (maximaux) P* tels que H"(.7%) N P* soit un
sous-rectangle parabolique de P*. On posera

N, (.75 =M + ord (P*),
et on considerera ensuite H"1" 7% (.o/%).

On définit ainsi par induction, pour chaque entier /, un ensemble Cr(l) des
régions critiques d’ordre / (ou deux régions critiques déduites 1’une de ’autre par
localisation horizontale sont identifiées). L’ensemble Cr(0) a un seul élément,
I’ensemble Cr(1) en a deux (correspondant a (.</};), et plus généralement on a

# Cr() = 2.
L’inclusion induit des applications

Cri) > Crd-1).
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On exige par induction la propriété suivante : soit U une région critique d’ordre
1, localisée horizontalement autant que faire se peut, représentant un élément

u € Cr(l). Notons P(u) la suite finie
Pp= 2P 2 ..2P,

des rectangles réguliers contenant la « pointe » de rectangle parabolique HY(U) ;
on pose

Nu)=M+ord(P),0 < i<k
et on exige
Nfu) = pl (o> 1).
Observons que, pour i@ =i(u) € Cr(l-1), et
Py={P=' 2 P, B .. 2 B,
onak < ket P,=P,pour 0 < i <k (donc N(it) = N(u), 0 < i < k). Pour que le

parametre soit fortement régulier, on exige en sus des conditions précédentes
d’avoir

Y Ww-N_ @) =g,

i=1
N,(u)-N, () =M
pour tous [ = 0, u € Cr(l),1 <j <k
[Lorsque n,=N,(u) = N,_,(u) <M, on a
Hord(P,-,.)(Pi) :Hord(P,;l)(Pi_]) N Cf:
et on possede de tres bonnes estimées sur les C* ; lorsque n, = M, on a
H™Pi-v(p)y C .o, U Cy_, U Cyy s

et on contr6le moins bien I’expansion ; on exige que ce deuxieéme cas se produise
peu fréquemment.]

Le schéma d’analyse des attracteurs de Hénon qui a été présenté succinctement
ci-dessus est susceptible d’étre appliqué dans d’autres situations ou I’on suspecte
qu’une dynamique non uniformément hyperbolique se manifeste avec probabilité
positive sur les parametres.

Une telle situation est celle des bifurcations homoclines, dont le cadre a été
présenté dans la fin du cours. Elle fera I’objet du cours en 1998-1999.

PUBLICATION

avec Patrice LE CALVEZ,

Un théoreme d’indice pour les homéomorphismes du plan au voisinage d’un
point fixe. Annals of Mathematics, 146, (1997), 241-293.
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CONFERENCES A L’ETRANGER

Octobre 1997 : une conférence a I’Université d’Oslo.

Novembre 1997 : deux conférences a I'Université de Jérusalem (Hebrew Uni-
versity).

Décembre 1997 : deux conférences a 1’Université de Florence.
7 Avril 1998 : une conférence a 1’Université de Liverpool.

8 Avril 1998 : une conférence dans le cadre du British Mathematical Collo-
quium a Manchester.

11-16 Mai 1998 : une conférence dans le cadre d’une réunion sur la dynamique
non uniformément hyperbolique a 1’Université KTH de Stockholm.

22-23 Mai 1998 : une conférence a Londres lors d’une réunion organisée par
les London Mathematical Society et Irish Mathematical Society.

13-20 Juin 1998 : co-directeur d’une Ecole d’été (dans le cadre du CIME) sur
les petits diviseurs a Cetraro (Italie) ; 8 heures de cours dans le cadre de cette
Ecole.



