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Lentropie métrique

Soit (X, B, 1) un espace de probabilité, et soit f : X — X une transformation
préservant la mesure.
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Lentropie métrique

Soit (X, B, 1) un espace de probabilité, et soit f : X — X une transformation
préservant la mesure.

En théorie de l'information (Shannon), I'entropie d’'une partition
mesurable finie € de X est définie par

Ha(€) = = 3~ u(C) log u(C).
cee
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Lentropie métrique

Soit (X, B, 1) un espace de probabilité, et soit f : X — X une transformation
préservant la mesure.

En théorie de l'information (Shannon), I'entropie d’'une partition
mesurable finie € de X est définie par

Ha(€) = = 3~ u(C) log u(C).
cee

Notons f*€ la partition de X par les ensembles f~'(C), C € €.
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Lentropie métrique

Soit (X, B, 1) un espace de probabilité, et soit f : X — X une transformation
préservant la mesure.

En théorie de l'information (Shannon), I'entropie d’'une partition
mesurable finie € de X est définie par

Ha(€) = = 3~ u(C) log u(C).
cee

Notons f*€ la partition de X par les ensembles f~'(C), C € €. On a

H, (@) = H,(€).
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Lentropie métrique

Soit (X, B, 1) un espace de probabilité, et soit f : X — X une transformation
préservant la mesure.

En théorie de l'information (Shannon), I'entropie d’'une partition
mesurable finie € de X est définie par

Ha(€) = = 3~ u(C) log u(C).
cee

Notons f*€ la partition de X par les ensembles f~'(C), C € €. On a

H, (@) = H,(€).

Pour des partitions mesurables finies €, D de X, notons CV D la
partition par les intersections CND, Ce €, D € D.
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Lentropie métrique

Soit (X, B, 1) un espace de probabilité, et soit f : X — X une transformation
préservant la mesure.

En théorie de l'information (Shannon), I'entropie d’'une partition
mesurable finie € de X est définie par

Ha(€) = = 3~ u(C) log u(C).
cee

Notons f*€ la partition de X par les ensembles f~'(C), C € €. On a

H, (@) = H,(€).

Pour des partitions mesurables finies €, D de X, notons CV D la
partition par les intersections CN D, C € €, D € D. De la concavité
de la fonction x — —xlog x, il résulte que

H(€V D) < H,(€) + Hy(D).
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Pour une partition mesurable finie € de X et un entier n > 1, notons

Vig:=evev... v (M e.
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Pour une partition mesurable finie € de X et un entier n > 1, notons

Vig:=evev... v (M e.

La suite (H,(V"C))n>1 est sous-additive

H, (V™€) < H, (V™€) + H,(V"€).
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Pour une partition mesurable finie € de X et un entier n > 1, notons

Vig:=evev... v (M e.

La suite (H,(V"C))n>1 est sous-additive

H, (V™€) < H, (V™€) + H,(V"€).
On peut donc définir

n—+oo N

1
h(f,€) = lim LH,(v"e) = inf ~H,(v"e).
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Pour une partition mesurable finie € de X et un entier n > 1, notons

Vig:=evev... v (M e.

La suite (H,(V"C))n>1 est sous-additive

H,

w

(V™e) < H, (V™) + H,(V'e).

On peut donc définir

1
h(f,€) = lim LH,(v"e) = inf ~H,(v"e).

n—-+oo0 N
L entropie métrique de f est égale a

h,(f) = sup A (f, €) € [0, +o0].
cC
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Propriétés élémentaires
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Propriétés élémentaires

» Pour tout k > 1, h,(f¥) = kh,(f).
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Propriétés élémentaires

» Pour tout k > 1, h,(f¥) = kh,(f).
» Lorsque f est inversible, h,(f~1) = h,(f).
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Propriétés élémentaires

» Pour tout k > 1, h,(f¥) = kh,(f).

» Lorsque f est inversible, h,(f~1) = h,(f).

» Soient (Y, €, v) un autre espace de probabilité et g: Y — Y une
transformation préservant v.
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Propriétés élémentaires

» Pour tout k > 1, h,(f¥) = kh,(f).

» Lorsque f est inversible, h,(f~1) = h,(f).

» Soient (Y, €, v) un autre espace de probabilité et g: Y — Y une
transformation préservant v. Supposons qu’il existe une

application mesurable h: X — Y qui vérifie h,u = v et
hof = go h(ondit que g est un facteur de f).
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Propriétés élémentaires

» Pour tout k > 1, h,(f¥) = kh,(f).

» Lorsque f est inversible, h,(f~1) = h,(f).

» Soient (Y, €, v) un autre espace de probabilité et g: Y — Y une
transformation préservant v. Supposons qu’il existe une
application mesurable h: X — Y qui vérifie h,u = v et
hof = go h(ondit que g est un facteur de f).

Alors on a h,(g) < hu(f).
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Propriétés élémentaires

» Pour tout k > 1, h,(f¥) = kh,(f).

» Lorsque f est inversible, h,(f~1) = h,(f).

» Soient (Y, €, v) un autre espace de probabilité et g: Y — Y une
transformation préservant v. Supposons qu’il existe une
application mesurable h: X — Y qui vérifie h,u = v et
hof = go h(ondit que g est un facteur de f).

Alors on a h,(g) < hu(f).
En particulier, 'entropie métrique est préservée par une
conjugaison préservant la mesure.
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Le théoreme de Shannon-Breiman-McMillan

Soit (X, B, 1) un espace de probabilité, et soit f : X — X une transformation
préservant la mesure.
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Le théoreme de Shannon-Breiman-McMillan

Soit (X, B, 1) un espace de probabilité, et soit f : X — X une transformation
préservant la mesure. Soit € une partition mesurable finie de X.
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Le théoreme de Shannon-Breiman-McMillan

Soit (X, B, 1) un espace de probabilité, et soit f : X — X une transformation
préservant la mesure. Soit € une partition mesurable finie de X. Pour n > 1
et x € X, notons Cn(x) I'élément de V"€ qui contient x.

Jean-Christophe Yoccoz Quelques aspects de la théorie des systémes dynamiques h!



Le théoreme de Shannon-Breiman-McMillan

Soit (X, B, 1) un espace de probabilité, et soit f : X — X une transformation
préservant la mesure. Soit € une partition mesurable finie de X. Pour n > 1
et x € X, notons Cn(x) I'élément de V"€ qui contient x.

Théoréme: (Shannon-Breiman-McMillan) Supposons que f
soit ergodique.
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Le théoreme de Shannon-Breiman-McMillan

Soit (X, B, 1) un espace de probabilité, et soit f : X — X une transformation
préservant la mesure. Soit € une partition mesurable finie de X. Pour n > 1
et x € X, notons Cn(x) I'élément de V"€ qui contient x.

Théoréme: (Shannon-Breiman-McMillan) Supposons que f
soit ergodique. Alors, pour presque tout x € X, on a

im L log(1(€n(x))) = —hy(f, €).

n—4o0 N
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Une définition alternative de I'entropie

Soient (X, d) un espace métrique compact, u une mesure de probabilité
borélienne sur X, et f : X — X une application continue préservant .
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Une définition alternative de I'entropie

Soient (X, d) un espace métrique compact, u une mesure de probabilité
borélienne sur X, et f : X — X une application continue préservant .

Pour x € X, n > 1, ¢ > 0, notons By(x, <) la boule ouverte de centre
X, de rayon ¢, pour la distance

dn(x,y) = max d(f(x),f(y)).

ogj<n
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Une définition alternative de I'entropie

Soient (X, d) un espace métrique compact, u une mesure de probabilité
borélienne sur X, et f : X — X une application continue préservant .

Pour x € X, n > 1, ¢ > 0, notons By(x, <) la boule ouverte de centre
X, de rayon ¢, pour la distance

dn(x,y) = max d(f(x),f(y)).

ogj<n

Théoréme: (Mané, Brin-Katok) Supposons que f soit
ergodique.
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Une définition alternative de I'entropie

Soient (X, d) un espace métrique compact, u une mesure de probabilité
borélienne sur X, et f : X — X une application continue préservant .

Pour x € X, n > 1, ¢ > 0, notons By(x, <) la boule ouverte de centre
X, de rayon ¢, pour la distance

dn(x,y) = max d(f(x),f(y)).

ogj<n

Théoréme: (Mané, Brin-Katok) Supposons que f soit
ergodique. Alors, pour u-presque tout x € X, on a

lim lim sup1 log(1(Bn(x,¢€))) = —h.(f).

e—=0 ns4o0o
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Le principe variationnel

Soient (X, d) un espace métrique compact et f : X — X une application
continue.
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Le principe variationnel

Soient (X, d) un espace métrique compact et f : X — X une application
continue.

Théoréme: (Bowen) Ona

h(f) = sup h(f),
o
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Le principe variationnel

Soient (X, d) un espace métrique compact et f : X — X une application
continue.

Théoréme: (Bowen) Ona

h(f) = sup h(f),
o

ou le supremum est pris sur 'ensemble M(f) des mesures de
probabilité boréliennes f-invariantes sur X.
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Le principe variationnel

Soient (X, d) un espace métrique compact et f : X — X une application
continue.

Théoréme: (Bowen) Ona

h(f) = sup h(f),
o

ou le supremum est pris sur 'ensemble M(f) des mesures de
probabilité boréliennes f-invariantes sur X.

Voici une version plus générale du résultat précédent.
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Le principe variationnel

Soient (X, d) un espace métrique compact et f : X — X une application
continue.

Théoréme: (Bowen) Ona

h(f) = sup hy(f),
0

ou le supremum est pris sur 'ensemble M(f) des mesures de
probabilité boréliennes f-invariantes sur X.
Voici une version plus générale du résultat précédent. Pour un

recouvrement ouvert U de X et une fonction continue ¢ € C(X),
posons

Ul = jnf > exp(supe),
vev
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Le principe variationnel

Soient (X, d) un espace métrique compact et f : X — X une application
continue.

Théoréme: (Bowen) Ona

h(f) = sup hy(f),
0

ou le supremum est pris sur 'ensemble M(f) des mesures de
probabilité boréliennes f-invariantes sur X.

Voici une version plus générale du résultat précédent. Pour un

recouvrement ouvert U de X et une fonction continue ¢ € C(X),
posons

Ul = jnf > exp(supe),
vev

ou I'infimum est pris sur les sous-recouvrements V de U.
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Pour n > 1, notons S, ¢ la somme de Birkhoff >0 " ¢ o fl.
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Pour n > 1, notons S, ¢ la somme de Birkhoff 3.0~ ¢ o f/. Posons

.
Plp.U) = lim —log| Vv Uls,,,
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Pour n > 1, notons S, ¢ la somme de Birkhoff 3.0~ ¢ o f/. Posons

.
Plp.U) = lim —log| Vv Uls,,,

ou la convergence résulte de la sous-multiplicativité de la suite
considérée.

Jean-Christophe Yoccoz Quelques aspects de la théorie des systémes dynamiques h!



Pour n > 1, notons S, ¢ la somme de Birkhoff 3.0~ ¢ o f/. Posons
P(o ) = lim Lo | v Ul
(% ) = n~>+ooE g Snps
ou la convergence résulte de la sous-multiplicativité de la suite

considérée.
La pression de ¢ est définie par

P(p) = sup P(p, U).
u
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Pour n > 1, notons S, ¢ la somme de Birkhoff 3.0~ ¢ o f/. Posons

.1 n
Ple,U) = lim —log| V" Uls,e,
ou la convergence résulte de la sous-multiplicativité de la suite
considérée.
La pression de ¢ est définie par

P(p) = sup P(p, U).
u

On observera que P(0) = h(f).
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Pour n > 1, notons S, ¢ la somme de Birkhoff 3.0~ ¢ o f/. Posons

P H 1 n
Ple,U) = lim —log| V" Uls,e,
ou la convergence résulte de la sous-multiplicativité de la suite
considérée.
La pression de ¢ est définie par
P(p) = sup P(p,U).
On observera que P(0) = h(f).

La forme générale du principe variationnel est
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Pour n > 1, notons S, ¢ la somme de Birkhoff 3.0~ ¢ o f/. Posons

P H 1 n
Ple,U) = lim —log| V" Uls,e,
ou la convergence résulte de la sous-multiplicativité de la suite
considérée.
La pression de ¢ est définie par
P(p) = sup P(p,U).
On observera que P(0) = h(f).

La forme générale du principe variationnel est

P(p) = sup (hu(f)+ / o).
LeEM(f)
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Le théoreme ergodique multiplicatif d’Oseledec

Soit (X, B, 1) un espace de probabilité, et soit f : X — X une transformation
préservant la mesure.
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Le théoreme ergodique multiplicatif d’Oseledec

Soit (X, B, 1) un espace de probabilité, et soit f : X — X une transformation
préservant la mesure. Soit A: X — GL(d,R) une application mesurable.
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Le théoreme ergodique multiplicatif d’Oseledec

Soit (X, B, 1) un espace de probabilité, et soit f : X — X une transformation
préservant la mesure. Soit A: X — GL(d,R) une application mesurable.

Définition: Le cocycle défini par A au dessus de f est la
transformation F4 de X x RY définie par

Fa(x,v) = (f(x), A(x).v).
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Le théoreme ergodique multiplicatif d’Oseledec

Soit (X, B, 1) un espace de probabilité, et soit f : X — X une transformation
préservant la mesure. Soit A: X — GL(d,R) une application mesurable.

Définition: Le cocycle défini par A au dessus de f est la
transformation F4 de X x RY définie par

Fa(x,v) = (f(x), A(x).v).

Pourn>1,ona

FR(x,v) = (f"(x), An(X).v), An(x) = A(f""(x))...A(x).

Jean-Christophe Yoccoz Quelques aspects de la théorie des systémes dynamiques h!



Le théoreme ergodique multiplicatif d’Oseledec

Soit (X, B, 1) un espace de probabilité, et soit f : X — X une transformation
préservant la mesure. Soit A: X — GL(d,R) une application mesurable.

Définition: Le cocycle défini par A au dessus de f est la
transformation F4 de X x RY définie par

Fa(x,v) = (f(x), A(x).v).
Pourn>1,ona

FR(x,v) = (f"(x), An(X).v), An(x) = A(f""(x))...A(x).

Définition: Le cocycle Fy est intégrable si log ||Al| et log ||A~1||
appartiennent a L' (y).
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Théoréme: (Oseledec) Supposons que F4 soit intégrable.
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Théoréme: (Oseledec) Supposons que F4 soit intégrable.
Pour presque tout x € X, il existe un entier r = r(x),
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Théoréme: (Oseledec) Supposons que F4 soit intégrable.
Pour presque tout x € X, il existe un entier r = r(x), des
nombres reels 61(x) > ... > 0, (X)
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Théoréme: (Oseledec) Supposons que F4 soit intégrable.
Pour presque tout x € X, il existe un entier r = r(x), des
nombres réels 61(x) > ... > 0, (x) et une filtration

Vo(x) =R 2 V4(x) 2 ... 2 Vyx = {0},

vérifiant les propriétés suivantes:
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Théoréme: (Oseledec) Supposons que F4 soit intégrable.
Pour presque tout x € X, il existe un entier r = r(x), des
nombres réels 61(x) > ... > 0, (x) et une filtration

Vo(x) = R 2 V4(x) 2 ... 2 Vyy) = {0},
vérifiant les propriétés suivantes:

» les applications x — r(x), x — 6;(x), x — Vj(x) sont
mesurables;
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Théoréme: (Oseledec) Supposons que F4 soit intégrable.
Pour presque tout x € X, il existe un entier r = r(x), des
nombres réels 61(x) > ... > 0, (x) et une filtration

Vo(x) =R 2 V4(x) 2 ... 2 Vyx = {0},

vérifiant les propriétés suivantes:

» les applications x — r(x), x — 6;(x), x — Vj(x) sont
mesurables;

> r(f(x)) = r(x),  6i(x) = 6i(f(x)),  A(x).Vi(x) = Vi(f(x));
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Théoréme: (Oseledec) Supposons que F4 soit intégrable.
Pour presque tout x € X, il existe un entier r = r(x), des
nombres réels 61(x) > ... > 0, (x) et une filtration

Vo(x) = R 2 V4(x) 2 ... 2 Vyy) = {0},
vérifiant les propriétés suivantes:

» les applications x — r(x), x — 6;(x), x — Vj(x) sont
mesurables;

> r(f(x)) = r(x),  6i(x) = 6i(f(x)),  A(x).Vi(x) = Vi(f(x));

» pourtous 1 <i<r(x), veVi_1(x)—Vi(x),ona
[[An (). vl
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Compléments

Les nombres 6;(x) sont les exposants de Lyapunov au point x.
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Compléments

Les nombres 6;(x) sont les exposants de Lyapunov au point x.
Lentier m;(x) = dim V;_(x) — dim Vi(x) est la multiplicité de
9,’(X).
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Compléments

Les nombres 6;(x) sont les exposants de Lyapunov au point x.
Lentier m;(x) = dim V;_(x) — dim Vi(x) est la multiplicité de
0i(x). On a

. 1
nﬂrpoo - log | det Ay(x)| = ZI: mj(x)0;(x).
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Compléments

Les nombres 6;(x) sont les exposants de Lyapunov au point x.
Lentier m;(x) = dim V;_(x) — dim Vi(x) est la multiplicité de
0i(x). On a

. 1
nﬂrpoo - log | det Ay(x)| = ZI: mj(x)0;(x).

Lorsque f est ergodique, les applications r, 8; sont p.p.
constantes.
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Compléments

Les nombres 6;(x) sont les exposants de Lyapunov au point x.
Lentier m;(x) = dim V;_(x) — dim Vi(x) est la multiplicité de
0i(x). On a

. 1
nﬂrpoo - log | det Ay(x)| = ZI: mj(x)0;(x).

Lorsque f est ergodique, les applications r, 8; sont p.p.
constantes.

Lorsque f est inversible, en appliquant le théoréme précédent a
F, et F;', on obtient
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Théoréme: Supposons que f soit inversible
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Théoréme: Supposons que f soit inversible et que F4 soit
intégrable.
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Théoréme: Supposons que f soit inversible et que F4 soit
intégrable. Pour presque tout x € X, il existe une
décomposition

R? = & <i<r(x) Ei(X)
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Théoréme: Supposons que f soit inversible et que F4 soit
intégrable. Pour presque tout x € X, il existe une
décomposition

RY = D1<i<r(x) Ei(X)
telle qu’on ait, pour 1 < i < r(x), les propriétés suivantes:
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Théoréme: Supposons que f soit inversible et que F4 soit
intégrable. Pour presque tout x € X, il existe une
décomposition
RY = D1<i<r(x) Ei(X)
telle qu’on ait, pour 1 < i < r(x), les propriétés suivantes:
» Lapplication x — E;j(x) est mesurable;
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Théoréme: Supposons que f soit inversible et que F4 soit
intégrable. Pour presque tout x € X, il existe une
décomposition

RY = @1<i<r(x)Ei(X)
telle qu’on ait, pour 1 < i < r(x), les propriétés suivantes:
» Lapplication x — E;j(x) est mesurable;
» A(x).Ei(x) = Ei(f(x));
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Théoréme: Supposons que f soit inversible et que F4 soit
intégrable. Pour presque tout x € X, il existe une
décomposition

RY = @1<i<r(x)Ei(X)
telle qu’on ait, pour 1 < i < r(x), les propriétés suivantes:
» Lapplication x — E;j(x) est mesurable;
» A(x).Ei(x) = Ei(f(x));
» pour v € Ej(x), v #0,
! I

. |An(x).v]] 1
N R TV L LU=

[An(x)-v

v =
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Théoréme: Supposons que f soit inversible et que F4 soit
intégrable. Pour presque tout x € X, il existe une
décomposition

RY = @1<i<r(x)Ei(X)
telle qu’on ait, pour 1 < i < r(x), les propriétés suivantes:
» Lapplication x — E;j(x) est mesurable;
» A(x).Ei(x) = Ei(f(x));
» pour v € Ej(x), v #0,

lim 1I09M: lim 1|OQM

= 0;(x):
P 108 Ty T R im g g = 0i)

» dim Ej(x) = mj(x), Vi(X) = ©j<j<r(x) Ej(X) -
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Contréle sous-exponentiel des angles

Dans la somme directe RY = ©1<i<rx) Ei(x), il est crucial pour les
applications de contrdler les angles entre les sous-espaces E;(x),

Ei(x). i #].
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Contréle sous-exponentiel des angles

Dans la somme directe RY = ©1<i<rx) Ei(x), il est crucial pour les
applications de contrdler les angles entre les sous-espaces E;(x),

Ei(x), i #J.
Proposition: Pour presque tout x € X, on a
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Contréle sous-exponentiel des angles

Dans la somme directe RY = ©1<i<rx) Ei(x), il est crucial pour les
applications de contrdler les angles entre les sous-espaces E;(x),

Ei(x), i #J.
Proposition: Pour presque tout x € X, on a

lim %Iog L(E(F"(x)), E("(x)) =0, V1 <i<j<r(x).

n—4oo
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Contréle sous-exponentiel des angles

Dans la somme directe RY = ©1<i<rx) Ei(x), il est crucial pour les
applications de contrdler les angles entre les sous-espaces E;(x),
Ei(x), i # .

Proposition: Pour presque tout x € X, on a

lim %Iog L(E(F"(x)), E("(x)) =0, V1 <i<j<r(x).

n—4oo

Notons pi(x) la projection de RY sur E;(x) associée a la décomposition
RY = ®1<i<r(x)Ei(x). La conclusion de la proposition est équivalente a
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Contréle sous-exponentiel des angles

Dans la somme directe RY = ©1<i<rx) Ei(x), il est crucial pour les
applications de contrdler les angles entre les sous-espaces E;(x),
Ei(x), i # .

Proposition: Pour presque tout x € X, on a

. 1 .
lim_—log Z(Ei(f"(x)), E(f"(x))) =0, V1 <i<j<r(x).

n—4oo

Notons pi(x) la projection de RY sur E;(x) associée a la décomposition
RY = ®1<i<r(x)Ei(x). La conclusion de la proposition est équivalente a

T oy .
im—log [pi(f(x))| =0, V1 <i<r(x)
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Théorie de Pesin (l): cartes et normes adaptées

Soient M une variété riemannienne compacte,
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Théorie de Pesin (l): cartes et normes adaptées

Soient M une variété riemannienne compacte, x une mesure de probabilité
sur M,
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Théorie de Pesin (l): cartes et normes adaptées

Soient M une variété riemannienne compacte, x une mesure de probabilité
sur M, et f un difféomorphisme de classe C° (s réel > 1) de M préservant p.
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Théorie de Pesin (l): cartes et normes adaptées

Soient M une variété riemannienne compacte, x une mesure de probabilité
sur M, et f un difféomorphisme de classe C° (s réel > 1) de M préservant p.
Pour x € M, on note || ||x la norme sur T,M
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Théorie de Pesin (l): cartes et normes adaptées

Soient M une variété riemannienne compacte, x une mesure de probabilité
sur M, et f un difféomorphisme de classe C° (s réel > 1) de M préservant p.
Pour x € M, on note || ||x la norme sur TxM et exp, : TxM — M I'application
exponentielle associées a la métrique riemannienne de M.

Jean-Christophe Yoccoz Quelques aspects de la théorie des systémes dynamiques h!



Théorie de Pesin (l): cartes et normes adaptées

Soient M une variété riemannienne compacte, x une mesure de probabilité
sur M, et f un difféomorphisme de classe C° (s réel > 1) de M préservant p.
Pour x € M, on note || ||x la norme sur TxM et exp, : TxM — M I'application
exponentielle associées a la métrique riemannienne de M.

On suppose pour simplifier que p est ergodique.
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Théorie de Pesin (l): cartes et normes adaptées

Soient M une variété riemannienne compacte, x une mesure de probabilité
sur M, et f un difféomorphisme de classe C° (s réel > 1) de M préservant p.
Pour x € M, on note || ||x la norme sur TxM et exp, : TxM — M I'application
exponentielle associées a la métrique riemannienne de M.

On suppose pour simplifier que p est ergodique. On note
61 > ... > 0, les exposants de Lyapunov du cocycle tangent
Tf: TM — TM de f.
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Théorie de Pesin (l): cartes et normes adaptées

Soient M une variété riemannienne compacte, x une mesure de probabilité
sur M, et f un difféomorphisme de classe C° (s réel > 1) de M préservant p.
Pour x € M, on note || ||x la norme sur TxM et exp, : TxM — M I'application
exponentielle associées a la métrique riemannienne de M.

On suppose pour simplifier que p est ergodique. On note

61 > ... > 0, les exposants de Lyapunov du cocycle tangent
Tf: TM — TM de f. On note A € M un borélien f-invariant de
u-mesure totale le long duquel les conclusions des énoncés
précédents sont valides.
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Théorie de Pesin (l): cartes et normes adaptées

Soient M une variété riemannienne compacte, x une mesure de probabilité
sur M, et f un difféomorphisme de classe C° (s réel > 1) de M préservant p.
Pour x € M, on note || ||x la norme sur TxM et exp, : TxM — M I'application
exponentielle associées a la métrique riemannienne de M.

On suppose pour simplifier que p est ergodique. On note

61 > ... > 0, les exposants de Lyapunov du cocycle tangent

Tf: TM — TM de f. On note A € M un borélien f-invariant de
u-mesure totale le long duquel les conclusions des énoncés
précédents sont valides.

Pour tout x > 0 assez petit, il existe une fonction mesurable
C:N—[1,+00)
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Théorie de Pesin (l): cartes et normes adaptées

Soient M une variété riemannienne compacte, x une mesure de probabilité
sur M, et f un difféomorphisme de classe C° (s réel > 1) de M préservant p.
Pour x € M, on note || ||x la norme sur TxM et exp, : TxM — M I'application
exponentielle associées a la métrique riemannienne de M.

On suppose pour simplifier que p est ergodique. On note

61 > ... > 0, les exposants de Lyapunov du cocycle tangent

Tf: TM — TM de f. On note A € M un borélien f-invariant de
u-mesure totale le long duquel les conclusions des énoncés
précédents sont valides.

Pour tout x > 0 assez petit, il existe une fonction mesurable
¢: N — [1,+00) et, pour tout x € A, un produit scalaire <, >x
sur TyM, de norme associée | |x
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Théorie de Pesin (l): cartes et normes adaptées

Soient M une variété riemannienne compacte, x une mesure de probabilité
sur M, et f un difféomorphisme de classe C° (s réel > 1) de M préservant p.
Pour x € M, on note || ||x la norme sur TxM et exp, : TxM — M I'application
exponentielle associées a la métrique riemannienne de M.

On suppose pour simplifier que p est ergodique. On note

61 > ... > 0, les exposants de Lyapunov du cocycle tangent

Tf: TM — TM de f. On note A € M un borélien f-invariant de
u-mesure totale le long duquel les conclusions des énoncés
précédents sont valides.

Pour tout x > 0 assez petit, il existe une fonction mesurable
¢: N — [1,+00) et, pour tout x € A, un produit scalaire <, >x
sur TxM, de norme associée | | tels que les propriétés
suivantes soient vérifiées:
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» le produit scalaire <, >, dépend mesurablement de
X €N,
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» le produit scalaire <, >, dépend mesurablement de
X €N,

» les sous espaces Ej(x), 1 < i < r, sont orthogonaux pour
< 9 >Xa
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» le produit scalaire <, >, dépend mesurablement de
X €N,

» les sous espaces Ej(x), 1 < i < r, sont orthogonaux pour
<, >x;

» pourx e A, 1<i<r,veEjl(x),v#0,ona

exp(0i — x)|VIx < |Txf.V]fx) < exp(8; + &)|V|x;
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v

le produit scalaire <, >, dépend mesurablement de
X €N,

les sous espaces E;j(x), 1 < i < r, sont orthogonaux pour
<, >x;

pourx e A, 1 <i<r,veEjx),v+#0,0ona

v

v

exp(0i — x)|VIx < |Txf.V]fx) < exp(8; + &)|V|x;

v

pour x e A\, ve TyM,ona

VIl < [V < €O vI]x;
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» le produit scalaire <, >, dépend mesurablement de
X €N,

» les sous espaces Ej(x), 1 < i < r, sont orthogonaux pour
<, >x;

v

pourx e A, 1 <i<r,veEjx),v+#0,0ona

exp(0; — k)|V]x < [Txf.v]gx) < exp(0; + )| V]x;

v

pour x e A\, ve TyM,ona

VIl < [V < €O vI]x;

v

pour x € A,ona

U x)exp(—r) < (f(x)) < £(x)exp(k).



Pour ¢y assez petit, x € M, I'application f, = exp;(]() of o exp,
est un plongement de la boule {v € TxM, ||v|x < o} dans
Tf(X)M, QUI vérifie
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Pour ¢y assez petit, x € M, I'application f, = exp;(]() of o exp,
est un plongement de la boule {v € TxM, ||v|x < o} dans
Tf(X)M, QUI vérifie

fX(O):O, DOfX: Txf, |DVfX_DV/fX|X <€(X)‘V—V/|§
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Pour ¢y assez petit, x € M, I'application f, = exp;(]() of o exp,
est un plongement de la boule {v € TxM, ||v|x < o} dans
Tf(X)M, QUI vérifie

fX(O):O, DOfX: Txf, |DVfX_DV/fX|X <€(X)‘V—V/|§

Ici, « € (0,1] esttelque 1 + a < s.
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Pour ¢q assez petit, x € M, I'application f, = exp;(]() of o exp,
est un plongement de la boule {v € TxM, ||v|x < o} dans
Tf(X)M, QUI vérifie

fX(O):O, DOfX: Txf, |DVfX_DV/fX|X <€(X)‘V—V/|§

Ici, « € (0,1] esttelque 1 + a < s.

Pour x € A, e > 0 assez petit,
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Pour ¢y assez petit, x € M, I'application f, = exp;(]() of o exp,
est un plongement de la boule {v € TxM, ||v|x < o} dans
Tf(X)M, QUI vérifie

fX(O):O, DOfX: Txf, |DVfX_DV/fX|X <€(X)‘V—V/|§

Ici, « € (0,1] esttelque 1 + a < s.

Pour x € A, e > 0 assez petit, on restreint fy a la boule
~ ! ) :
By :={|v|x < rx := (ﬁ)a} de fagon a avoir
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Pour ¢q assez petit, x € M, I'application f, = exp;(]() of o exp,
est un plongement de la boule {v € TxM, ||v|x < o} dans
Tf(X)M, QUI vérifie

fX(O):O, DOfX: Txf, |DVfX_DV/fX|X <€(X)‘V—V/|§

Ici, « € (0,1] esttelque 1 + a < s.

Pour x € A, e > 0 assez petit, on restreint fy a la boule
~ ! ) :
By :={|v|x < rx := (ﬁ)a} de fagon a avoir

IDyf — Tuflx <&, Vv e B;.

Jean-Christophe Yoccoz Quelques aspects de la théorie des systémes dynamiques h!



Pour ¢q assez petit, x € M, I'application f, = exp;(]() of o exp,
est un plongement de la boule {v € TxM, ||v|x < o} dans
Tf(X)M, QUI vérifie

fX(O):O, DOfX: Txf, |DVfX_DV/fX|X <€(X)‘V—V/|§

Ici, « € (0,1] esttelque 1 + a < s.

Pour x € A, e > 0 assez petit, on restreint fy a la boule
~ ! ) :
By :={|v|x < rx := (ﬁ)a} de fagon a avoir

IDyf — Tuflx <&, Vv e B;.

On pose By := exp, By.
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Théorie de Pesin (ll): variétés stables et instables

Les hypothéses et notations sont celles des slides précédents.
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Théorie de Pesin (ll): variétés stables et instables

Les hypothéses et notations sont celles des slides précédents.
Soit 1 <j < rtelque 6; <0.
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Théorie de Pesin (ll): variétés stables et instables

Les hypothéses et notations sont celles des slides précédents.

Soit 1 < j < rtel que #; < 0. Pour x € A, notons Vvljoc( )
'ensemble

{y € ﬂ f="(Bin(x) Ii_)mOo % log d(f"(x),f"(y)) < min(0,0;_1)}.
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Théorie de Pesin (ll): variétés stables et instables

Les hypothéses et notations sont celles des slides précédents.

Soit 1 < j < rtel que #; < 0. Pour x € A, notons Vvljoc( )
'ensemble

{y € ﬂ f="(Bin(x) Ii_)mOo % log d(f"(x),f"(y)) < min(0,0;_1)}.

Cette variété stable locale (forte) est 'image par exp,, du
graphe d’une application de classe C*
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Théorie de Pesin (ll): variétés stables et instables

Les hypothéses et notations sont celles des slides précédents.

Soit 1 < j < rtel que #; < 0. Pour x € A, notons Vvljoc( )
'ensemble

{y € ﬂ f="(Bin(x) Ii_)mOo % log d(f"(x),f"(y)) < min(0,0;_1)}.

Cette variété stable locale (forte) est 'image par exp,, du
graphe d’une application de classe C*

Gix  {v € BIE(X), [VIx < i} = &1 Ei(x)
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Théorie de Pesin (ll): variétés stables et instables

Les hypothéses et notations sont celles des slides précédents.

Soit 1 < j < rtel que #; < 0. Pour x € A, notons Vvljoc( )
'ensemble

{y € ﬂ f="(Bin(x) Ii_)mOo % log d(f"(x),f"(y)) < min(0,0;_1)}.

Cette variété stable locale (forte) est 'image par exp,, du
graphe d’une application de classe C*

Gix : {v € OEX), Vlx < 1} = &1 Ei(X)
qui vérifie
9ix(0) = 0,Dg;(0) = 0,  |Dgjx(v) — Dgjx(v')| < £(X)|v —V'I5.
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Théorie de Pesin (ll): variétés stables et instables

Les hypothéses et notations sont celles des slides précédents.

Soit 1 < j < rtel que #; < 0. Pour x € A, notons Vvljoc( )
'ensemble

{y € ﬂ f="(Bin(x) Ii_)mOo % log d(f"(x),f"(y)) < min(0,0;_1)}.

Cette variété stable locale (forte) est 'image par exp,, du
graphe d’une application de classe C*

Gix : {v € OEX), Vlx < 1} = &1 Ei(X)
qui vérifie
9x(0) = 0,D9;x(0) = 0, |Dgjx(v) = Dgjx(V')| < £(x)lv = V'l
Lorsque 6;_1 > 0, on pose aussi W/ _(x) =: WS (x).
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On a f(Wj(x)) € Wi(f(x)).

loc
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On a f(Wi,,(x)) € Wh(f(x)).
Comme dans le cas uniformément hyperbolique, on définit, pour
x € A\, 6; <0, la variété stable (forte)

Wi(x) = {y € M, Tim_ Llogd(f"(x). "(y)) < min(0.6,-1)}.
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On a f(Wi,,(x)) € Wh(f(x)).
Comme dans le cas uniformément hyperbolique, on définit, pour
x € A\, 6; <0, la variété stable (forte)

Wi(x) = {y € M, Tim_ Llogd(f"(x). "(y)) < min(0.6,-1)}.

La relation avec les variétés stables locales est donnée par

Wi(x) = | F"(Whe(F"(x)).

n=0
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On a f(Wi,,(x)) € Wh(f(x)).
Comme dans le cas uniformément hyperbolique, on définit, pour
x € A\, 6; <0, la variété stable (forte)

Wi(x) = {y € M, Tim_ Llogd(f"(x). "(y)) < min(0.6,-1)}.

La relation avec les variétés stables locales est donnée par

Wi(x) = | F"(Whe(F"(x)).

n=0

Ceci montre que W/(x) est l'image d’une immersion injective de
classe C*® de &]_;Ei(x).
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On a f(Wi,,(x)) € Wh(f(x)).
Comme dans le cas uniformément hyperbolique, on définit, pour
x € A\, 6; <0, la variété stable (forte)

Wi(x) = {y € M, Tim_ Llogd(f"(x). "(y)) < min(0.6,-1)}.

La relation avec les variétés stables locales est donnée par

Wi(x) = | F"(Whe(F"(x)).

n=0

Ceci montre que W/(x) est 'image d’une immersion injective de
classe C*® de &/_;Ei(x). De plus, pour y € W/(x), on a

Tim 1 n n i
n“—>moc5|09d(f (%), f(y)) < 0.
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On a f(Wi,,(x)) € Wh(f(x)).
Comme dans le cas uniformément hyperbolique, on définit, pour
x € A\, 6; <0, la variété stable (forte)

Wi(x) = {y € M, Tim_ Llogd(f"(x). "(y)) < min(0.6,-1)}.

La relation avec les variétés stables locales est donnée par

Wi(x) = | F"(Whe(F"(x)).

n=0

Ceci montre que W/(x) est 'image d’une immersion injective de
classe C*® de &/_;Ei(x). De plus, pour y € W/(x), on a

Tim 1 n n i
n“—>moc5|09d(f (%), f(y)) < 0.

On définit de facon symétrique les variétés (locales) instables (fortes).
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Théorie de Pesin (lll): la formule de I'entropie

Soient M une variété compacte, © une mesure de probabilité sur M, et
f: M — M une application de classe C' préservant .
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Théorie de Pesin (lll): la formule de I'entropie

Soient M une variété compacte, © une mesure de probabilité sur M, et
f: M — M une application de classe C' préservant .
Théoreme: (Margulis,Ruelle) Ona
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Théorie de Pesin (lll): la formule de I'entropie

Soient M une variété compacte, © une mesure de probabilité sur M, et
f: M — M une application de classe C' préservant .
Théoreme: (Margulis,Ruelle) Ona

La quantité intégrée 3, )., mi(x)0i(x) est le plus grand exposant de
Lyapunov du cocycle correspondant a I'action de Tf sur I'algébre extérieure
du fibré tangent.
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Théorie de Pesin (lll): la formule de I'entropie

Soient M une variété compacte, © une mesure de probabilité sur M, et
f: M — M une application de classe C' préservant .
Théoreme: (Margulis,Ruelle) Ona

La quantité intégrée 3, )., mi(x)0i(x) est le plus grand exposant de
Lyapunov du cocycle correspondant a I'action de Tf sur I'algébre extérieure
du fibré tangent.

Soient M une variété compacte, u une mesure de probabilité sur M, et f un
difftomorphisme de classe C° (s réel > 1) de M préservant p.
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Théorie de Pesin (lll): la formule de I'entropie

Soient M une variété compacte, © une mesure de probabilité sur M, et
f: M — M une application de classe C' préservant .
Théoreme: (Margulis,Ruelle) Ona

La quantité intégrée 3, )., mi(x)0i(x) est le plus grand exposant de
Lyapunov du cocycle correspondant a I'action de Tf sur I'algébre extérieure
du fibré tangent.

Soient M une variété compacte, u une mesure de probabilité sur M, et f un
difftomorphisme de classe C° (s réel > 1) de M préservant p.

Théoreme: (Pesin) Supposons que p soit absolument continue.
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Théorie de Pesin (lll): la formule de I'entropie

Soient M une variété compacte, © une mesure de probabilité sur M, et
f: M — M une application de classe C' préservant .
Théoreme: (Margulis,Ruelle) Ona

La quantité intégrée 3, )., mi(x)0i(x) est le plus grand exposant de
Lyapunov du cocycle correspondant a I'action de Tf sur I'algébre extérieure
du fibré tangent.

Soient M une variété compacte, u une mesure de probabilité sur M, et f un
difftomorphisme de classe C° (s réel > 1) de M préservant p.

Théoreme: (Pesin) Supposons que p soit absolument continue.
Alors on a
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Mesures conditionnelles

Soit (X, B, 1) un espace de probabilité standard.
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Mesures conditionnelles

Soit (X, B, 1) un espace de probabilité standard.

Définition: Une partition € de X est mesurable s'’il existe une suite
(Cn)n=0 de partitions mesurables finies de X telle que € = v§°Cp.
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Mesures conditionnelles

Soit (X, B, 1) un espace de probabilité standard.

Définition: Une partition € de X est mesurable s'’il existe une suite
(Cn)n=0 de partitions mesurables finies de X telle que € = v§°Cp.

Définition: Un systéme de mesures conditionnelles associé a une

partition mesurable € de X est une famille (ux)xex ayant les
propriétés suivantes:
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Mesures conditionnelles

Soit (X, B, 1) un espace de probabilité standard.

Définition: Une partition € de X est mesurable s'’il existe une suite
(Cn)n=0 de partitions mesurables finies de X telle que € = v§°Cp.

Définition: Un systéme de mesures conditionnelles associé a une
partition mesurable € de X est une famille (ux)xex ayant les
propriétés suivantes:

1. pour chaque x € X, ux est une mesure de probabilité sur (X, B)
supportée par I'élément C(x) de € qui contient x;
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Mesures conditionnelles

Soit (X, B, 1) un espace de probabilité standard.

Définition: Une partition € de X est mesurable s'’il existe une suite
(Cn)n=0 de partitions mesurables finies de X telle que € = v§°Cp.

Définition: Un systéme de mesures conditionnelles associé a une
partition mesurable € de X est une famille (ux)xex ayant les
propriétés suivantes:

1. pour chaque x € X, ux est une mesure de probabilité sur (X, B)
supportée par I'élément C(x) de € qui contient x;

2. si x,y appartiennent au méme élément de C, 1y = p1y;
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Mesures conditionnelles

Soit (X, B, 1) un espace de probabilité standard.

Définition: Une partition € de X est mesurable s'’il existe une suite
(Cn)n=0 de partitions mesurables finies de X telle que € = v§°Cp.

Définition: Un systéme de mesures conditionnelles associé a une
partition mesurable € de X est une famille (ux)xex ayant les
propriétés suivantes:

1. pour chaque x € X, ux est une mesure de probabilité sur (X, B)
supportée par I'élément C(x) de € qui contient x;

2. si x,y appartiennent au méme élément de C, 1y = p1y;

3. pour chaque B € B, I'application x — ux(B) est mesurable
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Mesures conditionnelles

Soit (X, B, 1) un espace de probabilité standard.

Définition: Une partition € de X est mesurable s'’il existe une suite
(Cn)n=0 de partitions mesurables finies de X telle que € = v§°Cp.

Définition: Un systéme de mesures conditionnelles associé a une
partition mesurable € de X est une famille (ux)xex ayant les
propriétés suivantes:

1. pour chaque x € X, ux est une mesure de probabilité sur (X, B)
supportée par I'élément C(x) de € qui contient x;

2. si x,y appartiennent au méme élément de C, 1y = p1y;

3. pour chaque B € B, I'application x — ux(B) est mesurable et

w(B) = /ux(B) dp.
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Le théoreme de désintégration de Rokhlin
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Le théoreme de désintégration de Rokhlin

Théoréme:  (Rokhlin)  Toute partition mesurable € de X
admet un systeme de mesures conditionnelles.
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Le théoreme de désintégration de Rokhlin

Théoréme:  (Rokhlin)  Toute partition mesurable € de X
admet un systeme de mesures conditionnelles.
Ce systéme est unique dans le sens suivant:
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Le théoreme de désintégration de Rokhlin

Théoréme:  (Rokhlin)  Toute partition mesurable € de X
admet un systeme de mesures conditionnelles.
Ce systéme est unique dans le sens suivant:

Si (ux)xex, (15 )xex sont deux tels systemes, on a uy = p) pour
u-presque tout x.
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Le théoreme de Ledrappier-Young

Soient M une variété compacte, u une mesure de probabilité sur M, et f un
difféomorphisme de classe C* (s réel > 1) de M préservant p.
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Le théoreme de Ledrappier-Young

Soient M une variété compacte, u une mesure de probabilité sur M, et f un
difféomorphisme de classe C* (s réel > 1) de M préservant p.

On suppose pour simplifier que f est p-ergodique.
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Le théoreme de Ledrappier-Young

Soient M une variété compacte, u une mesure de probabilité sur M, et f un
difféomorphisme de classe C* (s réel > 1) de M préservant p.

On suppose pour simplifier que f est p-ergodique. On note A C M le
borélien f-invariant de y-mesure totale dans lequel les conclusions
du théoreme d’Oseledec sont valides.
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Le théoreme de Ledrappier-Young

Soient M une variété compacte, u une mesure de probabilité sur M, et f un
difféomorphisme de classe C* (s réel > 1) de M préservant p.

On suppose pour simplifier que f est p-ergodique. On note A C M le
borélien f-invariant de y-mesure totale dans lequel les conclusions
du théoreme d’Oseledec sont valides.

Notons r, le nombre d’exposants de Lyapunov strictement positifs.
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Le théoreme de Ledrappier-Young

Soient M une variété compacte, u une mesure de probabilité sur M, et f un
difféomorphisme de classe C°® (s réel > 1) de M préservant p.
On suppose pour simplifier que f est p-ergodique. On note A C M le

borélien f-invariant de y-mesure totale dans lequel les conclusions
du théoreme d’Oseledec sont valides.

Notons r, le nombre d’exposants de Lyapunov strictement positifs.
Pour x € Aand 1 <i < r,, notons W'(x) la variété instable forte de x
associée aux exposants > 6;.
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Le théoreme de Ledrappier-Young

Soient M une variété compacte, u une mesure de probabilité sur M, et f un
difféomorphisme de classe C* (s réel > 1) de M préservant p.

On suppose pour simplifier que f est p-ergodique. On note A C M le
borélien f-invariant de y-mesure totale dans lequel les conclusions
du théoreme d’Oseledec sont valides.

Notons r, le nombre d’exposants de Lyapunov strictement positifs.
Pour x € Aand 1 <i < r,, notons W'(x) la variété instable forte de x
associée aux exposants > 6;.

On peut construire une partition mesurable C; de A telle que, pour
tout x € A, €;(x) soit I'intersection avec A d’une plaque de W'(x)
contenant x.
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Le théoreme de Ledrappier-Young

Soient M une variété compacte, u une mesure de probabilité sur M, et f un
difféomorphisme de classe C°® (s réel > 1) de M préservant p.
On suppose pour simplifier que f est p-ergodique. On note A C M le

borélien f-invariant de y-mesure totale dans lequel les conclusions
du théoreme d’Oseledec sont valides.

Notons r, le nombre d’exposants de Lyapunov strictement positifs.
Pour x € Aand 1 <i < r,, notons W'(x) la variété instable forte de x
associée aux exposants > 6;.

On peut construire une partition mesurable C; de A telle que, pour
tout x € A, €;(x) soit I'intersection avec A d’une plaque de W'(x)
contenant x.

Soit (1) )xen un systéme de mesures conditionnelles associé a C;.
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Théoréme: (Ledrappier-Young) Il existe des nombres §;,
1 < i < ry, quiont la propriété suivante:
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Théoréme: (Ledrappier-Young) Il existe des nombres §;,
1<i< ru, qui ont la propriété suivante:

pour 1 <7< ry,
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Théoréme: (Ledrappier-Young) Il existe des nombres §;,
1<i< ru, qui ont la propriété suivante:

pour 1 <7< ry, p-presque tout x € A,
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Théoréme: (Ledrappier-Young) Il existe des nombres §;,
1<i< ru, qui ont la propriété suivante:

pour 1 <7 < ry, p-presque tout x € A, et Mx presque tout
y € Ci(x )’
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Théoréme: (Ledrappier-Young) Il existe des nombres §;,
1<i< ru, qui ont la propriété suivante:

pour 1 <7 < ry, p-presque tout x € A, et Mx presque tout
y € Ci(x ), ona
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Théoréme: (Ledrappier-Young) Il existe des nombres §;,
1<i< ru, qui ont la propriété suivante:

pour 1 <7 < ry, p-presque tout x € A, et Mx presque tout
y € Ci(x ), ona

__log !
I log 11(By, 1) _ d;.
rl—% log r Z

De plus, on a 0 < §; < m; (la multiplicité de 6;) et

> b

1<i<ny
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Théoréme: (Ledrappier-Young) Il existe des nombres §;,
1<i< ru, qui ont la propriété suivante:

pour 1 <7 < ry, p-presque tout x € A, et Mx presque tout
y € Ci(x ), ona

__log !
I log 1ix(Bly. 1)) _ 0j.
rl—% log r Z

De plus, on a 0 < §; < m; (la multiplicité de 6;) et

Z 5:0;.

1<i<ry

Il'y a aussi une formulation de ce résultat dans le cas ou p n’est pas
ergodique.
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