
Chapitre 4

Topologie et courbure de Berry dans un réseau 2D
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Après avoir consacré la première partie de cet enseignement aux pro-
blèmes uni-dimensionnels, nous abordons à partir de maintenant l’étude
de systèmes topologiques à deux dimensions. Rappelons que cette géomé-
trie bi-dimensionnelle a joué un rôle majeur dans l’émergence de concepts
topologiques en physique, avec la découverte de l’effet Hall quantique
dans les gaz d’électrons confinés dans des puits quantiques. Elle permet
de caractériser les phases topologiques par leurs propriétés de transport,
ce qui n’était pas directement possible à 1D; par ailleurs, elle donne nais-
sance à des nombres topologiques (indices de Chern) plus "robustes" que
la phase de Zak, qui restait dépendante de la paramétrisation choisie pour
un problème physique donné.

Nous allons considérer dans ce chapitre une bande d’énergie isolée et
nous allons nous poser la question de la topologie de cette bande. Nous
allons apporter deux types de réponse. La première sera mathématique
et directement inspirée de ce que nous avons compris pour les pompes
géométriques, concernant la couverture de la sphère de Bloch. La seconde
réponse sera physique et portera sur les propriétés de transport que l’on
peut attendre pour ces systèmes. Bien entendu, les deux types de réponses
conduiront à la même caractérisation in fine. Dans le cours 5, nous com-
pléterons ces deux réponses par une troisième, portant sur l’existence de
canaux de bord.

Pour simplifier notre analyse, nous allons étudier majoritairement
des systèmes discrets avec des couplages tunnels n’autorisant des sauts
qu’entre sites voisins. Cela va nous permettre d’utiliser l’approximation
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des liaisons fortes et de mener presque tous les calculs de manière analy-
tique. Comme nous l’avons fait à une dimension, nous allons également
chercher à travailler avec les géométries les plus simples permettant l’ap-
parition d’une topologie non triviale. Comme à 1D, cela conduit à considé-
rer un réseau avec deux sites possibles par cellule unité. Ce type de réseau
conduit naturellement à l’émergence de points de Dirac dans une géomé-
trie 2D, et c’est donc par cette notion que nous allons commencer notre
étude, avant de passer à la caractérisation de la topologie.

1 Réseaux bi-partites et points de Dirac

Nous allons rappeler dans cette première partie quelques caractéris-
tiques importantes de réseaux réguliers à deux dimensions. Nous com-
mencerons par une brève description des réseaux triangulaires et carrés
dans le modèle des liaisons fortes. Ces deux réseaux ont un seul site par
cellule unité, donc une seule bande d’énergie dans l’approximation des
liaisons fortes. Par conséquent, ils ne peuvent pas déboucher spontané-
ment sur des bandes topologiques, sauf en présence d’un champ de jauge
extérieur, comme nous le verrons au cours 6.

Nous passerons ensuite au réseau hexagonal de type graphène ; ce ré-
seau comporte deux sites par cellule unité, comme les modèles SSH et RM
que nous avons étudiés à une dimension. On obtient a priori deux bandes
d’énergie dans le modèle des liaisons fortes, ce qui est propice à la re-
cherche d’effets topologiques. Nous discuterons en particulier les points
de Dirac du réseau graphène standard, qui joueront un rôle crucial dans
l’émergence de ces propriétés topologiques. Nous donnerons également
quelques illustrations de la réalisation de ce réseau en photonique et avec
des atomes froids.

1-1 Réseaux triangulaires et carrés

À deux dimensions, les réseaux réguliers les plus simples sont trian-
gulaires ou carrés. En physique des atomes froids, le réseau triangulaire
peut être obtenu en faisant interférer trois ondes lumineuses identiques
coplanaires, à 120 degrés l’une de l’autre, et avec leur polarisation perpen-

a1
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a1

a2

FIGURE 1. Réseau triangulaire et réseau carré. La zone grisée indique une cellule
unité possible.

diculaire au plan. Les maxima 1 d’intensité forment un réseau triangulaire
de points Aj , avec une distance entre proches voisins égale à a = 2λ/3.
Les atomes viendront s’y piéger si la fréquence de la lumière est inférieure
à la fréquence de résonance des atomes. Le réseau carré peut quant à lui
être généré par deux paires orthogonales d’ondes stationnaires, avec une
distance a = λ/2 entre deux sites adjacents.

Ces deux types sont des réseaux de Bravais, c’est-à-dire que l’on peut
générer tout le réseau en translatant une cellule unité ne comportant qu’un
seul site de

rj = j1a1 + j2a2, j1, j2 ∈ Z (1)

où les vecteurs a1 et a2 sont indiqués sur la figure 1.

Considérons un hamiltonien où seuls les sauts entre proches voisins
sont autorisés, avec un élément de matrice tunnel noté −J comme au cha-
pitre précédent. Le théorème de Bloch indique que l’on peut chercher les
états de Bloch sous la forme

|ψq〉 =
∑
j

eiq·rj |Aj〉 (2)

1. Si l’on souhaite disposer plutôt d’un piégeage aux minima d’intensité tout en gardant
un réseau triangulaire, il faut orienter les polarisations dans le plan des faisceaux.
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avec une seule fonction périodique sur le réseau

|uq〉 =
∑
j

|Aj〉. (3)

et une seule bande d’énergie 2 . La fonction |uq〉 est donc réelle et en fait in-
dépendante de q. L’expérience que nous avons acquise aux chapitres pré-
cédents sur le cas 1D nous indique que l’on ne peut pas espérer observer
de topologie non triviale dans ce modèle à une bande.

1-2 Le réseau hexagonal "graphène"

Pour obtenir une situation qui généralise celle étudiée à une dimen-
sion, avec le modèle SSH et le modèle de Rice–Mele, il nous faut passer à
un réseau avec (au moins) deux sites par cellule unité. Cela conduit natu-
rellement à une paramétrisation des états propres à quasi-moment donné
par un pseudo-spin 1/2. La topologie correspondante peut donc être com-
prise en examinant la position de ce pseudo-spin sur la sphère de Bloch.
Le réseau le plus connu de ce type est le réseau hexagonal représenté sur
la figure 2.

La cellule unité de ce réseau comporte effectivement deux sites distants
de a, notés A et B et correspondant respectivement au bas et au haut de
chaque lien vertical. Le couplage tunnel, limité là aussi aux proches voisins,
peut faire passer une particule d’un site A vers trois sites B, à savoir celui
de la même cellule et les sitesB décalés respectivement de−a1 et−a2 avec

a1 =

√
3

2
a

(
1√
3

)
a2 =

√
3

2
a

(−1√
3

)
. (4)

Dans l’espace des quasi-moments q, la zone de Brillouin a elle aussi une
structure hexagonale, et le réseau réciproque est engendré par les deux

2. L’énergie associée à l’état |ψq〉 vaut−2J [cos(q · a1) + cos(q · a2) + cos(q · (a1 − a2)]
pour le réseau triangulaire et −2J [cos(q · a1) + cos(q · a2)] pour le réseau carré.

A

B

a
a1a2

qx

qy

b2 b1

FIGURE 2. Haut : le réseau hexagonal et sa cellule unité d’aire (3
√

3/2)a2. Bas :
la zone de Brillouin correspondante d’aire 8π2/(3

√
3a2) ; les points de Dirac sont

marqués par un cercle bleu.

vecteurs b1 et b2 définis 3 par ai · bj = 2π δi,j :

b1 =
2π

3a

(√
3

1

)
b2 =

2π

3a

(
−
√

3
1

)
. (6)

On peut chercher les états propres de cet hamiltonien sous la forme

3. On adopte ici la définition générale

b1 = 2π
Ra2

a1 · (Ra2)
, b2 = 2π

Ra1

a2 · (Ra1)
(5)

oùR désigne la rotation de π/2.
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de Bloch ψq(r) = eiq·r uq(r) où uq(r) est périodique sur le réseau. Cette
périodicité s’écrit dans la limite des liaisons fortes (Hubbard) considérée
ici [cf. cours 1] :

|uq〉 = αq

∑
j

|Aj〉

+ βq

∑
j

|Bj〉

 , |αq|2 + |βq|2 = 1, (7)

ce qui revient comme annoncé à paramétriser |uq〉 comme un pseudo spin
1/2 :

|uq〉 ≡
(
αq

βq

)
. (8)

Avec ces notations, l’état de Bloch |ψq〉 est donné par

|ψq〉 =
∑
j

ei q·rj (αq|Aj〉+ βq|Bj〉) . (9)

L’état de Bloch |ψq〉 est état propre de l’hamiltonien décrivant le cou-
plage tunnel avec la valeur propre Eq , ce qui se transcrit en terme du
pseudo-spin :

Ĥq

(
αq

βq

)
= Eq

(
αq

βq

)
(10)

où l’on a introduit la matrice 2× 2

Ĥq =

(
EA −J

(
1 + e−iq·a1 + e−iq·a2

)
−J

(
1 + eiq·a1 + eiq·a2

)
EB

)
. (11)

Pour l’instant, nous supposerons les deux sites A et B équivalents, et donc
de même énergie. Nous poserons par convention

EA = EB = 0 (12)

de sorte que Ĥq peut s’écrire en terme des matrices de Pauli σ̂i, i = x, y, z :

Ĥq = −h(q) · σ̂, hx(q) + ihy(q) = J
(
1 + eiq·a1 + eiq·a2

)
. (13)

ou encore

h(q) =

1 + cos(q · a1) + cos(q · a2)
sin(q · a1) + sin(q · a2)

0

 (14)
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FIGURE 3. Structure de bande du réseau hexagonal.

Les énergies propres de cet hamiltonien sont

E(±)
q = ±|h(q)| = ±J |1 + eiq·a1 + eiq·a2 | (15)

que nous allons maintenant discuter. Les deux états propres correspon-
dants, |u(±)

q 〉, sont localisés sur l’équateur de la sphère de Bloch puisque le
vecteur h est lui-même localisé dans le plan xy.

1-3 Les points de Dirac

La structure de bande (15) est bien connue, en particulier grâce aux
études sur le graphène (CASTRO NETO, GUINEA et al. 2009), et elle est
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représentée sur la figure 3. Les deux bandes d’énergie E(±)
q ne sont pas

disjointes, mais se touchent en des valeurs de q particulières, les points de
Dirac, qui sont les solutions de

1 + eiq·a1 + eiq·a2 = 0. (16)

La première zone de Brillouin a une structure hexagonale et il y a un point
de Dirac à chacun des six sommets de l’hexagone (figure 2, bas). Comme
chaque sommet est lui-même à la frontière de trois hexagones, il y a deux
points de Dirac/zone de Brillouin 4,

q = Q± avec Q± = ± 4π

3
√

3 a

(
1
0

)
. (17)

La dénomination "point de Dirac" provient du fait que la relation de
dispersion au voisinage de Q± est celle d’une particule quantique relati-
viste en dimension 2. En posant q̃ = q −Q±, l’hamiltonien prend en effet
la forme de Dirac

Ĥ(±)
q = ~v (±q̃x σ̂x + q̃y σ̂y) (18)

pour q̃ petit devant la taille de la zone de Brillouin, avec la vitesse v =
(3/2)Ja/~.

Nous sommes ici dans une situation marginale vis-à-vis des propriétés
topologiques. Nous avons vu pour les problèmes à une dimension (et il
en va de même à deux dimensions) que l’établissement d’un contact entre
deux bandes d’énergie était un point singulier : ce contact peut disparaître
quand on modifie un ou plusieurs paramètres du problème, et selon cette
modification, les deux bandes disjointes qui résultent auront ou non des
propriétés topologiques. Notre but dans le reste de ce chapitre et le suivant
sera de comprendre quelles modifications apporter à l’hamiltonien pour
basculer d’un côté ou de l’autre 5.

Robustesse des point de Dirac. Nous venons de voir que les deux
bandes d’énergie se touchaient aux points de Dirac. L’existence de ces

4. voir le cours 2012-13, chapitre 6, pour une étude détaillée.
5. Notons que l’on peut mettre en évidence une topologie particulière pour cette situation

marginale à partir de l’étude des états de bord, comme cela a été étudié théoriquement par
DELPLACE, ULLMO et al. (2011), puis expérimentalement par MILIĆEVIĆ, OZAWA et al. (2017).

qx

qy

hx(qx, qy) = 0

hy(qx, qy) = 0

FIGURE 4. Points de Dirac obtenus à l’intersection des lignes du plan qx, qy le
long desquelles hx(q) et hy(q) s’annulent. Ces points sont robustes dans la me-
sure où un petit changement des paramètres de l’hamiltonien déforme légèrement
ces lignes, mais ne supprime pas leurs points d’intersection qui sont simplement
déplacés.

points de contact entre les deux bandes est une conséquence directe du
fait que l’hamiltonien des réseaux que nous venons d’étudier s’écrit

Ĥq = − (hx(q)σ̂x + hy(q)σ̂y) . (19)

Les énergies des deux bandes±
[
h2
x + h2

y

]1/2 coïncident donc aux points où
hx et hy s’annulent simultanément. Or, quand q varie dans le plan (qx, qy),
l’existence de zéros simultanés pour hx et hy est "naturelle". Les fonctions
hx et hy peuvent a priori prendre des valeurs positives et négatives, et cha-
cune s’annule sur des lignes du plan (figure 4). Un point de Dirac corres-
pond à l’intersection de telles lignes et le champ de vecteur h = (hx, hy)
présente une structure de vortex autour de ce point (figure 5).

Cette structure de vortex assure la robustesse des points de Dirac tant
que l’hamiltonien reste de la forme (19). Si on modifie légèrement la va-
leur de certains coefficients tunnel par rapport à d’autres, les points de
Dirac vont se déplacer, mais ne disparaîtront pas. Pour les déformations
plus fortes, deux points de Dirac d’enroulement opposé peuvent venir au
contact l’un de l’autre et s’annihiler (MONTAMBAUX, PIÉCHON et al. 2009),
d’une manière formellement similaire à deux vortex dans un superfluide
2D dans la description de la transition de Kosterlitz–Thouless (cf. cours
2016-17).

– page 5 –



COURS 4 : TOPOLOGIE ET COURBURE DE BERRY DANS UN RÉSEAU 2D § 1. Réseaux bi-partites et points de Dirac
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FIGURE 5. Champ de vecteur n(q) = h(q)/|h(q)| dans le plan qx, qy pour le ré-
seau hexagonal. Les points de Dirac sont indiqués par les cercles rouges et forment
eux-mêmes un réseau hexagonal dans l’espace des moments (cf. figure 2, bas). Au
voisinage de ces points, le champ de vecteur n(q) possède une structure de vortex,
avec des enroulements de signe opposé pour deux points de Dirac adjacents.

1-4 Réseau hexagonal pour polaritons ou atomes

Au cours des dix dernières années, plusieurs plateformes ont été utili-
sées pour implémenter un réseau hexagonal dans un système ondulatoire,
et observer ainsi une relation de dispersion avec des cônes de Dirac. En
dehors des systèmes électroniques, citons sans chercher à être exhaustif les
ondes acoustiques (TORRENT & SÁNCHEZ-DEHESA 2012), les réseaux de
guides d’onde (RECHTSMAN, ZEUNER et al. 2013), ou encore les résona-
teurs micro-onde (BELLEC, KUHL et al. 2013) (voir figure 6).

La plateforme des polaritons de cavité, que nous avons déjà décrite au
cours 2 pour la réalisation d’une chaîne SSH, peut également être utilisée
pour réaliser de tels réseaux bi-dimensionnels (JACQMIN, CARUSOTTO et
al. 2014). On montre en figure 7 une image de la microstructure dans la-
quelle on a creusé des trous selon un réseau triangulaire, la zone active
formant donc un réseau hexagonal. Cette zone active est composée d’une
couche de GaAlAs entourée de deux miroirs de Bragg, formant une cavité
planaire de facteur de qualité Q ∼ 7 104. Comme décrit au chapitre 2, on
pompe le système avec de la lumière non résonnante et on observe la lu-
mière de photoluminescence, soit résolue en position (ce qui montre les
zones actives formant le réseau hexagonal), soit résolue en impulsion (ce
qui montre la structure de bande avec les cônes de Dirac caractéristiques).

Avec des atomes froids, la première mise en évidence directe de points
de Dirac faite par TARRUELL, GREIF et al. (2012) a été décrite dans le cours
2012-13 et nous n’y reviendrons pas ici. Nous allons nous intéresser ici à
l’expérience plus récente de DUCA, LI et al. (2015) qui a mis en évidence
l’enroulement de phase autour d’un point de Dirac (figure 5).

Sur le plan formel, le déplacement d’une particule dans l’espace des
moments q en présence d’un point de Dirac peut être vu comme analogue
au cas du mouvement d’une particule de charge e dans l’espace réel (i.e.
des positions r) en présence d’un solénoïde infiniment étroit créant un
flux magnétique fini (MIKITIK & SHARLAI 1999). Cette deuxième situation
physique, représentée sur la figure 8, correspond à l’effet Aharonov–Bohm
(AHARONOV & BOHM 1959). Si l’on considère une trajectoire le long d’un
contour C qui entoure le solénoïde, la phase accumulée le long de la trajec-
toire

ΦAB =
e

2π~

∮
C
A(r) · dr, (20)
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FIGURE 6. Réseau hexagonal pour des ondes acoustiques (haut, gauche), des ondes
lumineuses guidées (haut, à droite) et des ondes électromagnétiques dans le do-
maine ∼ 6 GHz (bas). Figures extraites de TORRENT & SÁNCHEZ-DEHESA

(2012), RECHTSMAN, ZEUNER et al. (2013) et BELLEC, KUHL et al. (2013).

FIGURE 7. Haut : Microstructure de AlGaAs formant un réseau hexagonal. Bas :
spectre de photoluminescence dans l’espace des positions (gauche) et dans l’espace
des moments (droite). Sur la figure de droite, on trace E(q) en fonction de qy , avec
un choix de qx qui permet de passer sur un point de Dirac. La figure de gauche
a été obtenue pour une puissance de pompe suffisante pour atteindre le régime de
condensation des polaritons. Figures extraites de JACQMIN, CARUSOTTO et al.
(2014).

– page 7 –



COURS 4 : TOPOLOGIE ET COURBURE DE BERRY DANS UN RÉSEAU 2D § 1. Réseaux bi-partites et points de Dirac

C1

C2

FIGURE 8. L’effet Aharonov–Bohm. Un solénoïde infini génère un champ magné-
tique localisé à l’intérieur du solénoïde. On mesure grâce à un dispositif inter-
férométrique la phase accumulée par la fonction d’onde d’une particule chargée
effectuant un contour fermé. Si le contour n’entoure pas le solénoïde (contour C1),
le flux magnétique est indétectable. En revanche, si le contour entoure le solénoïde
(contour C2), la phase géométrique accumulée est proportionnelle au flux (Eq. 20),
bien que la trajectoire classique de la particule ne pénètre jamais dans la zone de
champ magnétique non nul.

où A(r) est le potentiel vecteur décrivant le champ magnétique du so-
lénoïde, est proportionnelle au flux du champ magnétique dans le solé-
noïde. Pour une trajectoire qui n’entoure pas le solénoïde, cette phase de
Aharonov–Bohm ΦAB est nulle.

Considérons maintenant une "trajectoire" fermée dans l’espace des q
qui entoure un des points de Dirac (figure 9). Si le mouvement le long de
cette trajectoire se fait assez lentement, la particule initialement préparée
dans un état donné du pseudo-spin, l’état fondamental |u(−)

q 〉 par exemple,
va rester dans cet état et va accumuler une phase géométrique. Nous sa-
vons (cf. cours 1) que cette phase géométrique est donnée par la moitié de
l’angle solide sous-tendu par le vecteur h(q) le long de cette trajectoire.
Comme le vecteur h(q) décrit dans ce cas un tour entier sur l’équateur de
la sphère de Bloch, l’angle solide vaut ±2π et la phase géométrique vaut

C1

C2

(a
√

3/2π)qx

(a
√

3/2π)qy

+1

+1

FIGURE 9. Deux "trajectoires" possibles dans l’espace des moments q. Le contour
C1, qui entoure un point de Dirac, correspond à une phase géométrique ±π. Le
contour C2 correspond à une phase géométrique nulle.

±π (contour C1 de la figure 9). Si au contraire la trajectoire n’entoure pas
un point de Dirac ou en entoure deux d’enroulements opposés, l’angle so-
lide sera nul, ainsi que la phase géométrique correspondante (contour C2
de la figure 9).

Pour mettre en évidence cet effet, DUCA, LI et al. (2015) ont réalisé un
interféromètre à deux voies et vérifié que la différence de phase à la sortie
de cet interféromètre était égale à π ou 0 selon que l’aire de l’interféro-
mètre incluait ou non un point de Dirac. Cette expérience a été réalisée
avec des atomes de rubidium préparés dans un réseau optique formé par
trois ondes lumineuses à 120 degrés l’une de l’autre.

Initialement l’état externe des atomes est un paquet d’ondes localisé au
centre de la zone de Brillouin (qi = 0) et leur état interne est un certain
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qx

qy Point de départ

qx

qy Impulsion π/2

qx

qy Propagation

qx

qy Impulsion π

qx

qy Propagation

qx

qy Impulsion π/2

FIGURE 10. Séquence expérimentale suivie pour réaliser un interféromètre à deux
voies dans l’espace des moments, permettant de révéler l’enroulement de phase de
π autour d’un point de Dirac. Figure inspirée de DUCA, LI et al. (2015).

sous-niveau Zeeman magnétique 6 noté | ↑〉. On réalise alors un interféro-
mètre de type π

2 − π − π
2 avec des impulsions micro-onde (figure 10) :

— Une première impulsion micro-onde π/2 prépare une superposition
cohérente de | ↑〉 et | ↓〉, le moment magnétique de | ↓〉 étant opposé à
celui de | ↑〉, avec un état global qui s’écrit donc :

|qi, ↑〉+ |qi, ↓〉 (21)

— Une accélération du réseau le long de l’axe x, réalisée en décalant la
fréquence d’un des faisceaux laser par rapport aux deux autres, crée
une force d’inertie Fx identique sur les deux états de spin. Cette force
va décaler progressivement le quasi-moment q le long de l’axe x, c’est
le phénomène des oscillations de Bloch que nous avons déjà rencontré
et que nous développerons un peu plus loin.

— Un gradient de champ magnétique crée une force opposée sur chaque
état de spin le long de l’axe y, ce qui permet de séparer les trajec-
toires de | ↑〉 et | ↓〉. Les deux quasi-moments des deux états de spin
s’écartent donc de part et d’autre de qy = 0, tout en gardant la même
valeur de qx.

— Au bout d’une durée τ , une impulsion micro-onde π échange l’état
de spin des atomes, ce qui permet de refermer l’interféromètre dans
l’espace des moments q.

— Au bout de la durée 2τ , les deux paquets d’ondes ont atteint le même
moment qf et l’état global d’un atome s’écrit

|qf , ↑〉+ eiΦ|qf , ↓〉, (22)

où Φ contient l’information de phase recherchée.

— Pour accéder à la phase relative Φ, on procède à une dernière impul-
sion micro-onde π/2 avec la phase ΦMW et on mesure la population
dans les deux états de spin

n↑,↓ ∝ 1± cos(Φ + ΦMW). (23)

Comme toujours, Φ contient à la fois la phase géométrique et la différence
des phases dynamiques accumulées sur chacun des bras de l’interféro-
mètre. En principe, les phases dynamiques accumulées sur chaque bras

6. Plus précisément, les deux états en jeu sont |F = 2,m = 1〉 et |F = 1,m = 1〉.

– page 9 –



COURS 4 : TOPOLOGIE ET COURBURE DE BERRY DANS UN RÉSEAU 2D § 2. Caractérisation "géométrique" de la topologie

coupling between the legs so as to adiabatically
load the fermionic system in the lowest band of
both the lattice and the Raman-dressed energy
spectrum.
Despite the absence of a real bulk region, this

two-leg configuration is expected to support chi-
ral currents with atoms flowing in opposite di-
rections along the legs (Fig. 2C), as investigated
recently in bosonic systems (24). To observe this,
we measured the relative motion of the atoms in
the two legs by spin-selective imaging of the lat-
tice momentum distribution, obtained by switch-
ing off the synthetic coupling and releasing the
atoms from the lattice. In Fig. 2A (upper panel),
we show two time-of-flight images corresponding
to them= –5/2 andm= –1/2 legs (Fig. 2C) forW1 =
2p × 489 Hz and t = 2p × 134 Hz (W1/t = 3.65).
Here we are interested only in direction x̂, which
reflects the distribution of the lattice momenta k
along the legs (in units of the real-lattice wave
numberkL=p/d, whered is the real-lattice spacing).
The lattice momentum distribution along ŷ is a
uniform square due to the presence of the strong
optical lattice along the transverse (frozen) real
directions (20). The central panel of Fig. 2A shows
the lattice momentum distribution n(k) after in-
tegration of the images along ŷand normalization
according to ∫nðkÞdk ¼ 1.We observe a clear asym-
metry in n(k) [similar to what was reported in
experiments with spin-orbit coupling in harmon-
ically trapped gases (25–27)], which we charac-
terize by defining the function

hðkÞ ¼ nðkÞ − nð−kÞ ð2Þ

which is plotted in the lower panel of Fig. 2A. The

expression J ¼ ∫
1

0
hðkÞdk provides a measurement

of the lattice momentum unbalance and quanti-
fies the strength of the chiral motion of the
particles along the two legs. The values J =
+0.056(3) form = –5/2 and J = –0.060(7) form =

–1/2 are approximately equal in intensity and
opposite in sign, providing direct evidence for
presence of chirality in the system. The small value
of J is attributable to the fact that, in addition to
states exhibiting chiral currents, fermions occupy
other states at the bottom of the band, which do
not display chiral features. We also performed the
same experiment with a reversed direction of the
synthetic magnetic field B (Fig. 2B), observing a
change of sign in J, corresponding to currents
circulating in the opposite direction. This behavior
confirms the interpretation of our data in terms of
chiral currents induced by a synthetic magnetic
field in a synthetic 2D lattice.
The stability of chiral edge states in fermionic

systems is of key importance, for example, for
quantum information applications. In our sys-
tem, the appearance of a chiral behavior is gov-
erned by several key parameters, including the
ratio W1/t, the Fermi energy EF, and the flux ϕ.
These parameters are easy to adjust, so they can
be used to investigate the rise and fall of the edge
currents as a function of theHamiltonian param-
eters (24), as well as to identify which regimes
exhibit stronger chiral features. By varying the
tunneling rates along x̂ and m̂, we observe a
phase transition between a chiral behavior and
a nonchiral regime. The lattice momentum dis-
tribution is measured as a function ofW1/twith-
out affecting other relevant parameters, such as
EF and T. Figure 2D illustrates themeasurement
of jJ j as a function ofW1/t (circles). As expected,
no chirality is observed for vanishing W1, when
the legs are decoupled. Chirality is also suppres-
sed for large inter-edge coupling W1≫t. In the lat-
ter regime, the largest energy scale in the system
is the effective kinetic energy along the synthetic
direction: This contribution is minimized when
the fermions occupy the lowest energy state on
each rung, which does not exhibit any chiral
behavior. The measured values of jJ j compare
well with the results of a numerical simulation

that includes thermal fluctuations (shaded area
in Fig. 2D) (20).
We next considered a three-leg ladder, which

is the minimal configuration for which chiral
currents at the edges can be sharply distinguished
from the behavior of the bulk. The experimental
procedure is analogous to that employed for the
two-leg case, with the Raman parameters adjusted
to extend the synthetic coupling tom = +3/2, with
W2 ≃ 1:41 W1 (20). Figure 3A showsmeasuredn(k)
and h(k) for each of the three legs for W1 = 2p ×
620 Hz and t = 2p × 94 Hz (W1/t = 6.60). We
observe strong chiral currents in the upper- and
lower-edge chains, showing values of J with
opposite sign, similar to the two-leg case [J =
+0.079(6) form = –5/2 and J = –0.062(4) form =
+3/2]. In contrast, the central leg shows a much-
reduced asymmetry in n(k) [J = 0.018(5)], sig-
naling a suppressed net current in the bulk. This
is direct evidence of the existence of chiral states
propagating along the edges of the system, which
leave the bulk mostly decoupled from the edges
(Fig. 3C). This behavior is akin to what is expected
for a fermionic system in a Harper-Hofstadter
Hamiltonian. Bulk states exhibit only local circu-
lations of current, which average to zero when all
of the different states enclosed by the Fermi sur-
face are considered. Only the edges of the system
experience a nonzero current, because there the
chiral nature of the states prevents this cancella-
tion effect from occurring. In the ribbon geometry
of the experiment, the bulk reduces to just a single
central line. Nevertheless, the behavior discussed
above is clearly present and detectable in the ex-
perimental signal. The small width of the ribbon
favors the observation of edge states, given the
large boundary-to-surface ratio of the system,
which is reflected in a substantial population of
states with edge character.
Figure 3C shows the values of J as a function of

W1/t for the three different legs of the ladder. The
results illustrate the role of the bulk-edge coupling:
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Fig. 3. Chiral edge currents
in a three-leg ladder. (A)
Experimental time-of-flight
images (top), n(k) (center),
and h(k) = n(k) – n(–k)
(bottom) for each of the three
legs m = –5/2, m = –1/2, and
m = +3/2 constituting the
ladder, respectively [numbers
shown in the bottom panels
are the values of J determined
from h(k)]. Experimental
parameters: W1 = 2p × 620 Hz,
t = 2p × 94 Hz, W1/t = 6.60,
and ϕ ¼ 0:37p. (B) Sketch of
the three-leg ladder
configuration realized for this
experiment. (C) Circles show
experimental values of the net
momentum unbalance J for
each leg as a function of W1/t.
The shaded areas illustrate the results of a numerical simulation (20). For both experimental and simulation data, blue, green, and red correspond tom = –5/2,
m = –1/2, and m = 3/2, respectively.
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coupling between the legs so as to adiabatically
load the fermionic system in the lowest band of
both the lattice and the Raman-dressed energy
spectrum.
Despite the absence of a real bulk region, this

two-leg configuration is expected to support chi-
ral currents with atoms flowing in opposite di-
rections along the legs (Fig. 2C), as investigated
recently in bosonic systems (24). To observe this,
we measured the relative motion of the atoms in
the two legs by spin-selective imaging of the lat-
tice momentum distribution, obtained by switch-
ing off the synthetic coupling and releasing the
atoms from the lattice. In Fig. 2A (upper panel),
we show two time-of-flight images corresponding
to them= –5/2 andm= –1/2 legs (Fig. 2C) forW1 =
2p × 489 Hz and t = 2p × 134 Hz (W1/t = 3.65).
Here we are interested only in direction x̂, which
reflects the distribution of the lattice momenta k
along the legs (in units of the real-lattice wave
numberkL=p/d, whered is the real-lattice spacing).
The lattice momentum distribution along ŷ is a
uniform square due to the presence of the strong
optical lattice along the transverse (frozen) real
directions (20). The central panel of Fig. 2A shows
the lattice momentum distribution n(k) after in-
tegration of the images along ŷand normalization
according to ∫nðkÞdk ¼ 1.We observe a clear asym-
metry in n(k) [similar to what was reported in
experiments with spin-orbit coupling in harmon-
ically trapped gases (25–27)], which we charac-
terize by defining the function

hðkÞ ¼ nðkÞ − nð−kÞ ð2Þ

which is plotted in the lower panel of Fig. 2A. The

expression J ¼ ∫
1

0
hðkÞdk provides a measurement

of the lattice momentum unbalance and quanti-
fies the strength of the chiral motion of the
particles along the two legs. The values J =
+0.056(3) form = –5/2 and J = –0.060(7) form =

–1/2 are approximately equal in intensity and
opposite in sign, providing direct evidence for
presence of chirality in the system. The small value
of J is attributable to the fact that, in addition to
states exhibiting chiral currents, fermions occupy
other states at the bottom of the band, which do
not display chiral features. We also performed the
same experiment with a reversed direction of the
synthetic magnetic field B (Fig. 2B), observing a
change of sign in J, corresponding to currents
circulating in the opposite direction. This behavior
confirms the interpretation of our data in terms of
chiral currents induced by a synthetic magnetic
field in a synthetic 2D lattice.
The stability of chiral edge states in fermionic

systems is of key importance, for example, for
quantum information applications. In our sys-
tem, the appearance of a chiral behavior is gov-
erned by several key parameters, including the
ratio W1/t, the Fermi energy EF, and the flux ϕ.
These parameters are easy to adjust, so they can
be used to investigate the rise and fall of the edge
currents as a function of theHamiltonian param-
eters (24), as well as to identify which regimes
exhibit stronger chiral features. By varying the
tunneling rates along x̂ and m̂, we observe a
phase transition between a chiral behavior and
a nonchiral regime. The lattice momentum dis-
tribution is measured as a function ofW1/twith-
out affecting other relevant parameters, such as
EF and T. Figure 2D illustrates themeasurement
of jJ j as a function ofW1/t (circles). As expected,
no chirality is observed for vanishing W1, when
the legs are decoupled. Chirality is also suppres-
sed for large inter-edge coupling W1≫t. In the lat-
ter regime, the largest energy scale in the system
is the effective kinetic energy along the synthetic
direction: This contribution is minimized when
the fermions occupy the lowest energy state on
each rung, which does not exhibit any chiral
behavior. The measured values of jJ j compare
well with the results of a numerical simulation

that includes thermal fluctuations (shaded area
in Fig. 2D) (20).
We next considered a three-leg ladder, which

is the minimal configuration for which chiral
currents at the edges can be sharply distinguished
from the behavior of the bulk. The experimental
procedure is analogous to that employed for the
two-leg case, with the Raman parameters adjusted
to extend the synthetic coupling tom = +3/2, with
W2 ≃ 1:41 W1 (20). Figure 3A showsmeasuredn(k)
and h(k) for each of the three legs for W1 = 2p ×
620 Hz and t = 2p × 94 Hz (W1/t = 6.60). We
observe strong chiral currents in the upper- and
lower-edge chains, showing values of J with
opposite sign, similar to the two-leg case [J =
+0.079(6) form = –5/2 and J = –0.062(4) form =
+3/2]. In contrast, the central leg shows a much-
reduced asymmetry in n(k) [J = 0.018(5)], sig-
naling a suppressed net current in the bulk. This
is direct evidence of the existence of chiral states
propagating along the edges of the system, which
leave the bulk mostly decoupled from the edges
(Fig. 3C). This behavior is akin to what is expected
for a fermionic system in a Harper-Hofstadter
Hamiltonian. Bulk states exhibit only local circu-
lations of current, which average to zero when all
of the different states enclosed by the Fermi sur-
face are considered. Only the edges of the system
experience a nonzero current, because there the
chiral nature of the states prevents this cancella-
tion effect from occurring. In the ribbon geometry
of the experiment, the bulk reduces to just a single
central line. Nevertheless, the behavior discussed
above is clearly present and detectable in the ex-
perimental signal. The small width of the ribbon
favors the observation of edge states, given the
large boundary-to-surface ratio of the system,
which is reflected in a substantial population of
states with edge character.
Figure 3C shows the values of J as a function of

W1/t for the three different legs of the ladder. The
results illustrate the role of the bulk-edge coupling:
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Fig. 3. Chiral edge currents
in a three-leg ladder. (A)
Experimental time-of-flight
images (top), n(k) (center),
and h(k) = n(k) – n(–k)
(bottom) for each of the three
legs m = –5/2, m = –1/2, and
m = +3/2 constituting the
ladder, respectively [numbers
shown in the bottom panels
are the values of J determined
from h(k)]. Experimental
parameters: W1 = 2p × 620 Hz,
t = 2p × 94 Hz, W1/t = 6.60,
and ϕ ¼ 0:37p. (B) Sketch of
the three-leg ladder
configuration realized for this
experiment. (C) Circles show
experimental values of the net
momentum unbalance J for
each leg as a function of W1/t.
The shaded areas illustrate the results of a numerical simulation (20). For both experimental and simulation data, blue, green, and red correspond tom = –5/2,
m = –1/2, and m = 3/2, respectively.
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Figure 2 | Experimental sequence and spin-dependent Bloch oscillations. a, Energy band, MW pulses and state evolution of a single atom in a
superposition of two spin-states with opposite magnetic moment (brown and green balls) during the three-step echo sequence described in the text. The
winding of the state vector with k is given by ✓

k

(solid line dimerization D1, dashed line dimerization D2). b,c, Time-of-flight momentum distributions taken
for different evolution times of the spin-dependent Bloch oscillations in the lower (b) and upper energy band (c) used in the experiment. Each momentum
point is an average of three identical measurements.

field gradient is applied that creates a constant force in opposite
directions for the two spin components. Such a constant force leads
to Bloch oscillations—that is, a linear evolution of quasimomentum
over time24. In our case the force is directed in opposite directions
for the two spin components. The atomic wavepacket thus evolves
into the coherent superposition state 1/

p
2(|",ki + ei�' |#,�ki).

When both reach the band edge, the differential phase between
the two states is given by �' = 'Zak + �'Zeeman. Note that for
all time-reversal invariant Hamiltonians (as is the case here), the
dynamical phase acquired during the adiabatic evolution is equal
for the two spin states and therefore cancels in the phase difference.
In principle, if a sufficiently highmagnetic field stability is present in
the laboratory such that 'Zeeman is reproducible, one could end the
experimental sequence here by applying a second ⇡/2-pulse with
phase 'MW, as described in step 3 below. The Zak phase of the lowest
band could then be directly extracted from the resulting Ramsey
fringe. Step (2) To eliminate the Zeeman phase difference, we apply
a spin-echo ⇡-pulse at this point and also switch dimerization

from D1 ! D2. For atoms located at the band edge k = ±G/2,
this non-adiabatic dimerization switch induces a transition to the
excited band of the SSH model. Step (3) The sequence is finally
completed by letting the spin components further evolve in the
upper band until they return to k = 0. At this point in time, a
final ⇡/2-pulse with phase 'MW is applied to interfere the two
spin components and read out their relative phase �' through the
resulting Ramsey fringe. The change in dimerization occurring at
the mid-point of the echo sequence is crucial in order not to cancel
the Zak phase in addition to the Zeeman phase. As a result of
the opposite windings of the Bloch states in the upper and lower
bands with quasimomentum k (Fig. 1c), the resulting phase shift
encoded in the Ramsey fringe is thus given by �' ='D1

Zak�'D2
Zak if the

dimerization is swapped, whereas �' =0 if it is left unchanged.
In Fig. 2b,c we show images of the momentum distribution

of the atoms during the spin-dependent Bloch oscillations in the
lower and upper energy bands. Note the opposite evolution in
momentum space due to the opposite magnetic moments of the
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© 2013 Macmillan Publishers Limited. All rights reserved

(c)

Extending our work to interacting systems requires sufficiently low
heating.We investigate this with a repulsively interacting spinmixture
in the honeycomb lattice previously used for studying the fermionic
Mott insulator27.Wemeasure the entropy in theMott insulating regime
by loading atoms into the lattice and reversing the loading procedure
(seeMethods andExtendedDataFig. 3).The entropy increase is only25%
larger thanwithoutmodulation. This opens up the possibility of study-
ing topological models with interactions28 in a controlled and tunable
way. For example, latticemodulation couldbeused to create topological
flat bands,whichhavebeen suggested togive rise to interaction-induced
fractional Chern insulators29,30. Furthermore, our approach of periodi-
callymodulating the systemcanbe directly extended to engineerHamil-
tonianswith spin-dependent tunnellingamplitudesandphases (Methods).
This canbe achievedbymodulatingamagnetic field gradient,which leads
to spin-dependent oscillating forces owing to the differential Zeeman
shift. For example, TRS topological Hamiltonians, such as the Kane–
Mele model3, can be implemented by simultaneously modulating the
lattice on one axis and a magnetic field gradient on the other.

Online Content Methods, along with any additional Extended Data display items
andSourceData, are available in theonline versionof thepaper; referencesunique
to these sections appear only in the online paper.
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12. Jiménez-Garcı́a, K. et al. Peierls substitution in an engineered lattice potential.
Phys. Rev. Lett. 108, 225303 (2012).

13. Parker, C. V., Ha, L.-C. & Chin, C. Direct observation of effective ferromagnetic
domains of cold atoms in a shaken optical lattice. Nature Phys. 9, 769–774
(2013).

14. Zenesini, A., Lignier, H., Ciampini, D., Morsch,O. & Arimondo, E. Coherent control of
dressed matter waves. Phys. Rev. Lett. 102, 100403 (2009).

15. Struck, J. et al.Quantumsimulation of frustrated classicalmagnetism in triangular
optical lattices. Science 333, 996–999 (2011).

16. Aidelsburger, M. et al. Experimental realization of strong effective magnetic fields
in an optical lattice. Phys. Rev. Lett. 107, 255301 (2011).

17. Struck, J. et al. Engineering Ising-XY spin-models in a triangular lattice using
tunable artificial gauge fields. Nature Phys. 9, 738–743 (2013).

18. Williams, R. A., Al-Assam, S. & Foot, C. J. Observation of vortex nucleation in a
rotating two-dimensional lattice of Bose-Einstein condensates. Phys. Rev. Lett.
104, 050404 (2010).

19. Aidelsburger, M. et al. Realization of the Hofstadter Hamiltonian with ultracold
atoms in optical lattices. Phys. Rev. Lett. 111, 185301 (2013).

20. Miyake, H., Siviloglou, G. A., Kennedy, C. J., Burton,W.C. &Ketterle,W. Realizing the
HarperHamiltonianwith laser-assisted tunneling in optical lattices.Phys. Rev. Lett.
111, 185302 (2013).

21. Rechtsman, M. C. et al. Photonic Floquet topological insulators. Nature 496,
196–200 (2013).

22. Lim, L.-K., Fuchs, J.-N. & Montambaux, G. Bloch-Zener oscillations across a
merging transition of Dirac points. Phys. Rev. Lett. 108, 175303 (2012).

23. Chang, M.-C. & Niu, Q. Berry phase, hyperorbits, and the Hofstadter spectrum.
Phys. Rev. Lett. 75, 1348–1351 (1995).

24. Dudarev, A. M., Diener, R. B., Carusotto, I. & Niu, Q. Spin-orbit coupling and Berry
phase with ultracold atoms in 2D optical lattices. Phys. Rev. Lett. 92, 153005
(2004).

25. Price, H. M. & Cooper, N. R. Mapping the Berry curvature from semiclassical
dynamics in optical lattices. Phys. Rev. A 85, 033620 (2012).

26. Dauphin, A. & Goldman, N. Extracting the Chern number from the dynamics of a
Fermi gas: implementing a quantum Hall bar for cold atoms. Phys. Rev. Lett. 111,
135302 (2013).

27. Uehlinger, T.et al.Artificial graphenewith tunable interactions.Phys. Rev. Lett.111,
185307 (2013).

28. Varney, C. N., Sun, K., Rigol,M.&Galitski, V. Interaction effects andquantumphase
transitions in topological insulators. Phys. Rev. B 82, 115125 (2010).

29. Neupert, T., Santos, L., Chamon, C. & Mudry, C. Fractional quantum Hall states at
zero magnetic field. Phys. Rev. Lett. 106, 236804 (2011).
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Figure 4 | Drift measurements. a, Differential drift D in quasi-momentum.
Eachpixel corresponds to at least onepair ofmeasurements,where themodulation
frequency was set to 3.75 kHz. Data points for Q56120u, DAB/h5 503(7)Hz
were not recorded and are interpolated. b, All topological regimes are
explored and the expected momentum-space drifts caused by the Berry
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line. Data show mean6 s.d. for at least six pairs of measurements.
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Extending our work to interacting systems requires sufficiently low
heating.We investigate this with a repulsively interacting spinmixture
in the honeycomb lattice previously used for studying the fermionic
Mott insulator27.Wemeasure the entropy in theMott insulating regime
by loading atoms into the lattice and reversing the loading procedure
(seeMethods andExtendedDataFig. 3).The entropy increase is only25%
larger thanwithoutmodulation. This opens up the possibility of study-
ing topological models with interactions28 in a controlled and tunable
way. For example, latticemodulation couldbeused to create topological
flat bands,whichhavebeen suggested togive rise to interaction-induced
fractional Chern insulators29,30. Furthermore, our approach of periodi-
callymodulating the systemcanbe directly extended to engineerHamil-
tonianswith spin-dependent tunnellingamplitudesandphases (Methods).
This canbe achievedbymodulatingamagnetic field gradient,which leads
to spin-dependent oscillating forces owing to the differential Zeeman
shift. For example, TRS topological Hamiltonians, such as the Kane–
Mele model3, can be implemented by simultaneously modulating the
lattice on one axis and a magnetic field gradient on the other.

Online Content Methods, along with any additional Extended Data display items
andSourceData, are available in theonline versionof thepaper; referencesunique
to these sections appear only in the online paper.
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Figure 4 | Drift measurements. a, Differential drift D in quasi-momentum.
Eachpixel corresponds to at least onepair ofmeasurements,where themodulation
frequency was set to 3.75 kHz. Data points for Q56120u, DAB/h5 503(7)Hz
were not recorded and are interpolated. b, All topological regimes are
explored and the expected momentum-space drifts caused by the Berry
curvature are sketched for selectedparameters. c, Cut along theDAB/h5 15(7)Hz
line. Data show mean6 s.d. for at least six pairs of measurements.
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access the full parameter space of theHaldanemodel using a fermionic
quantum gas, by extending the proposal to ellipticalmodulation of the
lattice position and additionally breaking IS through a deformation of
the lattice geometry.
The starting point of our experiment is a non-interacting, ultracold

gasof 43 104 to 63 104 fermionic 40Katomsprepared in the lowest band
of a honeycomb optical lattice created by several laser beams at wave-
length l5 1,064 nm, arranged in the x2y plane as depicted in Fig. 1c
and detailed in ref. 8. The two lowest bands have a total bandwidth of
h33.9(1) kHz (whereh isPlanck’s constant),withagapofh35.4(2) kHz
to thenext higher band, and contain twoDiracpoints at opposite quasi-
momenta; see Fig. 1d. After loading the atoms into the honeycomb lat-
tice,we rampupa sinusoidalmodulationof the latticeposition along the
x and ydirectionswith a final amplitude of 0.087(1)l, frequency 4.0 kHz
and phase difference Q. This gives access to linear (Q5 0u or 180u), cir-
cular (Q5690u) and elliptical trajectories.
TheeffectiveHamiltonianof our system in thephase-modulatedhon-

eycomb lattice is computedusinganalytical andnumerical Floquet theory
(see the Methods and Supplementary Information for a detailed dis-
cussion). It is well described by the Haldane model1

Ĥ~
X

ijh i
tijĉ

{
i ĉjz

X

ijh ih i
eiWij t0ijĉ

{
i ĉjzDAB

X

i[A
ĉ{i ĉi ð1Þ

where tij and t’ij are real-valued nearest- and next-nearest-neighbour
tunnellingamplitudes, and the latter containadditionalphasesWijdefined
along the arrows shown in Fig. 1a. The fermionic creation and anni-
hilation operators are denoted by ĉ{i and ĉi. The energy offset DABwv0
between sites of theA and B sublattice breaks IS and opens a gap jDABj
(ref. 8). TRS can be broken by changing Q. This controls the imaginary
part of the next-nearest-neighbour tunnelling, whereas its real part, as
well as tij and DAB, are mostly unaffected (Methods). Breaking only
TRS opens an energy gap jDTj at theDirac points, given by a sumof the
imaginary part of the three next-nearest-neighbour tunnel couplings
connecting the same sublattice

DT~{
X

l

wlt’l sin Wlð Þ~Dmax
T sin Qð Þ ð2Þ

withweightswloforderunity,whichdependon thepositionof theDirac
points in the Brillouin zone. The sum is taken over the different types
of next-nearest-neighbour bond, and the origin of the second equality
is discussed in the Supplementary Information. Circular modulation
(Q5690u) leads to amaximumgap (h|88z10

{34 Hz forourparameters),
whereas the gap vanishes for linear modulation (Q5 0u,6180u), where
TRS is preserved.
Wewill first presentmeasurementswhich confirmthat breaking either

symmetry is sufficient to open a gap in the band structure. For this, we
restrict ourselves to eitherQ5 0uorDAB5 0, corresponding to the two
axes of the Haldane diagram of Fig. 1b. Subsequently we will present
measurements in which we explore the topology of the lowest band in
the same parameter regime by probing the Berry curvature. To probe
the opening of gaps in the system, we drive Landau–Zener transitions
through the Dirac points8,22. Applying a constant force along the x
direction bymeans of amagnetic field gradient causes an energy offset
DE/h5 103.6(1)Hzper site, thereby inducing aBlochoscillation.After
one full Bloch cycle the gradient is removed and the fraction of atoms j
in the second band is determined using a band-mapping procedure
(Methods). Forbroken IS, a gapgivenby jDABj opensat bothDiracpoints.
In this case,j reaches amaximumatDAB5 0,which indicates a vanishing
energy gap, anddecays symmetrically around this point as expected; see
Fig. 2a. In the case of brokenTRS (Fig. 2b), a reduction in transfer versus
modulationphase isobserved.This signals anopeninggap,which is found
to be largest for circular modulation, as expected from equation (2).
Breaking either ISorTRSgives rise to similar, gappedband structures

which remain point-symmetric aroundquasi-momentumq5 0.How-
ever, the energy spectrum itself is not sufficient to reveal the different
topology of the band,which is given by the associated eigenstates. These
are characterizedbya local geometrical property: theBerrycurvatureV(q)
(ref. 6). In q-space,V(q) is analogous to amagnetic field and corresponds
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Figure 2 | Probing gaps and Berry curvature. a, b, Fraction of atoms in
the second band j after one Bloch oscillation in the qx direction. We break
either IS (a) by introducing a sublattice offset DAB or TRS (b) via elliptical
modulation (see diagrams below). This corresponds to scanning either of the
two axes of the Haldane model. A gap opens at both Dirac points, given by
|DAB | or Dmax

T sin Qð Þ
!! !!, respectively, thereby reducing j. c, d, Differential driftD

obtained from Bloch oscillations in opposite qy directions. For broken IS (c),

the opposite Berry curvatures at the two Dirac points cancel each other, while
for broken TRS (d) the system enters the topological regime, where opposite
drifts for Qwv0 are expected. Data show mean6 s.d. of at least 6 (a–c) or 21
(d) measurements, and the Bloch momentum qB5 2p/l. The numbers in
parentheses are the standard deviations of the calibrations of the parameters
used for those plots. e, Sketches illustrating gaps and Berry curvature in
different regimes. Red (blue) indicates positive (negative) Berry curvature.
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of quasimomenta (Fig. 1D). By probing for a
spread in Berry curvature, we can place a bound
on imperfections in the lattice, while simulta-
neously benchmarking the resolution of our
interferometer.
The interferometer sequence (Fig. 2B) begins

with the preparation of an almost pure 87Rb BEC
in the state j↑〉 ¼ jF ¼ 2;mF ¼ 1〉 at quasimomen-
tum k = 0 in a V0 = 1 Er deep lattice, where
Er ¼ h2=ð2ml2LÞ ≈ h$ 4 kHz is the recoil en-
ergy and h is Planck’s constant. A resonant p/2-
microwave pulse creates a coherent superposition
of j↑〉 and j↓〉 ¼ jF ¼ 1;mF ¼ 1〉 states (i). Next,
a spin-dependent force from a magnetic field
gradient and an orthogonal spin-independent
force from lattice acceleration (Fig. 2A) move the
atoms adiabatically along spin-dependent paths
in reciprocal space (ii) (28). The two spin com-
ponents move symmetrically about a symmetry
axis of the dispersion relation. After an evolution
time t, a microwave p pulse swaps the states j↓〉
and j↑〉 (iii). The two atomic wave packets now
experience opposite magnetic forces in the x di-
rection, such that both spin components arrive at
the same quasimomentum kfin after an additional
evolution time t (iv). At this point, the state of
the atoms is given by jyfin〉ºj↑; kfin〉þ eiϕ; kfin〉
with relative phaseϕ. A second p/2-microwave
pulse with a variable phase ϕMW closes the in-
terferometer (v) and converts the phase infor-
mation into spin population fractions n↑;↓º1 T
cosðϕþϕMW Þ, which are measured by stan-
dard absorption imaging after a Stern-Gerlach
pulse and time of flight.
The phase difference ϕ at the end of the in-

terferometer sequence consists of the geometric
phase and any difference in dynamical phases
between the two paths of the interferometer.
Ideally, the dynamical contribution should van-
ish because of the symmetry of the paths and the
use of the spin-echo sequence (13). To ascertain
that the measured phase is truly of geometric
origin, we additionally employ a “zero-area” re-
ference interferometer, comprising a V-shaped
path (Fig. 2B) produced by reversing the lat-
tice acceleration after the p-microwave pulse
of Fig. 2B (iii).
We locate the Berry flux of the Dirac cone by

performing a sequence ofmeasurements inwhich
we vary the region enclosed by the interferometer.
This is achieved by varying the lattice acceleration
at constant magnetic field gradient to control
the final quasimomentum kfiny (kfinx ¼ 0) of the
diamond-shaped measurement loop. The result-
ing phase differences betweenmeasurement and
reference loops are shown in Fig. 2C. When one
Dirac point is enclosed in themeasurement loop,
we observe a phase difference of ϕ ≃ p. In con-
trast, we find the phase difference to vanishwhen
enclosing zero or two Dirac points. We find very
good agreement between our data and a theo-
retical model that includes the finite spread sk in
the initial momentum of the weakly interacting
BEC (blue curve in Fig. 2C) (13). Because of this
spread, each atomhas sampled a slightly different
path inmomentum space andmay therefore have
acquired a different geometric phase. Once the

Dirac point lies within the interferometer area
for exactly half of the atoms, the first phase jump
occurs. Because of the small opening angle of
the chosen interferometer path (~70°), this hap-
pens slightly later than in the ideal case of sk = 0
(black curve in Fig. 2C). Although sk thereby af-
fects the positions of the p phase jumps, it does
not limit their sharpness. Indeed, the data are
fully consistent with the behavior expected for
an inversion-symmetric lattice, where it is im-
possible to identify the sign of the singular Berry
flux (Tp). Small deviations of the phases from 0 or
p can be attributed to an imperfect alignment of
the magnetic field gradient, magnetic field fluctu-
ations, or an imperfect lattice geometry (13). These
systematic effects are particularly relevant close to
the phase jump, where the contrast is minimal
and can influence the perceived direction of the
phase jump.
To minimize systematic errors and improve

our measurement precision, we performed self-

referenced interferometry close to the Dirac
points. As illustrated in Fig. 3A, a standard band-
mapping technique (29) projects those sectors
of the cloud that have (left and right) or have
not (bottom) crossed the edge of the BZ onto
three different corners of the first BZ, such that
we can measure their acquired phases indepen-
dently. Combining these measured phases to
ϕ ¼ ðϕL þϕRÞ=2 − ϕB, where ϕL, ϕR, and ϕB

refer to the phases of the three sectors, elimi-
nates the need for a separate reference mea-
surement and significantly reduces sensitivity to
drifts in the experiment. The resulting phase
again shows a sudden jump from 0 to p (Fig. 3B).
The position of the phase jump is in excellent
agreement with a simple single-band model (13)
that includes an initial momentum spread of
sk = 0.15(1)kL, consistent with an independent
time-of-flight measurement. Notably, the phase
jump occurs within a very small quasimomentum
range of <0.01 kL, and an arctangent fit to the
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Fig. 3. Self-referenced interferometry at the Dirac point. (A) (Left) Interferometer path closing at
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scale) is split by the edges of the BZ. (Middle) Band mapping spatially separates the three different
parts of the cloud onto three corners of the first BZ (schematic and image, where cloud sizes are
dominated by in situ size). (Right) The fraction of atoms for which the Dirac point lies within the
interferometer loop (green sectors) increases with final quasimomentum kfin. (B) Phase differences
between atoms that have crossed the band edge (sectors L and R) and those that have not (sector B)
versus final quasimomentum kyfin for paths close to the K (K′) point in red (blue). The shaded region
indicates a range dkW = 0 – 12 × 10–4kL for the spread in Berry curvature, whereas the line is calculated
for dkW ≃ 10−4kL using the model described in (13), corresponding to an A-B offset of D ≃ h$ 3 Hz.The
inset shows the contrast ðn↓max − n↓

minÞ=ðn↓max þ n↓
minÞ of the interference fringes of the full cloud.Theory

line and shading are for the same parameters as in the main graph and include only geometrical
phases (13). All calculations assume sk = 0.15kL.
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of quasimomenta (Fig. 1D). By probing for a
spread in Berry curvature, we can place a bound
on imperfections in the lattice, while simulta-
neously benchmarking the resolution of our
interferometer.
The interferometer sequence (Fig. 2B) begins

with the preparation of an almost pure 87Rb BEC
in the state j↑〉 ¼ jF ¼ 2;mF ¼ 1〉 at quasimomen-
tum k = 0 in a V0 = 1 Er deep lattice, where
Er ¼ h2=ð2ml2LÞ ≈ h$ 4 kHz is the recoil en-
ergy and h is Planck’s constant. A resonant p/2-
microwave pulse creates a coherent superposition
of j↑〉 and j↓〉 ¼ jF ¼ 1;mF ¼ 1〉 states (i). Next,
a spin-dependent force from a magnetic field
gradient and an orthogonal spin-independent
force from lattice acceleration (Fig. 2A) move the
atoms adiabatically along spin-dependent paths
in reciprocal space (ii) (28). The two spin com-
ponents move symmetrically about a symmetry
axis of the dispersion relation. After an evolution
time t, a microwave p pulse swaps the states j↓〉
and j↑〉 (iii). The two atomic wave packets now
experience opposite magnetic forces in the x di-
rection, such that both spin components arrive at
the same quasimomentum kfin after an additional
evolution time t (iv). At this point, the state of
the atoms is given by jyfin〉ºj↑; kfin〉þ eiϕ; kfin〉
with relative phaseϕ. A second p/2-microwave
pulse with a variable phase ϕMW closes the in-
terferometer (v) and converts the phase infor-
mation into spin population fractions n↑;↓º1 T
cosðϕþϕMW Þ, which are measured by stan-
dard absorption imaging after a Stern-Gerlach
pulse and time of flight.
The phase difference ϕ at the end of the in-

terferometer sequence consists of the geometric
phase and any difference in dynamical phases
between the two paths of the interferometer.
Ideally, the dynamical contribution should van-
ish because of the symmetry of the paths and the
use of the spin-echo sequence (13). To ascertain
that the measured phase is truly of geometric
origin, we additionally employ a “zero-area” re-
ference interferometer, comprising a V-shaped
path (Fig. 2B) produced by reversing the lat-
tice acceleration after the p-microwave pulse
of Fig. 2B (iii).
We locate the Berry flux of the Dirac cone by

performing a sequence ofmeasurements inwhich
we vary the region enclosed by the interferometer.
This is achieved by varying the lattice acceleration
at constant magnetic field gradient to control
the final quasimomentum kfiny (kfinx ¼ 0) of the
diamond-shaped measurement loop. The result-
ing phase differences betweenmeasurement and
reference loops are shown in Fig. 2C. When one
Dirac point is enclosed in themeasurement loop,
we observe a phase difference of ϕ ≃ p. In con-
trast, we find the phase difference to vanishwhen
enclosing zero or two Dirac points. We find very
good agreement between our data and a theo-
retical model that includes the finite spread sk in
the initial momentum of the weakly interacting
BEC (blue curve in Fig. 2C) (13). Because of this
spread, each atomhas sampled a slightly different
path inmomentum space andmay therefore have
acquired a different geometric phase. Once the

Dirac point lies within the interferometer area
for exactly half of the atoms, the first phase jump
occurs. Because of the small opening angle of
the chosen interferometer path (~70°), this hap-
pens slightly later than in the ideal case of sk = 0
(black curve in Fig. 2C). Although sk thereby af-
fects the positions of the p phase jumps, it does
not limit their sharpness. Indeed, the data are
fully consistent with the behavior expected for
an inversion-symmetric lattice, where it is im-
possible to identify the sign of the singular Berry
flux (Tp). Small deviations of the phases from 0 or
p can be attributed to an imperfect alignment of
the magnetic field gradient, magnetic field fluctu-
ations, or an imperfect lattice geometry (13). These
systematic effects are particularly relevant close to
the phase jump, where the contrast is minimal
and can influence the perceived direction of the
phase jump.
To minimize systematic errors and improve

our measurement precision, we performed self-

referenced interferometry close to the Dirac
points. As illustrated in Fig. 3A, a standard band-
mapping technique (29) projects those sectors
of the cloud that have (left and right) or have
not (bottom) crossed the edge of the BZ onto
three different corners of the first BZ, such that
we can measure their acquired phases indepen-
dently. Combining these measured phases to
ϕ ¼ ðϕL þϕRÞ=2 − ϕB, where ϕL, ϕR, and ϕB

refer to the phases of the three sectors, elimi-
nates the need for a separate reference mea-
surement and significantly reduces sensitivity to
drifts in the experiment. The resulting phase
again shows a sudden jump from 0 to p (Fig. 3B).
The position of the phase jump is in excellent
agreement with a simple single-band model (13)
that includes an initial momentum spread of
sk = 0.15(1)kL, consistent with an independent
time-of-flight measurement. Notably, the phase
jump occurs within a very small quasimomentum
range of <0.01 kL, and an arctangent fit to the
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Fig. 3. Self-referenced interferometry at the Dirac point. (A) (Left) Interferometer path closing at
the K point. Because of the initial momentum spread, the cloud (circle with colored sectors, not to
scale) is split by the edges of the BZ. (Middle) Band mapping spatially separates the three different
parts of the cloud onto three corners of the first BZ (schematic and image, where cloud sizes are
dominated by in situ size). (Right) The fraction of atoms for which the Dirac point lies within the
interferometer loop (green sectors) increases with final quasimomentum kfin. (B) Phase differences
between atoms that have crossed the band edge (sectors L and R) and those that have not (sector B)
versus final quasimomentum kyfin for paths close to the K (K′) point in red (blue). The shaded region
indicates a range dkW = 0 – 12 × 10–4kL for the spread in Berry curvature, whereas the line is calculated
for dkW ≃ 10−4kL using the model described in (13), corresponding to an A-B offset of D ≃ h$ 3 Hz.The
inset shows the contrast ðn↓max − n↓

minÞ=ðn↓max þ n↓
minÞ of the interference fringes of the full cloud.Theory

line and shading are for the same parameters as in the main graph and include only geometrical
phases (13). All calculations assume sk = 0.15kL.

RESEARCH | REPORTS

FIGURE 11. Interférences dans l’espace des moments autour d’un point de Dirac.
Quand l’un des points de Dirac K ou K ′ est à l’intérieur de l’interféromètre,
la valeur mesurée pour Φ est en bon accord avec la prédiction Φgeom = π. Le
léger décalage du point de bascule (environ 10% en valeur relative) s’explique par
l’extension finie des paquets d’ondes dans l’espace des moments. Figure extraite de
DUCA, LI et al. (2015).

de l’interféromètre sont identiques par symétrie. En pratique, DUCA, LI et
al. (2015) ont calibré la phase dynamique résiduelle grâce l’interféromètre
d’aire nulle obtenu en inversant l’accélération du réseau au moment du
pulse π.

Le résultat final de cette expérience, indiqué sur la figure 11, montre que
la phase entre les deux bras de l’interféromètre est Φ ∼ π si les deux che-
mins passent de part et d’autre d’un point de Dirac, et Φ ∼ 0 sinon. C’est
une confirmation directe de l’enroulement de phase autour d’un point de
Dirac.

2 Caractérisation "géométrique" de la topologie

Après avoir étudié un modèle à deux bandes concret, correspondant au
réseau hexagonal du graphène, nous abordons maintenant la caractérisa-
tion de la nature topologique possible des bandes qui émergent dans ce
type de modèle. Nous allons nous intéresser dans ce paragraphe à une ca-
ractérisation géométrique, qui sera fondée sur la sphère de Bloch. Nous al-
lons proposer un critère pour disposer d’une bande topologiquement non
triviale, qui est son recouvrement total quand q décrit l’ensemble des va-
leurs possibles. Dans la partie suivante (§3), nous ferons ensuite le lien avec
un critère plus physique, fondée sur la quantification de la conductance de
Hall.

2-1 Le recouvrement de la sphère de Bloch

Comme la partie précédente, nous nous intéressons ici à un modèle de
liaisons fortes avec deux sites A et B par cellule unité. Commençons donc
par en rappeler les ingrédients principaux :

— L’hamiltonien Ĥq dans ce modèle de liaisons fortes s’écrit de manière
générale

Ĥq = E0(q) 1̂− h(q) · σ̂ (24)

où E0 et h sont des fonctions périodiques de q sur la zone de
Brillouin. Nous ne nous limitons pas nécessairement aux couplages
entre proches voisins, les fonctions E0 et h pouvant donc différer de
ce que nous avons trouvé pour le graphène.

— Les énergies propres sont E0 ± |h| .
— En dehors des points de Dirac, pour lesquels le vecteur h(q) s’annule,

on peut introduire le vecteur unitaire

n(q) =
h(q)

|h(q| (25)

que l’on caractérise par ses angles polaires et azimutaux [θq, φq] en
coordonnées sphériques. L’hamiltonien Ĥq s’écrit donc

Ĥq = E01̂− |h|
(

cos θ e−iφ sin θ
eiφ sin θ − cos θ

)
. (26)
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— On va s’intéresser à la bande d’énergie la plus basse E0 − |h|, associée
au vecteur propre

|u(−)
q 〉 =

(
cos(θ/2)

eiφ sin(θ/2)

)
, (27)

avec le même choix de jauge qu’aux chapitres précédents, à savoir une
première composante réelle, positive ou nulle.

— À toute valeur de q, on peut donc associer le point de la sphère de
Bloch de coordonnées (θ, φ) (c’est-à-dire le vecteur n(q)), qui déter-
mine de manière unique l’état propre |u(−)

q 〉.

Sur le plan de la topologie, la caractérisation d’un hamiltonien Ĥq est
donc donnée par l’application :

q = (qx, qy) −→ nq =

cosφq sin θq
sinφq sin θq

cos θq

 , (28)

qui va de la zone de Brillouin vers la sphère de Bloch. Rappelons la périodi-
cité de Ĥq vis-à-vis des quasi-moments q quand on leur ajoute un vecteur
du réseau réciproque, par exemple b1,2 pour le réseau du graphène (figure
2). La zone de Brillouin possède donc une structure de tore et les zones at-
teintes sur la sphère de Bloch quand q explore la zone de Brillouin sont les
mêmes que quand q explore l’ensemble du plan (qx, qy).

Pour préciser la caractérisation de Ĥq , rappelons les deux résultats que
nous avons trouvés à une dimension.
— Pour les hamiltoniens de type SSH, où la trajectoire 1D de n(q) est

confinée sur l’équateur de la sphère de Bloch, le classement se fait en
fonction du nombre d’enroulements autour de l’équateur. Ce critère
permet de déterminer de manière non ambiguë l’existence d’éventuels
états de bord.

— Pour les pompes géométriques, c’est-à-dire les systèmes 1D évoluant
dans le temps et donc effectivement bi-dimensionnels, nous avons
classé ces systèmes selon la couverture de la sphère de Bloch quand
le vecteur n(q, t) décrit le rectangle [−π/a,+π/a]× [0, T ]. Nous avons
appelé topologique un système tel que n(q, t) recouvre entièrement la
sphère de Bloch, ce cas correspondant à un déplacement de matière
non nul et quantifié dans un cycle de pompe.

Dans les deux cas, nous nous sommes donc convaincus que cette caracté-
risation d’origine purement mathématique correspondait à des propriétés
physiques bien claires.

Nous allons adopter ici une définition similaire : nous allons caractéri-
ser Ĥq par la manière selon laquellen(q) entoure la sphère de Bloch quand
q décrit toute la zone de Brillouin. Si n(q) ne recouvre pas toute la sphère,
nous dirons que nous sommes dans une situation normale ou encore topo-
logiquement triviale. Si au contraire n(q) recouvre entièrement la sphère, la
situation sera qualifiée de topologique ou encore topologiquement non triviale.

La définition mathématique précise de ce recouvrement se fait à partir
du nombre d’enveloppements

C = − 1

4π

∫∫
ZB

n ·
[
(∂qxn)× (∂qyn)

]
dqx dqy. (29)

C’est une propriété importante de la géométrique différentielle que la
quantité C ainsi définie est toujours un entier et peut donc jouer le rôle d’in-
variant topologique. En pratique, nous rencontrerons essentiellement des
situations pour lesquelles C = 0 (bande normale, pas d’enveloppement)
et |C| = 1 (bande topologique, avec un enveloppement). Cette définition
peut être vue comme la généralisation à 2D du nombre d’enroulements
que nous avions défini à 1D dans le cadre du modèle SSH (cours 1) :

N =
1

2π

∫
ZB

dφ

dq
dq, (30)

où φ était l’angle azimutal définissant le vecteur n.

2-2 Le cas du graphène

Dans le cas du graphène, nous avons vu que l’hamiltonien Ĥq s’écrit

Ĥq = −h(q) · σ̂ avec h = J

1 + cos(q · a1) + cos(q · a2)
sin(q · a1) + sin(q · a2)

0

 . (31)

Les vecteurs h et n = h/|h| sont donc toujours dans le plan équatorial.
L’application q → n(q) ne peut donc évidemment pas recouvrir l’ensemble
de la sphère de Bloch (figure 12).
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EA = EB

A

B

FIGURE 12. Correspondance entre la zone de Brillouin du réseau hexagonal et la
sphère de Bloch, avec la même énergie pour les sites A et B : seul l’équateur de la
sphère de Bloch est atteint. Les points rouges ont été obtenus par un tirage au sort
uniforme de q dans la zone de Brillouin.

2-3 Couverture partielle ("triviale")

Pour obtenir un recouvrement de la sphère de Bloch s’étendant au delà
de son équateur, il faut ajouter une composante hz(q) σ̂z à l’hamiltonien.
Le plus simple pour cela est de donner une énergie opposée ∓∆ aux deux
sites A et B, de sorte que l’hamiltonien Ĥq devient

Ĥq = −
(

∆ hx(q)− ihy(q)
hx(q) + ihy(q) −∆

)
, soit hz = ∆ (32)

avec les énergies propres :

E±q = ±
[
h2
x(q) + h2

y(q) + ∆2
]1/2

. (33)

Le contact aux points de Dirac disparaît et on obtient deux bandes d’éner-
gie disjointes (figure 13).

Même si une surface étendue de la sphère de Bloch peut désormais être
couverte quand q décrit l’ensemble de la zone de Brillouin, il est clair que
le critère de recouvrement total de la sphère de Bloch que nous avons posé
au paragraphe précédent ne peut pas être réalisé. En effet, l’angle θ défini

−1 −0.8−0.6−0.4−0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1−0.5
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√
3 /2π) qx

FIGURE 13. Bandes d’énergie obtenues pour le réseau hexagonal avec couplages
entre proches voisins et une énergie sur site ±∆ avec ∆ = J .

par

cos(θ) =
∆[

h2
x + h2

y + ∆2
]1/2 (34)

est toujours inférieur à π/2 si ∆ est positif. Tous les états de la bande infé-
rieure |u(−)

q 〉 ont donc une image dans l’hémisphère nord de la sphère de
Bloch (figure 14) ; cette bande inférieure ne peut pas être qualifiée de topo-
logique selon le critère que nous avons fixé puisque tous les points de la
sphère ne sont pas atteints. Il en va de même pour la bande supérieure :
tous ses états |u(+)

q 〉 ont une image dans l’hémisphère sud de la sphère de
Bloch.
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EA 6= EB

A

B

FIGURE 14. Correspondance entre la zone de Brillouin du réseau hexagonal (avec
∆ = J) et la couverture (partielle) de la sphère de Bloch par l’état |u(−)

q 〉 de
la bande fondamentale. Les points rouges ont été obtenus par un tirage au sort
uniforme de q dans la zone de Brillouin.

2-4 Couverture totale ("non triviale")

Pour terminer cette partie consacrée à l’argument "géométrique" fondé
sur le recouvrement de la sphère de Bloch, donnons un exemple d’hamilto-
nien Ĥq qui remplit ce but. Considérons une "légère" modification de (32)
où la quantité hz dépend elle-même de q :

Ĥq = −
(

hz(q) hx(q)− ihy(q)
hx(q) + ihy(q) −hz(q)

)
(35)

avec

hz(q) = ∆0 {− sin(q · a1) + sin(q · a2) + sin [q · (a1 − a2)]} (36)

Nous ne chercherons pas à justifier ici cette forme, qui apparaîtra naturel-
lement au cours prochain quand nous étudierons le modèle de HALDANE

(1988), en ajoutant des couplages aux seconds voisins. Le point important
pour nous à ce stade est que l’ensemble de la sphère de Bloch est recou-
vert de manière non triviale par l’état |u(−)

q 〉 quand q explore l’ensemble
de la zone de Brillouin (figure 15). De manière plus quantitative, le calcul
du nombre d’enveloppement à partir de (29) donne |C| = 1, confirmant la
nature topologiquement non triviale de la bande ainsi obtenue.

−1 −0.8−0.6−0.4−0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1−0.5
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FIGURE 15. Bandes d’énergie (gauche) et couverture totale de la sphère de Bloch
par l’état |u(−)

q 〉 (droite), obtenues en disposant les termes ±hz(q) donnés en (36)
sur la diagonale de Ĥq (avec ∆0 = J). Nous verrons au prochain chapitre que ces
termes apparaissent dans le modèle de Haldane, prenant en compte des couplages
complexes aux seconds voisins. Les points rouges ont été obtenus par un tirage au
sort uniforme de q dans la zone de Brillouin.

Lien avec la pompe adiabatique du modèle Rice–Mele. Un autre
exemple de couverture non triviale de la sphère de Bloch est fourni par
notre étude de la pompe adiabatique du cours précédent ; nous avons
trouvé dans cette étude une couverture totale de la sphère de Bloch en
envoyant un état du système de moment q à l’instant t sur la sphère de
Bloch :

(q, t) → n, (37)

quand q décrit l’intervalle [−π/a, π/a] et t l’intervalle [0, T ] avec des condi-
tions aux limites périodiques. Si on remplace formellement q par qx et t par
qy dans ce problème, on aboutit à la couverture recherchée. Ainsi la trajec-
toire circulaire dans le plan (J ′,∆) centrée en (J, 0) et de rayon J envisagée
au cours précédent se transcrit pour les variables (qx, qy) :

Ĥq = −J
(

sin(qya) 1 + cos(qya) + e−iqxa

1 + cos(qya) + e+iqxa − sin(qya)

)
. (38)
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3 Caractérisation "physique" de la topologie

Après cet "argument d’autorité" qualifiant de topologique une bande
telle que le nombre d’enveloppements C soit différent de 0, nous allons
maintenant passer à une caractérisation plus physique de la topologie pos-
sible d’une bande d’énergie, fondée sur la notion de transport quantifié.

Pour cela, nous allons nous inspirer directement des concepts dévelop-
pés pour l’étude de l’effet Hall quantique. Nous allons les détailler sur un
modèle général de système périodique, en quittant donc momentanément
le modèle à deux bandes. Nous retrouverons bien sûr ce modèle à deux
bandes à la fin de notre raisonnement et nous vérifierons que notre critère
physique fondé sur un transport quantifié coïncide avec le critère géomé-
trique décrit au paragraphe précédent.

3-1 L’effet Hall quantique

La découverte de l’effet Hall quantique entier et les travaux théoriques
ont suivi ont permis d’établir une correspondance entre la nature topolo-
gique d’une bande d’énergie et la conductivité de cette bande. Plus précisé-
ment, une expérience d’effet Hall quantique consiste très schématiquement
à (cf. figure 16) :

— prendre un échantillon bi-dimensionnel rectangulaire [0, Lx] × [0, Ly]
contenant un "gaz d’électrons" (puits quantique) que l’on place dans
un champ magnétique orienté selon z ;

— appliquer une tension continue Vx entre les deux côtés opposés x = 0
et x = Lx, correspondant à un champ électrique E parallèle à l’axe x
avec Ex = Vx/Lx. Dans le cadre d’expériences menées avec des atomes
neutres, cette tension est simplement remplacée par une force F uni-
forme parallèle à l’axe x ;

— mesurer l’intensité Iy (ou la densité de courant Jy = Iy/Lx) qui circule
dans la direction y.

L’intensité Iy , quand elle n’est pas nulle, est proportionnelle à la tension

Ly

Iy

Iy

Fx

Jy
Bz

FIGURE 16. Représentation schématique d’une expérience d’effet Hall. L’applica-
tion d’une force Fx selon la direction x induit une densité de courant Jy selon la
direction y. Le champ magnétique appliqué est perpendiculaire au plan.

Vx. On définit ainsi le tenseur 7 de conductivité de Hall σyx par

Iy = σyx Vx ⇔ Jy = σyx Ex (39)

et le résultat spectaculaire de l’effet Hall quantique (entier) est la quantifi-
cation de cette conductivité :

σyx =
e2

h
n (40)

où n est un entier positif, négatif ou nul, e la charge des particules conduc-
trices et h la constante de Planck. Cette quantification avec un entier n
donné reste valable sur un plateau de champ magnétique, avant de bas-
culer vers l’entier n+ 1 quand on diminue le champ magnétique.

L’entier n a une origine topologique ; plus précisément, il révèle la to-
pologie des bandes d’énergie peuplées pour un champ magnétique donné.

7. On a par symétrie σxy = −σyx.
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Le traitement désormais traditionnel de l’effet Hall quantique consiste à
utiliser la théorie de la réponse linéaire pour calculer σyx pour les bandes
d’énergie occupées (THOULESS, KOHMOTO et al. 1982). Le résultat fait in-
tervenir un nombre de Chern (topologique) relié à la courbure de Berry de
ces bandes.

Dans ce qui suit, nous allons adopter une démarche légèrement diffé-
rente de ce traitement traditionnel. Nous allons faire une analyse locale
de la dynamique d’un paquet d’ondes dans la zone de Brillouin. Pour
une bande pleine, nous retrouverons bien sûr les résultats connus, mais
ce traitement sera mieux adapté aux expériences récentes menées avec des
atomes ou des photons. Ces expériences permettent en effet de travailler
avec des bandes qui ne sont que partiellement remplies et elles donnent
accès à des informations plus "riches" que la simple conductivité σyx.

3-2 Evolution du moment q

Pour mener notre analyse locale, nous allons considérer une particule
placée dans le potentiel périodique V (r) à deux dimensions (r = (x, y)).
Pour fixer les idées, nous supposerons la particule préparée à l’instant t = 0
dans l’état de Bloch q0 de la bande fondamentale n = 0 :

Ψt=0(r) ≡ ψ(0)
q0

(r) = eiq0·r u(0)
q0

(r), (41)

ou bien dans un paquet d’ondes centré sur ce moment q0 et de largeur
faible devant la taille de la zone de Brillouin. Pour simuler une expérience
d’effet Hall quantique, nous supposons qu’une force uniforme (et dépen-
dant éventuellement du temps) F t parallèle à l’axe x est appliquée à la par-
ticule en plus du potentiel V (r). L’hamiltonien décrivant le mouvement de
la particule est donc

Ĥt =
p̂2

2m
+ V (r̂)− F t · r̂. (42)

Nous allons procéder en deux temps, en regardant séparément l’évolution
dq
dt du moment q de la particule et l’évolution d〈r〉

dt de sa position moyenne,
c’est-à-dire sa vitesse.

La première partie de notre raisonnement va consister à retrouver le
phénomènes des oscillations de Bloch, c’est-à-dire l’équation d’évolution

très simple pour le moment q :

~
dq

dt
= F . (43)

Ce phénomène a déjà été abordé dans le cours 2012-13 et nous rappelons
ici les étapes qui permettent d’établir ce résultat.

Du fait de la présence de la force F , le problème n’est plus périodique
d’espace, et il semble que le théorème de Bloch ne puisse plus être invoqué.
Toutefois il est simple de retrouver un problème périodique. Il suffit de
faire la transformation unitaire générée par l’opérateur

Ût = exp [−i r̂ ·At] avec At =
1

~

∫ t

0

F t′ dt′ (44)

pour obtenir l’hamitonien transformé

ˆ̃Ht = ÛtĤtÛ
†
t + i~

dÛt
dt

Û†t

=
(p̂+ ~At)

2

2m
+ V (r̂) (45)

qui est bien périodique d’espace. Nous allons donc nous intéresser à l’évo-
lution de l’état de la particule après cette transformation unitaire

Ψ̃t(r) = Ût Ψt(r) (46)

en remarquant que les deux états Ψ et Ψ̃ coïncident en t = 0.

On peut alors raisonner de la manière suivante pour cet hamiltonien
transformé :
— On part à l’instant initial d’un état de Bloch de quasi-moment q0.

Comme l’hamiltonien ˆ̃Ht est périodique d’espace, on va rester à
chaque instant dans un état de Bloch

Ψ̃t(r) = eiq0·r ut(r) (47)

où ut(r) est une fonction périodique sur le réseau.
— En reportant cette expression de Ψ̃t dans l’équation de Schrödinger,

on trouve que la fonction périodique ut(r) doit être solution de

i~
∂ut
∂t

=

{
[p̂+ ~(q0 +At)]

2

2m
+ V (r)

}
ut(r). (48)
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Il s’agit donc d’une évolution sous l’effet de l’hamiltonien Ĥq0+At
, où

Ĥq =
(p̂+ ~q)

2

2m
+ V (r) (49)

est l’hamiltonien usuel permettant de déterminer la partie périodique
des fonctions de Bloch. On se retrouve donc face à un problème usuel
d’hamiltonien dépendant d’un paramètre extérieur, en l’occurrence
At, pour lequel les fonctions propres sont connues à chaque instant
(les u(n)

q ).

— Si la bande fondamentale est à chaque instant séparée des bandes su-
périeures (pas de point de Dirac !) et si la force F évolue lentement
dans le temps, la particule va rester à chaque instant dans la bande
fondamentale et suivre quasi-adiabatiquement l’état propre u(0)

q0+At
.

Si l’on revient à l’état de la particule avant transformation unitaire

Ψt(r) = Û†t Ψ̃t(r) = ei(q0+At)·r u
(0)
q0+At

(r) (50)

on trouve que cet état coïncide (à une phase près) avec l’état de Bloch
de la bande fondamentale de quasi-moment

qt = q0 +At (51)

d’où l’équation d’évolution recherchée (43).

Le moment q parcourt donc la zone de Brillouin de manière uniforme
au cours du temps. Du fait de la structure périodique de cette zone, on
obtient un mouvement périodique, l’oscillation de Bloch, le long de l’axe
parallèle à la force F .

Ceci termine la première partie de notre analyse, en nous donnant l’évo-
lution du quasi-moment. Nous allons maintenant nous intéresser à l’évo-
lution de la position de la particule.

3-3 La vitesse "anormale"

Pour déterminer l’évolution de la vitesse moyenne de la particule, nous
allons faire un raisonnement très proche de celui que nous avions mis en
place pour l’analyse de la pompe géométrique à la partie 5 du cours 3.

Partons de l’expression de l’état de la particule à l’ordre 1 du développe-
ment à la base de l’approximation adiabatique pour l’hamiltonien Ĥq+At

:

|ut〉 = |u(0)
qt
〉+ i~

∑
n6=0

|u(n)
qt
〉 〈u

(n)
qt
|∂tu(0)

qt
〉

E
(n)
q − E(0)

q

+ . . . (52)

Dans cette équation, la dépendance en t de l’état u(0)
qt

provient de la varia-
tion de A =

∫ t
F t′ dt′. Pour une force F = Fxux alignée avec l’axe x, on a

donc
~ |∂tu(0)

qt
〉 = Fx |∂qxu(0)

qt
〉 (53)

où l’on a utilisé l’équation du mouvement de q trouvée plus haut [cf. (43)].
Le petit paramètre du développement (52) est donc

Fxa

∆E
� 1 (54)

où on a posé que l’échelle de quasi-moment sur laquelle |u(0)
q 〉 varie est de

l’ordre de la taille 1/a de la zone de Brillouin et où ∆E représente un écart
typique entre deux bandes d’énergie.

Nous allons évaluer à l’ordre 1 en ce petit paramètre la moyenne de
l’opérateur vitesse

v̂ =
p̂

m
= −i

~
m
∇r (55)

pour l’état de Bloch eiqt·r ut(r). Le terme dominant provient de la contri-
bution de |u(0)

qt
〉 :

v0 =
(
〈u(0)

qt
|e−iqt·r

) p̂
m

(
eiqt·r|u(0)

qt
〉
)

=
1

m
〈u(0)

qt
| (p̂+ ~qt) |u(0)

qt
〉

=
1

~
∇qE

(0)
qt
, (56)

où nous avons utilisé le résultat d’un des deux lemmes établis au chapitre
précédent. Cette première contribution est l’expression bien connue de la
vitesse de groupe.
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Le terme suivant du développement provient de la contribution croisée
des termes d’ordre 1 et 2 :

v1 = i
Fx
m

∑
n6=0

〈u(0)
qt
| (p̂+ ~qt) |u(n)

qt
〉 〈u

(n)
qt
|∂qxu(0)

qt
〉

E
(n)
qt
− E(0)

qt

+ c.c. (57)

En utilisant le second lemme vu au chapitre précédent, cette expression se
simplifie pour donner

v1 = −i
Fx
~
〈∇qu

(0)
qt
|∂qxu(0)

qt
〉+ c.c. (58)

La composante selon x de v1 s’annule quand on ajoute la contribution du
complexe conjugué et on trouve pour la composante selon y

v1,y =
Fx Ωqt

~
(59)

où l’on a introduit la courbure de Berry au point q de la zone de Brillouin

Ωq = i
(
〈∂qxu(0)

q |∂qyu(0)
q 〉 − 〈∂qyu(0)

q |∂qxu(0)
q 〉
)

(60)

= i
(
〈∇qu

(0)
q | × |∇qu

(0)
q 〉
)
· uz. (61)

En introduisant la notation vectorielle Ωq = Ωquz , cette contribution à
la vitesse s’écrit

v1,t =
1

~
Ωqt
× F t. (62)

Cette vitesse est parfois appelée "vitesse anormale" . On la rencontre dans
les articles de KARPLUS & LUTTINGER (1954) et ADAMS & BLOUNT (1959),
ces derniers étant à l’origine de la dénomination anomalous velocity. Une
présentation "moderne" du formalisme conduisant à l’expression ci-dessus
peut être trouvée dans CHANG & NIU (1995).

A cet ordre du calcul, nous obtenons donc la deuxième équation du
mouvement donnant la vitesse pour le quasi-moment q :

~vq = ∇qE
(0)
q + Ωq × F (63)

qui vient compléter celle écrite en (43) pour l’évolution du moment q.

Ordres de grandeurs. En reprenant l’idée que l’énergie E(0)
q et l’état de

Bloch |u(0)
q 〉 varient appréciablement sur une échelle q de l’ordre de la taille

1/a de la zone de Brillouin, on trouve

v0 ∼
a∆E

~
, v1 ∼

a2F

~
, (64)

de sorte que v1 � v0 si la condition de validité (54) est vérifiée 8. Toutefois
nous allons voir dans un instant que pour une bande pleine, la contribution
de v0 s’annule et la conduction est alors entièrement déterminée par v1. Il
était donc bien nécessaire de pousser notre calcul jusqu’à l’ordre 1 inclus.

3-4 Conductance d’une bande uniformément remplie

Pour retrouver la conductance quantifiée de l’effet Hall, donnons nous
un échantillon bi-dimensionnel avec une cellule unité d’aire Acell, la zone
de Brillouin correspondante ayant une aire dans l’espace des moments

AZB =
(2π)2

Acell
. (65)

Nous considérons la situation où le remplissage de l’échantillon est d’une
particule par cellule unité, soit une densité surfacique

ρ(2D) =
1

Acell
. (66)

Ainsi, dans le cadre du modèle de liaisons fortes que nous avons déve-
loppé pour le graphène, il y a γ = 2 sites par cellule unité, donc un taux de
remplissage de 1/γ = 1/2 particule par site. Comme l’existence de γ sites
par cellule unité conduit à γ bandes d’énergie, notre hypothèse sur le rem-
plissage de l’échantillon revient à dire que la bande fondamentale n = 0
est pleine et les γ − 1 bandes supérieures sont vides.

Nous supposons que les particules sont des fermions sans interaction,
de sorte que l’opérateur densité à une particule est simplement égal à
l’identité dans la base des |ψ(0)

q 〉. Le flux moyen de particules

J = ρ(2D) 〈v〉 (67)

8. On suppose comparable l’écart entre bandes ∆E qui intervient dans (54) et la largeur
de la bande 0 qui intervient ici.
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est donc obtenu en moyennant la vitesse vq donnée en (63) sur tous les
moments q de la zone de Brillouin :

〈v〉 =
1

AZB

∫∫
ZB

vq d2q. (68)

On constate immédiatement que la contribution de v0 = 1
~∇qE

(0)
q s’annule

car la fonction E
(0)
q est régulière et périodique sur la zone de Brillouin. Il

ne reste donc que la contribution de v1 = 1
~Ωq×F , soit en prenant la force

F le long de l’axe x et en utilisant (65) :

Jy = σyxFx (69)

avec
σyx =

1

h
C (70)

où l’on a introduit le nombre de Chern

C =
1

2π

∫∫
ZB

Ωq d2q. (71)

La conductance de Hall sera quantifiée de la manière annoncée 9 en (40)
pourvu que le nombre de Chern C soit un entier. Prouvons maintenant ce
résultat important.

3-5 Le nombre de Chern est un entier.

Ce point a en fait déjà été prouvé au chapitre 3 lors de notre étude de
la pompe géométrique. La démonstration à faire ici est en tout point sem-
blable. Introduisons la connexion de Berry

Aq = i 〈u(0)
q |∇qu

(0)
q 〉 (72)

de sorte que
Ωq = ∇q ×Aq. (73)

9. Notons qu’il y a un facteur e2 d’écart entre les deux expressions, e étant la charge de
l’électron. En effet, la conductance habituelle de l’effet Hall caractérise la réponse du cou-
rant électrique à un champ électrique E , alors que l’on regarde ici la réponse du courant de
particules à une force F .

La formule de Stokes appliquée "naïvement" donne alors pour le nombre
de Chern

1

2π

∫∫
ZB

Ωq d2q
?
=

1

2π

∮
ZB

Aq · dq (74)

où le contour correspond au périmètre de la zone de Brillouin. Quand les
états |uq〉 sont définis de manière périodique sur cette zone, cette intégrale
de contour s’annule. On pourrait en déduire que le nombre de Chern est
toujours nul. Mais cette conclusion serait incorrecte, car la définition de
la connexion de Berry peut présenter une ou plusieurs singularités ponc-
tuelles dans la zone de Brillouin (KOHMOTO 1985).

Deux pistes peuvent être suivies pour contourner cette difficulté.

— La première, déjà décrite dans le cours 3, consiste à se fixer un choix
de jauge, puis à utiliser un contour qui évite ces singularités (figure
26 du chapitre 3). Chaque singularité contribue alors par un facteur
±2π à l’intégrale curviligne. Le nombre de Chern correspond donc à
la somme algébrique de ces singularités : il peut donc être non nul,
mais ce sera toujours un entier.

— L’autre possibilité consiste à utiliser dans l’espace des moments deux
choix de jauge (I) et (II) reliés par la transformation

|u(II)
q 〉 = e−iχq |u(I)

q 〉 (75)

ce qui entraîne pour les connections de Berry

A(II)
q = A(I)

q + ∇qχq. (76)

Pour une cellule unité à deux sites, le choix de jauge (I) peut corres-
pondre par exemple à celui fait jusqu’à maintenant, avec une première
composante de |u〉 réelle et positive, et le choix de jauge (II) à une
deuxième composante de |u〉 réelle et positive, soit pour la bande in-
férieure :

(I) : |u(I)
q 〉 =

(
cos(θ/2)

eiφ sin(θ/2)

)
, (II) : |u(II)

q 〉 =

(
e−iφ cos(θ/2)

sin(θ/2)

)
(77)

avec simplement χq = φq . Nous avons vu au chapitre 3 que la jauge
(I) conduit à une singularité en q quand le pôle sud est atteint, alors
que la jauge (II) conduit à une singularité en q pour le pôle nord. On
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qx

qy

C

A B

FIGURE 17. Une zone de Brillouin (supposée ici rectangulaire) est séparée en deux
régions complémentaires A et B, associées à deux choix de jauge différents (I) et
(II). Ces régions sont choisies telles qu’il n’y a pas de singularité pour la jauge
(I) dans la région A, et idem pour la jauge (II) dans la région B. On note C le
contour fermé délimitant la frontière entre ces deux régions.

peut alors séparer la zone de Brillouin en deux 10 parties complémen-
taires : la partie A ne contient pas de singularité pour le choix de jauge
(I) et la partie B ne contient pas de singularité pour (II) (figure 17).

Séparons de la même façon l’intégrale surfacique de la courbure de
Berry en deux parties, chacune pouvant être calculée par la formule
de Stokes pour la jauge non singulière. En notant C le contour formant
la frontière entre les zones A et B, on a :∫∫

ZB

Ωq d2q =

∫∫
A

Ωq d2q +

∫∫
B

Ωq d2q

=

(∮
ZB

−
∮
C

)
A(I)

q · dq +

∮
C
A(II)

q · dq. (78)

Comme mentionné plus haut, l’intégrale curviligne de A(I)
q sur le bord

de la zone de Brillouin donne un résultat nul, compte tenu de la pé-

10. O peut toujours raffiner en introduisant un troisième choix de jauge en cas de singula-
rités communes à (I) et (II).

riodicité en q. Il reste donc :∫∫
ZB

Ωq d2q =

∮
C

(
A(II)

q −A(I)
q

)
· dq =

∮
C
∇qχq · dq. (79)

Or pour que le changement de jauge (75) soit monovalué, il faut que
cette dernière intégrale soit un multiple de 2π, d’où le résultat.

La conclusion de cette approche fondée sur l’étude du transport nous
conduit donc à la définition suivante : une bande d’énergie sera qualifiée
de topologique si et seulement si son nombre de Chern

C =
1

2π

∫∫
ZB

Ωq d2q. (80)

est un entier non nul. Dans le cas contraire C = 0, on dira que la bande
est topologiquement triviale. Rappelons par ailleurs que la courbure de
Berry Ωq de la bande considérée est bien définie si cette bande est isolée de
ses voisines par un gap. Notre critère exclut donc les structures de bandes
comportant des points de Dirac.

4 La courbure de Berry dans un réseau 2D

4-1 Comparaison de nos deux approches

Nous avons donné dans les parties qui précèdent deux caractérisations
possibles de la topologie associée à une bande. La première était explici-
tement limitée au cas des liaisons fortes et des cellules à deux sites. En
écrivant l’hamiltonien sous forme de combinaison de matrices de Pauli,

Ĥq = h0(q)1̂− h(q) · σ̂ (81)

et en introduisant le vecteur unitaire

n(q) =
h(q)

|h(q| (82)

nous avons introduit l’invariant topologique

C = − 1

4π

∫∫
ZB

n ·
[
(∂qxn)× (∂qyn)

]
dqx dqy. (83)
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qui indique comment le vecteur nq recouvre la sphère de Bloch.

La seconde méthode, que nous avons développée pour un hamiltonien
périodique général en analysant la conductivité de Hall, nous a conduit à
l’invariant

C =
1

2π

∫∫
ZB

Ωq d2q

=
1

2π

∫∫
ZB

i
(
〈∂qxu(0)

q |∂qyu(0)
q 〉 − 〈∂qyu(0)

q |∂qxu(0)
q 〉
)

d2q. (84)

Comment ces deux définitions se comparent-elles ?

Il est en fait assez simple de montrer qu’elles coïncident pour un mo-
dèle de liaisons fortes à deux sites. Nous savons que pour ce modèle à
deux bandes, les états |u(−)

q 〉 de la bande fondamentale et le vecteur n s’ex-
priment chacun en fonction des angles θ et φ :

|u(−)
q 〉 =

(
cos(θ/2)

eiφ sin(θ/2)

)
, n =

sin θ cosφ
sin θ sinφ

cos θ

 (85)

et les arguments des deux intégrales peuvent être évalués en fonction de
∇qθ et ∇qφ. Un calcul un peu long, mais sans difficulté, donne pour ces
deux termes :

n ·
[
(∂qxn)× (∂qyn)

]
= sin θ

(
∂qxθ ∂qyφ − ∂qyθ ∂qxφ

)
= −2i

(
〈∂qxu(−)

q |∂qyu(−)
q 〉 − 〈∂qyu(−)

q |∂qxu(−)
q 〉

)
= −2Ωq. (86)

Cette expression peut également s’écrire en fonction du vecteur h plutôt
que n :

Ωq = − 1

2|h|3h ·
[
(∂qxh)× (∂qyh)

]
(87)

En résumé, mesurer la courbure de Berry dans un modèle à deux bandes
revient à mesurer le vecteur unitaire nq . C’est précisément ce qui a été
fait dans l’expérience menée récemment à Hambourg (FLÄSCHNER, REM

et al. 2016) et que nous allons décrire en § 4-3. Auparavant, nous allons
profiter du lien établi entre topologie et courbure de Berry pour dégager
les conditions nécessaires à l’observation de bandes topologiquement non
triviales.

4-2 Nombre de Chern et symétries spatio-temporelles

Courbure de Berry et symétrie d’inversion spatiale. Un hamiltonien
présente la symétrie de réflexion si pour un choix approprié de l’origine
des coordonnées, il satisfait

[Ŝ0, Ĥ] = 0 (88)

où Ŝ0 est l’opérateur linéaire et unitaire réflexion (ou inversion de parité) dé-
fini par son action sur une fonction d’onde ψ(r) :

Ŝ0 ψ(r) = ψ(−r) ou encore Ŝ0 |r〉 = | − r〉. (89)

Considérons un hamiltonien Ĥ décrivant le mouvement d’une particule
dans un potentiel périodique et invariant par réflexion. On en déduit une
relation simple entre ses états propres, les fonctions de Bloch ψ

(n)
q (r) =

eiq·ru
(n)
q (r). En effet, la transformée par Ŝ0 d’un état propre doit encore être

un état propre, ce qui entraîne qu’à une phase près u(n)
q (−r) = u

(n)
−q(r). On

en déduit alors l’invariance de la courbure de Berry

Invariance par réflexion : Ωq = Ω−q. (90)

Courbure de Berry et renversement du temps. Pour le type de problème
considéré ici, dans lequel le spin n’intervient pas, l’opération de renverse-
ment du temps consiste sur le plan physique à garder la position inchangée
et à inverser le sens de la vitesse. Sur le plan mathématique, l’opération de
renversement du temps s’obtient en appliquant l’opérateur antilinéaire et
unitaire K̂0 défini par son action 11 sur une fonction d’onde ψ(r) :

K̂0 ψ(r) = ψ∗(r). (91)

Cette transformation ne change pas la densité de probabilité en position
|ψ(r)|2. Pour l’impulsion, l’amplitude de probabilité initiale associée àψ(r)
est bien entendu la transformée de Fourier φ(p) de ψ(r). La nouvelle am-
plitude de probabilité en impulsion, qui est la transformée de Fourier de la

11. L’opération de renversement du temps suppose que l’on a fait un choix de phase pour
les vecteurs de base ; en l’occurence, les kets |r〉 sont supposés ici "réels", c’est-à-dire que
K̂0|r〉 = |r〉. L’antilinéarité de K̂0 conduit alors à K̂0

(∫
ψ(r)|r〉

)
=
∫
ψ∗(r)|r〉.
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fonction d’onde transformée K̂0ψ, est donc φ∗(−p), ce qui conduit à l’in-
version annoncée pour la distribution en vitesse. Pour un hamiltonien pé-
riodique et invariant par renversement du temps, un raisonnement simi-

laire au précédent conduit à
(
u

(n)
q (r)

)∗
= u

(n)
−q(r) dont on déduit

Invariance par renv. du temps : Ω−q = −Ωq. (92)

Conséquences. Dans le cadre d’un modèle de liaisons fortes comme ceux
qui nous intéressent majoritairement dans ce cours, un hamiltonien est in-
variant par renversement du temps s’il existe un choix de base des sites
Aj , Bj , . . . pour lequel tous les éléments de matrices tunnel sont réels.
Quand c’est le cas, la relation (92) entraine que le nombre de Chern de
chaque bande est nul, puisque les éléments de surface autour de q et −q
ont des contributions opposées à l’intégrale de la courbure de Berry :

Invariance par renv. du temps : C =
1

2π

∫∫
Ωq d2q = 0. (93)

Pour les problèmes sans spin que nous avons considérés ici, on ne peut
avoir une bande topologiquement non triviale qu’en brisant l’invariance
par renversement du temps.

Si l’hamiltonien considéré possède en plus une propriété de symétrie
par rapport à l’origine, alors la combinaison de (90) et (92) entraîne que la
courbure de Berry s’annule en tout point de la zone de Brillouin, la vitesse
anormale étant donc elle aussi uniformément nulle :

Invariance par réflexion + renv. du temps : Ωq = 0. (94)

4-3 Mesure locale de la courbure de Berry

Une procédure possible pour déterminer θq et φq en tout point de la
zone de Brillouin dans une situation à deux bandes a été proposée par
HAUKE, LEWENSTEIN et al. (2014), puis implémentée par FLÄSCHNER,
REM et al. (2016). Le point de départ est la distribution en impulsion as-
sociée à l’état |u(−)

q 〉, qui peut être mesurée dans l’expansion balistique ré-

sultant de l’extinction soudaine du réseau optique :

N (q) = f(q)
∣∣cos(θq/2) + eiφq sin(θq/2)

∣∣2
= f(q) [1− sin θq cosφq] . (95)

La quantité f(q) correspond à la distribution en impulsion de la fonction
de Wannier associée à chaque site A ou B, qui est supposée être beaucoup
plus large que les structures pertinentes liées à la variation en q des angles
θq et φq . Le point central de (95) est que N (q) dépend de la phase rela-
tive des contributions des deux sites A et B dans l’expression de l’état de
Bloch |u(−)

q 〉. Plus précisément, bien que cette mesure ne soit pas suffisante
pour déterminer complètement les angles θq et φq , elle fournit la valeur du
produit sin θq cosφq .

Pour aller un cran plus loin, HAUKE, LEWENSTEIN et al. (2014) ont sug-
géré d’appliquer une trempe soudaine aux paramètres du réseau de sorte
que l’hamiltonien devienne

Ĥ ′q = (~ω0/2) σ̂z. (96)

On laisse alors le gaz évoluer dans le réseau pendant un intervalle de
temps t ajustable avant de mesurer la distribution en impulsion. Puisque
l’évolution pendant la durée t consiste simplement en l’ajout de la phase
±ω0t/2 aux amplitudes des sites A et B, la distribution en impulsion à
l’instant t s’écrit :

N (q, t) = f(q) [1− sin θq cos(φq + ω0t)] . (97)

En répétant cette procédure pour différentes durées t et en mesurant l’am-
plitude et la phase du signal correspondant, on a accès à la fois à φq et à θq
en tout point q de la zone de Brillouin.

Cette procédure a été implémentée par FLÄSCHNER, REM et al. (2016)
à partir d’un réseau hexagonal de tubes remplis d’atomes fermioniques
40K. Les paramètres initiaux sont choisis de sorte qu’il y ait initialement
un grand décalage en énergie ~ωAB entre les sites A et B. On a alors deux
bandes plates dans le modèle de liaisons fortes, sans couplage tunnel entre
sites, et les atomes sont préparés dans la bande d’énergie la plus basse.
Pour établir une dynamique dans ce réseau, FLÄSCHNER, REM et al. (2016)
ont appliqué une modulation résonnante à la fréquence Ω ≈ ωAB . Cette
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modulation est obtenue en faisant vibrer le réseau de manière circulaire
grâce à une modulation de phase des trois ondes lumineuses formant le
réseau. Nous reviendrons en détail dans les cours prochains sur la des-
cription quantitative de ce mécanisme, le seul point important pour nous
à ce stade étant que l’on peut ainsi obtenir une courbure de Berry qui peut
prendre des valeurs significatives. La trempe nécessaire à la procédure de
HAUKE, LEWENSTEIN et al. (2014) est ensuite obtenue en éteignant simple-
ment la modulation résonnante.

Les amplitudes et les phases de l’oscillation temporelle de N (q, t) me-
surées par FLÄSCHNER, REM et al. (2016) sont montrées en figure 18, avec
la courbure de Berry reconstruite à partir de

Ωq = i
(
〈∂qxu(−)

q |∂qyu(−)
q 〉 − 〈∂qyu(−)

q |∂qxu(−)
q 〉

)
=

1

2
sin θq (∇qφq ×∇qθq) · uz. (98)

La "pixellisation" de la zone de Brillouin pour cette reconstruction est très
précise, avec plus de 2800 points de mesure q. Sur cette figure, on distingue
très nettement des zones de courbure de Berry positive et d’autres de cour-
bure de Berry négative. Nous avons vu que l’intégrale de Ωq sur toute la
zone de Brillouin s’écrit C × 2π, où C est le nombre de Chern de la bande.
Pour l’expérience de Hambourg, la courbure de Berry ainsi reconstruite
conduit à une valeur de C compatible avec 0, comme attendu pour ce type
de réseau modulé. FLÄSCHNER, REM et al. (2016) mesurent plus précisé-
ment C = 0.005(6).

La méthode proposée par HAUKE, LEWENSTEIN et al. (2014) est inspi-
rée d’une proposition antérieur de ALBA, FERNANDEZ-GONZALVO et al.
(2011) (voir aussi GOLDMAN, ANISIMOVAS et al. (2013)). Dans cette propo-
sition, les sites A and B étaient supposés occupés par des états internes |a〉
et |b〉 différents. La mesure de la distribution en impulsion peut alors être
faite indépendamment pour chaque état interne, ce qui donne accès à la
polarisation locale pour la bande inférieure :

nz(q) ≡ hz(q)

|h(q)| = cos θq =
Nb(q)−Na(q)

Na(q) +Nb(q)
. (99)

Les deux autres composantes de n peuvent également être mesurées en
appliquant un couplage cohérent entre |a〉 et |b〉 avec une phase et une

FIGURE 18. Amplitude ∝ sin θq (gauche) et phase φq (milieu) obtenues à partir
de la mesure de l’oscillation (97) de la distribution en impulsion. Droite : courbure
de Berry reconstruite. Figure extraite de FLÄSCHNER, REM et al. (2016).

durée ajustables, de manière à tourner le pseudo-spin pendant l’expansion
balistique. Une fois la direction de n(q) connue en tout point de la zone de
Brillouin, la valeur de la courbure de Berry peut être déterminée comme
dans l’expérience de Hambourg.

Appendice 1 : couplage entre premiers voisins

Le but de cet appendice est de justifier l’expression de l’hamiltonien Ĥq

écrit en (11). Le site A de la cellule localisée en rj , que nous notons |A, rj〉,
est couplé à 3 sites B : celui de la cellule rj et ceux des cellules localisées
en rj −a1 et rj −a2 (cf. figure 2). La partie de l’hamiltonien concernant ce
site est donc :

−J (|A, rj〉〈B, rj | + |A, rj〉〈B, rj − a1| + |A, rj〉〈B, rj − a2|) + H.c.
(100)

Partant de la fonction de Bloch donnée en (9) et réécrite ici plus explicite-
ment :

|ψq〉 =
∑
j

ei q·rj (αq|A, rj〉+ βq|B, rj〉) , (101)
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l’équation aux valeurs propres pour l’énergie Ĥ|ψq〉 = Eq|ψq〉 s’écrit
quand on la projette sur 〈A, rj | :

−J ′βq
(

ei q·rj + ei q·(rj−a1) + ei q·(rj−a2)
)

= Eq ei q·rj αq, (102)

ou encore
Hq,AB = −J ′

(
1 + e−i q·a1 + e−i q·a2

)
. (103)

De même,Hq,BA = H∗q,AB et la matrice 2×2 de Ĥq s’écrit pour le couplage
entre proches voisins :

Ĥq =

(
0 Hq,AB

Hq,BA 0

)
(104)

comme indiqué en (11) pour EA = EB = 0.

Appendice 2 : distribution en impulsion

Considérons une particule préparée dans un état quelconque de la
bande fondamentale d’un réseau à deux sites par cellule unité :

|ψ〉 =

∫
ZB

cq |ψ(−)
q 〉 d2q (105)

et cherchons sa distribution en impulsion p = ~k :

N (k) = |〈k|ψ〉|2 . (106)

Chaque état de Bloch |ψ(−)
q 〉 s’écrit

|ψ(−)
q 〉 =

∑
j

eiq·rj (αq|Aj〉+ βq|Bj〉) . (107)

Son produit scalaire avec l’onde plane |k〉 d’impulsion ~k fait intervenir
les deux produits scalaires 〈k|Aj〉 et 〈k|Bj〉. Introduisons les fonctions de
Wannier wA/B(r) :

wA(r) = 〈r|A0〉, wB(r) = 〈r|B0〉 (108)

et supposons pour simplifier que ces deux fonctions sont identiques, à une
translation a ≡ auy près :

wB(r) = wA(r − a). (109)

Les fonctions de Wannier d’un site j quelconque vérifient alors

〈r|Aj〉 = wA(r − rj) 〈r|Bj〉 = wA(r − rj − a) (110)

et on trouve dans l’espace des impulsions

〈k|Aj〉 = e−ik·rj ŵA(k), 〈k|Bj〉 = e−ik·(rj+a)ŵA(k), (111)

où ŵA(k) désigne la transformée de Fourier de wA(r).

L’amplitude de l’onde plane k dans le développement de l’état |ψ〉 est
donc

〈k|ψ〉 = ŵA(k)

∫
ZB

d2q cq

∑
j

eiq·rj

(
αqe−ik·rj + βqe−ik·(rj+a)

)
(112)

La somme sur les sites j du réseau n’a une contribution non nulle que si
q = k, ce qui donne finalement

〈k|ψ〉 = ŵA(k) ck
(
αk + βke−ik·a) (113)

pourvu que k soit dans la zone de Brillouin. La situation considérée dans
l’expérience de Hambourg correspond à une remplissage uniforme de la
bande (|ck| indépendant de k). Par ailleurs, le terme e−ik·a correspondant
au décalage de la cellule B par rapport à la cellule a peut être réincorporé
dans la phase φk, d’où le résultat (95).
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IB SPIELMAN & G JUZELIŪNAS (2013), « Measuring topology in a laser-
coupled honeycomb lattice : from Chern insulators to topological semi-
metals », in New journal of physics 15, p. 013025.

HALDANE, F. D. M. (1988), « Model for a Quantum Hall Effect without Lan-
dau Levels : Condensed-Matter Realization of the "Parity Anomaly" », in
Phys. Rev. Lett. 61, p. 2015–2018.

HAUKE, Philipp, Maciej LEWENSTEIN & André ECKARDT (2014), « Tomo-
graphy of Band Insulators from Quench Dynamics », in Phys. Rev. Lett.
113, p. 045303.

JACQMIN, Thibaut, Iacopo CARUSOTTO, Isabelle SAGNES, Marco ABBAR-
CHI, DD SOLNYSHKOV, Guillaume MALPUECH, Elisabeth GALOPIN,
Aristide LEMAÎTRE, Jacqueline BLOCH & Alberto AMO (2014), « Direct
observation of Dirac cones and a flatband in a honeycomb lattice for po-
laritons », in Physical Review Letters 112, p. 116402.

KARPLUS, Robert & J. M. LUTTINGER (1954), « Hall Effect in Ferromagne-
tics », in Phys. Rev. 95 (5), p. 1154–1160.

KOHMOTO, M. (1985), « Topological Invariant and the Quantization of the
Hall Conductance », in Annals of Physics 160, p. 343–354.

MIKITIK, G. P. & Yu. V. SHARLAI (1999), « Manifestation of Berry’s Phase
in Metal Physics », in Phys. Rev. Lett. 82, p. 2147–2150.
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