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Cours	2 
Eléments	de	théorie	de	la	diffusion

Jean	Dalibard

Année	2020-21

Chaire	Atomes	et	rayonnement

Les	interactions	entre	atomes	dans	les	gaz	quantiques
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Le	but	de	ce	cours

Potentiel	d’interaction	entre	deux	atomes	neutres	(état	électronique	fondamental)

0

Rmin

r

V (r)

r−C6/r6

Comment	traiter	une	collision	entre	deux	atomes	interagissant	via	ce	potentiel	?

• Formalisme	général	:	aujourd’hui

• Simplifications	émergeant	à	basse	énergie	:	cours	suivant	
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L’invariance	par	rotation

rAB

Si	on	néglige	l’interaction	dipôle-dipôle	magnétique, 
le	potentiel	d’interaction	vérifie	:

A

B

V(rA, rB) = V(rAB)

Conservation	du	moment	cinétique	relatif,	associé	au	nombre	quantique	ℓ

Traitement	via	un	développement	en	ondes	partielles	:

Un	canal	de	collision	(découplé	des	autres)	par	valeur	de	ℓ
Caractérisation	par	le	déphasage	δℓ(k) ( 	:	nombre	d’onde	relatif)k

Simplifie	la	prise	en	compte	de	l’indiscernabilité

Bosons	sans	spin	(ou	polarisés)	:	 	pairℓ Fermions	polarisés	:	 	impairℓ
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1.


Les	états	stationnaires	de	diffusion

	:ψk(r) états	propres	particuliers	de	l’hamiltonien	total	
associés	à	un	vecteur	d’onde	incident	k
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Le	problème	à	deux	corps	(classique	ou	quantique)

Hamiltonien	: Htot =
p2

A

2m
+

p2
B

2m
+ V( |rA − rB | )

Séparation	“centre	de	masse	-	variable	relative”

R =
1
2

(rA + rB)

P = pA + pB

r = rA − rB

p =
1
2

(pA − pB)

respecte	les	crochets	de	Poisson	ou	les	commutateurs [ ̂rα, ̂pβ] = iℏ δαβ

Réécriture	de	l’hamiltonien	total	: Htot = Hcdm + Hrel

Hcdm =
P2

4m
mouvement	libre	d’une	
particule	de	masse	2m

Hrel =
p2

2mr
+ V(r)

mouvement	à	étudier	d’une	
particule	de	masse	mr = m /2
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Etats	de	diffusion	vs.	états	liés

0 1 2 3 4 5 6
�0.2

0

0.2
V(r)

0
E < 0

E > 0

r

	 	états	de	diffusion,	les	deux	atomes	sont	asymptotiquement	libresE > 0 :

	 	états	liés,	formation	d’un	dimèreE < 0 :

Spectre	continu	:	on	posera			 				où	 	est	un	nombre	d’ondeE =
ℏ2k2

2mr
k > 0

Spectre	discret,	noté	 		,	où	chaque	 		correspond	à	un	état	de	vibrationEn n
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Etats	d’énergie	bien	définie

On	cherche	les	états	propres	de	l’hamiltonien	relatif	d’énergie	positive

Ĥ ψ(r) = E ψ(r) avec Ĥ ≡ Ĥrel = −
ℏ2

2mr
∇2 + V(r)

En	posant		 			,	on	obtientE =
ℏ2k2

2mr

ℏ2

2mr
(∇2 + k2) ψ(r) = V(r) ψ(r)

considérée	comme	une	équation	différentielle	avec	le	second	membre	V(r) ψ(r)

ℏ2

2mr
(∇2 + k2) ψ(r) = 0

On	commence	par	s’intéresser	d’abord	à	l’équation	sans	second	membre	(“libre”)	:

Solutions	particulières	:	ondes	planes		eik⋅r
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Utilisation	de	la	fonction	de	Green	libre

On	veut	résoudre
ℏ2

2mr
(∇2 + k2) ψ(r) = terme	source	S(r)

On	cherche	d’abord	la	fonction	de	Green		 		satisfaisant	𝒢0(r)

ℏ2

2mr
(∇2 + k2) 𝒢0(r) = δ(r)

Solutions	:	 𝒢(±)
0 (r) = −

mr

2πℏ2

e±ikr

r
et	on	va	utiliser		 	𝒢(+)

0

ψk(r) = eik⋅r + ∫ 𝒢(+)
0 (r − r′￼) S(r′￼) d3r′￼

solution	de	

l’équation	libre

solution	particulière	de	

l’équation	avec	second	membre
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Equation	intégrale	de	la	diffusion	(Lippmann-Schwinger)

Le	terme	source	est	ici			 	:S(r) = V(r) ψ(r)

ψ (+)
k (r) = eik⋅r + ∫ 𝒢(+)

0 (r − r′￼) V(r′￼) ψ (+)
k (r′￼) d3r′￼

Equation	implicite	mais	dont	l’intérêt	est	bien	réel	dès	que	 		a	une	portée	limitéeV(r)

Relie	la	valeur	de	 	en	un	point	 	arbitraire	aux	valeurs	de	 	
en	des	points	 		où	 	prend	des	valeurs	significatives

ψ r ψ(r′￼)
r′￼ V(r′￼)

• L’ensemble	des			 		ainsi	obtenu	est	orthonorméψ (+)
k

• On	peut	faire	la	même	chose	avec			 		et	définir	l’ensemble	des		𝒢(−)
0 ψ (−)

k

état	stationnaire	de	diffusion

• Equation	de	Fredholm	du	second	type	:	solution	unique

r

r′￼
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Forme	asymptotique	d’un	état	stationnaire	de	diffusion

ψk(r) = eik⋅r + ∫ 𝒢(+)
0 (r − r′￼) V(r′￼) ψk(r′￼) d3r′￼ 𝒢(+)

0 (r) = −
mr

2πℏ2

eikr

r

= eik⋅r −
mr

2πℏ2 ∫
eik|r−r′￼|

|r − r′￼|
V(r′￼) ψk(r′￼) d3r′￼

ψk(r) ∼ eik⋅r + f(k, uf )
eikr

r

qui	conduit	à	:

onde	plane	
incidente

onde	sphérique	
sortante

eik|r−r′￼|

|r − r′￼|
∼

eikr

r
e−ik uf⋅r′￼ pour	r → ∞

Développement	aux	grands	r
r

r′￼

Zone	où	 	
est	significatif

V(r′￼)

k

uf = r/ |r |

amplitude	de	diffusion

(facteur	angulaire)−

mr

2πℏ2 ∫ e−ikuf⋅r′￼V(r′￼) ψk(r′￼) d3r′￼
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L’approximation	de	Born

Développement	perturbatif	en	puissances	du	potentiel		V( ⃗r )

ψk(r) = eik⋅r + ∫ 𝒢(+)
0 (r − r′￼) V(r′￼) ψk(r′￼) d3r′￼

ordre	0 ordre	 ≥ 1

{

Si	on	se	limite	à	l’ordre	1	inclus	en	 ,	on	a:V

ψk(r) = eik⋅r + ∫ 𝒢(+)
0 (r − r′￼) V(r′￼) eik⋅r′￼ d3r′￼

Critères	de	convergence	subtils…	A	basse	énergie,	une	condition	nécessaire

est	l’absence	d’états	liés	dans	le	potentiel	V(r)

que	l’on	peut	itérer	pour	aller	à	des	ordres	arbitrairement	élevés	:

+ ∫ ∫ 𝒢(+)
0 (r − r′￼) V(r′￼) 𝒢(+)

0 (r′￼− r′￼′￼) V(r′￼′￼) eik⋅r′￼′￼ d3r′￼ d3r′￼′￼

+…

ψk(r) = eik⋅r + ∫ 𝒢(+)
0 (r − r′￼) V(r′￼) eik⋅r′￼ d3r′￼
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2.


La	formulation	opératorielle

Formulation	qui	permet	de	traiter	également	des	problèmes	dépendant	du	spin,

la	diffusion	de	photons	par	des	atomes	ou	de	phonons	par	des	défauts	cristallins
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L’opérateur	de	Green		Ĝ0

ℏ2

2mr
(∇2 + k2) ψ(r) = V(r) ψ(r)

Formulation	opératorielle	pour	la	résolution	de			 	:(Ĥ0 + ̂V) |ψ⟩ = E |ψ⟩

(E − Ĥ0) |ψ⟩ = ̂V |ψ⟩

Ĥ0 = ̂p2/2mravec

La	limite	 	est	à	comprendre	au	sens	des	distributions	:0+

1
x − x0 + i0+

= 𝒫𝒫 ( 1
x − x0 ) − iπδ(x − x0)

Etat	stationnaire	de	diffusion	:	

ψ (+)
k (r) = eik⋅r + ∫ 𝒢(+)

0 (r − r′￼) V(r′￼) ψ (+)
k (r′￼) d3r′￼ |ψ (+)

k ⟩ = |k⟩ + Ĝ(+)
0 (E) ̂V |ψ (+)

k ⟩

avec	:		 ⟨r | Ĝ(+)
0 |r′￼⟩ = 𝒢(+)

0 (r − r′￼) Ĝ(+)
0 (E) =

1
E − Ĥ0 + i0+
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L’opérateur	de	Green		 		Ĝ

Passage	de		 		à			 	Ĥ0 = ̂p2/2mr Ĥ = Ĥ0 + ̂V

Ĝ(+)(E) =
1

E − Ĥ + i0+
Ĝ(+)

0 (E) =
1

E − Ĥ0 + i0+

Algèbre	très	simple	: Ĝ = Ĝ0 + Ĝ ̂VĜ0 = Ĝ0 + Ĝ0
̂VĜ relations	implicites	


entre	opérateurs

Ces	relations	peuvent	être	itérées	à	l’infini:

Ĝ = Ĝ0 + Ĝ0
̂VĜ0 + Ĝ0( ̂VĜ0)2 + … à	la	base	du	développement	de	Born



La	matrice	de	transfert	 ̂T(E)

En	terme	opératoriel,	le	développement	de	Born	s’écrit	

|ψk⟩ = |k⟩ + Ĝ0
̂V |k⟩ + (Ĝ0

̂V )2 |k⟩ + (Ĝ0
̂V )3 |k⟩ + …

On	introduit	l’opérateur		 ̂T(E) = ̂V + ̂V Ĝ0(E) ̂V + ̂V (Ĝ0(E) ̂V )2 + …

de	sorte	que	: |ψk⟩ = |k⟩ + Ĝ0
̂T |k⟩

On	a	transféré	le	problème	de	la	resommation	de	la	série	infinie	de	 	à	|ψk⟩ ̂T

La	relation	itérative	entre	 	et	Ĝ Ĝ0

Ĝ = Ĝ0 + Ĝ0
̂VĜ0 + Ĝ0( ̂VĜ0)2 + …

conduit	à	 ̂T(E) = ̂V + ̂VĜ(E) ̂V

pôle	de	 	(i.e.	état	lié	de	 )					 			pôle	de	 		 			pôle	de	l’amplitude	de	diffusion	Ĝ(E) Ĥ ⟶ ̂T(E) ⟶

|ψk⟩ = |k⟩ + Ĝ0
̂V |ψk⟩

Ĝ(E) =
1

E − Ĥ + i0+
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Une	série	d’expressions	utiles

|ψk⟩ = |k⟩ + Ĝ0
̂V |ψk⟩

Le	point	de	départ	pour	un	état	stationnaire	de	diffusion

Ĝ0 ≡ Ĝ0(E) =
1

E − Ĥ0 + i0+

|ψk⟩ = |k⟩ + Ĝ ̂V |k⟩

peut	être	transformé	en	

Ĝ ≡ Ĝ(E) =
1

E − Ĥ + i0+

E =
ℏ2k2

2mr

|ψk⟩ = |k⟩ + Ĝ0
̂T |k⟩

et

̂T ≡ ̂T(E) = ̂V + ̂VĜ(E) ̂V

Pas	de	miracle	!	Chacune	de	ces	expressions	contient	un	terme	difficile	à	évaluer…
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3.


L’amplitude	de	diffusion

et	le	théorème	optique
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r

r′￼

ki

ψki
(r) ∼ eiki⋅r + f(k, θ)

eikr

r

f(k, θ) = −
mr

2πℏ2 ∫ e−ikf⋅r′￼V(r′￼) ψki
(r′￼) d3r′￼

Retour	sur	la	forme	d’un	état	stationnaire	de	diffusion

amplitude	de	diffusion	:

On	considère	un	potentiel	diffusant	 	invariant	par	rotation	:	 	V V(r)

θ

= −
mr

2πℏ2
⟨kf | ̂T |ki⟩

∼ ψ (inc) + ψ (dif)

kf = k
r
r
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Section	efficace	de	diffusion

ki

kf

Flux	sortant	autour	d’un	angle	solide	 	donnéΩ
particules/seconde

Flux	incident	dans	la	direction		ki
particules/(m2	x	seconde)

Rapport	des	deux	flux	(surface):	
dσ
dΩ

(Ω)

Flux	évalués	à	partir	du	courant	de	probabilité	pour	l’état		ψk(r) ∼ ψ (inc) + ψ (dif)

formule	générale	:	 J(r) =
ℏ
m

Im{ψ*(r) ∇[ψ(r)]}
J(inc)(r) =

ℏki

mr

J(dif)(r) =
ℏk
mr

| f(k, θ) |2 u
r2

dσ
dΩ

(Ω) = | f(k, θ) |2

u =
r
r

=
kf

k

θ



20

Le	théorème	optique

On	a	donné	la	forme	asymptotique	de	l’état	de	diffusion	

ψk(r) ∼ eik⋅r + f(k, θ)
eikr

r
mais	toute	fonction	complexe	 	n’est	pas	éligible	!f(k, θ)

Une	contrainte	forte	provient	de	l’unitarité	de	toute	évolution	quantique

Conservation	de	la	probabilité	:	 ∇ ⋅ J +
∂ρ
∂t

= 0 ρ = |ψ |2

Pour	un	état	propre	de	l’hamiltonien	(état	stationnaire): ∇ ⋅ J = 0

J = J(inc) + J(dif) + J(interf)ψk(r) ∼ ψ (inc) + ψ (dif)

J(r) =
ℏ
m

Im{ψ*(r) ∇[ψ(r)]}

Après	un	calcul	relativement	long	: 0 +
k

4π
σtot − Im [f(k, θ = 0)] = 0

σtot = ∫
dσ
dΩ

d2Ω = 2π∫
π

0
| f(k, θ) |2 sin θ dθ section	efficace	totale

ki θ

kf
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Signification	du	théorème	optique

k
4π

σtot = Im [f(k, θ = 0)] Rien	ne	se	perd,	rien	ne	se	crée…

k

1

ki

kf

Les	particules	diffusées	dans	des	
directions	 	sont	prélevées	sur	le	
faisceau	incident,		qui	est	donc	atténué	

kf ≠ ki

Cette	atténuation	semble	absente	de	l’expression	de	 ,		mais	elle	se	cache	ψk

dans	l’interférence	(destructive)	“vers	l’avant”,	c’est-à-dire	pour	θ = 0

ψki
(r) ∼ eiki⋅r + f(k, θ)

eikr

r

θ
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Le	théorème	optique	

dans	le	cas	isotrope

On	suppose	que	 	,	ce	qui	est	bien	vérifié	à	basse	énergie	[cf.	cours	3]f(k, θ) = f(k)

σtot = 2π∫
π

0
| f(k) |2 sin θ dθ = 4π | f(k) |2

Le	théorème	optique	s’écrit	alors	: Im [f(k)] = k | f(k) |2

ou	encore	:						Im [ 1
f(k) ] = − k

1
f(k)

= fonction	reelle(k) − ik

Impose	une	borne	supérieure	à	la	section	efficace	:

1
| f(k) |

≥ k ⇒ σtot = 4π | f(k) |2 ≤
4π
k2 limite	unitaire

Im [f(k, θ = 0)] =
k

4π
σtot
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4.


La	symétrie	de	rotation
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La	conservation	du	moment	cinétique

Si	 ,	alors	 	et	 		(avec	 )	commutentV(r) = V( |r | ) Ĥ L̂i i = x, y, z

on	peut	diagonaliser	simultanément	Ĥ, L̂2, L̂z

Imposer	à	 	d’être	état	propre	de	 	détermine	sa	partie	angulaire	:ψ(r, θ, φ) L̂2, L̂z

ψ(r, θ, φ) = χ(r) Yℓ,m(θ, φ)

harmonique	

sphérique

partie	radiale

quelconque

Deux	nombres	quantiques	:	 ,			ℓ ≥ 0 m ∈ {−ℓ, − ℓ + 1,…, ℓ}

L̂2ψ = ℏ2ℓ(ℓ + 1) ψ L̂zψ = ℏm ψ

Un	cas	particulier	important	:	les	états	“s”	tels	que	 	
correspondent		à	 	constante,		donc	un	état	 	isotrope		

ℓ = m = 0
Y0,0 ψ(r)
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L’équation	radiale

On	injecte	 	dans	l’équation	de	Schrödingerψ(r, θ, φ) = χ(r) Yℓ,m(θ, φ)

( p̂2

2mr
+ V(r)) ψ(r) = E ψ(r)

en	utilisant p̂2ψ = −
ℏ2

r
∂2

∂r2
(rψ) +

1
r2

L̂2ψ

On	obtient	une	équation	pour	la	fonction	d’onde	radiale	réduite	u(r) = r χ(r)

−
ℏ2

2mr

d2

dr2
u(r) + [V(r) +

ℏ2ℓ(ℓ + 1)
2mrr2 ] u(r) = E u(r)

Equation	de	Schrödinger	effective	sur	la	demi-droite	 	avec		[0, + ∞[ u(0) = 0
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Canaux	de	diffusion
−

ℏ2

2mr

d2

dr2
u(r) + [V(r) +

ℏ2ℓ(ℓ + 1)
2mrr2 ] u(r) = E u(r)

Pour	chaque	valeur	de	 ,	on	a	un	problème	de	diffusion	1D	dans	le	potentiel	effectifℓ

Veff(r) = V(r) +
ℏ2ℓ(ℓ + 1)

2mrr2

“vrai”	

potentiel

barrière	centrifuge,	toujours	répulsive,

sauf	pour	le	canal	ℓ = 0

r

V
(r
)

V(r)

Veff(r)

barrière	centrifuge

pour	ℓ ≠ 0

Recherche	des	fonctions	propres

sous	la	forme	[à	un	 	près](−1)ℓ

uℓ(r) ∼ e−ikr ∓ e2iδℓ e+ikr
e−ikr

e+ikr

Toute	la	physique	est	contenue

dans	les	déphasages	δℓ(k)
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Lien	entre	déphasages	et	amplitude	de	diffusion

On	décompose			 		sur	les	harmoniques	sphériques	ψk(r) ∼ eik⋅r + f(k, θ)
eikr

r

et	on	pose		 	f(k, θ) = ∑
ℓ

(2ℓ + 1) Pℓ(cos θ) fℓ(k)

amplitude	de	

diffusion	du	canal	ℓ

polynôme	 
de	Legendre

Le	théorème	optique		 		est	bien	satisfait	!
k

4π
σtot = Im [f(k, θ = 0)]

Après	identification	terme	à	terme	:
1

fℓ(k)
=

k
tan δℓ(k)

− ik

Section	efficace	totale	:	 						avec				σtot = ∑
ℓ

σℓ σℓ =
4π
k2

(2ℓ + 1)sin2 [δℓ(k)]

e−ikr

ei(kr+2δℓ)

e2iδℓ = 1 + 2ikfℓ
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5.


Collision	de	particules	indiscernables
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Prise	en	compte	du	principe	de	Pauli

On	suppose	que	les	deux	partenaires	de	collision	sont	dans	le	même	état	de	spin

pour	la	partie	orbitale	:	 Ψ(rA, rB) = ± Ψ(rB, rA)

Pour	les	variables	“centre	de	masse	-	coordonnée	relative”	

+	:	bosons,	-	:	fermions

R =
1
2

(rA + rB)

r = rA − rB

Dans	l’échange			 	,	on	a		 		inchangé	et		rA ↔ rB R r ↔ − r

La	fonction	d’onde	de	la	variable	relative	doit	donc	satisfaire	:		 	ψ(−r) = ± ψ(r)



Particules	indiscernables	et	

moment	cinétique	relatif

Pour	un	potentiel	invariant	par	rotation,	on	peut	chercher	 	sous	la	forme	ψ

ψ(−r) = ± ψ(r)

ψ(r, θ, φ) = χ(r) Yℓ,m(θ, φ)

La	passage	de		 		à		 		se	décrit	en	coordonnées	sphériques	par	:r −r

r → r, θ → π − θ, φ → φ + π

et	les	harmoniques	sphériques	vérifient	la	propriété	:

Yℓ,m(π − θ, φ + π) = (−1)ℓ Yℓ,m(θ, φ)

Bilan	pour	des	particules	indiscernables	polarisées	en	spin	:
• Pour	des	bosons,	seules	les	valeurs	paires	de	 	sont	autorisées	:	ℓ ℓ = 0,2,4,…

• Pour	des	fermions,	seules	les	valeurs	impaires	de	 	sont	autorisées	:	ℓ ℓ = 1,3,…

rθ

π − θ

−r
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Etat	de	diffusion	pour	des	particules	indiscernables

La	forme	“standard”	utilisée	jusqu’ici	

ψk(r) ∼ eik⋅r + f(k, θ)
eikr

r

devient	après	symétrisation	

ψk(r) ∼
1

2
[eik⋅r ± e−ik⋅r] +

1

2
[f(k, θ) ± f(k, π − θ)] eikr

r

Section	efficace	différentielle	:

dσ
dΩ

=
1
2

f(k, θ) ± f(k, π − θ)
2

possibilité	d’interférences	!

Exemple	:	pour	des	fermions	polarisés	et	 ,	il	ne	peut	pas	y	avoir	de	diffusion	θ =
π
2

⇡ � ✓

✓
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Figure 2 Coulomb scattering of C nuclei at E' = 4 MeV. 

measured intensity I ( @ ' ,  E'),  even though the 
physics is more  appropriately described in the 
centre-of-mass system. We assume that  the  reader 
is aware of the slight quantitative differences  be- 
tween the two systems. Of course we have  taken 
them  into  account wherever necessary for our 
work. 
(ii)The  data points shown as crosses in figure 2 
were  deduced from "C recoils and converted to 
scattered 13C intensities. The agreement with di- 
rectly observed I3C intensities is seen to  be good. 
(iii) For "C+ "C scattering the interference 
minima are  rather  deep, so that  the limited angular 
resolution of our set-up  leads to a visible filling in. 
If the theoretical  predictions  were  folded with this 
angular resolution, the measured data would be 
reproduced even in the minima. 

4. Interpretation 
Going  beyond the dry comparison between data 
and theory we should like to re-emphasise the 
underlying  fundamental aspects of quantum 
mechanics that provide the  major attraction for  the 
students. 
(i) Since identical particles are truly indistinguish- 
able, we find symmetry around 8 = 90" for  Mott 
scattering  but no symmetry for Rutherford 
scattering. 
(ii) Since indistinguishable processes must be  added 
coherently,  they  lead to interference as observed 
for  Mott scattering. 
(iii) Since processes involving different spin states of 
the colliding particles can be distinguished and 
must  be  added  incoherently, there is less interfer- 
ence  for particles with spin than  for  those  without, 
as is observed for 13C+13C (spin i) and I2C+ 12C 
(spin 0)  scattering. 
(iv) Since identical bosons must be in totally sym- 
metric  and  fermions in totally antisymmetric states 
according to  the generalised Pauli principle, the 
relative  phase of the  interference  terms is opposite 
for bosons and fermions, as observed by the anti- 
correlation of the oscillatory patterns for "C + "C 
and "C+  13C scattering. 

Here we mention that ordinary Rutherford scat- 
tering of unlike particles also leads to a symmetry 
around @ = 90" of the observed intensity-though 
without the oscillatory interference pattern!-if the 
scattered  and recoiling particles are not  distin- 
guished by the  detector. Thus, in case a  separation 
between the scattered I 3 C  and the recoil "C parti- 
cles  is not feasible because of insufficient energy 
resolution (see §2), the incoherent sum of scattered 
and recoil intensities would be observed according 
to 

~ ( e ) ~ ~ + ~ ~  = \fR(@)? + I f R ( r  - @)l2 .  (10) 
From  a didactical point of view this is also an 

acceptable  situation. 
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Diffusion	coulombienne	

d’ions	carbone	C++

13C	+	12C

12C	+	12C

13C	+	13C

dσ
dΩ

30 60 90 120
θ

Plattner 

& Sick

12C	:	noyau	de	spin	nul	(boson)

13C	:	noyau	de	spin	1/2	(fermion)

Section	efficace	différentielle	
pour	la	diffusion	coulombienne	:

dσ
dΩ

∝
1

sin4(θ/2)
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Barrière	centrifuge	et	atomes	froids

On	modélise	le	potentiel	obtenu	dans	le	cadre	de	Born-Oppenheimer	par	

V(r) = −
C6

r6
+

C12

r12

et	on	ajoute	pour			 		le	potentiel	centrifuge				 	ℓ ≠ 0
ℏ2ℓ(ℓ + 1)

2mrr2

` 6= 0

V0

r

V
e↵
(r
)

Hauteur	de	la	barrière	pour	 	:ℓ = 1

V0 ∼
ℏ3

m3
r C6

∼ 30 μK pour	Rb

r

E = ℏ2k2/2mr

Si	 	,	les	atomes	en	collision	
“ne	voient	pas”	le	potentiel	 	

E ∼ kBT ≪ V0
V(r)

Seules	les	collisions	en	onde	s	( )	jouent	un	rôle	important,	sauf	cas	très	particulierℓ = 0

un	gaz	de	fermions	polarisés	est	généralement	un	gaz	parfait

Lennard-Jones



34

En	résumé	(1)

• Description	d’une	collision	en	termes	d’état	
stationnaire	de	diffusion	 |ψk⟩

ψk(r) ∼ eik⋅r + f(k, θ)
eikr

r

dσ
dΩ

(Ω) = | f(k, θ) |2

• L’amplitude	de	diffusion		 		contient	toute	l’information	sur	la	collision	f(k, θ)

• L’amplitude	de	diffusion	se	calcule	à	partir	de	la	matrice	de	transition		 ̂T(E)

f(k, θ) = −
mr

2πℏ2
⟨kf | ̂T |ki⟩ θ = (ki, kf ) k = |ki | = |kf |

avec	 ̂T(E) = ̂V + ̂VĜ(E) ̂V Ĝ(E) =
1

E − Ĥ + i0+

r

k θ
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En	résumé	(2)

Pour	un	potentiel	invariant	par	rotation	V(r)

• Canaux	indépendants	associés	aux	ondes	partielles	de	moment	cinétique	donné	

• Pour	des	particules	indiscernables

	 	pair	pour	des	bosons	sans	spin	ou	polarisésℓ

	 	impair	pour	des	fermions	polarisésℓ

• Pour	une	énergie	suffisamment	basse,	seul	le	canal		 		contribueℓ = 0
diffusion	isotrope

Le	théorème	optique	impose	dans	ce	cas	:

1
f(k)

= fonction	reelle(k) − ik

r

V
(r
)

V(r)

Veff(r)

e−ikr

e+ikr


