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Bilan du cours 3

Equation de Gross-Pitaevskii et approche de Bogoliubov « champ classique »

obtenues a partir d'une approximation de type « champ moyen » (ansatz de Hartree)

O(ry,...,rN) =¢(r1)...0(rN)

Evolution non linéaire de la fonction d’onde a une particule ¢(r)

L 0¢ h? * Sans potentiel de piégeage
ih— = ———A¢+ Ngl|o|* ¢ .
ot 2m * Interaction: g é(r1 — 72)

Etude de la stabilité des solutions en onde plane, et des modes propres
autour de ces solutions :

I
Brc(r, 1) = g7 Tt/

. \ ape ’ . hK
Critere de Landau : stabilité si V = — < ¢ me? = gp p= %
m



Au dela du critere de Landau : les vortex

Nous avons considéré jusqu’ici des perturbations du type

eiK-'r }eiK-'r 4+ eei(K:I:q)-r

On peut également s’intéresser a des perturbations localisées : vortex

Un vortex isolé : Une paire de vortex
cceur de taille & de signes opposés :
champ de vitesse en 1/r champ de vitesse en 1/r?

a longue distance

Pas vraiment localisé : Energie cinétique convergente :
énergie cinétique divergente In(d/¢)
~ In

R
/ v? 27r dr ~ In(R/€)
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Perte de circulation par nucléation d’une paire de vortex

§<o

1.
On part de I'état 3 un quantum de circulation ¥1(p) = \/2—6“"
T

Une paire de vortex est nucléée au point O et se sépare, le vortex « rouge »
partant vers l'intérieur de I'anneau et le bleu vers I'extérieur

On termine alors avec I'état ¢y(p) = ——=

V2



Barriere énergétique pour la paire de vortex (2D)

Y
o On évalue le colt en énergie cinétique
— de la configuration avec une paire de vx
— A R
_— Td B 1 2 19
l > AE(d):§mp (vg+va+vp) dr
- 1
- - §m,0/’vg d?r
~ 0.5} -
\ o]
Apres un calcul assez long... : =
B (d E
AFE(d) =~ 27 hp [— log (—) — vod] 2
m € § 0 N
&
<
Résultat un peu plus compliqué pour un anneau | |
1 5 10 15

(LPL 2012, Cambridge 2012, NIST 2014)
d/g



Barriere énergétique pour la paire de vortex (2D)

Il faut comparer cette hauteur de

2N A" barrierea kgT

Ff% AFEpax A2 1 Cs
- =~ og —
: knT pAT 108 Yo
S 1 1 AV S N N Y.___ 2

= )\2T B 2mh

< mkgT

d Pour un gaz dégénéré : prZ > 1

Défaut ponctuel : barriere grande devant I’énergie d’activation thermique sauf si

Vo =~ Cg

Si on se donne un défaut de taille d >> ¢, |la barriere disparait pour la vitesse critique
h h

Verit ~ — K Cs ~~

md m—f



La version quantique de I'approche de Bogoliubov

On a vu ici la version « champ classique » de I'approche de Bogoliubov

ha?\”
Une fois obtenue la relation de dispersion w, = |cZ ¢ + (%) ]
m

on peut quantifier « a la main » ces modes et obtenir ainsi un gaz quantique
de quasi-particules :

1/2

A

Hquasi—particules — E hwq bj;bq
q

Autre démarche possible pour le gaz de Bose en interaction assez faible :

Partir de I’lhamiltonien quantique faisant intervenir les opérateurs création et annihilation

des atomes d;‘,, ap dansun etat d'impulsion donné + approximation quadratique

Considérer les mémes transformations linéaires (mémes coefficients wu, v)
gue pour la version classique

On obtient alors directement : H = Ej + Z hwg Egl;q
q



Quasi-particules a I'équilibre thermique

A I'approximation de Bogoliubov, I'ensemble des excitations décrites par

1/2
) e ha? \ 2
S
q

2m

forme un gaz parfait de potentiel chimique nul, comme les photons émis
par un corps noir

1
Population a I’équilibre thermique:  AN(q) = oy T ]

Permet de calculer toutes les moyennes thermiques a cette approximation :
densité normale et superfluide, fluctuations de densité et de phase, ...
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Le but de ce cours

Transposer I'étude du comportement superfluide a un gaz dans un potentiel
périodique : systeme modele pour I’étude de la conduction électrique

év

Etude détaillée faite dans le cours 2012-13 pour une particule unique.

Comment les interactions entre particules modifient-elles le probleme ?

Cours d’aujourd’hui + cours 5 :

* Instabilité dynamique qui apparait pour des interactions relativement faibles
* Perte complete de superfluidité possible si les interactions sont assez fortes

e Etude de la transition de phase associée et des modes propres au voisinage
du point critigue (mode de Goldtsone, mode de Higgs)
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Plan du cours

1. Rappels sur la physique des réseaux optiques

2. La vitesse critique dans un réseau

3. La transition superfluide isolant dans un réseau : un premier apercu
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Le théoreme de Bloch

On considere un réseau optique formeé par une onde lumineuse stationnaire

v=c/A III v=c/A\ .

Mouvement d’un atome dans le potentiel dipolaire périodique

a=2 Ly V(z) = V(z +a) 0= A\/2

2m

On peut chercher les états propres sous la forme de fonctions de Bloch :

q(@) = €% ug(z)

ou la fonction u, est périodique : u,(x) = uy(z + a)

13



La structure en bandes d’énergie

Pour un quasi-moment ¢ donné, les énergies propres sont quantifiées

Unq(2) = €97 uy o(7) E.(q) n=0,1,2,...

Exemple pour un potentiel sinusoidal V(z) =V} sin®(kz) de période a = 7/k

, : e [ .
Echelle d’énergie caractéristique : E, = 5 énergie de recul
m
10 4 S
. P Premiere zone
D | de Brillouin :
—k<qg<k
O |
| | |
—3 —2 —1 0 1 2 3

Attention au comptage multiple : ¢ et ¢+ 2k représentent le méme état |

14



La limite des liaisons fortes

On introduit les fonctions de Wannier qui (pour un bon choix de phase) sont
localisées sur les différents minima du potentiel V(x)

a\1/2 [t7/a L
wns@ = (55) " [ dnate)em 0 ag

Wn=0,5=0 Wn=0,j=1

Pour la bande fondamentale n =0 :

Vo =4FE,

Dans la limite des liaisons fortes (1, > E, ) :

* Onnes’intéresse qu’a la bande fondamentale n=0: w;(z) = wy;(x)

* On ne considere que les sauts entre proches voisins : w; — w;+1
15



L’hamiltonien de Hubbard

: J J
Version 1D version (2 voisins): —0—0—07
7 —1 9 741
Hamiltonien H = —J) |wji1){w;| + h.c.
J

ou encore en écriture « seconde quantification » : H =—J ) b1, ,b; + h.c.
J
Fonctions de Bloch : [1hg) = ) €% |w;) 2.J
j O \/
E(q) =—-2J —2J | :
(q) cos(aq) "/
10 1

Pour un potentiel sinusoidal V(z) =V sin®(kx) , I’élément de matrice tunnel est :

J 4 (VoA Vo \ /2 212
~ ( O) exp | —2 <—O) pour Vo > E| =

E. VT \ E; E. 2m 16




Interactions dans le réseau 9=

V(r1 —72) =gd(r1 —72) +limite des liaisons fortes : interactions sur site uniquement
{u

Colt en énergie pour mettre deux atomes sur le méme site dans la fonction w(7)

<1 : ’UJ0| X <2 : ’wo“/\/‘l : w0> X ’2 : w0> = / \wo(r1)|2 ”wo(’r‘g)’2 V(Tl — 7“2) d37“1 d37’2

—g [ lwo(r)l* &
U

17



Plan du cours

2. La vitesse critique dans un réseau

18



L’expérience de Florence (2004)

B A

Condensat de rubidium, 300 000 atomes

On branche le réseau en mouvement adiabatiquement de maniere a peupler
seulement la bande fondamentale dans un état de quasi-moment g donné.

Le réseau en mouvement est créé en superposant deux ondes progressives
contre-propageantes de fréquences différentes : 2kV = w; — wo

On laisse le systeme évoluer pendant un temps ajustable et on détecte

I’état final du gaz par temps de vol
19



L’expérience de Florence (suite)

L’évolution du nombre d’atomes dans le condensat est ajustée par une loi
exponentielle :

N(t) = Nge t : temps passé dans le réseau en mouvement

Variation du taux de pertes y en fonction du quasi-moment initial :

o0z | H i
- > - Réseau faible :

"o
£ | 1
O I
S 001} -\ 3
7)) I
4 . . Premiere zone de Brillouin :
o _ 5, _
_ . _ —k<qg<k
oo o000 0%
0.00 1 N N N N 1 | N N N N 1
0.0 0.5 1.0
q/k

Instabilité dynamique quand ¢ = k/2 .



Interprétation qualitative

Wu & Niu, Hilligsoe & Moelmer

Relation de dispersion dans un réseau : fonction non convexe (contrairement a I'espace libre)

. 08 On peut trouver des triplets ¢o, 41,92
g RN
0.6 tels que le processus
e, 0af N\ [ . Go+qo — q1 + q2
w conserve I'énergie et 'impulsion
0.2 : : (modulo 2k)
82 ol TN / : : q/k'
. L - 2E(qo0) = E(q1) + E(q2)
-1  -05 0 0.5 1 15 2
2 G @ 290 = q1 + q2

Equivalent du mélange a quatre ondes avec accord de phase en optique

Permet de générer des paires d’atomes corrélés (cf. séminaire de A. Aspect)
21



Description a la Gross-Pitaevskii en liaisons fortes

On choisit un ansatz de type champ moyen (fonction de Hartree)

O(ry,...,rN,) = @(r1) ... &(TN,)

adapté au cas du réseau en liaisons fortes :

Ny N
o(r) = Z ¢; wi(r) Z pi]° =1 somme sur les N, sites du réseau
=1 j=1

On peut montrer (cf. appendice) que cet ansatz est pratiquement équivalent a
(W) = |site ]l : ¢)1) @ [site2: 1) ® ... R |site Ng : Pn.,)

ou chaque |¢;) représente un état cohérent de Glauber sur le site j
avec I'amplitude ¢, =+/N, ¢, ou N, estlenombre d’atomes

N
Z |¢j|2 — Na
J=1

22



Solutions stationnaires et modes propres

A T U
Hamiltonien: H = —JZ (b;f.ﬂbj + h.c.) + 5 Zﬁj (nj —1)
J J

Equation de Gross-Pitaevskii en liaisons fortes

i, = —J (g1 +i—1) + U [)2 9,

Solutions en ondes planes : 1, (t) = 1y el129-*(9)t]
avec hw(q) = —2J cos(aq) + Uy
\ J \ )
/' ~
relation de dispersion terme

. )
pour une particule d’interaction
en liaisons fortes

Recherche des modes sous la forme : [% +u(t) €79 4+ ¥ (t) e‘ij“q'] elliaa—w(a)t]

[ul, [v] < 4o

23



L’instabilité dynamique

L’évolution des coefficients (u,v) de la perturbation s’écrit (Bogoliubov)

ihg (u) — L (u> £ : matrice 2 x 2 fonction de J,U et q,q , Yo
dt \v v
Rappel : £ n’est pas hermitien et peut avoir des valeurs propres complexes
VARV u : Nt
Ae = N LA <v) (t) diverge comme e

L’analyse détaillée des valeurs propres montre qu’il existe une perturbation
¢’ dynamiquement instable dés que le quasi-moment |g| dépasse k/2 .

57 E(q) = —2J cos(aq)

Of |
Y I

| q/k

24



L'instabilité en fonction de |la force des interactions

point 1

Expérience

'S dissipative
du MIT (2007) — flow
S 0.4}
=
Théorie par é’ 0.3
Altman et al (2005) GEJ superfluid
o 0.2} flow
U/J =
U = —
S o1
ue =34.2 £ 2.0 =
O ol . . . . . .
Natomes = Nsites 0 025 050 0.75 125 150 1.75 2.0

Interaction Strength u/uc

Nous allons maintenant considérer le point 2 : perte de superfluidité
méme s’il n’y pas de mouvement relatif entre les atomes et le réseau

25



Plan du cours

3. La transition superfluide isolant dans un réseau : un premier apercu

Fisher et al., 1989

Jaksch et al., 1998

26



Arh?a,

Interactions vs. effet tunnel 9= "

Compétition entre I'effet tunnel qui tend a délocaliser les particules
et les interactions répulsives qui tendent a éliminer les « doublons ».

A
fv Vo J
A4
U =g [ fun(r)|*
U as (Vo\*'? J 4 [\ Vo \ ?
Zoaaor (2 PR () 2 (2
E, X (E) B, Jr\E /) °F E,
h2k2
E,. = 5 : entre quelques kHz et 100 kHz
m

Envariant Vy/E, dans la plage de 10 a 25, on peutallerde J > U a J < U
27



Le cas limite sans effet tunnel

. ~ U . O ou 1 particule :  Einteraction = 0
H = Hijteraction = E ZTLJ (nj — ].) P . 1nteraction
j 2 particules :  Einteraction = U

3 particules : Einteraction = 3U
Avec par exemple Natomes = 2NVsites

L'état fondamental est [2,2,...,2) (65)210)

Les interactions répulsives favorisent les états a remplissage uniforme 28



Le cas limite sans interactions

E(q) = —2J cos(aq)
Tous les atomes s’accumulent au bas de la ‘

bande formant le spectre a une particule 2.

0

—2J
Pour une particule la fonction de Bloch ¢ =0 est :

SlteS SlteS _1

|¢q0 X Z‘wj —_— ZbTm

Natomes

Ezj 0)

s1tes

On met Natomes dans cet état (condensat de Bose-Einstein) : |U) «

Rappel : cet état est tres proche d’un état cohérent de Glauber sur chaque site
W) = [site]l : a) ®[site2: a) ®...® [site Ng : «)

‘Oé|2 _ Natomes

: facteur de remplissage .
Nsites



Interpolation entre les deux cas limites

Etat de Gutzwiller: |U) = |site ]l : ) ® |site2: ¢¥) ® ... ® |site Ng : )

Approximation de champ moyen : pas d’intrication entre les états en différents sites

+0o0
Hypothéses minimales sur [): |¢)) = Z Cn )
n=0
—+ oo
* Normalisée: Z lcn? =1
n=0

: _ )
* Fournit le bon nombre moyen d’atomes par site : E n |Cn\2 a omes

sﬂ;es

Permet d’interpoler entre I'état nombre sur chaque site trouvé pour J =0 : ¢, = 0p n,

, , a2/
et I’état cohérent de Glauberpour U =0: ¢, = — ¢

Vn!

30



La recherche de I'état fondamental en champ moyen

U A
Hamiltonien: H = —J Z(J+1 —I—Hc) + 5 an (1
J

J
+00
On calcule (W|H|W¥) avec 'ansatz de Gutzwiller : |¢)) = Z Cp, M)

n=0
2

e Tunnel: —Jz Z : nombre de proches voisins

2a1D,4a2D,6a3D

Z\/ﬁ c’_icn
n

U
* [Interactions: B zn:n(n — 1) |Cn’2

But : minimiser la somme des deux termes pour U/.J donné tout en gardant constants

—+ o0
Z |Cn|2 —1 ot Z n |Cn|2 atomes
n=0

81tes

On va caractériser le minimiseur par I’écart-type de la distribution des nombres d’occupation

An2 _ <n2> . ﬁ2 <n2> = Zn2 ‘C(’NJ)|2 31



Onsedonne U/J eton varie le facteur de remplissage 7 =

Fluctuations du nombre d’occupation par site

Natomes

Nsites

On trace la dispersion relative des nombres d’occupation An/v/n

Rappel : pour un état cohérent de Glauber, cette quantité vaut 1 (distribution de Poisson)

An/v/n

0.5

—U=2zJ

Les interactions répulsives
tendent a produire des
distributions sub-poissoniennes

n 32



Fluctuations du nombre d’occupation par site

Natomes

Nsites

Onsedonne U/J eton varie le facteur de remplissage 7 =

On trace la dispersion relative des nombres d’occupation An/v/n

Rappel : pour un état cohérent de Glauber, cette quantité vaut 1 (distribution de Poisson)

Les interactions répulsives
tendent a produire des
distributions sub-poissoniennes

Quelque chose d’intéressant
apparait au remplissage
entier...

An/v/n

33



Fluctuations du nombre d’occupation par site

Natomes

Onsedonne U/J eton varie le facteur de remplissage 7 = N
sites

On trace la dispersion relative des nombres d’occupation An/v/n

Rappel : pour un état cohérent de Glauber, cette quantité vaut 1 (distribution de Poisson)

1 —— U =2zJ || Lesinteractions répulsives
—U=52J tendent a produire des
—— U =10zJ || distributions sub-poissoniennes

Quelque chose d’intéressant
apparait au remplissage
entier...

0.5

An/\/nA

Des interactions assez fortes
gelent completement la
distribution pour des
remplissages entiers |




Mé&me quantité en variant U/zJ pour un remplissage donné

8 10 12 14
A U/(zJ)
Etat avec (b;f.> # 0 Etat |1,1,...,1), 05y =0

Dans le cadre du traitement champ moyen : pour un remplissage entier, transition de phase
du 2¢me ordre entre un état avec une cohérence étendue et un état sans la moindre cohérence

35



Une approche analytique simple

On se limite a trois coefficients
pour décrire I’état sur un site

4 fe(n+1) e!(nt®) sin § cos
c(n) = cos 0
—n=20.5 c(fﬁ, — 1) el(n=®) gin sin y
— n=1
—n=1.5

zJ)

« Méme amplitude pour |co| et |ca|, pour garantirque 7 =1 : cosy =siny = 1/v2
* Energie minimale pour 7 =20

* Energie indépendante de ¥ : brisure spontanée de symétrie
36



Une approche analytique simple

0.5

Bl

c(n + 1) % sin 6
c(n) = | cosé
c(n—1) % sin 6
L.
On pose p = 5 sin(260) et on suppose 6 <1

U
Energie par site : €(p) = 5104 — Ap* + ¢

Tout dépend du signe de A !

Pour n =1

—| =2F(n)~538




Etat pour un remplissage non entier

44t
HHT
—0—0—0—0 00
TIIT
AAAAdAdDd

Superfluidité de type trou
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n=1+¢

Superfluidité de type particule



