
Le magnétisme artificiel pour les gaz d’atomes froids

Les phénomènes magnétiques jouent un rôle essentiel en physique
quantique. Des notions ou des phénomènes aussi variés que l’invariance
de jauge, l’effet Hall quantique, le couplage spin-orbite, l’effet Aharonov-
Bohm, les isolants topologiques, trouvent leur origine dans l’interaction
entre des charges en mouvement et un champ magnétiqueB.

Pour une particule de masse M , de charge q et de vitesse v, cette in-
teraction se décrit en terme de force de Lorentz F = q v ×B ou alors, de
manière équivalente, par l’hamiltonien

Ĥ =
(p̂− qA(r̂))

2

2M
,

où A est le potentiel vecteur dont dérive le champ magnétique B. L’étude
du magnétisme avec des atomes froids constitue un volet important du
programme général de simulation quantique basé sur ces nouveaux gaz.
Mais la neutralité électrique des atomes (q = 0) nécessite de recourir à
des « artifices » - par exemple des faisceaux lumineux de fréquences et de
directions bien choisies - pour atteindre des situations équivalentes à celles
rencontrées pour les fluides d’électrons de la matière ordinaire.

Le cours et les séminaires de cette année feront le point sur cette re-
cherche très active, tant sur le plan théorique qu’expérimental. Le déroule-
ment du cours, composé de sept séances, sera le suivant :

– Le premier cours sera consacré aux bases de la description du mouve-
ment d’une particule dans un champ magnétique. Partant de la force
de Lorentz, nous en déduirons l’approche hamiltonienne à ce pro-
blème ainsi que la notion d’invariance de jauge, à la fois sur le plan
de l’électrodynamique et sur celui de la mécanique quantique. Nous
illustrerons ces concepts en discutant l’effet Aharonov–Bohm ainsi que
les conséquences de l’existence possible de monopoles magnétiques.

– Le deuxième cours sera consacré à l’étude du mouvement quantique
d’une particule chargée dans un champ magnétique uniforme. Nous
discuterons en particulier la forme du spectre d’énergie, quantifié sous
forme de niveaux de Landau. Nous en déduirons la notion d’états de
bord, qui joue un rôle crucial pour interpréter l’effet Hall quantique.

– Le cours 3 sera consacré à la notion de phase de Berry et de potentiels
de jauges géométriques. Nous partirons de l’approximation adiaba-
tique pour montrer comment la phase de Berry apparaît, et nous fe-
rons ensuite le lien avec la notion de transport parallèle. Nous termi-
nerons par une approche à la Born-Oppenheimer pour une particule
à plusieurs états internes, pour laquelle les potentiels de jauge géo-
métriques, vectoriels et scalaires, apparaissent explicitement dans une
équation de Schrödinger réduite à un seul de ces états internes.

– Les cours 4 et 5 décriront deux approches possibles à la simulation du
magnétisme avec des gaz d’atomes froids : mise en rotation du gaz
ou utilisation de phases géométriques induite par la lumière. Nous
décrirons plusieurs expériences récentes sur ce domaine et nous dis-
cuterons les limites issues du chauffage par l’émission spontanée de
photons quand le champ de jauge est induit par un faisceau lumineux.
Nous aborderons également la réalisation d’un couplage spin-orbite,
à la fois à une et deux dimensions.

– Le cours 6 sera consacré à la simulation du magnétisme sur réseau.
Nous discuterons d’abord ses caractéristiques principales, comme la
structure fractale du spectre connue sous le nom de papillon de
Hofstadter. Nous passerons ensuite en revue différentes techniques,
comme les réseaux « secoués » ou l’effet tunnel assisté par laser entre
états internes différents, permettant de simuler ce magnétisme pour
des atomes piégés dans un réseau optique.
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– Pour finir, le cours 7 abordera l’effet simultané du magnétisme orbital
et des interactions entre atomes. Nous nous intéresserons essentielle-
ment aux systèmes décrits par une fonction d’onde macroscopique,
dans lesquels des vortex peuvent être nucléés. Nous montrerons com-
ment ces vortex s’arrangent en réseaux réguliers (réseaux d’Abrikosov)
et nous terminerons par quelques éléments sur la physique susceptible
d’apparaître à très grand champ, avec l’émergence d’états fortement
corrélés rappelant ceux de l’effet Hall quantique.



Chapitre 1

Le magnétisme d’une particule ponctuelle
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Dans ce premier chapitre, nous allons d’abord rappeler les éléments clés
du magnétisme, d’abord du point des champs magnétiques eux-mêmes via
les équations de Maxwell, puis du point de vue du mouvement de parti-
cules chargées. Nous aborderons successivement le formalisme classique
(dynamique newtonienne), puis le formalisme quantique. Dans ce dernier
cas, nous insisterons sur la notion de changement de jauge, à la fois du
point de vue du champ électromagnétique et du point de vue de la formu-
lation quantique du mouvement des particules.

Dans la deuxième partie de ce chapitre, nous présenterons deux illus-
trations de ce formalisme : nous analyserons l’effet Aharonov–Bohm, qui
donne un nouvel éclairage sur la notion de potentiel vecteur et qui permet
d’introduire le concept de phase géométrique, qui jouera un rôle essentiel
dans le suite de ce cours. Nous discuterons également brièvement la no-
tion de monopole magnétique, en reprenant un argument fameux de Dirac
sur le lien entre l’éventuelle existence de ces monopoles et la quantification
de la charge électrique (Dirac 1931; Dirac 1948). Nous terminerons par la
présentation très brève d’une expérience récente simulant un tel monopole
au sein d’un condensat de Bose–Einstein.

3



LE MAGNÉTISME D’UNE PARTICULE PONCTUELLE § 1. Quelques éléments de magnétostatique

Nous n’allons pas aborder dans ce premier chapitre le problème im-
portant du mouvement quantique d’une particule chargée dans un champ
magnétique, avec la structure en niveaux de Landau qui joue un rôle cru-
cial dans les phénomènes liés au magnétisme orbital, comme l’effet Hall
quantique. Ce développement fera l’objet du chapitre 2.

1 Quelques éléments de magnétostatique

Nous commencerons ce chapitre par des rappels de magnétostatique :
partant des équations de base vérifiées par le champ magnétique B dans
le cas indépendant du temps, notre but est d’introduire la notion de poten-
tiel vecteur A et de discuter quelques exemples de géométries pertinentes
pour la suite.

1-1 Équations de la magnétostatique

Nous nous intéressons ici au cas d’un champ magnétique B indépen-
dant du temps, mais dépendant de la position r. Ce champ se calcule en
fonction des courants imposés de l’extérieur à partir des deux équations
de la magnétostatique. Ces équations peuvent être vues comme un cas
particulier des équations de Maxwell pour un champ électromagnétique
indépendant du temps.

La première équation de la magnétostatique s’écrit

∇ ·B = 0 (1.1)

et traduit l’absence de charge (monopole) magnétique : le flux de B à tra-
vers une surface fermée est toujours nul 1.

La seconde équation relie le champB aux courants créant ce champ

∇×B = µ0j, (1.2)

1. Nous reviendrons sur les conséquences de l’existence éventuelle de monopoles magné-
tiques. Sur le plan formel, notons par ailleurs qu’une manière plus correcte de décrire les
particules connues consiste à dire qu’elles ont toutes le même rapport charge électrique/charge
magnétique. Une rotation dans les espaces abstraits {E,H} et {D,B} permet alors de se
ramener à la formulation courante, que nous utilisons ici [Jackson (1998), Chap. 6, § 6.11]

où on a (éventuellement) inclus dans j les « courants microscopiques » ré-
sultant du magnétisme des milieux matériels.

Remarque : Ces deux équations sont à mettre en regard de celles déter-
minant le champ électrique en électrostatique,

∇ ·E =
ρelec.(r)

ε0
, ∇×E = 0, (1.3)

où ρelec.(r) est la densité de charge électrique au point r.

1-2 Le potentiel vecteur

La première équation de la magnétostatique, ∇·B = 0, vient mettre une
contrainte forte sur la forme possible des champs de vecteursB(r) que l’on
peut réaliser. Pour rendre compte de manière simple de cette contrainte, on
peut montrer (lemme de Poincaré) que le champB peut toujours se mettre
sous la forme

B(r) = ∇×A(r). (1.4)

Il est clair que la relation (1.4) ne définit pas le potentiel vecteur A(r)
de manière unique. Plus précisément, deux potentiels vecteursA etA′ tels
que ∇×(A′−A) = 0 conduiront au même champ magnétique. Examinons
les conséquences de cette équation dans un volume simplement connexe,
l’espace entier par exemple ; l’équation ∇×X(r) = 0 peut se résoudre en
X(r) = ∇χ(r), où χ(r) est une fonction scalaire de r. On en déduit que
l’ensemble des potentiels vecteurs associés à un même champ magnétique
B forme une classe d’équivalence, dont les différents membres sont reliés
par une relation du type

A′(r) = A(r) + ∇χ(r). (1.5)

Le passage de A(r) à A′(r) est appelé changement de jauge et la fonction
χ(r) est la fonction de jauge associée à ce changement.
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LE MAGNÉTISME D’UNE PARTICULE PONCTUELLE § 1. Quelques éléments de magnétostatique

1-3 Exemples

Nous présentons ci-dessous quelques exemples qui seront utiles pour
la suite de ce cours. Nous prendrons la notation {ux,uy,uz} pour désigner
un trièdre orthonormé direct de l’espace, avec r = (x, y, z). Nous utilise-
rons également les coordonnées cylindriques (ρ, ϕ, z) et les coordonnées
sphériques (r, θ, ϕ) avec dans les deux cas le vecteur unitaire azimuthal
uϕ = ux cosϕ+ uy sinϕ.

Exemple 1 : champ B uniforme. Considérons un champ magnétique B
uniforme dans l’espace, orienté par convention selon l’axe z. Un choix pos-
sible de potentiel vecteur (jauge symétrique) est

A(r) =

−By/2+Bx/2
0

 . (1.6)

Ce potentiel vecteur peut également s’écrire sous forme vectorielle

A(r) =
1

2
B × r. (1.7)

Ce choix de jauge fait jouer des rôles (presque) symétriques aux variables x
et y, ce qui est satisfaisant compte tenu de la symétrie du problème. En re-
vanche, il brise l’invariance par translation du problème en particularisant
un point de l’espace, l’origine O, où le potentiel vecteur s’annule.

On utilise souvent le changement de jauge associé à la fonction

χ(r) =
B

2
xy, ∇χ =

B

2
(yux + xuy) (1.8)

pour obtenir le potentiel vecteur en jauge de Landau 2

A′(r) =

 0
+Bx

0

 . (1.9)

Cette forme brise la symétrie entre les axes x et y, mais elle est souvent
commode pour les calculs en physique quantique, nous y reviendrons dans
le prochain chapitre.

2. On peut également prendre la fonction de jauge〉χ(r) qui conduit à A′′(r) = 〉Byux.

B

A
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FIGURE 1.1. Solénoïde infini d’axe z, conduisant à une champ uniforme à l’in-
térieur du solénoïde et nul à l’extérieur. Le courant dans ce solénoïde est supposé
être orthoradial, parcourant une nappe uniforme de rayon r0. Le choix de jauge
(1.10) conduit au potentiel vecteur orthoradial indiqué sur la figure.

Exemple 2 : solénoïde infini. Considérons maintenant le solénoïde idéal
et infini de rayon ρ0 et d’axe z représenté sur la figure 1.1. Les deux équa-
tions de la magnétostatique, associées à l’invariance par translation le long
de l’axe z et à l’hypothèse que le champ est nul quand ρ → ∞ conduisent
aux conclusions suivantes :

– À l’intérieur du solénoïde, le champ B est parallèle à l’axe z et uni-
forme (d’amplitude notée ci-dessous B0).

– Le champB est nul à l’extérieur du solénoïde.

On peut vérifier que ce champ B(r) peut être obtenu à partir d’un po-
tentiel vecteur orthoradial A(r) = A(ρ)uϕ avec, toujours en coordonnées
cylindriques :

A(ρ) = B0
ρ2

0

2ρ
si ρ > ρ0, A(ρ) = B0

ρ

2
si ρ < ρ0. (1.10)

On utilise souvent la limite d’un rayon ρ0 tendant vers 0, la valeur du
champ B0 tendant vers l’infini de manière à garder constant le flux Φ =
πρ2

0B0 du champ magnétique à travers un plan perpendiculaire à l’axe z.
On parle alors d’une ligne de flux, correspondant à

A(r) =
Φ

2πρ
uϕ, B(r) = Φ δ(x)δ(y)uz. (1.11)
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LE MAGNÉTISME D’UNE PARTICULE PONCTUELLE § 1. Quelques éléments de magnétostatique

On vérifie immédiatement que la circulation deA sur n’importe quel cercle
centré sur l’axe z et parallèle au plan xy vaut Φ, tout comme le flux de B
à travers le disque correspondant. On note également que le potentiel vec-
teur devient singulier sur l’axe z pour cette limite d’un solénoïde infini-
ment fin. Dans ce qui suit, il sera utile d’écrire ce même potentiel vecteur
en coordonnées sphériques :

A(r) =
Φ

2π

1

r sin θ
uϕ. (1.12)

Exemple 3 : monopole magnétique ! Le potentiel vecteur a été introduit
pour rendre compte de la contrainte ∇ · B = 0, traduisant l’absence de
charges magnétiques. Si l’on accepte de travailler avec un potentiel vec-
teur présentant des singularités similaires à celle qui apparaît dans le cas
du solénoïde infiniment étroit [eq. (1.12)], on peut malgré tout (presque)
décrire un monopole magnétique isolé à l’aide de ce potentiel vecteur.

Considérons le potentiel vecteur en coordonnées sphériques

A(1)
m (r) =

qm

4π

1− cos θ

r sin θ
uϕ. (1.13)

Ce potentiel est défini en tout point de l’espace sauf sur la partie négative
de l’axe z, pour laquelle θ = π. Si on applique les formules standard de dé-
rivation pour calculer ∇×Am,1, valables a priori en dehors de la singularité
du demi-axe z < 0, on trouve

Br = (∇×A)r =
1

r sin θ

(
∂(Aϕ sin θ)

∂θ
− ∂Aθ

∂ϕ

)
=

qm

4πr2
(1.14)

Bθ = (∇×A)θ =
1

r sin θ

(
∂Ar
∂ϕ
− sin θ

∂(rAϕ)

∂r

)
= 0 (1.15)

Bϕ = (∇×A)ϕ =
1

r

(
∂(rAθ)

∂r
− ∂Ar

∂θ

)
= 0 (1.16)

Il semble donc que nous ayons réussi à générer le champ magnétique d’un
monopole

Bm =
qm

4πr2
ur (1.17)

à partir de l’équation B = ∇ × A, ce qui semble paradoxal ! La solution
de ce paradoxe apparaît quand on calcule la circulation de A sur un petit

cercle d’axe z, de rayon r sin θ ; on trouve∮
(A · uϕ) dϕ =

qm

2
(1− cos θ). (1.18)

Quand on fait tendre le rayon du cercle vers 0, on trouve une circulation
nulle pour un cercle situé sur le demi-axe z > 0 (θ → 0) et une circulation
égale à qm pour un cercle situé sur le demi-axe z < 0 (θ → π). Ceci si-
gnifie qu’en plus du champ monopolaire (1.17), le potentiel vecteur (1.13)
engendre un champ parallèle à l’axe z et localisé sur le demi-axe z < 0,
comme celui du solénoïde considéré précédemment. Le champ magné-
tique total associé au potentiel vecteur (1.13) est donc

B(1)(r) =
qm

4πr2
ur + qm Θ(−z)δ(x)δ(y)uz, (1.19)

où Θ(z) est la fonction de Heaviside 3. On dit qu’au monopole de charge qm

est attachée une corde de Dirac, partant du point où se trouve le monopole
(r = 0) et s’étendant jusqu’en z = −∞.

On peut également considérer le potentiel vecteur

A(2)
m (r) = −qm

4π

1 + cos θ

r sin θ
uϕ. (1.20)

qui présente une singularité sur le demi-axe z > 0. Le champ magnétique
correspondant contient le même monopole que (1.19), mais la ligne de sin-
gularité est inversée :

B(2)(r) =
qm

4πr2
ur − qm Θ(z)δ(x)δ(y)uz. (1.21)

Notons que le potentiel vecteur (1.13) peut être obtenu en pratique en
considérant une chaîne de dipôles magnétiques alignés le long du demi-
axe z < 0 (figure 1.1b) ou encore un solénoïde semi-infini et de rayon arbi-
trairement petit (figure 1.1c) (Jackson 1998). Pour (1.20), la chaine de dipôle
s’étend le long du demi-axe z > 0, depuis z = 0 jusqu’à z = +∞.

Remarquons également que la différence entre les deux potentiels vec-
teurs A(1)

m et A(2)
m est exactement égale au potentiel vecteur proposé en

3. Θ(z) = 1 si z > 0, Θ(z) = 0 si z < 0, Θ(0) = 1/2.

Cours 1 – page 6



LE MAGNÉTISME D’UNE PARTICULE PONCTUELLE § 2. Particule classique dans un champ magnétique

(1.12) pour rendre compte d’un solénoïde infini, avec Φ = qm, ce qui est ac-
cord avec le fait que ces potentiels vecteurs correspondent chacun à un so-
lénoïde semi-infini, l’un selon z > 0, l’autre selon z < 0, avec des courants
tournant dans des sens opposés. Ceci montre que A(1)

m et A(2)
m ne sont pas

reliés par une transformation de jauge, au moins sur tout l’espace R3, puisque
A(1)

m −A
(2)
m 6= ∇χ. Nous verrons un peu plus loin comment Dirac a exploité

ce point pour déduire la quantification de la charge électrique à partir de
l’éventuelle existence d’un monopole magnétique.

2 Particule classique dans un champ magnétique

Nous passons maintenant à la description du mouvement d’une par-
ticule ponctuelle chargée, décrite par la mécanique classique, dans un
champ magnétique B(r). Dans tout ce qui suit, nous nous limiterons au
cas non relativiste, la vitesse des particules matérielles étant supposée très
petite devant la vitesse de la lumière.

2-1 Force de Lorentz et mouvement cyclotron

Notons M la masse de la particule et q sa charge. Notre point de départ
sera la force de Lorentz qui agit sur la particule de vitesse ṙ = v :

F L = q v ×B, (1.22)

conduisant à l’équation du mouvement

M r̈ = q ṙ ×B. (1.23)

Cas particulier. Si le champB est uniforme, c’est-à-dire indépendant du
point de l’espace considéré, le mouvement de la particule dans le plan per-
pendiculaire àB est circulaire uniforme (mouvement cyclotron), de pulsa-
tion

ωc = qB/M. (1.24)

Le mouvement est rectiligne uniforme le long de l’axe du champB.

Pour préparer le terrain pour la description quantique, nous allons
maintenant exprimer la loi fondamentale de la dynamique (1.23) dans le
cadre des formalismes lagrangien et hamiltonien.

2-2 Equations de Euler–Lagrange

Pour une particule ponctuelle, le formalisme lagrangien revient à se
donner une fonction L(r, ṙ, t) pour décrire la dynamique de la particule. À
partir de cette fonction de Lagrange (ou lagrangien), on calcule pour toute
trajectoire continue dans l’espace (r(t), ṙ(t)) l’action

S =

∫ t2

t1

L [r(t), ṙ(t), t] dt. (1.25)

On pose que la trajectoire effectivement suivie par la particule pour aller du
point de départ r(t1) au point d’arrivée r(t2) est celle qui minimise l’action.
Ce principe variationnel conduit aux équations d’Euler–Lagrange :

∂L

∂ri
=

d

dt

(
∂L

∂ṙi

)
, ri = x, y, z. (1.26)

Une remarque importante pour ce qui va suivre est la constatation sui-
vante : si on ajoute à un lagrangien donné une dérivée totale par rapport
au temps

L(r, ṙ, t) −→ L(r, ṙ, t) +
d

dt
Ω(r, t), (1.27)

les équations de Euler–Lagrange correspondantes ne sont pas modifiées.
En effet

d

dt
Ω(r, t) =

∂Ω

∂t
+

∑
j=x,y,z

ṙj
∂Ω

∂rj
(1.28)

ce qui conduit à ajouter la même quantité

∂2Ω

∂t ∂ri
+

∑
j=x,y,z

ṙj
∂2Ω

∂ri ∂rj
(1.29)

aux deux membres de l’équation (1.26).
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LE MAGNÉTISME D’UNE PARTICULE PONCTUELLE § 2. Particule classique dans un champ magnétique

2-3 Lagrangien dans un champ magnétique

Pour une particule libre, en absence de champ magnétique, le mouve-
ment est rectiligne uniforme et correspond au choix

Llibre(r, ṙ) =
1

2
M ṙ2. (1.30)

En présence d’un champ magnétique B(r), y a-t-il un lagrangien qui
permet de retrouver l’équation du mouvement (1.23) ? La réponse est (mul-
tiplement) positive : pour tout potentiel vecteur A associé au champ ma-
gnétiqueB, on peut considérer

L(r, ṙ) =
1

2
M ṙ2 + q ṙ ·A(r) (1.31)

et vérifier que les équations de Euler-Lagrange sont bien identiques à
(1.23).

Le fait de retrouver l’équation du mouvement (1.23) garantit que le
choix (1.31), bien que faisant intervenir explicitement de la jauge, ne
conduit pas à des prédictions qui dépendraient de ce choix de jauge. C’est
bien sûr essentiel et on peut chercher à prouver ce résultat sans passer par
l’écriture explicite des équation de Euler-Lagrange. Considérons un chan-
gement de jauge

A(r) −→ A′(r) = A(r) + ∇χ(r), (1.32)

correspondant au changement de lagrangien

L(r, ṙ) −→ Lχ(r, ṙ) = L(r, ṙ) + q ṙ ·∇χ(r). (1.33)

On constate immédiatement que les deux lagrangiens L et Lχ diffèrent
d’une dérivée totale par rapport au temps

Lχ(r, ṙ) = L(r, ṙ) +
d

dt
Ω(r) avec Ω(r) = q χ(r), (1.34)

et ils doivent conduire effectivement aux mêmes équations du mouve-
ment.

2-4 Le principe d’une théorie de jauge

On peut inverser le fil du raisonnement précédent, en se mettant à la
place d’un physicien n’ayant jamais entendu parler de force de Lorentz,
mais très imaginatif. Partant du lagrangien d’une particule libre (1.30),
L = M ṙ2/2, ce physicien peut tirer parti de l’invariance des équations
du mouvement par ajout d’une dérivée totale par rapport au temps. Cette
invariance lui garantit que tous les lagrangiens du type

L(r, ṙ) =
1

2
M ṙ2 + qṙ ·A(r) (1.35)

avec le champ de vecteursA(r) tel que

A(r) = ∇χ(r), (1.36)

décriront également le mouvement d’une particule libre. À ce stade, il s’est
contenté de compliquer un peu gratuitement le formalisme dont il dispose,
mais il peut alors se poser la question suivante : quel type de système phy-
sique obtiendra-t-il s’il généralise le problème en considérant des lagran-
giens du type (1.35), mais en ignorant la contrainte (1.36) ? La réponse est
immédiate compte tenu de ce qui précède : il inventera/découvrira le ma-
gnétisme orbital, c’est-à-dire le mouvement d’une particule de charge q
dans un champ magnétique, avecB(r) = ∇×A(r).

2-5 Hamiltonien dans un champ magnétique

Le passage du formalisme lagrangien au formalisme hamiltonien se fait
en définissant d’abord les moments canoniques

pi =
∂L

∂ṙi
, (1.37)

puis en considérant la transformation de Legendre

H(r,p, t) = p · ṙ − L(r, ṙ, t), (1.38)

où la vitesse ṙ est supposée être exprimée en fonction du moment p par
inversion de (1.37). Le mouvement de la (ou les) particule(s) est alors dé-
terminé par les équations de Hamilton

ṙi =
∂H

∂pi
, ṗi = −∂H

∂ri
. (1.39)
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Pour le lagrangien d’une particule chargée dans un champ magnétique
proposé en (1.31), le moment conjugué vaut

p = ∇ṙL(r, ṙ) = M ṙ + qA(r) (1.40)

et l’hamiltonien s’écrit donc, après réarrangement des termes :

H(r,p) =
(p− qA(r))2

2M
. (1.41)

On pourra vérifier que les équations de Hamilton (1.39) redonnent alors
bien l’équation fondamentale de la dynamique (1.23) dont nous sommes
partis.

On constate immédiatement que le moment canonique p donné en (1.40),
encore appelé impulsion ou impulsion généralisée, n’est pas une quantité phy-
sique indépendante de la jauge. Ce moment est notamment différent de la
quantité de mouvement

π = M ṙ, (1.42)

puisque
p = π + qA(r). (1.43)

Cette distinction est le prix à payer pour obtenir une force dépendant de la
vitesse dans le formalisme hamiltonien.

3 Particule quantique dans un chp. magnétique

3-1 Quantification canonique

L’intérêt du formalisme hamiltonien classique est qu’il se prête bien au
passage à la mécanique quantique, par l’intermédiaire de la règle de quan-
tification canonique dans laquelle la position r et l’impulsion p deviennent
des opérateurs r̂ et p̂ obéissant à

[r̂j , r̂k] = 0, [r̂j , p̂k] = i~ δj,k, [p̂j , p̂k] = 0. (1.44)

Commençons par rappeler comment ces relations de quantification
viennent imposer une forme bien particulière de l’action des opérateurs

position r̂ et impulsion p̂ sur les fonctions d’onde (Dirac 1958). À ce stade,
nous ne supposons rien sur la présence ou l’absence d’un champ magné-
tique.

Considérons une particule ponctuelle dont l’état est décrit par une fonc-
tion d’onde complexe ψ(r), donnant la densité de probabilité de présence
P(r) au point r :

P(r) = |ψ(r)|2. (1.45)

Il s’agit de déterminer l’action des opérateurs r̂ et p̂ sur cette fonction
d’onde, compte tenu des relations (1.44).

On pose par convention que l’action de l’opérateur position r̂ sur ψ(r)
est la multiplication par la variable r elle-même :

r̂[ψ(r)] = r ψ(r), (1.46)

ce qui satisfait bien sûr la première relation de commutation [r̂j , r̂k] = 0 de
(1.44). La deuxième relation de commutation, qui relie les composantes de
r̂ et p̂, entraine alors que

r̂j p̂k[ψ(r)] = p̂k[rjψ(r)] + i~ δj,k ψ(r), (1.47)

dont la solution est

p̂ = −i~∇ +X(r), (1.48)

oùX(r) est à ce stade un champ de vecteur quelconque. Enfin la troisième
relation de commutation [p̂j , p̂k] = 0 vient imposer une contrainte sur le
champ de vecteurX avec

∂Xj

∂xk
=
∂Xk

∂xj
⇒ ∇×X = 0 ⇒ X = ∇Ω(r), (1.49)

où Ω est une fonction scalaire quelconque de r. La règle de quantification
canonique revient donc à imposer l’action des opérateurs r et p sur une
fonction d’onde :

r̂[ψ(r)] = r ψ(r), (1.50)

p̂[ψ(r)] = −i~∇ψ(r) + (∇Ω(r))ψ(r). (1.51)
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3-2 Transformation de jauge pour la mécanique quantique

Le choix de la fonction Ω dans (1.51) est arbitraire, mais sans consé-
quence physique (Dirac 1958). En effet, pour un choix donné de Ω, on peut
introduire la transformation unitaire, appelée transformation de jauge (et non
reliée à ce stade à un changement de jauge électromagnétique)

ψ(r) −→ T̂ψ(r), avec T̂ = exp[iΩ(r̂)/~], (1.52)

qui ne modifie pas la densité de probabilité P(r). Dans cette transforma-
tion, les opérateurs opérateurs r̂ et p̂ deviennent

r̂ −→ ˆ̃r = T̂ r̂T̂ † = r̂, (1.53)

p̂ = −i~∇ + ∇Ω(r) −→ ˆ̃p = T̂ p̂T̂ † = −i~∇, (1.54)

ce qui élimine la fonction Ω. Dans toute la suite (qu’un champ magné-
tique soit présent ou non), on supposera cette transformation effectuée et
on prendra donc la convention habituelle

r̂[ψ(r)] = r ψ(r), p̂[ψ(r)] = −i~∇ψ(r). (1.55)

3-3 Hamiltonien quantique

Une fois construits les opérateurs r̂ et p̂, on peut en déduire l’opérateur
associé à toute quantité physique dépendant de la position et de l’impul-
sion, en particulier l’hamiltonien d’une particule de charge électrique q en
présence d’un champ magnétique statique

Ĥ =
(p̂− qA(r̂))2

2M
=

(−i~∇− qA(r))2

2M
. (1.56)

C’est la forme que nous utiliserons dans tout ce cours et que nous allons
en particulier chercher à simuler pour des particules non chargées électri-
quement.

Comme son équivalent classique, cette écriture dépend explicitement
de la jauge choisie pour déterminer le potentiel vecteur. Considérons une
fonction d’onde ψ(r, t) solution de l’équation de Schrödinger

i~
∂ψ(r, t)

∂t
=

(−i~∇− qA(r))2

2M
ψ(r, t). (1.57)

Un changement de jauge électromagnétique

A(r) −→ A′(r) = A(r) + ∇χ(r), (1.58)

va modifier l’hamiltonien et ψ(r, t) ne sera plus solution de l’équation de
Schrödinger écrite avec le potentiel vecteur A′. En revanche, si on accom-
pagne ce changement de jauge électromagnétique de la transformation de
jauge quantique similaire à (1.52)

ψ(r, t) −→ ψ′(r, t) = T̂ψ(r, t), avec T̂ = exp[iqχ(r̂)/~], (1.59)

alors la fonction d’onde ψ′(r, t) que l’on obtient est bien solution de l’équa-
tion de Schrödinger pour le potentiel vecteurA′ :

i~
∂ψ′

∂t
=

(−i~∇− qA′(r))2

2M
ψ′(r, t). (1.60)

Ceci montre le lien profond entre la symétrie de jauge de l’équation de
Schrödinger, exprimée par la transformation unitaire (1.52), et l’invariance
de jauge des équations de Maxwell considérées ici sur le plan de la magné-
tostatique (Cohen-Tannoudji et al. (19733), chapitre 3, complément HIII).

3-4 Invariance de jauge quantique + électromagnétique

On peut inverser la démarche précédente pour arriver à une formu-
lation de la mécanique quantique dans laquelle le magnétisme (ou l’élec-
tromagnétisme) apparaît naturellement via l’ajout d’une condition de sy-
métrie de jauge locale. Nous avons déjà esquissé ce raisonnement dans le
cadre classique (§ 2-4) et nous le transposons ici au cadre quantique.

Considérons une particule libre, de masse M , de charge q et de fonction
d’onde ψ(r, t) solution de l’équation de Schrödinger

i~
∂ψ

∂t
= Ĥψ (1.61)

sans donner la forme de Ĥ à ce stade. Imposons uniquement la condition
supplémentaire suivante, correspondant à la symétrie de jauge locale 4 :

4. Nous ne faisons pas ici de transformation équivalente sur les observables, sinon l’uni-
tarité de la mécanique quantique rendrait cette transformation triviale.
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La physique doit rester la même si on fait la transformation de jauge

ψ → ψ̃ = T̂ψ avec T̂ = exp[iqχ(r̂)/~]. (1.62)

Clairement, le choix

Ĥ = − ~2

2m
∇2 + V (r̂) (1.63)

ne convient car l’équation satisfaite par ψ̃ ne fera pas intervenir un hamil-
tonien gardant la même structure. En revanche, il est clair d’après ce qui
précède que le choix générique

Ĥ =
(−i~∇− qA(r))2

2m
+ V (r) (1.64)

associé à la modification deA

A(r)→ A(r) + ∇χ(r) (1.65)

convient.

Pour assurer cette symétrie de jauge locale, il est suffisant de se limiter
à des potentiels vecteurs A(r) égaux au gradient d’une fonction scalaire
Ω(r). Mais le physicien imaginatif évoqué plus haut peut s’interroger sur
ce qui se produit si on étend ce choix d’hamiltonien « généralisé » à un
potentiel vecteur A quelconque (pas nécessairement de rotationnel nul).
La réponse est là encore simple : notre physicien découvrira le magnétisme
orbital quantique !

4 L’effet Aharonov–Bohm

Dans leur célèbre article de 1959, intitulé Significance of Electromagnetic
Potentials in the Quantum Theory 5, Aharonov et Bohm ont proposé une ex-

5. Le point qui nous intéresse ici est le fait que les champs E et B sont tous deux nuls dans
la région accessible aux particules, révélant ainsi l’importance des potentiels de jauge. Des
variantes de cet effet relâchent une partie de ces contraintes, comme l’effet Aharonov-Casher
où la présence d’un champ électrostatique modifie par une phase géométrique la fonction
d’onde d’un dipôle magnétique (Aharonov & Casher 1984).

B

A

A

r0

z

x
y

Ecran&

B

 g(r)

 d(r)

FIGURE 1.2. Géométrie envisagée par Aharonov et Bohm.

périence de pensée qui met en évidence un fait remarquable 6 : on peut
détecter la présence d’un champ magnétique par des mesures faites sur
des particules quantiques, même si ces particules ne sont jamais trouvées
dans des régions oùB(r) 6= 0 (Aharonov & Bohm 1959).

La géométrie proposée par Aharonov et Bohm utilise le solénoïde in-
fini déjà considéré en (1-3), que l’on place au milieu d’un interféromètre à
deux voies situé dans le plan xy. Le solénoïde lui-même est entouré d’une
barrière de potentiel de sorte que les particules n’y pénètrent pas ; l’inter-
férence observée sur l’écran de détection résulte donc de la superposition
des deux ondes ψg(r) et ψd(r), passées respectivement à gauche et à droite
du solénoïde. Le résultat crucial est que la figure d’interférence n’est pas
la même selon qu’un courant circule ou non dans le solénoïde, bien que le
champ magnétique dans la région accessible aux particules (l’extérieur du
solénoïde) soit nul dans les deux cas.

6. Nous prenons ici la terminologie standard d’« effet Aharonov–Bohm », bien qu’Ehren-
berg et Siday, dans un article de 1949, aient proposé une expérience de pensée similaire et
aient abouti à la même conclusion : The irremovable anisotropy of the field-free region as a whole
emphasizes the fact that the electron-optical refractive index contains the vector potential and not the
magnetic field strength. (Ehrenberg & Siday 1949)
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4-1 L’argument de Aharonov et Bohm

Notons ψ(0)
g (r) et ψ(0)

d (r) les deux ondes de matière en absence de cou-
rant dans le solénoïde, correspondant au choix de jauge A = 0 dans tout
l’espace. Quand un courant circule dans le solénoïde, le potentiel vecteur
A(r) n’est plus nul à l’extérieur du solénoïde, mais le champ magnétique
B(r) = ∇ × A(r) reste nul sur la région accessible aux particules. On a
donc dans cette région

∇×A(r) = 0. (1.66)

Comment intégrer cette équation différentielle ? Dans une région « sans
trou » (simplement connexe), la solution est simple. Il existe une fonction
scalaire χ(r) telle que

A(~r) = ∇χ(r). (1.67)

En effet, dans une région sans trou, on a pour tout circuit C fermé

∇×A(r) = 0 ⇒
∮
C
A(r) · dr = 0, (1.68)

ce qui permet de poser de manière non ambiguë

χ(r) = χ(0) +

∫ r

0

A(r′) · dr′, (1.69)

où on s’est donné une origine notée 0 et où on a fixé la valeur χ(0) de χ en
ce point.

En revanche, ce raisonnement n’est pas valable pour la géométrie de
Aharonov–Bohm car la zone accessible aux particules n’est pas simplement
connexe ; on a en effet ôté du plan xy la région occupée par le solénoïde.
Toutefois, on peut considérer deux régions de l’espace notées I et II sur la
figure 1.3, correspondant aux « trajectoires » passant à gauche et à droite
du solénoïde. Pour chacune de ces régions, on peut résoudre (1.66) sous la
forme (1.67) et écrire :

zone I : AI(~r) = ∇χI(r), zone II : AII(~r) = ∇χII(r). (1.70)

Considérons alors l’onde ψg qui se propage uniquement dans la région
I. Pour cette onde, le branchement du courant dans le solénoïde revient à

zone&I:&& AI(~r) = r�I(r) zone&II:&& AII(~r) = r�II(r)

FIGURE 1.3. Deux zones (patch) sur lesquelles le potentiel vecteur en présence de
courant peut s’écrire commeA(~r) = ∇χ(r). Attention, la fonction χ n’est pas la
même pour les deux zones !

faire le changement

A(r) = 0 −→ AI(r) = ∇χI(r), (1.71)

ce qui correspond à un simple changement de jauge. Ce dernier doit s’ac-
compagner d’une modification de la fonction d’onde [c.f. Eq. (1.65)]

ψ(0)
g (r) −→ ψg(r) = exp[iqχI(r)/~] ψ(0)

g (r). (1.72)

De la même façon, le branchement du courant dans le solénoïde revient à
changer l’onde ψd de la manière suivante :

ψ
(0)
d (r) −→ ψd(r) = exp[iqχII(r)/~] ψ

(0)
d (r). (1.73)

Prenons la convention χI(0) = χII(0) = 0. L’interférence des ondes de
matière en un point de l’écran r fait intervenir

ψ∗d(r)ψg(r) = exp([iq(χI(r)− χII(r))/~] ψ
(0)
d

∗
(r)ψ(0)

g (r), (1.74)

et l’argument du préfacteur peut se réécrire

Φ = χI(r)− χII(r) =

∫ r

0,CI
A(r) · dr −

∫ r

0,CII
A(r) · dr, (1.75)

où CI et CII sont deux chemins quelconques allant de 0 à r et respectivement
situés à l’intérieur des régions I et II. Introduisons un chemin fermé C allant
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de 0 à r par la région I et revenant de r à 0 par la région II ; ce chemin fait
donc un tour du solénoïde et on a

Φ =

∫
C
A(r) · dr =

∫∫
uz ·B(r′) d2r′ (1.76)

ce qui montre que Φ n’est autre que le flux de B à travers le solénoïde.
La phase relative des deux ondes de matière arrivant sur l’écran fait donc
intervenir ce flux, alors même que les particules ne pénètrent pas dans la
région où règne le champ ! Notons que la phase qΦ/~ peut être qualifiée
de topologique car elle reste la même quand on déforme continûment le
contour C, pourvu que celui-ci ne traverse pas le solénoïde.

4-2 Argument fondé sur l’intégrale de chemin

Dans ce paragraphe, nous allons retrouver le résultat de Aharonov et
Bohm par une méthode légèrement différente, ne faisant pas appel aux
deux potentiels vecteursAI etAI, mais utilisant le lagrangien d’interaction
entre la particule chargée et le champ via le formalisme de l’intégrale de
chemin (Feynman & Hibbs 1965).

Dans ce formalisme, on calcule le propagateur donnant l’amplitude de
probabilité pour qu’une particule issue de 0 à l’instant t1 atteigne le point r
de l’écran à l’instant t2. Ce propagateur est donné par la somme des eiSΩ/~,
où SΓ est l’action associée à un chemin donné ffi allant de (0, t1) à (r, t2)

K(0, t1; r, t2) ∝
∑

chemins Γ

exp(iSΓ/~), SΓ =

∫ t2

t1

L[r(t), ṙ(t), t] dt.

(1.77)
Les lagrangiens en absence et en présence de champ magnétique sont res-
pectivement

L(0)(r, ṙ) et L(0)(r, ṙ) + q ṙ ·A(r), (1.78)

où l’on a inclus dans L(0) le potentiel V (r) servant à guider la particule de
part et d’autre du solénoïde. On remarque alors que le terme additionnel
dans l’action d’un chemin donné

q

∫ t2

t1

ṙ(t) ·A[r(t)] dt = q

∫ r

0,Γ

A(r′) · dr′ (1.79)

prend la même valeur δSI(r) pour tous les chemins ffiI restreints à la zone
I, et une autre valeur δSII(r) pour tous les chemins ffiII restreints à la zone
II [c.f. (1.68) et (1.69)].

Ce résultat remarquable permet d’évaluer la modification du signal
d’interférence lié au branchement du courant dans le solénoïde, même s’il
est a priori très difficile de calculer le propagateur K en absence de cou-
rant. Pour cela, négligeons la contribution des chemins « exotiques » fai-
sant un ou plusieurs tours complets du solénoïde en allant de la source à
l’écran. En absence de courant, on peut alors écrire le propagateur de (0, t1)
à (r, t2) comme la sommeK(r) ≈ KI(r)+KII(r) des contributions passant
à gauche ou à droite du solénoïde. En présence du courant, ce propagateur
est modifié et devient

K(r) ≈ KI(r) +KII(r) −→ KI(r) eiδSI(r)/~ +KII(r) eiδSII(r)/~ (1.80)

La modification de la phase relative entreKI etKII due au courant est donc

1

~
(δSI(r)− δSII(r)) =

q

~

(∫ r

0,I

A(r′) · dr′ −
∫ r

0,II

A(r′) · dr′
)

=
q

~

∮
C
A(r′) · dr′ = qΦ/~, (1.81)

où C est un circuit fermé encerclant le solénoïde. On retrouve bien le résul-
tat du paragraphe précédent.

Nous avons donc développé deux lignes de raisonnement pour trouver
le déphasage dans une expérience de type Aharonov–Bohm :

1. On peut considérer des domaines de l’espace (patches) sur lesquels on
définit des potentiels vecteurs AI(r), AII(r), . . . , et on recolle ces mor-
ceaux (i) au point 0 en posant χI(0) = χII(0) = 0 et (ii) au point r, le
déphasage recherché apparaissant lors de ce deuxième recollement.

2. On peut tirer parti du fait que l’on connait pour cette géométrie le
potentiel vecteur dans tout l’espace et on utilise alors le lagrangien
d’interaction particule-champ pour calculer le déphasage.

Nous verrons un peu plus loin, dans le paragraphe consacré au monopoles
magnétiques, que l’on n’a pas toujours le choix entre ces deux possibilités
et que la première méthode, celle du recollement entre deux ou plusieurs
zones, est parfois incontournable.
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FIG. 4. Interference micrographs of the toroidal magnet shown in Fig. 1. (a) Contour map of electron phase.
(b) Interferogram of electron phase. (c) Schematic form of the wave front.

various toroidal sizes.
These experimental results verify the existence

of the AB effect. Quantitative agreement" is
achieved with the fundamental AB effect relation.

Leakage-field effects were confined to be suffi-
ciently small in the cases of Figs. 4 and 5. Con-
tour lines in interference micrographs were
verified to follow magnetic lines of force as
viewed along the direction of the electron beam. "
Theref ore, contour lines must exit from the
toroid if magnetic fields are leaking from the
magnet. An example of field leakage is shown in
Fig. 6. Leakage fields do not show up in the
Lorentz micrograph, Fig. 6(a), but can be clear-
ly observed in the interference micrograph,
Fig. 6(b). The magnetic flux between two adja-
cent contour lines is equal to a constant, h/e,
irrespective of electron energy. It can be con-
cluded from the contour maps shown in Figs.
4(a) and 5(a) that the leakage flux was less than
h/e and that the resultant phase change is too
small to conceal the AB effect.

In this experimental arrangement, the electron
beam partly touched and even penetrated the mag-
net. This point is open to criticisms, but our
argument for this is as follows. In the present

experiment, the shape of a magnetic sample is
reproduced as a clear image on the interfero-
gram. Consequently, the part of the beam trans-
mitted through the magnetic flux in the sample
does not contribute to points outside the sample
image. The beams reaching these points must
have felt only the magnetic vector potential, if
any.

It was for the measurement of the phase differ-
ence by tracing the interference fringes that the
penetrable toroidal magnets were adopted in our
experiment. This is an advantage of our experi-
ment over former experiments. ' If the fringes
on the images of the toroids are not observed,
the phase difference is determined by only a
fraction of a wavelength unit. "

The different electron energy causes an ap-
preciable change in electron penetrability, but
no change in phase difference. This fact was
confirmed at 80, 100, and 125 kV. If there were
an essential difference between an absolutely
inaccessible field and a negligibly accessible
field, ' then the AB effect could be neither con-
firmed nor denied experimentally.

Regardless of the strength of penetrability,
our experimental results of the interference

FIG. 5. Interference micrographs of magnet having a magnetization direction opposite to that in Fig. 4. (a) Con-
tour map. (b) Interferogram. (c) Schematic form of the wave front.

1445

+&

FIGURE 1.4. Gauche : expérience de biprisme (électrostatique) de Fresnel mène
avec un faisceau d’électrons. Un aimant torique est placé dans une des deux voies
de l’interféromètre. Droite : figure d’interférence obtenue avec l’aimant torique.
Le déplacement des franges entre les particules passées à l’intérieur du tore et
celles passée à l’extérieur est la signature de l’effet Aharonov–Bohm (figure tirée
de Tonomura et al. 1982).

4-3 Mise en évidence expérimentale

Dès la publication de l’article de Aharonov et Bohm, des vérifications
expérimentales de cet effet ont été mises en œuvre [voir par exemple
Chambers (1960)]. Les résultats de ces expériences ont fait l’objet de dé-
bats, issus de la difficulté d’estimer quantitativement les effets de bords :
il faut s’assurer que la force de Lorentz due aux champs magnétiques de
fuite joue effectivement un rôle négligeable. Dans une série d’expériences
menées dans les laboratoires d’Hitachi entre 1982 et 1986, A. Tonomura et
son équipe ont adopté une géométrie permettant de bien maîtriser ces ef-
fets de bords (Tonomura et al. 1982; Tonomura et al. 1986). Leur solénoïde
n’est pas rectiligne comme dans l’expérience de pensée de Aharonov et
Bohm, mais toroïdal, ce qui permet de minimiser les champs de fuite.

Les expériences de Tonomura utilisent un faisceau collimaté d’élec-
trons, qui est dirigé sur un écran de détection après être passé à travers
un bi-prisme de Fresnel (Tonomura 1987). Une version très schématisée est
représentée sur la figure 1.4. En absence de perturbation, ceci conduit à des

franges d’interférences rectilignes. Dans l’expérience de 1982, Tonomura et
al. ont disposé sur un des deux chemins un aimant toroïdal de Permalloy,
de forme carrée, avec des côtés extérieurs de 3 microns et intérieurs de
1 micron. Compte tenu des propriétés magnétiques du Permalloy, le dé-
phasage attendu entre une trajectoire passant à l’extérieur du tore et une
autre passant à l’intérieur correspond à une différence de chemin de 6λ,
où la longueur d’onde λ des électrons vaut λ = 0.03 Angströms pour une
tension d’accélération des électrons de 150 kV. L’expérience confirme quan-
titativement ce déphasage, avec une différence de phase mesurée de 5.5λ
(figure 1.4).

Cette expérience a été raffinée en 1985, en déposant un autre matériau
(niobium) à la surface du tore en Permalloy. Quand on abaisse la suffisam-
ment la température, le niobium devient supraconducteur, ce qui a pour
effet d’écranter le champ magnétique du permalloy. La quantification du
flux dans une boucle de supraconducteur entraine que le déphasage entre
trajectoires intérieures ou extérieures au tore ne peut plus prendre que les
valeurs 0 ou π (modulo 2π). Cet effet de quantification du flux magnétique
a bien été mis en évidence dans les interférogrammes produits par ce bi-
prisme de Fresnel (Tonomura et al. 1986).

5 Monopole magnétique et physique quantique

Nous terminons ce chapitre avec une question soulevée par Dirac, por-
tant sur la conséquence de l’existence éventuelle de monopoles magné-
tiques. Rappelons qu’à ce jour, aucun monopole n’a été observé ; toute-
fois, Dirac a remarqué qu’il suffirait qu’un seul monopole existe pour que,
dans le formalisme quantique, la charge électrique soit quantifiée (ce qui
semble être le cas expérimentalement) (Dirac 1931; Dirac 1948). Dans ce qui
suit, nous allons esquisser brièvement le raisonnement de Dirac, en suivant
d’assez près le traitement de Sakurai & Napolitano (2011). Nous termine-
rons par la description d’une expérience récente, simulant la création d’un
monopole magnétique dans un condensat de Bose–Einstein spinoriel.
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5-1 Quantification de la charge électrique

Supposons qu’un monopole magnétique de charge magnétique qm soit
présent et positionné à l’origine des coordonnées, créant le champ

Bm =
qm

4πr2
ur. (1.82)

On va s’intéresser à la fonction d’onde d’une autre particule de charge élec-
trique qe en mouvement autour du monopole, un électron par exemple.

Remarquons pour commencer qu’il n’y a pas de potentiel vecteurA(r)
défini sur tout l’espace sauf au point du monopole, qui permettrait de re-
trouverBm viaBm = ∇×A. En effet, on trouve pour une sphère S centrée
sur l’origine ∫∫

S
n ·B d2r = qm, (1.83)

alors que le flux d’un rotationnel à travers une surface fermée est nul.

On pourrait légitiment craindre que notre formalisme lagrangien ou ha-
miltonien, fondé sur l’existence du potentiel vecteur, devienne inopérant.
Toutefois, on peut « sauver » ce formalisme en tirant parti du fait que l’on
n’a pas vraiment besoin de disposer d’une version unique du potentiel
vecteur sur l’ensemble de l’espace. On pourra continuer à utiliser ce for-
malisme si on arrive (i) à paver l’espace de zones où un type de potentiel
vecteur est bien défini et (ii) à recoller ces zones entre elles. C’est en fait une
technique que nous avons déjà présentée pour étudier l’effet Aharonov–
Bohm. Ici, nous allons découper l’espace en deux zones notées I et II, et
définir un potentiel vecteur AI(r) et AII(r) sur chaque zone. C’est du re-
collement des fonctions d’onde associées à AI(r) et AII(r) que viendra la
condition de quantification de la charge qe.

Un choix possible pour les potentiels vecteurs AI(r) et AII(r) a déjà été
donné plus haut. Rappelons-le ici :

AI(r) =
qm

4π

1− cos θ

r sin θ
uϕ, AII(r) = −qm

4π

1 + cos θ

r sin θ
uϕ. (1.84)

On sait que AI ne doit pas être utilisé au voisinage du demi-axe z < 0,
car il donne naissance à cet endroit à une corde de Dirac allant de z = 0 à
z = −∞. De même AII ne doit pas être utilisé au voisinage du demi-axe

région&I! région&II!

FIGURE 1.5. Représentation graphique des régions I et II , définies ici par leurs
angles polaires en coordonnées sphériques.

z > 0, pour la même raison (corde s’étendant de z = 0 à z = +∞). Pour
fixer les idées, prenons donc les régions suivantes (voir figure 1.5)

– La région I est définie comme l’ensemble des points r de l’espace, de
coordonnées sphériques 0 ≤ θ < 3π/4 et r 6= 0.

– La région II est définie comme l’ensemble des points r de l’espace, de
coordonnées sphériques π/4 < θ ≤ π et r 6= 0.

Dans la zone de recouvrement I ∩ II, c’est-à-dire la zone autour de
l’équateur correspondant à π/4 < θ < 3π/4, les deux potentiels vecteurs
décrivent le même champ magnétique et sont donc reliés par une trans-
formation de jauge 7. En l’occurrence, la transformation de jauge faisant
passer de AI(r) à AII(r) est simple :

AII(r)−AI(r) = −qm

2π

1

r sin θ
uϕ = ∇χ(r) (1.85)

avec χ(r) = χ0 −
qm

2π
ϕ, r ∈ I ∩ II, (1.86)

Considérons maintenant une particule quantique et notons respective-
ment ψI et ψII les fonctions d’ondes correspondant au choix de jauge AI(r)
et AII(r). Dans la zone I ∩ II, où l’on passe d’une jauge à l’autre par l’inter-
médiaire de (1.86), les deux fonctions d’onde ψI et ψII doivent elles aussi
être reliées par cette transformation de jauge

ψII(r) = eiqeχ(r)/~ ψI(r), r ∈ I ∩ II, (1.87)

7. Ce n’est pas vrai pour l’espace entier, car AI(r) et AII(r) correspondent à des champs
différents sur l’axe z.
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Il est alors simple de conclure : il faut d’après les postulats de la mécanique
quantique que les fonctions d’onde ψI(r) et ψII(r) soient monovaluées 8.
Ceci impose en particulier qu’elles ne changent pas de valeur quand on
fait le changement de coordonnées sphériques (r, θ, ϕ)→ (r, θ, ϕ+ 2π) :

ψI,II(r, θ, ϕ+ 2π) = ψI,II(r, θ, ϕ) (1.88)

Ceci impose que eiqeχ(r)/~ ne change pas non plus quand ϕ→ ϕ+ 2π, soit

exp
(

i
qeqm

~

)
= 1 ⇒ qeqm = nh, (1.89)

où n est un entier quelconque et h = 2π~. C’est la quantification annon-
cée 9 !

On pourra trouver dans le livre Classical Electrodynamics de Jackson une
approche différente du problème 10, où on calcule d’abord le moment ciné-
tique du champ électromagnétique créé par la superposition de la charge
électrique qe et de la charge magnétique qm, puis on pose que ce moment
cinétique doit être quantifié en multiples de ~/2.

5-2 Simulation d’un monopole dans un condensat

Au cours de ces dernières années, on a mis en évidence dans plusieurs
systèmes de matière condensée des structures du paramètre d’ordre qui
rappellent celle d’un monopole magnétique. Il ne s’agit bien sûr que d’une
analogie : ces monopoles ne génèrent pas de champ magnétique réel et
n’impliquent en rien la quantification de la charge électrique pressentie
par Dirac. Néanmoins, leur étude est intéressante car elle révèle la topo-
logie caractéristique des monopoles, avec la corde de Dirac qui leur est
attachée. Les premières de ces expériences ont été menées dans des ma-
tériaux de type glace de spin (spin ice) (Castelnovo et al. 2008; Morris et al.
2009; Fennell et al. 2009). Nous allons décrire ici une expérience très ré-
cente menée aux USA (Amherst College) par D. S. Hall et son équipe sur

8. Rappelons que c’est ce postulat qui permet de prouver que les moments cinétiques
orbitaux sont entiers, et pas demi-entiers comme la théorie générale du moment cinétique
aurait pu le laisser supposer.

9. Il est intéressant d’étudier l’effet Aharonov-Bohm pour les demi-solénoïdes suscep-
tibles de créer les potentiels vecteur AI et AII, si la quantification (1.89) est vérifiée.

10. Nos notations se raccordent à celles de Jackson en posant qm = 4πg, qe = e/c.

des atomes froids. Ces chercheurs ont mis en évidence une « texture de
spin » dans un condensat de Bose-Einstein, qui conduit pour la fonction
d’onde de ce condensat à une équation d’évolution de type Schrödinger en
présence d’un monopole (Ray et al. 2014).

Nous n’allons pas développer ici tout le formalisme nécessaire pour
analyser quantitativement l’expérience de Ray et al. (2014), mais nous en
indiquons les quelques éléments indispensables pour comprendre com-
ment un champ magnétique artificiel monopolaire peut émerger dans le
contexte d’un condensat spineur. Ces éléments sont d’ailleurs voisins des
développements que nous rencontrerons plus tard dans ce cours, quand
nous étudierons la génération de champs artificiels à partir de la phase de
Berry.

Pour présenter le contexte théorique, nous allons nous inspirer d’un ar-
ticle pionnier de Ho & Shenoy (1996), qui ont montré comment le spin non
nul des atomes alcalins utilisés dans les expériences de condensats gazeux
permettait d’envisager une physique plus riche que celle d’un condensat
scalaire, comme l’hélium superfluide. Considérons un condensat atomique
formé d’atomes de spin 1. Nous supposerons que tous les atomes sont dans
le même état qui s’écrit sous forme d’une fonction d’onde macroscopique

Ψ(r) = ψ(r)

ζ+1(r)
ζ0(r)
ζ−1(r)

 avec
+1∑

m=−1

|ζm(r)|2 = 1. (1.90)

La fonction d’onde scalaire ψ(r) représente l’amplitude de probabilité
pour trouver un atome au point r, indépendamment de son état de spin ;
le spin normalisé 11 |ζ〉 donne la répartition de la population entre les trois
états de spin. Notons que l’écriture (1.90) n’est pas unique, car on peut
multiplier ψ par e+iχ(r) et |ζ〉 par e−iχ(r), l’état total Ψ restant inchangé.

Considérons l’équation d’évolution de Ψ(r, t), en nous limitant à l’éner-
gie cinétique, qui est le terme pertinent pour faire émerger le champ de
jauge requis. Partons de

i~
∂Ψ

∂t
= − ~2

2M
∆Ψ + . . . (1.91)

11. On note ici avec un ket les vecteur de l’espace de Hilbert du spin et en caractère gras les
vecteurs de l’espace euclidien R3.
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La dérivée par rapport au temps du membre de gauche de (1.91) et le la-
placien du membre de droite donnent respectivement

i~
∂Ψ

∂t
= i~

∂ψ

∂t
|ζ〉+ i~ψ

∂|ζ〉
∂t

∆Ψ = ∆(ψ|ζ〉) = (∆ψ)|ζ〉+ 2(∇ψ) · (∇|ζ〉) + ψ(∆|ζ〉).

Multiplions maintenant (1.91) par le bra (vecteur ligne)

〈ζ| =
(
ζ∗+1(r) , ζ∗0 (r) , ζ−1(r)

)
. (1.92)

En utilisant 〈ζ|ζ〉 = 1 [cf. (1.90)], on arrive à une équation d’évolution pour
ψ qui se met sous la forme

i~
∂ψ

∂t
= − ~2

2M
∆ψ+i

~
M

∇ψ ·A+ . . . avec A(r) = i~ 〈ζ| (∇|ζ〉) , (1.93)

où on a omis les termes proportionnels à ψ elle-même. On voit donc appa-
raître dans l’équation d’évolution de ψ un terme en p̂ ·A, caractéristique
d’un potentiel vecteur : c’est exactement ce type de terme qu’il s’agit de
créer si on veut générer un champ de jauge artificiel. Ce terme s’accom-
pagne d’autres contributions que nous n’avons pas écrites, plus standards,
correspondant à un potentiel scalaire agissant sur les particules. Nous re-
viendrons sur ces contributions dans les prochains cours via un formalisme
plus général.

À ce stade, l’écriture d’une équation du mouvement pour ψ peut ap-
paraître comme quelque peu artificielle, puisqu’elle ne représente qu’une
partie de l’évolution des degrés de liberté de l’état Ψ. Il faut donc en prin-
cipe la compléter par une équation d’évolution pour |ζ〉 et la dynamique
est alors complexe à analyser. Il existe toutefois une classe de problèmes
où cette deuxième étape n’est pas nécessaire : il suffit pour cela de « geler »
le degré de liberté de spin, en préparant le système dans un état de spin
donné et en s’assurant que les atomes vont suivre adiabatiquement cet état
si on varie le champ magnétique extérieur appliqué au système.

C’est ce qui a été fait dans l’expérience de Ray et al. (2014). Les auteurs
sont partis d’un condensat initialement dans l’état |F = 1,mz = +1〉 dans
un champ magnétique homogène et parallèle à l’axe z. Ils ont ensuite ajouté
une composante non homogène à ce champ, correspondant à un champ

LETTER
doi:10.1038/nature12954

Observation of Dirac monopoles in a synthetic
magnetic field
M. W. Ray1, E. Ruokokoski2, S. Kandel1{, M. Möttönen2,3 & D. S. Hall1

Magnetic monopoles—particles that behave as isolated north or
south magnetic poles—have been the subject of speculation since
the first detailed observations of magnetism several hundred years
ago1. Numerous theoretical investigations and hitherto unsuccess-
ful experimental searches2 have followedDirac’s 1931 development
of a theory of monopoles consistent with both quantummechanics
and the gauge invariance of the electromagnetic field3. The existence
of even a single Dirac magnetic monopole would have far-reaching
physical consequences, most famously explaining the quantization
of electric charge3,4. Although analogues of magnetic monopoles
have been found in exotic spin ices5,6 and other systems7–9, there has
been no direct experimental observation of Dirac monopoles within
amedium described by a quantum field, such as superfluid helium-3
(refs 10–13). Here we demonstrate the controlled creation14 of Dirac
monopoles in the synthetic magnetic field produced by a spinor
Bose–Einstein condensate. Monopoles are identified, in both experi-
ments and matching numerical simulations, at the termini of vortex
lines within the condensate. By directly imaging such a vortex line,
the presence of a monopole may be discerned from the experimental
data alone. These real-space images provide conclusive and long-
awaited experimental evidence of the existence of Dirac monopoles.
Our result provides an unprecedented opportunity to observe and
manipulate these quantum mechanical entities in a controlled
environment.
Maxwell’s equations refer neither tomagnetic monopoles nor to the

magnetic currents that arise from their motion. Although a simple
symmetrization with respect to the electric andmagnetic fields, respect-
ively E and B, leads to equations that involve these magnetic charges,
it also seemingly prevents their description in terms of the familiar
scalar and vector potentials, respectively V and A, alone. Because the
quantum mechanical Hamiltonian is expressed in terms of potentials,
rather than electromagnetic fields, this modification immediately leads
to serious theoretical challenges.
In a celebrated paper that combined arguments from quantum

mechanics and classical electrodynamics3, Dirac identified electromag-
netic potentials consistent with the existence of magnetic monopoles.
His derivation relies on the observation that in quantum mechanics
the potentials V and A influence charged-particle dynamics either
through the Hamiltonian or, equivalently, through modifications of
the complex phase of the particle wavefunction. Armed with these
equivalent perspectives, Dirac then considered the phase properties of
a wavefunction pierced by a semi-infinite nodal line with non-zero
phase winding. He discovered that the corresponding electromagnetic
potentials yield the magnetic field of a monopole located at the end-
point of the nodal line. The vector potential in this case also exhibits a
nonphysical line singularity, or ‘Dirac string’, that terminates at the
monopole.
We experimentally create Dirac monopoles in the synthetic electro-

magnetic field that arises in the context of a ferromagnetic spin-1 87Rb
Bose–Einstein condensate (BEC) in a tailored excited state14. The BEC

is described by a quantum mechanical order parameter that satisfies a
nonlinear Schrödinger equation, and the synthetic gauge potentials
describing a north magnetic pole (Fig. 1) are generated by the spin
texture. This experiment builds on studies of synthetic electric and
magnetic fields, respectively E* and B*, in atomic BECs, which is an
emerging topic of intense interest in the simulation of condensed-
matter systems with ultracold atoms15,16. Unlike monopole experiments
in spin ices5,6, liquid crystals7, skyrmion lattices9 and metallic ferro-
magnets8, our experiments demonstrate the essential quantum fea-
tures of the monopole envisioned by Dirac3.
Physically, the vector potential, A*, and synthetic magnetic field,

B1~B+|A1, are related to the superfluid velocity, vs, and vorticity,
V5=3 vs, respectively. (Here B denotes Planck’s constant divided by
2p.) Our primary evidence for the existence of the monopole comes
from images of the condensate density taken after the creation of these
fields (Figs 2 and 3), which reveal a nodal vortex line with 4p phase
winding terminating within the condensate. The images also display a
three-dimensional spin structure that agrees well with the results of

1Department of Physics, Amherst College, Amherst, Massachusetts 01002–5000, USA. 2QCD Labs, COMP Centre of Excellence, Department of Applied Physics, Aalto University, PO Box 13500, 00076
Aalto, Finland. 3Low Temperature Laboratory (OVLL), Aalto University, PO Box 13500, 00076 Aalto, Finland. {Present address: City of Hope National Medical Center, 1500 East Duarte Road, Duarte,
California 91010, USA.
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Figure 1 | Schematic representations of the monopole creation process and
experimental apparatus. a–c, Theoretical spin orientation (red arrows) within
the condensate when the magnetic field zero (black dot) is above (a), entering
(b) and in themiddle of (c) the condensate. The helix represents the singularity
in the vorticity. d, Azimuthal superfluid velocity, vs (colour scale and red
arrow), scaled by equatorial velocity, ve. Black arrows depict the synthetic
magnetic field, B*. e, Experimental set-up showing magnetic quadrupole (Q)
and bias field (BX, BY and BZ) coils. Red arrows (OT) show beam paths of the
optical dipole trap, and blue arrows indicate horizontal (H) and vertical (V)
imaging axes. Gravity points in the2z direction.
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numerical simulations (Fig. 4). We analyse these findings and discuss
their implications below.
The spinor order parameter corresponding to the Dirac mono-

pole14,17 is generated by an adiabatic spin rotation in response to a
time-varying magnetic field, B(r, t). Similar spin rotations have been
used to createmultiply quantized vortices18 and skyrmion spin textures19.
The order parameter Y(r, t)5y(r, t)f(r, t) is the product of a scalar
order parameter, y, and a spinor, f~ fz1,f0,f{1ð ÞT¼^ fj i, where
fm5 Æmjfæ represents the mth spinor component along z. The con-
densate is initially spin-polarized along the z axis, that is, f5 (1, 0, 0)T.
Following the method introduced in ref. 14, a magnetic field
B r,tð Þ~bq xx̂zyŷ{2zẑð ÞzBz tð Þẑ is applied, where bq. 0 is the
strength of a quadrupole field gradient and Bz(t) is a uniform bias
field. The magnetic field zero is initially located on the z axis at
z~Bz 0ð Þ=(2bq)?Z, where Z is the axial Thomas–Fermi radius of the
condensate. The spin rotation occurs as Bz is reduced, drawing the
magnetic field zero into the region occupied by the superfluid.
Ideally, the condensate spin adiabatically follows the local direction

of the field (Fig. 1a–c). Our numerical analysis indicates, and both
simulations and experiment confirm, that the fraction of atoms under-
going non-adiabatic spin-flip transitions is of order 1% for our experi-
mental parameters. The spin texture in the adiabatic case is conveniently

expressed in a scaled and shifted coordinate system with x95 x,
y95 y, z95 2z2Bz/bq, corresponding derivatives =9, and spherical
coordinates (r9, h9,Q9). This transformation scales the z axis by a fac-
tor of two and shifts the origin of coordinates to coincide with the
zero of the magnetic field. The applied magnetic field is then
B~bq x0x̂0zy0ŷ0{z0ẑ0ð Þ. As Bz is reduced, each spin rotates by an
angle p2 h9 about an axis n̂ r0,h0,Q0ð Þ~{x̂0 sinQ0zŷ0 cosQ0. This
spatially dependent rotation leads to a superfluid velocity

vs~
B

Mr0
1zcos h0

sin h0
Q̂0 ð1Þ

and vorticity

V~{
B

Mr02
r̂0z

4pB
M

d x0ð Þd y0ð ÞH z0ð Þr̂0 ð2Þ

whereM is the atomic mass, d is the Dirac delta function andH is the
Heaviside step function. The vorticity is that of a monopole attached
to a semi-infinite vortex line singularity, of phase winding 4p, extend-
ing along the 1z9 axis.
The synthetic vector potential arising from the spin rotation can be

written as A1~{Mvs=B, with the line singularity in A* coincident
with the nodal line in Y. However, this singularity is nonphysical,
because it depends on the choice of gauge and can even be made to
vanish20 (Supplementary Information). The syntheticmagnetic field of
the monopole is therefore simply

B1~
B
r02

r̂0 ð3Þ

The fields vs and B* are depicted in Fig. 1d.
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Figure 2 | Experimental creation of Dirac monopoles. Images of the
condensate showing the integrated particle densities in different spin
components as Bz,f is decreased. Each row a–f contains images of an individual
condensate. The leftmost column shows colour composite images of the
column densities taken along the horizontal axis for the three spin states
{ | 1æ, | 0æ, |21æ}; the colourmap is given in f. Yellow arrows indicate the location
of the nodal lines. The rightmost three columns show images taken along the
vertical axis. The scale is 285mm3 285mm (horizontal) and 220mm3 220mm
(vertical), and the peak column density is ~np~1:0|109 cm{2.
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Magnetic monopoles—particles that behave as isolated north or
south magnetic poles—have been the subject of speculation since
the first detailed observations of magnetism several hundred years
ago1. Numerous theoretical investigations and hitherto unsuccess-
ful experimental searches2 have followedDirac’s 1931 development
of a theory of monopoles consistent with both quantummechanics
and the gauge invariance of the electromagnetic field3. The existence
of even a single Dirac magnetic monopole would have far-reaching
physical consequences, most famously explaining the quantization
of electric charge3,4. Although analogues of magnetic monopoles
have been found in exotic spin ices5,6 and other systems7–9, there has
been no direct experimental observation of Dirac monopoles within
amedium described by a quantum field, such as superfluid helium-3
(refs 10–13). Here we demonstrate the controlled creation14 of Dirac
monopoles in the synthetic magnetic field produced by a spinor
Bose–Einstein condensate. Monopoles are identified, in both experi-
ments and matching numerical simulations, at the termini of vortex
lines within the condensate. By directly imaging such a vortex line,
the presence of a monopole may be discerned from the experimental
data alone. These real-space images provide conclusive and long-
awaited experimental evidence of the existence of Dirac monopoles.
Our result provides an unprecedented opportunity to observe and
manipulate these quantum mechanical entities in a controlled
environment.
Maxwell’s equations refer neither tomagnetic monopoles nor to the

magnetic currents that arise from their motion. Although a simple
symmetrization with respect to the electric andmagnetic fields, respect-
ively E and B, leads to equations that involve these magnetic charges,
it also seemingly prevents their description in terms of the familiar
scalar and vector potentials, respectively V and A, alone. Because the
quantum mechanical Hamiltonian is expressed in terms of potentials,
rather than electromagnetic fields, this modification immediately leads
to serious theoretical challenges.
In a celebrated paper that combined arguments from quantum

mechanics and classical electrodynamics3, Dirac identified electromag-
netic potentials consistent with the existence of magnetic monopoles.
His derivation relies on the observation that in quantum mechanics
the potentials V and A influence charged-particle dynamics either
through the Hamiltonian or, equivalently, through modifications of
the complex phase of the particle wavefunction. Armed with these
equivalent perspectives, Dirac then considered the phase properties of
a wavefunction pierced by a semi-infinite nodal line with non-zero
phase winding. He discovered that the corresponding electromagnetic
potentials yield the magnetic field of a monopole located at the end-
point of the nodal line. The vector potential in this case also exhibits a
nonphysical line singularity, or ‘Dirac string’, that terminates at the
monopole.
We experimentally create Dirac monopoles in the synthetic electro-

magnetic field that arises in the context of a ferromagnetic spin-1 87Rb
Bose–Einstein condensate (BEC) in a tailored excited state14. The BEC

is described by a quantum mechanical order parameter that satisfies a
nonlinear Schrödinger equation, and the synthetic gauge potentials
describing a north magnetic pole (Fig. 1) are generated by the spin
texture. This experiment builds on studies of synthetic electric and
magnetic fields, respectively E* and B*, in atomic BECs, which is an
emerging topic of intense interest in the simulation of condensed-
matter systems with ultracold atoms15,16. Unlike monopole experiments
in spin ices5,6, liquid crystals7, skyrmion lattices9 and metallic ferro-
magnets8, our experiments demonstrate the essential quantum fea-
tures of the monopole envisioned by Dirac3.
Physically, the vector potential, A*, and synthetic magnetic field,

B1~B+|A1, are related to the superfluid velocity, vs, and vorticity,
V5=3 vs, respectively. (Here B denotes Planck’s constant divided by
2p.) Our primary evidence for the existence of the monopole comes
from images of the condensate density taken after the creation of these
fields (Figs 2 and 3), which reveal a nodal vortex line with 4p phase
winding terminating within the condensate. The images also display a
three-dimensional spin structure that agrees well with the results of
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Figure 1 | Schematic representations of the monopole creation process and
experimental apparatus. a–c, Theoretical spin orientation (red arrows) within
the condensate when the magnetic field zero (black dot) is above (a), entering
(b) and in themiddle of (c) the condensate. The helix represents the singularity
in the vorticity. d, Azimuthal superfluid velocity, vs (colour scale and red
arrow), scaled by equatorial velocity, ve. Black arrows depict the synthetic
magnetic field, B*. e, Experimental set-up showing magnetic quadrupole (Q)
and bias field (BX, BY and BZ) coils. Red arrows (OT) show beam paths of the
optical dipole trap, and blue arrows indicate horizontal (H) and vertical (V)
imaging axes. Gravity points in the2z direction.
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FIGURE 1.6. À gauche : entrée du zéro de champ magnétique (le point noir) dans
un condensat, obtenu en variant le champ B0 dans l’équation (1.94). À droite :
texture de spin mesurée (haut) et calculée (bas) quand le zéro du champ est amené
jusqu’au centre du condensat. Vert : mz = −1, bleu : mz = 0, rouge : mz = +1.
On distingue le sillon créé par le passage du zéro du champ dans les composantes
mz = −1 et mz = 0 (Ray et al. 2014).

quadrupolaire, pour obtenir un champ total de la forme

B(r, t) =

 b′x
b′y

−2b′z +B0(t)

 . (1.94)

Ce champ s’annule au point x = y = 0, z = B0/2b
′. En diminuant len-

tement B0(t), les auteurs ont fait bouger ce zéro du champ magnétique le
long d’une ligne verticale, arrivant par le dessus du condensat pour l’ame-
ner jusqu’en son centre (figure 1.6, à gauche). Ceci provoque un bascule-
ment adiabatique des spins dans la partie supérieure du condensat, où les
atomes se retrouvent finalement dans l’état |F = 1,mz = −1〉. Dans la par-
tie centrale, les atomes sont majoritairement dans l’état |F = 1,mz = 0〉
et ils sont restés essentiellement dans l’état |F = 1,mz = +1〉 dans la par-
tie inférieure. Nous avons reproduit sur la droite de la figure 1.6 quelques
résultats de Ray et al. (2014), montrant cette répartition spatiale des compo-
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through the Hamiltonian or, equivalently, through modifications of
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equivalent perspectives, Dirac then considered the phase properties of
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phase winding. He discovered that the corresponding electromagnetic
potentials yield the magnetic field of a monopole located at the end-
point of the nodal line. The vector potential in this case also exhibits a
nonphysical line singularity, or ‘Dirac string’, that terminates at the
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We experimentally create Dirac monopoles in the synthetic electro-
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is described by a quantum mechanical order parameter that satisfies a
nonlinear Schrödinger equation, and the synthetic gauge potentials
describing a north magnetic pole (Fig. 1) are generated by the spin
texture. This experiment builds on studies of synthetic electric and
magnetic fields, respectively E* and B*, in atomic BECs, which is an
emerging topic of intense interest in the simulation of condensed-
matter systems with ultracold atoms15,16. Unlike monopole experiments
in spin ices5,6, liquid crystals7, skyrmion lattices9 and metallic ferro-
magnets8, our experiments demonstrate the essential quantum fea-
tures of the monopole envisioned by Dirac3.
Physically, the vector potential, A*, and synthetic magnetic field,

B1~B+|A1, are related to the superfluid velocity, vs, and vorticity,
V5=3 vs, respectively. (Here B denotes Planck’s constant divided by
2p.) Our primary evidence for the existence of the monopole comes
from images of the condensate density taken after the creation of these
fields (Figs 2 and 3), which reveal a nodal vortex line with 4p phase
winding terminating within the condensate. The images also display a
three-dimensional spin structure that agrees well with the results of
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Figure 1 | Schematic representations of the monopole creation process and
experimental apparatus. a–c, Theoretical spin orientation (red arrows) within
the condensate when the magnetic field zero (black dot) is above (a), entering
(b) and in themiddle of (c) the condensate. The helix represents the singularity
in the vorticity. d, Azimuthal superfluid velocity, vs (colour scale and red
arrow), scaled by equatorial velocity, ve. Black arrows depict the synthetic
magnetic field, B*. e, Experimental set-up showing magnetic quadrupole (Q)
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imaging axes. Gravity points in the2z direction.
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numerical simulations (Fig. 4). We analyse these findings and discuss
their implications below.
The spinor order parameter corresponding to the Dirac mono-

pole14,17 is generated by an adiabatic spin rotation in response to a
time-varying magnetic field, B(r, t). Similar spin rotations have been
used to createmultiply quantized vortices18 and skyrmion spin textures19.
The order parameter Y(r, t)5y(r, t)f(r, t) is the product of a scalar
order parameter, y, and a spinor, f~ fz1,f0,f{1ð ÞT¼^ fj i, where
fm5 Æmjfæ represents the mth spinor component along z. The con-
densate is initially spin-polarized along the z axis, that is, f5 (1, 0, 0)T.
Following the method introduced in ref. 14, a magnetic field
B r,tð Þ~bq xx̂zyŷ{2zẑð ÞzBz tð Þẑ is applied, where bq. 0 is the
strength of a quadrupole field gradient and Bz(t) is a uniform bias
field. The magnetic field zero is initially located on the z axis at
z~Bz 0ð Þ=(2bq)?Z, where Z is the axial Thomas–Fermi radius of the
condensate. The spin rotation occurs as Bz is reduced, drawing the
magnetic field zero into the region occupied by the superfluid.
Ideally, the condensate spin adiabatically follows the local direction

of the field (Fig. 1a–c). Our numerical analysis indicates, and both
simulations and experiment confirm, that the fraction of atoms under-
going non-adiabatic spin-flip transitions is of order 1% for our experi-
mental parameters. The spin texture in the adiabatic case is conveniently

expressed in a scaled and shifted coordinate system with x95 x,
y95 y, z95 2z2Bz/bq, corresponding derivatives =9, and spherical
coordinates (r9, h9,Q9). This transformation scales the z axis by a fac-
tor of two and shifts the origin of coordinates to coincide with the
zero of the magnetic field. The applied magnetic field is then
B~bq x0x̂0zy0ŷ0{z0ẑ0ð Þ. As Bz is reduced, each spin rotates by an
angle p2 h9 about an axis n̂ r0,h0,Q0ð Þ~{x̂0 sinQ0zŷ0 cosQ0. This
spatially dependent rotation leads to a superfluid velocity

vs~
B

Mr0
1zcos h0

sin h0
Q̂0 ð1Þ

and vorticity

V~{
B

Mr02
r̂0z

4pB
M

d x0ð Þd y0ð ÞH z0ð Þr̂0 ð2Þ

whereM is the atomic mass, d is the Dirac delta function andH is the
Heaviside step function. The vorticity is that of a monopole attached
to a semi-infinite vortex line singularity, of phase winding 4p, extend-
ing along the 1z9 axis.
The synthetic vector potential arising from the spin rotation can be

written as A1~{Mvs=B, with the line singularity in A* coincident
with the nodal line in Y. However, this singularity is nonphysical,
because it depends on the choice of gauge and can even be made to
vanish20 (Supplementary Information). The syntheticmagnetic field of
the monopole is therefore simply

B1~
B
r02

r̂0 ð3Þ

The fields vs and B* are depicted in Fig. 1d.
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and the gauge invariance of the electromagnetic field3. The existence
of even a single Dirac magnetic monopole would have far-reaching
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Our result provides an unprecedented opportunity to observe and
manipulate these quantum mechanical entities in a controlled
environment.
Maxwell’s equations refer neither tomagnetic monopoles nor to the

magnetic currents that arise from their motion. Although a simple
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describing a north magnetic pole (Fig. 1) are generated by the spin
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matter systems with ultracold atoms15,16. Unlike monopole experiments
in spin ices5,6, liquid crystals7, skyrmion lattices9 and metallic ferro-
magnets8, our experiments demonstrate the essential quantum fea-
tures of the monopole envisioned by Dirac3.
Physically, the vector potential, A*, and synthetic magnetic field,

B1~B+|A1, are related to the superfluid velocity, vs, and vorticity,
V5=3 vs, respectively. (Here B denotes Planck’s constant divided by
2p.) Our primary evidence for the existence of the monopole comes
from images of the condensate density taken after the creation of these
fields (Figs 2 and 3), which reveal a nodal vortex line with 4p phase
winding terminating within the condensate. The images also display a
three-dimensional spin structure that agrees well with the results of
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B(r)

FIGURE 1.7. Structure du champ magnétique artificiel B = ∇×A, où le potentiel
vecteur artificiel A se déduit de la texture de spin par l’intermédiaire de (1.93)
(Ray et al. 2014).

santes de spin dans le condensat une fois le zéro du champ placé au centre
du condensat. On y voit notamment le sillon créé par le passage du zéro du
champ dans la partie supérieure du condensat, au sein des composantes de
spin mz = −1 et mz = 0.

Une fois le zéro du champ arrivé au centre du condensat, on peut mon-
trer que la texture de spin |ζ〉 du condensat conduit à un potentiel vecteur
artificiel i~ 〈ζ| (∇|ζ〉) identique 12 à celui envisagé pour créer un mono-
pole :

A(r) ∝ 1 + cos θ

r sin θ
uϕ. (1.95)

On trouve donc une structure de champ monopolaire pour B = ∇ × A
(figure 1.7). Physiquement, ces champs de vecteurs A(r) et B(r) sont re-
liés au champ de vitesse superfluide et à sa vorticité (Ho & Shenoy 1996).
L’évolution de la fonction scalaireψ est en principe la même que celle d’une
charge électrique quantique placée dans le champ d’un monopole magné-
tique. En pratique, la dynamique à long terme est compliquée par le fait
que le spin des atomes risque de ne pas suivre adiabatiquement le mouve-
ment de leur centre de masse dans les régions de très faible champ.

12. après homothétie sur la coordonnée z.
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Chapitre 2

Mouvement d’une particule dans un champ magnétique
uniforme : les niveaux de Landau
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Ce chapitre est consacré à un problème essentiel dans l’étude du ma-
gnétisme, le mouvement d’une particule chargée dans un champ ma-
gnétique uniforme. Après avoir rappelé brièvement les résultats obtenus
en physique classique (dynamique newtonienne), nous passerons au cas
quantique, que nous traiterons de plusieurs manières correspondant à dif-
férents choix de jauge. Nous dégagerons en particulier la notion de niveaux
de Landau pour les sous-espaces propres de l’hamiltonien ; nous verrons
que ces niveaux ont une dégénérescence macroscopique, qui croît linéai-
rement avec l’aire de l’échantillon. Nous nous intéresserons tout particu-
lièrement au niveau de Landau fondamental (LLL pour Lowest Landau Le-
vel), pour lequel nous donnerons deux expressions explicites pour une base
d’états propres.

La dernière partie du chapitre sera consacrée à quelques effets phy-
siques particulièrement importants qui apparaitront comme une consé-
quence directe de cette quantification en niveaux de Landau. Nous déga-
gerons en particulier la notion d’état de bord, qui joue un rôle central dans
la physique de l’effet Hall quantique. Nous illustrerons cette notion en dé-
crivant une expérience d’interférométrie entre deux circuits électroniques

1
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menée par Ji et al. (2003). Enfin, nous présenterons une proposition d’expé-
rience permettant de mettre en évidence ces états de bord pour des atomes
froids confinés dans un réseau optique (Goldman et al. 2013).

1 Le mouvement cyclotron classique

1-1 Mouvement circulaire uniforme

Quand une particule de masseM et de charge q, décrite par la physique
newtonienne, est plongée dans un champ magnétique, son mouvement
s’analyse en résolvant l’équation fondamentale de la dynamiqueM r̈ = F L

où F L est la force de Lorentz [voir par exemple Jackson (1998), chapitre
12] :

F L = q v ×B. (2.1)

Prenons le champ B aligné avec l’axe z, B = B uz . Le mouvement se-
lon l’axe z est alors un mouvement de translation uniforme z̈ = 0 et nous
pouvons restreindre notre analyse au mouvement projeté dans le plan xy.
Dans ce plan, l’équation du mouvement s’écrit :

M v̇ = q v ×B : ẍ = ωcẏ, ÿ = ⇔ωcẋ, (2.2)

où on a introduit la pulsation cyclotron

ωc =
qB

M
. (2.3)

Le système différentiel à deux équations (2.2) se résout simplement en

x(t) = X0 ⇔
v0

ωc
cos(ωct), y(t) = Y0 +

v0

ωc
sin(ωct), (2.4)

ce qui correspond à un mouvement circulaire uniforme de pulsation ωc,
parcouru dans le sens des aiguilles d’une montre si ωc > 0. Dans (2.4),
l’origine des temps a été choisie à un instant où le vecteur vitesse est pa-
rallèle à l’axe y. Le centre (X0, Y0) de ce cercle est quelconque, et son rayon
vaut

r0 = v0/ωc. (2.5)

 

B B

 

F

FIGURE 2.1. Gauche : orbite cyclotron dans un champ magnétique uniforme.
Droite : mouvement de dérive le long de y en présence d’une force extérieure F
parallèle à l’axe x.

Cette relation se retrouve en égalant force de Lorentz et force centrifuge :
qv0B = Mv2

0/r0.

L’invariance par translation du problème est manifeste sur le résultat
général (2.4) : pour une vitesse initiale donnée, les paramètres de la trajec-
toire circulaire (rayon et pulsation) seront les mêmes quelle que soit la po-
sition initiale dans le plan. On peut donc considérer que le fait d’appliquer
un champ magnétique sur la particule revient à la localiser dans l’espace
des phases associé au mouvement dans le plan xy, sa position et sa vitesse
étant confinées dans une région centrée en (X0, Y0) et d’extension

[∆r ×∆p]
2 ∼ [r0 × (Mv0)]

2 avec r0 = v0/ωc. (2.6)

Pour une vitesse initiale v0 donnée, cette région est d’autant plus faible
que le champ magnétique B est grand. La mécanique quantique, avec sa
contrainte liée à l’inégalité de Heisenberg ∆ri ∆pi ≥ ~/2 (i = x, y), va venir
modifier ce résultat simple.
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1-2 Le courant de Hall

Supposons maintenant qu’une force uniforme F , indépendante de la
position et de la vitesse, vient s’ajouter à la force de Lorentz F L. Cette force
peut par exemple être créée par un champ électrique uniforme. Pour sim-
plifier les notations, prenons cette force parallèle à l’axe x : F = F ux. Cette
force ne change pas le caractère uniforme du mouvement selon z et l’équa-
tion du mouvement projetée sur le plan xy devient

Mẍ = qBẏ + F, Mÿ = ⇔qBẋ. (2.7)

En absence de champ magnétique, l’effet de la force est bien sûr d’accélérer
la particule le long de l’axe x. En présence de champ magnétique, la nature
du mouvement change radicalement. La solution générale de l’équation
du mouvement (2.7) est

x(t) = X0 ⇔
v0

ωc
cos(ωct), y(t) = Y0 +

v0

ωc
sin(ωct)⇔

F

qB
t. (2.8)

Cette solution représentée en figure 2.1 correspond à la composition

– du mouvement circulaire uniforme correspondant au mouvement cy-
clotron trouvé en l’absence de force F ,

– du mouvement de translation uniforme (mouvement de dérive) à vi-
tesse ⇔F/(qB), dans la direction y perpendiculaire à la force F .

Quand la force F est due à un champ électrique extérieur (F = qE), ce
mouvement de dérive est appelé courant de Hall.

2 Le spectre d’énergie en physique quantique

Avant de passer à la description quantitative du mouvement d’une par-
ticule chargée dans un champ magnétique, on peut utiliser les résultats
classiques précédents en les associant à l’inégalité de Heisenberg pour pré-
voir les échelles de position et de vitesse du problème. Partons de la rela-
tion entre position et vitesse indiquée en (2.5), ωcr0 = v0 ; en utilisant le fait
que dans un état fondamental du mouvement quantique, on a en général

M ∆x∆v ∼ ~, (2.9)

on en déduit les échelles de longueur et de vitesse pertinentes pour une
orbite cyclotron en physique quantique :

` =

√
~

Mωc
=

√
~
qB

, vm =

√
~ωc

M
. (2.10)

La longueur ` est appelée longueur magnétique. Pour un électron libre 1 dans
un champ magnétique de 1 Tesla, on trouve ωc/2π = 28 GHz, ` ≈ 26 nm et
vm ≈ 4000 m/s.

Il existe de multiples chemins pour passer au stade quantitatif et trou-
ver les énergies et les états propres de l’hamiltonien d’une particule dans
un champ B uniforme :

Ĥ =
(p̂⇔ qA(r̂))

2

2M
, avec ∇×A = Buz. (2.11)

Une des raisons de cette grande variété de techniques réside dans l’inva-
riance de jauge : des potentiels vecteurs A a priori très différents (jauge de
Landau ou jauge symétrique par exemple) peuvent donner lieu à des cal-
culs eux aussi éloignés, même si ils conduisent au final au même spectre
d’énergie et aux mêmes sous-espaces propres. Dans la mesure où nous au-
rons besoin de ces techniques pour décrire des situations plus complexes
dans la suite du cours (en présence d’un potentiel extérieur par exemple),
nous allons maintenant les passer en revue.

2-1 Le spectre obtenu par la méthode algébrique

Cette méthode permet de trouver le spectre de l’hamiltonien sans faire
de choix de jauge particulier. Considérons pour commencer l’opérateur
hermitien quantité de mouvement :

Π̂j = p̂j ⇔ qAj(r̂), j = x, y, p̂ = ⇔i~∇, (2.12)

avec lequel on peut réécrire l’hamiltonien

Ĥ =
1

2M

(
Π̂2

x + Π̂2
y

)
(2.13)

1. Pour un électron dans la bande de conduction de GaAs, la masseM et donc la pulsation
cyclotron ωc sont considérablement modifiées : Mb ≈ 0.07M . Pour une discussion détaillée,
incluant les effets magnétiques de spin, voir par exemple Eisenstein (2005).
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Contrairement à ce qui se passe pour les deux composantes x, y de l’opé-
rateur position r̂ ou de l’impulsion p̂, les deux composantes de l’opérateur
Π̂ ne commutent pas :

[Π̂x, Π̂y] = i ~qB. (2.14)

La recherche des états propres de (Π̂2
x + Π̂2

y)/2M , sachant que le com-
mutateur de ces deux opérateurs hermitiens est une constante, est un pro-
blème très similaire à celui de la diagonalisation de l’hamiltonien d’un os-
cillateur harmonique (P̂ 2+X̂2)/2 avec [X̂, P̂ ] = i. Nous allons donc utiliser
une méthode similaire à celle développée par Dirac pour résoudre le pro-
blème de l’oscillateur harmonique.

Introduisons les deux opérateurs annihilation et création

â =
1√

2~qB

(
Π̂x + i Π̂y

)
, â† =

1√
2~qB

(
Π̂x ⇔ i Π̂y

)
. (2.15)

La relation de commutation

[â, â†] = 1 (2.16)

et l’expression de l’hamiltonien

Ĥ = ~ωc

(
â†â+

1

2

)
(2.17)

sont identiques à celles obtenues pour les opérateurs d’un oscillateur har-
monique de pulsation ωc. On en déduit que les valeurs propres de Ĥ sont
nécessairement de la forme

En =

(
n+

1

2

)
~ωc , avec n entier positif ou nul. (2.18)

Ces niveaux d’énergie, régulièrement espacés de la quantité ~ωc, sont ap-
pelés niveaux de Landau.

Pour rechercher la forme des états propres, il faut choisir une jauge pour
exprimer le potentiel vecteur, ce que nous ferons dans les paragraphes sui-
vants. Notons d’ores et déjà que puisque nous étudions ici un problème
bi-dimensionnel et qu’on trouve que les énergies sont repérées par un seul
nombre quantique n, on peut s’attendre à ce que les niveaux d’énergies

x

y

x

y

 5

r | m(x, y)|2 m = 12

0

|nx = 0, ny = 0i ⌘ |0, 0i

r/`

FIGURE 2.2. Gauche : représentation du potentiel vecteur en jauge symétrique.
Droite : densité de probabilité pour une fonction propre de l’hamiltonien en jauge
symétrique appartenant au LLL. La densité de probabilité r|ψm(x, y)|2 est maxi-
male pour rm =

√
2m+ 1 ` ; on a tracé ici cette densité de probabilité pour

m = 12.

soient dégénérés. Nous verrons que c’est effectivement le cas, la dégéné-
rescence étant en fait macroscopique pour chaque niveau En : le nombre
d’états propres croit proportionnellement à la surface accessible à la parti-
cule dans le plan xy.

2-2 États et énergies propres en jauge symétrique

Nous prenons dans ce paragraphe la jauge symétrique (cf. figure 2.2)

Ax(r) = ⇔By/2, Ay(r) = Bx/2, Az(r) = 0. (2.19)
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Notons que ce choix de jauge brise l’invariance par translation du pro-
blème, mais respecte l’invariance par rotation autour du centre. L’hamilto-
nien Ĥ se développe alors pour donner :

Ĥ =
p̂2
x + p̂2

y

2M
+

1

8
Mω2

c (x̂2 + ŷ2)⇔ ωc

2
(x̂p̂y ⇔ ŷp̂x). (2.20)

ce qui peut encore se mettre sous la forme

Ĥ = Ĥ0⇔
ωc

2
L̂z, avec Ĥ0 =

p̂2

2M
+

1

8
Mω2

cr
2, L̂z = x̂p̂y⇔ŷp̂x. (2.21)

Discutons d’abord séparément les deux composante de Ĥ , c’est-à-dire
Ĥ0 et L̂z . L’hamiltonien Ĥ0 décrit un oscillateur harmonique isotrope à
deux dimensions, de pulsation ωc/2. On peut chercher une base d’états
propres de Ĥ0 en écrivant Ĥ0 = Ĥ0,x +Ĥ0,y , où Ĥ0,j est l’hamiltonien d’un
oscillateur à une dimension selon la direction j = x, y. Une base d’états
propres est alors obtenue en considérant les états |nx, ny〉, où on a déposé
nj quanta d’excitation selon la direction j, l’énergie associée étant :(

nx +
1

2

)
~ωc

2
+

(
ny +

1

2

)
~ωc

2
= (n0 + 1)

~ωc

2
, n0 = nx + ny. (2.22)

En particulier :

– l’état fondamental |0, 0〉 d’énergie ~ωc/2 est non dégénéré ;

– le premier niveau excité d’énergie 3~ωc/2 est de dégénérescence 2 et
engendré par les deux états |1, 0〉 et |0, 1〉 ;

– le deuxième niveau excité d’énergie 5~ωc/2 est de dégénérescence 3 et
engendré par les trois états |2, 0〉, |1, 1〉 et |0, 2〉, etc.

Plus généralement, la dégénérescence du niveau n0 est n0 + 1 (voir fi-
gure 2.3, cadre du haut). La fonction d’onde associée à un état |nx, ny〉 est
Pnx(x)e∈x

2/4`2 Pny (y)e∈y
2/4`2 , où les Pn sont les polynômes de Hermite

(de degré n).

L’opérateur L̂z est la composante selon z du moment cinétique orbital.
Son expression en coordonnées polaires est simple

L̂z = ⇔i~
∂

∂ϕ
(2.23)

et ses fonctions propres sont donc du type F (r) eimϕ où m est un entier re-
latif et F une fonction quelconque de la variable radiale. Notons que l’état
fondamental de Ĥ0, de fonction d’onde e∈r

2/4`2 est bien de cette forme
avec m = 0.

Cherchons maintenant une base propre commune à Ĥ0 et L̂z , qui consti-
tuera donc également une base propre de Ĥ . On peut travailler par sous-
espace propre de Ĥ0 :

– Nous venons de noter que l’état fondamental e∈r
2/4`2 est un état

propre commun à Ĥ0 et L̂z .

– Dans le premier niveau excité de Ĥ0, les états |nx = 1, ny = 0〉 et
|nx = 0, ny = 1〉 ont pour fonctions d’onde respectives x e∈r

2/4`2

et y e∈r
2/4`2 ; ils ne sont donc pas séparément des états propres de

L̂z , mais il est facile de trouver deux combinaisons linéaires qui
conviennent :

(x⇔iy) e∈r
2/4`2 = r e∈iϕ e∈r

2/4`2 et (x+iy) e∈r
2/4`2 = r e+iϕ e∈r

2/4`2 ,
(2.24)

associées respectivement à m = ⇔1 et m = +1.

– Plus généralement, dans un sous-espace propre donné de Ĥ0 associé
au nombre quantique n0 = nx + ny , on peut identifier n0 + 1 états
propres indépendants de L̂z associés aux nombres quantique azimu-
taux

m = ⇔n0,⇔n0 + 2, . . . , n0 ⇔ 2, n0. (2.25)

L’écriture générale de ces états est assez compliquée, sauf pour les
deux états extrêmes m = ±n0 qui ont pour fonctions d’onde :

m = ±n0 : (x± iy)m e∈r
2/4`2 = rm e±imϕ e∈r

2/4`2 (2.26)

Maintenant que nous disposons d’une base commune à Ĥ0 et L̂z , le
problème de la diagonalisation de Ĥ est résolu. Un état propre commun à
Ĥ0 et L̂z , de valeur propres (n0 +1)~ωc/2 etm~, sera également état propre
de Ĥ avec la valeur propre

En0,m = (n0 + 1)
~ωc

2
⇔m~ωc

2
, avec m = ⇔n0,⇔n0+2, . . . , n0⇔2, n0.

(2.27)
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ce qui s’écrit encore

En =

(
n+

1

2

)
~ωc, avec n =

n0 ⇔m
2

entier positif ou nul. (2.28)

On retrouve donc la structure de l’hamiltonien en niveaux de Landau ré-
gulièrement espacés (voir aussi la figure 2.3, cadre du bas). On note de plus
que chaque niveau de Landau est infiniment dégénéré, au moins si la parti-
cule peut explorer tout le plan xy. Il existe en effet une infinité de façon
d’atteindre tout entier n à partir de couples (n0,m) si on ne restreint pas
les valeurs de n0 et m réalisables.

2-3 Le niveau de Landau fondamental (LLL)

Cette procédure fournit un moyen systématique pour trouver une base
d’états propres de Ĥ . Intéressons nous ici au niveau de Landau fondamen-
tal n = 0 (Lowest Landau Level, LLL en anglais), obtenu en prenant systéma-
tiquement n0 = m dans (2.28). Nous avons donné en (2.26) la forme des
fonctions d’onde correspondantes, que nous reproduisons ici :

ψn0=m, m(x, y) ∝ (x+ iy)me∈r
2/4`2 = rmeimϕe∈r

2/4`2 . (2.29)

Nous avons tracé sur la figure 2.2 la densité de probabilité radiale
r|ψm|2, associée à un état ψm du LLL (oublions l’indice n0 puisqu’il est
de toute façon égal à m pour le LLL). Cette densité de probabilité est inva-
riante par rotation autour de l’axe z et elle est maximale sur un cercle de
rayon

rm =
√

2m+ 1 `. (2.30)

Sa largeur à mi-hauteur est indépendante de m et d’ordre

∆r ∼ `. (2.31)

Une particule préparée dans un état ψm donné est donc localisée sur un
anneau étroit, la réunion de tous ces anneaux recouvrant le plan. On trouve
par ailleurs

〈ψm|r2|ψm〉 = (2m+ 2)`2. (2.32)

..."

�1 0 +1 +2 +3

~!c

..."

..."
m = �2

�1 0 +1 +2 +3

n0 = 0

n0 = 1

n0 = 2

n0 = 3

~!c/2

n0 = 4

m = �2

n = 0

n = 1

n = 2

FIGURE 2.3. Haut : structure des niveaux d’énergie de l’hamiltonien Ĥ0 décrivant
un oscillateur harmonique 2D, avec des niveaux (n0 + 1)~ωc/2, n0 entier positif
ou nul. La dégénérescence d’un niveau est n0 + 1, et les états propres peuvent
être repérés par les deux nombres quantiques, n0 et m, où m~ est la valeur de la
composante selon z du moment cinétique L̂z . Les flèches grisées indiquent l’action
de ⇔ωcL̂z/2 sur certains niveaux. Bas : structure des niveaux d’énergie de l’ha-
miltonien Ĥ décrivant une particule dans un champ magnétique uniforme. Cette
structure se déduit de celle du haut en déplaçant un niveau (n0,m) de l’énergie
⇔~ωcm/2.
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L’orthogonalité 2 des différents ψm est assurée par leur dépendance dif-
férente vis à vis de l’angle polaire ϕ :∫

ψ∗m(r)ψm′(r) d2r ∝
∫

e∈imϕeim′ϕ dϕ = 2πδm,m′ . (2.33)

Introduisons maintenant la variable

u = x+ iy. (2.34)

On déduit de (2.29) que l’on peut écrire un état quelconque du niveau de
Landau fondamental sous la forme

ψ(x, y) =
∑
m

Cmψm(x, y) = F (u) e∈r
2/4`2 (2.35)

où
F (u) =

∑
m

Cmu
m (2.36)

est un polynôme (ou une fonction analytique) quelconque de la variable
u. La restriction au niveau de Landau fondamental correspond donc à un
passage effectif d’un espace à deux dimensions vers un espace à une seule
dimension. Avant restriction au LLL, les états possibles sont des fonctions
d’onde des deux variables indépendantes x et y, ou de manière équiva-
lente, des fonctions des deux variables complexe u = x + iy et ū = x ⇔ iy.
Après restriction au LLL, les états sont décrits par des fonctions de la seule
variable u = x + iy et ne dépendent plus de ū (sauf en ce qui concerne la
gaussienne e∈r

2/4`2 = e∈uū/4`2 ).

Quel moment cinétique orbital pour un état du LLL ? Le fait que les
états de base (2.29) soient états propres du moment cinétique canonique L̂z

avec des valeurs propres m~ toutes différentes pourrait laisser supposer
qu’ils n’ont pas tous le même moment cinétique « physique » moyen. Ce
n’est pas le cas ; tout comme l’impulsion p̂ n’est pas égale à la quantité de
mouvement M v̂, l’opérateur L̂ = r̂ × p̂ ne décrit pas la quantité physique
moment cinétique orbital 3 M r̂ × v̂ = r̂ × Π̂.

2. Les ψm normalisés ont pour expression ψm(r) = Nmrmeimϕe−r2/4`2 avec Nm =[
n!π (2`)n+1

]1/2.
3. En anglais, on appelle L canonical angular momentum et r×Π kinetic angular momentum.

Calculons la valeur moyenne de la composante selon z de cette quantité
physique. Partant de

r ×Π = r × p ⇔ qr ×A = L ⇔ q

2
(x2 + y2)B (2.37)

et en utilisant (2.32), on trouve

〈ψm|(r ×Π)z|ψm〉 = m~⇔ (m+ 1)~ = ⇔~, (2.38)

ce qui donne un moment cinétique orbital moyen égal à ⇔~ pour tous les
états du LLL.

Retour sur la méthode algébrique. La forme Ĥ = (â†â + 1/2)~ωc de
l’hamiltonien obtenu par la méthode algébrique (cf. (2.17)) permet de re-
trouver simplement la structure des états du LLL. Pour le choix de jauge
symétrique, le niveau fondamental correspond aux états |ψ〉 tels que

â|ψ〉 = 0, avec â =
1√

2~qB

(
p̂x + ip̂y +

qB

2
(ŷ ⇔ ix̂)

)
. (2.39)

Ré-exprimons cet opérateur en termes des variables u et ū, considérées
comme indépendantes, et de leur dérivées :

u = x+ iy, ū = x⇔ iy ⇒ ∂u =
1

2
(∂x ⇔ i∂y) , ∂ū =

1

2
(∂x + i∂y) .

(2.40)
On a

â = ⇔i
√

2~
qB

(
∂ū +

u

4`2

)
(2.41)

et les fonctions ψ(x, y) ≡ ψ(u, ū) solutions de (2.39) sont telles que

âψ(u, ū) = 0 ⇒ ψ(u, ū) = F (u) e∈uū/4`2 (2.42)

ce qui redonne bien (2.35).

Notons pour terminer qu’il est alors possible de construire les états du
premier niveau de Landau excité (puis les autres niveaux de Landau) en
faisant agir l’opérateur a† sur les états du LLL que nous venons de trouver.
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2-4 Dégénérescence du LLL.

Supposons que le mouvement dans le plan xy de la particule soit res-
treint à un domaine de surface S. On supposera bien sûr que S � `2 pour
qu’on puisse y placer plusieurs orbites cyclotrons. La question liée à la dé-
générescence est donc : combien d’orbites indépendantes peut-on y loger,
ou encore quelle est la dégénérescence du LLL en fonction de S ? La ré-
ponse rigoureuse à cette question n’est pas simple. Il faut passer du plan
vers une sphère ou un tore et prendre les conditions aux limites appro-
priées [voir par exemple Cooper (2008)].

Nous nous contenterons ici d’un raisonnement approché en prenant un
domaine en forme de disque de rayon R, avec S = πR2. Nous utilisons
comme précédemment la jauge symétrique, en prenant pour origine r = 0
le centre du disque. La densité de probabilité radiale r|ψ(x, y)|2 pour une
fonction de base (2.29) est maximale au rayon r =

√
2m+ 1 ` et décroit ra-

pidement (sur une distance ∼ `) de part et d’autre de ce rayon. Pour que
cette fonction de base intervienne de manière significative dans le déve-
loppement d’un état physique de la particule, il faut que la région où elle
prend une valeur significative soit à l’intérieur du disque, ce qui impose :

n <
R2

2`2
. (2.43)

La dégénérescence D du LLL est donc donnée par ce nombre

D ≈ R2

2`2
=

S

2π`2
=

S

2π~/qB
=

Φ

Φ0
, (2.44)

où Φ = BS est le flux du champ à travers la surface S et Φ0 le quantum de
flux :

Φ0 =
h

q
. (2.45)

En d’autres termes, on peut considérer que la surface occupée par une or-
bite cyclotron est 2π`2 = h/qB et que D représente le nombre d’orbites
indépendantes logeables dans la surface S.

Nous avons donné plus haut la valeur ` = 26 nm pour un électron dans
un champ magnétique de 1 T. Pour un échantillon typique de 100µm2, ceci
correspond à une dégénérescence D = 24 000.

3 Jauge de Landau et courant de probabilité

3-1 Séparation de l’hamiltonien en jauge de Landau

Pour la suite de ce cours, il sera utile de considérer le problème aux va-
leurs propres de l’hamiltonien pour une autre jauge couramment utilisée,
la jauge de Landau, définie par (voir la figure 2.4)

A = Bxuy. (2.46)

L’hamiltonien de la particule plongée dans le champ magnétique B s’écrit
alors

Ĥ =
p̂2
x

2M
+

(p̂y ⇔ qBx̂)
2

2M
. (2.47)

Mouvement selon l’axe y. Puisque l’hamiltonien (2.47) ne dépend pas de
l’opérateur position ŷ, mais seulement de l’opérateur impulsion p̂y , nous
pouvons chercher ses états propres sous forme d’ondes planes eiky , multi-
pliées par une fonction ψk à ce stade inconnue de la variable x :

ĤΨk = EΨk avec Ψk(r) = ψk(x) eiky. (2.48)

Il est commode de supposer que l’échantillon a une taille finie Ly le long
de l’axe y et de prendre des conditions aux limites périodiques le long de
cet axe 4. Dans ce cas, le nombre d’onde k décrivant le mouvement selon y
est quantifié

k =
2π

Ly
ny, avec ny ∈ Z. (2.49)

Mouvement selon l’axe x. La fonction ψk(x) introduite en (2.48) décri-
vant le mouvement selon l’axe x est solution de

⇔ ~2

2M
ψ′′k (x) +

(~k ⇔ qBx)
2

2M
ψk(x) = E ψk(x) (2.50)

4. Ceci revient formellement à considérer une surface cylindrique percée par un champ
magnétique radial plutôt qu’une surface plane.
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x

y

x

y

 0
x

xk

| (x, y)|2

FIGURE 2.4. Gauche : représentation du potentiel vecteur en jauge de Landau.
Droite : densité de probabilité pour une fonction propre de l’hamiltonien en jauge
de Landau appartenant au LLL, Ψ(t) = ψk(x) eiky , où ψ(x) est une gaussienne
de largeur ` et centrée en xk = ~k/(qB) = k`2.

ce qui peut se mettre sous une forme plus parlante :

⇔ ~2

2M
ψ′′k (x) +

1

2
Mω2

c (x⇔ xk)
2
ψk(x) = E ψk(x) (2.51)

avec

xk =
~k
qB

= k`2. (2.52)

On reconnait l’équation aux valeurs propres d’un oscillateur harmonique,
de pulsation ωc et centré au point xk.

3-2 Le spectre de Landau retrouvé

Puisqu’on a ramené l’hamiltonien à celui d’un oscillateur harmonique
à une dimension, on connait bien sûr son spectre :

Ek,n =

(
n+

1

2

)
~ωc. (2.53)

On retrouve bien le résultat obtenu par la méthode algébrique (cf. (2.18)).
Plusieurs remarques sont à faire sur ce résultat :

– Bien que le nombre d’onde k associé au mouvement selon y soit gé-
néralement non nul, il n’y a pas d’énergie cinétique ~2k2/2M associé
à ce nombre d’onde ! La présence du champ magnétique fait que la
« seule » influence de ce nombre d’onde est de décentrer l’oscillateur
selon la direction x. Nous allons revenir sur ce point plus loin, en éva-
luant la vitesse moyenne selon y pour une particule dans l’état Ψk.

– Le LLL est obtenu en prenant les fonctions d’onde des différents os-
cillateurs associés aux nombres d’onde k dans leur état fondamental ;
chacune de ces fonctions d’onde est une gaussienne centrée en xk et de
largeur `. La base de fonctions du LLL que l’on obtient ainsi est donc
de la forme

Ψk(r) ∝ e∈(x∈xk)2/2`2 eiky. (2.54)

– L’orthogonalité des différentes fonctions Ψk ainsi trouvées provient de
leur dépendance différente vis à vis de la variable y :∫

Ψ∗k(r) Ψk′(r) d2r ∝
∫

e∈ikyeik′y dy = Lyδny,n′
y
, (2.55)

où ny et n′y sont les deux entiers caractérisant la quantification des
nombres d’onde k et k′, selon la loi donnée en (2.49).

– Deux valeur consécutives de k, séparées de 2π/Ly , conduisent à des
centres d’oscillateurs très voisins :

xk ⇔ xk′ = 2π
`2

Ly
si k ⇔ k′ =

2π

Ly
, (2.56)

ce qui est très petit devant ` si la tailleLy de l’échantillon est elle-même
grande devant `.
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Dégénérescence des valeurs propres. On peut finalement retrouver la
dégénérescence d’un niveau de Landau donné, par exemple le LLL. Pla-
çons la particule dans une boîte rectangulaire de taille Lx × Ly . Pour que
la fonction Ψ(x, y) soit pertinente, il faut que le centre xk de l’oscillateur
soit situé à l’intérieur de cette boîte, ce qui impose une contrainte entre le
nombre d’onde k et la taille Lx

0 ≤ xk ≤ Lx ⇒ 0 ≤ k ≤ Lx

`2
. (2.57)

Par ailleurs, nous avons vu que la valeur finie de la taille Ly impose que
k ne peut prendre que des valeurs discrètes, espacées de 2π/Ly [cf. (2.49)].
Ceci donne un nombre total de valeurs possibles compte-tenu de (2.57) :

D ≈ Lx

`2
Ly

2π
=

S

2π`2
(2.58)

où S = LxLy représente l’aire du rectangle. À chacune de ces valeurs de
k est associé un oscillateur harmonique pertinent, dont l’état fondamental
fait partir du LLL. On retrouve ainsi la dégénérescence obtenue pour la
jauge symétrique en (2.44).

3-3 Courant de probabilité dans un état de Landau

Pour comprendre pourquoi il n’y a pas de terme d’énergie cinétique
~2k2/(2M) qui apparait dans l’énergie totale d’un état Ψk, nous allons éva-
luer la quantité de mouvement moyenne d’une particule préparée dans cet
état. Rappelons que l’opérateur décrivant la quantité physique « quantité
de mouvement », c’est-à-dire Mv, s’écrit

Π̂ = p̂⇔ qA(r̂) avec p̂ = ⇔i∇. (2.59)

Considérons un état donné du LLL de la forme donnée en (2.54) :

Ψk(r) = ψk(x) eiky ∝ e∈(x∈xk)2/2`2 eiky (2.60)

et intéressons-nous à la quantité de mouvement moyenne

M〈v̂〉 =

∫
Ψ∗k(r) (⇔i~∇⇔ qA(r)) Ψk(r) d2r. (2.61)

La composante selon x de cette quantité de mouvement est nulle. En effet
Ax = 0 et la valeur moyenne de l’impulsion px dans l’état fondamental de
l’hamiltonien réduit selon x, donné en (2.50), est également nulle.

Le raisonnement selon l’axe y est plus subtil. L’action de p̂y sur Ψk(r)
fait apparaître ~k de sorte que

Mvy(k) =

∫
Ψ∗k(r) (~k ⇔ qAy) Ψk(r) d2r. (2.62)

Cette quantité peut se calculer explicitement pour donner après intégration
selon y

vy(k) = ⇔ωc

∫
|ψk(x)|2 (x⇔ xk) dx. (2.63)

Pour l’état fondamental ψk(x) de l’oscillateur harmonique centré en xk,
cette intégrale est nulle, car l’état fondamental est symétrique par rapport
au point xk. On constate donc que malgré la présence du terme en eiky dans
l’expression de l’état propre, la vitesse moyenne – ou la quantité de mouve-
ment moyenne – associée à cet état est nulle : la contribution de l’opérateur
impulsion est exactement compensée par celle du potentiel vecteur.

3-4 L’originalité de la structure en niveaux de Landau

Nous avons donc à ce stade complètement caractérisé le spectre d’une
particule quantique chargée, en mouvement dans un plan xy perpendi-
culaire à un champ magnétique. Nous avons trouvé un spectre en éner-
gie composé de niveaux discrets, équidistants, avec une séparation ~ωc.
Chaque niveau est macroscopiquement dégénéré. Plus précisément, le
nombre d’états indépendants composant chaque niveau, c’est-à-dire la
dimension du sous-espace propre, croît linéairement avec la surface de
l’échantillon.

Ce résultat est à première vue très similaire à celui obtenu pour une par-
ticule placée dans un réseau périodique, dans la limite des liaisons fortes
(figure 2.5). Assimilons chaque site du réseau à un puits harmonique de
pulsation ω ; en l’absence d’effet tunnel, le spectre en énergie de la parti-
cule est composé d’états discrets séparés par l’énergie ~ω. La juxtaposition
de tous ces spectres pour les différents sites du réseau donne un résultat
formellement identique à celui du spectre en niveaux de Landau, avec une
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J ! 0

~!
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FIGURE 2.5. Deux systèmes physiques conduisant au même spectre. À gauche,
une particule dans un champ magnétique uniforme. À droite, une particule dans
un réseau périodique dans la limite d’un couplage tunnel J entre sites voisins qui
tend vers 0. Le spectre est alors formé de bandes étroites séparées de ~ω, où ω est
la pulsation de l’oscillation en chaque site du réseau.

dégénérescence de chaque énergie qui croît linéairement avec l’aire (ou le
nombre de sites) du système. En présence d’effet tunnel, les bandes d’éner-
gie du réseau acquièrent une certaine largeur, mais celle-ci reste faible tant
que l’élément de matrice tunnel est petit devant ~ω.

Nous arrivons donc à la question importante suivante :
Y a-t-il une différence entre le problème d’une particule mobile dans un plan or-
thogonal à B et celui d’une particule évoluant dans un réseau 2D de grande pro-
fondeur ?

La réponse est positive : les propriétés d’un système ne se résument
pas au spectre de son hamiltonien, et la structure des sous-espace propres
joue un rôle essentiel. Même si on se restreint au cas d’une particule indi-
viduelle, les niveaux de Landau ne sont pas des bandes ordinaires. Elles
ont une propriété topologique non triviale, caractérisée par un nombre de
Chern non nul. La manifestation la plus simple de cette propriété est ob-
tenue pour un système de taille finie, dans lequel des états de bord, de
chiralité déterminée, sont nécessairement présents. Nous allons illustrer ce
point dans le paragraphe qui suit.

4 États de bord et applications

Notre but dans ce paragraphe est de montrer une caractéristique essen-
tielle du magnétisme orbital quantique, la présence d’états de bord suscep-
tibles de transporter un courant dans un échantillon. Une conséquence très
importante de l’existence de ces états est la présence de plateaux dans l’ef-
fet Hall quantique entier, que nous allons très brièvement évoquer. Nous
allons suivre ici une approche inspirée de Girvin (2000), Yoshioka (2002) et
Goerbig (2009).

4-1 Modélisation d’un échantillon de taille finie

Nous allons considérer un échantillon de taille finie, en forme de rec-
tangle. Nous allons utiliser la jauge de Landau introduite au paragraphe
précédent :

A = Bx uy, (2.64)

qui fait jouer des rôles différents aux directions x et y. Selon l’axe y, le
domaine accessible a une longueur y et nous prendrons comme précédem-
ment des conditions aux limites périodiques selon cet axe. Selon l’axe x,
nous supposons que les particules sont soumise à un potentiel V (x), confi-
nant la particule dans la zone comprise entre ⇔Lx/2 et Lx/2. La forme
exacte du potentiel n’a pas beaucoup d’importance et la seule condition
que nous mettrons est que la distance sur laquelle V (x) remonte est petite
devant Lx (voir figure 2.6).

Le traitement que nous avons développé précédemment pour trouver
le spectre de l’hamiltonien et une base d’états propres reste valable. On
peut toujours chercher les états propres sous la forme

Ψk(r) = ψk(x) eiky, k =
2π

Ly
ny, ny ∈ Z, (2.65)

où la fonction d’onde ψk(x) est désormais solution de

⇔ ~2

2M
ψ′′k (x) +

[
1

2
Mω2

c (x⇔ xk)
2

+ V (x)

]
ψk(x) = E ψk(x) (2.66)

avec xk = k`2.

Cours 2 – page 11



MOUVEMENT D’UNE PARTICULE DANS UN CHAMP MAGNÉTIQUE UNIFORME : LES NIVEAUX DE LANDAU § 4. États de bord et applications

�Lx/2 Lx/2

x

V (x)

FIGURE 2.6. Potentiel V (x) confinant les particules selon la direction x.

4-2 Les états de bord

Pour simplifier notre traitement mathématique, nous supposerons 5 ici
que le potentiel V (x) varie doucement sur l’échelle de longueur ` qui carac-
térise l’extension de l’état fondamental du potentiel harmoniqueMω2

cx
2/2.

On peut alors, à k fixé, linéariser le potentiel V (x) au voisinage de xk :

V (x) ≈ V (xk) + (x⇔ xk)V ′(xk) (2.67)

ce qui permet de réécrire l’équation aux valeurs propres (2.66) sous la
forme

⇔ ~2

2M
ψ′′k (x) +

[
1

2
Mω2

c (x⇔ xk ⇔ δxk)
2

+ εk

]
ψk(x) = E ψk(x) (2.68)

où on a introduit le décalage du centre de l’oscillateur harmonique induit
par la force dérivant du potentiel V (x)

δxk = ⇔V
′(xk)

Mω2
c

(2.69)

et le déplacement en énergie

εk = V (xk)⇔ 1

2
Mω2

c (δxk)2 ≈ V (xk). (2.70)

5. Cette hypothèse n’est pas essentielle, comme expliqué par exemple dans Yoshioka
(2002).

x

V (x)

�xk

xk1
xk2

| k(x)|2

vy(k1) = 0 vy(k2) > 0

FIGURE 2.7. Densité de probabilité des fonctions propres en jauge de Landau, en
présence d’un potentiel V (x). Les centres des fonctions d’onde sont déplacés de
δxk [cf. (2.69)] dans les régions où le potentiel varie (V ′(x) 6= 0). À ce déplace-
ment du centre est associée une vitesse moyenne non nulle le long de la direction
y.

La dernière approximation est valable si on se limite à des potentiels à
bords suffisamment mous pour que δxk � `.

Intéressons-nous maintenant à la vitesse moyenne associée aux états
propres ψk, compte tenu de la présence du potentiel V (x). Si le potentiel
V (x) est choisi à fond plat, la force ⇔V ′(x) est nulle sur toute l’étendue de
ce fond et il en va de même pour le décalage δxk.

– Pour les états dont le centre xk est situé dans cette partie plate du po-
tentiel, l’argument développé au paragraphe précédent reste valable :
la vitesse moyenne, donnée par

vy(k) = ⇔ωc

∫
|ψk(x)|2 (x⇔ xk) dx. (2.71)

est nulle car la densité de probabilité de |ψk(x)|2 est symétrique par
rapport à xk.

– En revanche, pour les états dont le centre xk est situé sur les bords de
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l’échantillon,
xk ≈ ±Lx/2, (2.72)

la force ⇔V ′(xk) et donc le décalage δxk sont non nuls. Plus précisé-
ment, l’intégrale (2.71) donne en utilisant le fait que ψk est normée :

vy(k) = ⇔ωc (〈x〉 ⇔ xk) = ⇔ωcδxk =
V ′(xk)

Mωc
. (2.73)

Il y a donc une vitesse vy non nulle associée aux états situés sur les bords
de l’échantillon. Pour ωc = qB/M > 0, cette vitesse est négative pour les
états au voisinage du bord x = ⇔Lx/2 et positive sur l’autre bord x =
Lx/2. Ceci correspond donc à une rotation de la particule sur les bords
de l’échantillon dans le sens direct (inverse des aiguilles d’une montre),
alors que le mouvement cyclotron se fait pour les mêmes conditions dans
le sens horaire. L’existence de ces états de bords chiraux, dont la vitesse a
un signe déterminé par l’orientation du champ magnétique, constitue une
différence essentielle entre la dynamique sur un réseau « usuel » et celle
obtenue pour les niveaux de Landau. Elle s’interprète classiquement en
terme « d’orbites sautantes », ou en « festons » (skipping orbits en anglais).
Il s’agit de trajectoires cyclotrons interrompues par un choc sur le bord de
l’échantillon (figure 2.8).

On notera que la direction et la valeur de cette vitesse des états de bord
sont en relation directe avec l’analyse que nous avions faite pour le courant
de Hall dans le cas classique. Le potentiel de confinement crée un force
F = ⇔V ′ selon la direction x et les particules acquièrent une vitesse de
dérive ⇔F/(Mωc) = ⇔F/(qB) dans la direction y [cf. (2.8)].

Indiquons un autre moyen pour retrouver la vitesse associée à un état
de bord. L’énergie de l’état ψk solution de l’équation différentielle (2.68)
vaut

E(k) = (n+ 1/2)~ωc + εk ≈ (n+ 1/2)~ωc + V (xk). (2.74)

Cette relation peut être vue comme une relation de dispersion : la vitesse
de groupe qui lui est associée est dirigée selon y et vaut

vg,y(k) =
1

~
dE

dk
≈ 1

~
dV (xk)

dk
=

1

~

(
dV

dx

)
x=xk

dxk
dk

(2.75)

soit

vg,y(k) =
1

qB

(
dV

dx

)
x=xk

(2.76)

électrode""µ2"

électrode""µ1"

µ2"

µ1"

J (�)
y J (+)

y

qB/M > 0

�Lx/2 +Lx/2

x

y

FIGURE 2.8. Orbites classiques correspondant aux états de bords quantiques.

ce qui est bien identique à (2.73) puisque ωc = qB/M .

4-3 Le courant de bord pour des fermions à T = 0

Supposons maintenant que l’on dispose d’un gaz de fermions sans in-
teraction et sans spin, et que ce gaz soit à température nulle (état fonda-
mental). Cet état fondamental est obtenu en remplissant tous les niveaux
à une particule jusqu’à l’énergie de Fermi correspondant au potentiel chi-
mique µ. Intéressons nous au cas où l’énergie de Fermi est située entre
deux niveaux de Landau, par exemple entre le LLL, d’énergie ~ωc/2, et le
premier niveau de Landau excité, d’énergie 3~ωc/2.

On va donc remplir sur les deux bords de l’échantillon des états de
bords dont l’énergie varie entre ~ωc/2 et µ. Cherchons à évaluer le courant
total circulant sur le bord de l’échantillon. Chaque état occupé Ψk contribue
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Ek ⇡ ~!c/2 + V (xk)

x

xk = k`2

E

FIGURE 2.9. Remplissage à température nulle des états du LLL en absence (haut)
et en présence (bas) d’une différence de potentiel chimique entre la gauche et la
droite de l’échantillon. Chaque point représente un état peuplé Ψk, repéré ici par
son centre xk. On a supposé µ < 3~ωc/2 pour pouvoir négliger les autres niveaux
de Landau.

au courant de particules 6 par la quantité vy(k)/Ly , puisque la particule est
délocalisée tout le long de l’axe y. Le courant est obtenu en sommant la
contribution de tous les états de bord concernés, par exemple pour le bord
de droite autour de x = Lx/2 :

Jy,d =
1

Ly

∑
k

vy(k), (2.77)

où la somme porte sur tous les états k dont le centre xk est situé dans la
région montante de V (x). On peut remplacer la somme discrète sur k par
une intégrale ∑

k

[. . . ] ⇔→ Ly

2π

∫
[. . .] dk (2.78)

ce qui conduit à

Jy,d =
1

Ly

Ly

2π

1

Mωc

∫
V ′(xk) dk =

1

h

∫
V ′(x) dx (2.79)

soit finalement
Jy,d = ∆E/h, (2.80)

où ∆E = µ ⇔ ~ωc/2 représente la différence d’énergie entre l’énergie de
Fermi et l’énergie du LLL dans la partie plate du potentiel. On trouve
la même valeur du courant, avec un signe opposé, pour l’autre bord de
l’échantillon, en x = ⇔Lx/2. Les deux courants se compensent donc exac-
tement, cette compensation se produisant même si la forme ou la raideur
des bords n’est pas la même à gauche ou à droite.

Ce résultat remarquable indique que le bord de l’échantillon se com-
porte comme un conducteur calibré, parcouru par un courant indépendant
de sa taille et de la valeur du champ magnétique, pourvu que B soit as-
sez grand pour la longueur ` soit microscopique et que la notion d’états
de bords qui conditionne le traitement précédent soit valable 7. Nous nous
sommes restreints ici à un échantillon rectangulaire, avec des conditions
aux limites particulières, mais on peut généraliser ce résultat à un échan-
tillon de forme quelconque, la valeur (2.80) étant universelle.

6. Nous parlons ici de courant de particules, et pas de courant électrique. Ce dernier se
déduit de Jy en le multipliant par la charge (négative) de l’électron.

7. Merci à M.-O. Goerbig pour une discussion éclairante sur ce sujet !
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FIGURE 2.10. Schéma idéalisé d’une expérience de mesure de conductivité de Hall.
Deux électrodes « idéales » imposent des potentiels chimiques différents sur les
bords gauche et droit de l’échantillon. Ceci vient rompre l’équilibre entre les cou-
rants de bords correspondants (Jy,d 6= Jy,g) et un courant Jy arrive et repart
des électrodes. Les zone encerclées sont celles où un processus dissipatif se produit
pour maintenir le système dans un régime d’équilibre.

4-4 Circuiterie à effet Hall

Conservons la géométrique précédente et supposons que l’on insère le
gaz électronique bidimensionnel entre deux électrodes composées d’un
métal tri-dimensionnel conventionnel, situées en haut et en bas du rec-
tangle. On injecte un courant de particules Jy dans l’électrode inférieure
(1) et on récupère ce courant dans l’électrode supérieure (2). Les niveaux
de Fermi dans les électrodes sont donc différents, avec µ1 > µ2. En suppo-
sant les contacts électrode–gaz d’électrons parfaits 8, les états de bord situés
à droite de l’échantillon vont se remplir jusqu’au niveau µd = µ1, et ceux
sur la gauche de l’échantillon vont se remplir jusqu’à µg = µ2.

Pour simplifier l’analyse, nous supposons toujours que seul le LLL joue
un rôle dans ce qui suit. Le calcul du paragraphe précédent continue à
s’appliquer avec désormais des courant de bords différents à gauche et à
droite de l’échantillon, ce qui correspond à l’apparition d’un courant résul-
tant non nul :

Jy = Jy,d ⇔ Jy,g
=

1

h
(µd ⇔ ~ωc/2)⇔ 1

h
(µg ⇔ ~ωc/2)

= (µd ⇔ µg)/h. (2.81)

Si l’on revient au courant électrique Iy = qJy et la différence de potentiel
Vx = (µd ⇔ µg)/q, on obtient la relation

Iy = σxyVx avec σxy = q2/h. (2.82)

correspondant à une résistance de Hall

RH = h/q2 = 25 812.807557(18) Ω. (2.83)

8. La double hypothèse sous-jacente est (i) que des électrons jusqu’à l’énergie µ1 sont four-
nis au bord droit autant qu’il est nécessaire par l’électrode 1, et (ii) que tout électron d’énergie
supérieure à µ2 sur le bord gauche est immédiatement transporté jusqu’à l’électrode 1 qui
l’absorbe. L’irréversibilité associée à cette double hypothèse se traduit par une dissipation
d’énergie aux deux zones marquées par un cercle rouge : en bas à gauche où des électrons
d’énergie ∼ µ1 entrent dans des états de bords qui ne contiennent que des électrons d’énergie
≤ µ2, et en haut à droite où des électrons d’énergie allant jusqu’à µ1 rentrent dans l’élec-
trode au potentiel chimique µ2. Pour une étude allant au delà de ce modèle « d’électrodes
parfaites », voir par exemple Yoshioka (2002).
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Cette formule se généralise simplement au cas où plusieurs niveaux de
Landau sont remplis et participent à la conduction : on trouve que la
conductivité σxy est simplement multipliée par le nombre de niveaux de
Landau en jeu. Cette valeur du « quantum de conductivité » égale à e2/h
est identique au résultat prédit pour un conducteur uni-dimensionnel re-
liant deux électrodes tri-dimensionnelles (formule de Landauer–Büttiker,
voir par exemple Akkermans & Montambaux (2004) et Imry (1997)). On
peut donc considérer le bord d’un gaz bidimensionnel d’électrons dans le
LLL comme un conducteur uni-dimensionnel.

Remarque. Ce résultat reste valable si on modifie légèrement le champ
magnétique autour de la valeur correspondant à la figure 2.9. Supposons
par exemple que l’on augmente légèrement B. La distance entre deux
centres adjacents xk va diminuer, et le nombre d’états N disponibles dans
la surface Lx × Ly va donc augmenter

N =
qLxLy

h
B ⇔→ N + δN =

qLxLy

h
B +

qLxLy

h
δB (2.84)

Si ce changement δN est inférieur au nombre d’états situés dans la zone de
transition où le potentiel V (x) varie, la figure 2.9 reste valable et le résultat
(2.83) également. On s’attend donc à trouver un plateau où la résistance de
Hall garde cette valeur quand B varie.

En pratique, la largeur du plateau que l’on déduit à partir de ce rai-
sonnement est beaucoup plus faible que les plateaux effectivement obser-
vés. La raison en est que ces derniers sont considérablement élargis par
le désordre présent dans les échantillons. La présence de désordre dans le
potentiel ressenti par les particules au cœur du matériau permet de pro-
duire une densité relativement importante d’états localisés dans le gap
entre deux niveaux de Landau, par exemple ]~ωc/2, 3~ωc/2[. Ce désordre
ne détruit pas la relation de quantification (2.82) tant qu’il reste suffisam-
ment faible pour ne pas créer de connexion entre les deux bords de l’échan-
tillon (voir par exemple la discussion détaillée de Girvin (2000)).

the mesa, called ‘air bridges’. A phase difference J between the two
paths is introduced via the Aharonov–Bohm (AB) effect10,11, J¼
2pBA=f0; with B the magnetic field, A the area enclosed by the two
paths (,45 mm2), and f0 ¼ 4:14£ 10215 Tm2 the flux quantum. A
few modulation gates, MG, are added above the outer path in order
to tune the phase J by changing the area A.

We briefly review the operation of the interferometer. At filling
factor 1 in the QHE regime, a single chiral edge state carries the
current. The interfering current, in turn, is proportional to the
transmission probability from source to drain, TSD. Neglecting
dephasing processes and having the transmission (reflection) ampli-
tude t i (r i) of the ith QPC fulfilling jrij2 þ jtij2 ¼ 1; then7 ID1 /
TSD1 ¼ j t1t2 þ r1r2 eiJ j 2 ¼ j t1t2 j 2 þ jr1r2j2 þ 2jt1t2r1r2jcosJ and
ID2 /TSD2 ¼ jt1r2 þ r1t2 eiJ j2 ¼ jt1r2j2 þ jr1t2j2 2 2jt1t2r1r2jcosJ;
where ID1 and ID2 are the currents in detectors D1 and D2,
respectively. Note that ideally the two currents oscillate out of
phase as function of J while TSD1 þTSD2 ¼ 1: The visibility of the
oscillation is defined as: n¼ ðImax 2 IminÞ=ðImax þ IminÞ, where Imax

and Imin are the maximum and minimum currents in one of the
detectors. For example, when QPC2 is tuned so that T2 ¼ 0.5, the
visibility is n¼ 2

p
T1ð12T1Þ, where jtij2 ¼ Ti.

Measurements were done at filling factor 1 (magnetic field
,5.5 T) and also at filling factor 2 with similar results. With a
refrigerator temperature of ,6mK, the electron temperature was
determined by measuring the equilibrium noise12 to be ,20mK.
High-sensitivity measurements of the interference pattern were
conducted at ,1.4MHz with a spectrum analyser. Current at
D1 (or D2) was filtered and amplified in situ by an LC
(inductance þ capacitance) circuit and a low-noise, purpose-built
pre-amplifier, both placed near the sample and cooled to 1.5 K. A
standard lock-in technique, with a low-frequency signal (7Hz,
10 mV r.m.s.), gave similar results, but the measurement lasted
much longer and was affected by the instability of the sample. At
5.5 T, each flux quantum occupies an area of some 10215m2 (some
60,000 flux quanta thread the area A), so a minute fluctuation in the
superconducting magnet’s current or in the area would smear the
interference signal. Two measurement methods were used. The first
relied on the unavoidable decay of the short-circuited current that
circulates in the superconducting magnet, which is in the so-called

Figure 1 The configuration and operation of an optical Mach–Zehnder interferometer,
and its realization with electrons. a, An optical Mach–Zehnder interferometer. D1 and D2
are detectors, BS1 and BS2 are beam splitters, and M1 and M2 are mirrors. With 0 (p)

phase difference between the two paths, D1 measures maximum (zero) signal and D2

zero (maximum) signal. The sum of the signals in both detectors is constant and equal

to the input signal. b, The electronic Mach–Zehnder interferometer and the measurement
system. Edge states are formed in a high, perpendicular, magnetic field. The incoming

edge state from S is split by QPC1 (quantum point contact 1) to two paths; one moves

along the inner edge, and the other along the outer edge, of the device. The two

paths meet again at QPC2, interfere, and result in two complementary currents in D1 and

in D2. By changing the contours of the outer edge state and thus the enclosed area

between the two paths, the modulation gates (MGs) tune the phase difference between

the two paths via the Aharonov–Bohm effect. A high signal-to-noise-ratio measurement of

the current in D1 is performed at 1.4MHz with a cold LC resonant circuit as a band-pass

filter followed by a cold, low-noise, preamplifier. c, Scanning electron micrograph of the
device. A centrally located small ohmic contact (3 £ 3mm2), serving as D2, is connected

to the outside circuit by a long, metallic, air bridge. Two smaller metallic air bridges

bring the voltage to the inner gates of QPC1 and QPC2—both serve as beam splitters for

edge states. The five metallic gates (at the lower part of the figure) are MGs.

Figure 2 Interference pattern of electrons in a Mach–Zehnder interferometer and the
dependence on transmission. a, Two-dimensional colour plot of the current collected by
D1 as function of magnetic field and gate voltage at an electron temperature of,20mK.

The magnet was set in its persistent current mode (B < 5.5 T at filling factor 1 in the bulk)

with a decay rate of some 0.12mT h21, hence time appears on the abscissa. The two

QPCs were both set to transmission T 1 ¼ T 2 ¼ 0:5: Red (blue) stands for high (low)
current. b, The current (a.u., arbitrary units) collected by D1 plotted as function of the

voltage on a modulation gate, V MG (red plot), and as function of the magnetic field, B (blue

plot)—along the cuts shown in a. The visibility of the interference is 0.62. c, The visibility
of the interference pattern (data points) as a function of the transmission probability T1 of

QPC1 when QPC2 is set to T2 ¼ 0.5. Red dashed line is a fit to the experimental data with

visibility 2h
p
T 1ð12 T 1Þ: The normalization coefficient h ¼ 0.6 accounts for possible

decoherence and/or phase averaging.
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ID2 /TSD2 ¼ jt1r2 þ r1t2 eiJ j2 ¼ jt1r2j2 þ jr1t2j2 2 2jt1t2r1r2jcosJ;
where ID1 and ID2 are the currents in detectors D1 and D2,
respectively. Note that ideally the two currents oscillate out of
phase as function of J while TSD1 þTSD2 ¼ 1: The visibility of the
oscillation is defined as: n¼ ðImax 2 IminÞ=ðImax þ IminÞ, where Imax
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detectors. For example, when QPC2 is tuned so that T2 ¼ 0.5, the
visibility is n¼ 2
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Measurements were done at filling factor 1 (magnetic field
,5.5 T) and also at filling factor 2 with similar results. With a
refrigerator temperature of ,6mK, the electron temperature was
determined by measuring the equilibrium noise12 to be ,20mK.
High-sensitivity measurements of the interference pattern were
conducted at ,1.4MHz with a spectrum analyser. Current at
D1 (or D2) was filtered and amplified in situ by an LC
(inductance þ capacitance) circuit and a low-noise, purpose-built
pre-amplifier, both placed near the sample and cooled to 1.5 K. A
standard lock-in technique, with a low-frequency signal (7Hz,
10 mV r.m.s.), gave similar results, but the measurement lasted
much longer and was affected by the instability of the sample. At
5.5 T, each flux quantum occupies an area of some 10215m2 (some
60,000 flux quanta thread the area A), so a minute fluctuation in the
superconducting magnet’s current or in the area would smear the
interference signal. Two measurement methods were used. The first
relied on the unavoidable decay of the short-circuited current that
circulates in the superconducting magnet, which is in the so-called

Figure 1 The configuration and operation of an optical Mach–Zehnder interferometer,
and its realization with electrons. a, An optical Mach–Zehnder interferometer. D1 and D2
are detectors, BS1 and BS2 are beam splitters, and M1 and M2 are mirrors. With 0 (p)

phase difference between the two paths, D1 measures maximum (zero) signal and D2

zero (maximum) signal. The sum of the signals in both detectors is constant and equal

to the input signal. b, The electronic Mach–Zehnder interferometer and the measurement
system. Edge states are formed in a high, perpendicular, magnetic field. The incoming

edge state from S is split by QPC1 (quantum point contact 1) to two paths; one moves

along the inner edge, and the other along the outer edge, of the device. The two

paths meet again at QPC2, interfere, and result in two complementary currents in D1 and

in D2. By changing the contours of the outer edge state and thus the enclosed area
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the two paths via the Aharonov–Bohm effect. A high signal-to-noise-ratio measurement of

the current in D1 is performed at 1.4MHz with a cold LC resonant circuit as a band-pass
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to the outside circuit by a long, metallic, air bridge. Two smaller metallic air bridges

bring the voltage to the inner gates of QPC1 and QPC2—both serve as beam splitters for

edge states. The five metallic gates (at the lower part of the figure) are MGs.

Figure 2 Interference pattern of electrons in a Mach–Zehnder interferometer and the
dependence on transmission. a, Two-dimensional colour plot of the current collected by
D1 as function of magnetic field and gate voltage at an electron temperature of,20mK.
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with a decay rate of some 0.12mT h21, hence time appears on the abscissa. The two
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FIGURE 2.11. Gauche : Interféromètre de Mach–Zender électronique de Ji et al.
(2003). L’échantillon est plongé dans un champ magnétique de 5.5 T perpendicu-
laire au plan de la figure. Droite : en bleu, signal observé en fonction du temps lié
à la variation de la phase Aharonov–Bohm quand le champ magnétique appliqué
décroît (variation relative sur 3 heures : 7 10∈5. Le signal en rouge est obtenu en
modifiant les trajectoires des états de bord grâce à des électrodes auxiliaires. L’aire
de l’interféromètre est environ 60µm2.

4-5 Un interféromètre de Mach–Zender électronique

Une belle application de ce conducteur monocanal fourni par les états
de bord d’un gaz 2D d’électrons sous champ magnétique a été démon-
trée par Ji et al. (2003). Il s’agit d’un interféromètre à deux voies de type
Mach-Zender pour les électrons émis par une électrode source (figure 2.11).
Après leur parcours dans l’échantillon, ces électrons sont détectés sur une
des deux électrodes D1 et D2. Pour aller de la source vers les détecteurs,
deux chemins sont possibles pour les électrons, avec des séparateurs de
faisceaux formés par des contacts ponctuels quantiques (Quantum Point
Contact en anglais, QPC) qui peuvent transmettre ou réfléchir les électrons
de manière cohérente avec une probabilité ajustable.

Du fait de la présence du champ magnétique perpendiculaire à l’échan-
tillon (B = 5.5 T), il y a une différence de phase entre les deux chemins
liée à l’effet Aharonov–Bohm vu au cours précédent. Cette différence de
phase est proportionnelle au flux du champ à travers le circuit dessiné par
les états de bord, et est de l’ordre de 60 000× 2π.
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La figure 2.11 (droite) montre un exemple de signal d’interférence ; on
a tracé le courant dans le détecteur D1 en fonction du temps. La modu-
lation du signal avec le temps provient du fait que le champ magnétique
auquel est soumis l’échantillon décroît lentement (0.12 mT par heure). Il
s’agit d’un changement très faible en valeur relative sur la durée de l’ex-
périence (7 10∈5 environ), mais qui change la phase entre les deux bras de

7 10∈5 × 60 000× (2π) ≈ 4× (2π), (2.85)

ce qui correspond à 4 oscillations complètes du signal. On trouvera dans
l’article de Ji et al. (2003) une description détaillée des mécanismes pos-
sibles de décohérence dans ce type d’interféromètre.

4-6 États de bords avec des atomes froids ?

Nous terminons ce chapitre par une brève discussion des possibilités
offertes par les expériences d’atomes froids pour mettre en évidence de
manière directe ces états de bord. Nous allons supposer possible la réalisa-
tion d’un hamiltonien de type (p̂⇔ qA(r̂))2/2M pour des atomes neutres,
où A correspond à un champ magnétique uniforme (cette réalisation sera
décrite dans les chapitres suivants). On peut alors mettre en évidence les
états de bord en changeant brutalement le confinement du gaz et en regar-
dant la trajectoire ultérieure des atomes.

Un exemple tiré de l’article de Goldman et al. (2013) est montré sur
la figure 2.12. On part d’atomes fermioniques qui remplissent les états du
LLL dans une certaine zone de l’espace, en l’occurrence un petit disque
situé sur la gauche de l’échantillon. À l’instant t = 0, on relâche brutale-
ment une partie du confinement et les atomes sont alors libres d’occuper
un deuxième disque beaucoup plus grand que le premier, ces deux disques
étant tangents. On résout l’équation de Schrödinger pour déterminer la
densité de probabilité aux instants ultérieurs.

Les résultats de la figure 2.12 confirment l’intuition que l’on a des états
de bord : les particules se propagent de manière chirale le long du bord
du grand disque, alors que la migration directe vers le centre de ce grand
disque est quasiment inexistante sur l’échelle de temps regardée. Cette
non-migration est une conséquence du fait que le LLL est plat, et qu’il n’y

12

a

b

c

x

0

50

100

0 50 100
0

0.1

0.2

y

FIG. F: E↵ects of the holes size. The spatial density
⇢(x, t) for � = 1/5, EF = �1.5J , r0 = 27a and � = 1. The
holes are described by Eq. (E1) and correspond to a, b = 4,
b, b = 8, and c, b = 16. Note that the chiral motion of the
edge states is still visible, even in the limit of tiny perturbative
walls Vhole.

poles. The results are shown in Fig. F for the flat-band
configuration previously studied in Fig. 4 (for b = 2),
but with smaller initial holes b = 4, 8, 16. This picture
emphasizes the fact that our scheme still allows to detect
the chiral motion of the edge states, in the limit of small
perturbative walls Vhole. However, we stress that it is
crucial to prohibit any broadening of the edge state
signal in the perturbative regime b � 2, which neces-
sarily requires the use of an extremely abrupt external
potential Vconf with � ⇠ 1. Moreover, considering
smaller holes also demands to further reduce the bulk
dispersion, which can be achieved by considering the
quasi-flat-band configuration � = 1/5, see Fig. F, or by
exploiting the “opposite-flux” or “edge-filter” methods.

Another relevant configuration is obtained by replac-
ing the constraining potentials Vhole by a spacious wall
Vedge that initially confines the entire atomic cloud to a
small region located in the vicinity of the circular edge
delimited by Vconf(r), see Fig. G. After releasing the wall
Vedge at time t = 0, the edge states propagate along the
circular edge delimited by Vconf(r), while the bulk states
evolve towards the center of the trap. This strategy,
which largely improves the edge/bulk ratio, is particu-
larly e�cient for dispersionless systems (e.g. � = 1/5).
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FIG. G: Preparing the atomic cloud close to the edge.
The spatial density ⇢(x, t) for � = 1/5, EF = �1.5J , r0 = 32a
and � = 1. The system is initially confined close to the
circular edge at r = r0 by an abrupt potential wall Vedge.
After releasing the wall Vedge, the edge states propagate along
the circular edge delimited by Vconf(r), highlighted in the top-
left picture by a blue dotted circle.

Appendix F: Time evolution of a trivial insulating
phase

The chiral motion of the edge states shown in Figs. 3
and 4 is a signature of the non-trivial Chern number
⌫ = �1 (see main text). As illustrated in Fig. 5, re-
versing the sign of the magnetic flux � ! �� leads to
an opposite chirality, in agreement with the fact that the
Chern number also changes its sign under the transforma-
tion. Here, we further demonstrate that the edge-states
motion, visible in the time-evolving density ⇢(x, t), can
be unambiguously attributed to the non-triviality of the
Chern number. We consider the same system, but in
a configuration characterized by a trivial Chern number
⌫ = 0. This configuration is produced in the following
way: (i) We set the flux to the value � = 1/2, which leads
to a gapless bulk energy spectrum displaying two Dirac
cones. (ii) We add a staggered potential along both spa-
tial directions, with alternating on-site energies ±Vstag,
which opens a bulk gap around E = 0. This gap is triv-
ial in the sense that the lowest band is associated with a

FIGURE 2.12. Proposition de mise en évidence d’états de bord dans une expé-
rience d’atomes froids. Des atomes fermioniques sont initialement confinés dans
un petit disque situé à gauche. Après suppression d’une partie du confinement,
les atomes peuvent s’étendre librement et occuper un disque beaucoup plus grand.
Ces calculs sont faits pour des atomes bougeant sur un réseau carré de pas a dans
l’approximation des liaisons fortes, avec un flux de 2π/5 par cellule unité. Les
atomes sont préparés dans la sous-bande fondamentale, qui est une bonne approxi-
mation du LLL (de largeur presque nulle comparée au coefficient tunnel J). On a
pris µ = ⇔1.5 J et le rayon du grand disque est 32 a.

a donc pas de mouvement quantique associé à une superposition impli-
quant seulement ces états. L’évolution montrée en figure 2.12 révèle donc
simultanément deux caractéristiques essentielles du LLL : un spectre plat
pour les états localisés dans le cœur de l’échantillon, et une vitesse chirale
pour les états de bord.
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Phase de Berry et potentiels de jauge géométriques

Sommaire
1 L’approximation adiabatique . . . . . . . . . . . . . . . 2

1-1 Position du problème et notations . . . . . . . . . 2
1-2 Évolution du système . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1-3 Principe de l’approximation adiabatique . . . . . 3
1-4 Exemple . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

2 La phase de Berry . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
2-1 Phase dynamique et phase géométrique . . . . . 5
2-2 Le cas d’un circuit fermé . . . . . . . . . . . . . . 6
2-3 Courbure de Berry et champ magnétique artificiel 6
2-4 Influence d’un changement de jauge . . . . . . . 7

3 Exemples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
3-1 Spin dans un champ magnétique extérieur . . . . 8
3-2 Lien avec le transport parallèle . . . . . . . . . . 9
3-3 Le pendule de Foucault . . . . . . . . . . . . . . . 10
3-4 Lumière dans une fibre optique . . . . . . . . . . 11

4 Approche à la Born–Oppenheimer . . . . . . . . . . . . 12
4-1 Traitement quantique des « variables lentes » . . 13
4-2 Équation de Schrödinger effective . . . . . . . . . 14
4-3 Interprétation physique du potentiel scalaire . . . 14

5 Références . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

Il est fréquent d’avoir recours en physique, classique ou quantique, à
la notion d’évolution adiabatique pour un système dont l’état dépend de
paramètres extérieurs, volume d’une boite confinant un fluide, champs
extérieurs appliqués au système, etc.. Considérons ce type d’évolution et
intéressons-nous plus particulièrement à une « trajectoire fermée » des pa-
ramètres extérieurs. On entend par là une évolution telle que ces para-
mètres extérieurs, représentés de manière générique par un vecteur λ, évo-
luent lentement de l’instant 0 à l’instant T pour reprendre à l’instant T la
valeur qu’ils avaient à l’instant 0 :

λ(0) ⇔→ λ(t) ⇔→ λ(T ) = λ(0). (3.1)

Il est alors naturel de penser que le système étudié est à l’instant T dans
le même état qu’à l’instant 0. Toutefois, le résultat est parfois un peu plus
complexe que cette simple identité. Un exemple bien connu est le pendule
de Foucault. Supposons que le pendule oscille linéairement à l’instant ini-
tial en un point de latitude donnée. À l’instant T = 24 heures, correspon-
dant à une rotation complète de la Terre sur son axe, le plan d’oscillation
du pendule ne sera pas le même. Il aura tourné d’une quantité qui dépend
de la latitude du lieu où l’expérience est faite.

Le but de ce chapitre est de tirer partie de cette « anholonomie », c’est-
à-dire cette possibilité qu’ont certaines variables de ne pas revenir à leur
valeur initiale alors que d’autres variables, qui pilotent le mouvement des
premières, parcourent un cycle fermé. Nous nous intéresserons principa-
lement au cas quantique, qui nous permettra de dégager la notion de
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PHASE DE BERRY ET POTENTIELS DE JAUGE GÉOMÉTRIQUES § 1. L’approximation adiabatique

phase de Berry et de générer de cette manière l’équivalent d’une phase de
Aharonov–Bohm même si la particule ne possède pas de charge électrique.

1 L’approximation adiabatique

1-1 Position du problème et notations

On considère dans cette partie un système quantique décrit par un ha-
miltonien Ĥ(λ) dépendant d’un paramètre continu λ. On suppose pour
l’instant que ce paramètre est contrôlé par un opérateur extérieur au sys-
tème. Ce peut être un nombre réel ou un ensemble de nombres réels repré-
sentés par un vecteur, d’où la notation générique λ.

Pour chaque valeur de λ, on suppose connus les états propres |ψn(λ)〉
de Ĥ(λ) et leurs énergies associées En(λ) :

Ĥ(λ)|ψn(λ)〉 = En(λ) |ψn(λ)〉. (3.2)

On supposera dans la suite que les |ψn(λ)〉 forment une base orthonormée
de l’espace de Hilbert pour toute valeur de λ. On va chercher à déterminer
l’évolution dans le temps du vecteur d’état |ψ(t)〉 du système quand le
paramètre λ dépend lui-même du temps. On va s’intéresser en particulier
aux évolutions lentes de λ(t) (en un sens que nous allons préciser).

Exemple 1. Considérons une particule dont le moment magnétique est
décrit par l’opérateur µ̂. On suppose la particule immobile et localisée en
un point, de sorte que son seul degré de liberté est ce moment magnétique.
Le champ magnétiqueB à l’emplacement de la particule joue ici le rôle du
paramètre λ. L’hamiltonien est donc :

λ ≡ B, Ĥ(λ) ≡ Ĥ(B) = ⇔µ̂ ·B, (3.3)

le champ magnétique B pouvant dépendre du temps, comme dans une
expérience de RMN.

Exemple 2. Quand on décrit l’interaction d’un atome avec le rayonne-
ment, on a souvent recours à l’approximation semi-classique, qui consiste à

décrire quantiquement les degrés de liberté internes de l’atome, et clas-
siquement ses degrés de libertés externes (position r et impulsion p du
centre de masse de l’atome). Considérons le cas simple d’un atome « à
deux niveaux internes », un niveau fondamental |g〉 et un niveau excité
|e〉, séparés par l’énergie ~ω0. Supposons que le champ lumineux est mo-
nochromatique, de pulsation ω et quasi-résonnant avec l’atome

|∆| � ω0 avec le désaccord ∆ = ω ⇔ ω0. (3.4)

Limitons-nous pour simplifier à un atome au repos 1 au point r. On peut
utiliser l’approximation du champ tournant et mettre l’hamiltonien dé-
crivant le couplage atome-champ sous forme matricielle dans la base
{|g〉, |e〉} :

Ĥ(r) =
~
2

(
∆ κ∗(r)
κ(r) ⇔∆

)
, (3.5)

où κ(r) est la fréquence de Rabi 2 caractérisant le couplage de l’atome avec
le champ lumineux au point r, proportionnelle au champ électrique en ce
point pour un couplage dipolaire-électrique. Le rôle du paramètre λ est
alors joué par la position r du centre de masse de l’atome.

1-2 Évolution du système

Considérons le cas où le paramètre λ dépend du temps. À chaque ins-
tant t, on décompose le vecteur d’état |ψ(t)〉 sur la base des états propres
instantanés de l’hamiltonien Ĥ[λ(t)] :

|ψ(t)〉 =
∑
n

cn(t) |ψn[λ(t)]〉. (3.6)

Reportons cette expression dans l’équation de Schrödinger

i~
d|ψ〉
dt

= Ĥ[λ(t)] |ψ(t)〉. (3.7)

1. ou alors bougeant suffisamment lentement pour que l’effet Doppler joue un rôle négli-
geable.

2. Notons que l’approximation du champ tournant nécessite l’inégalité |κ| � ω0, qui est
en pratique très bien vérifiée dans toutes les expériences menées avec des atomes froids.
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La dérivée du membre de gauche de cette équation fait intervenir :

d

dt
[cn |ψn(λ)〉] = ċn |ψn(λ)〉+cn

d|ψn(λ)〉
dt

avec
d|ψn(λ)〉

dt
= λ̇·|∇ψ`(λ)〉

(3.8)
où on a utilisé la notation compacte pour le gradient d’un état propre par
rapport aux composantes du vecteur λ :

|∇ψ`(λ)〉 ≡∇λ [|ψ`(λ)〉] . (3.9)

On aboutit au système différentiel vérifié par les cn(t) :

i~ ċn = En(t) cn(t) ⇔ ~
∑
`

αn,`(t) c`(t), (3.10)

où on a posé

~αn,`(t) = i~ 〈ψn|
(

d

dt
|ψ`〉

)
= i~ λ̇ · 〈ψn(λ)|∇ψ`(λ)〉. (3.11)

La quantité αn,`(t) caractérise la vitesse à laquelle « tournent » les vec-
teurs propres de Ĥ(λ). Elle peut s’exprimer à l’aide de la dérivée par rap-
port au temps de l’hamiltonien lui-même. En effet, l’équation aux valeurs
propres (3.2) conduit à :

dĤ

dt
|ψ`〉+ Ĥ

(
d

dt
|ψ`〉

)
=

dE`
dt
|ψ`〉+ E`

(
d

dt
|ψ`〉

)
(3.12)

soit en multipliant par 〈ψn| pour n 6= ` :

〈ψn|
dĤ

dt
|ψ`〉 = (E` ⇔ En)〈ψn|

(
d

dt
|ψ`〉

)
= i~ωn,` αn,`. (3.13)

où on a introduit la pulsation de Bohr instantanée entre les états n et `

~ωn,`(t) = En[λ(t)]⇔ E`[λ(t)]. (3.14)

E

t

E1

E2

E3

FIGURE 3.1. Variation dans le temps des énergies En associées aux états propres
|ψn〉 de l’hamiltonien Ĥ[λ].

1-3 Principe de l’approximation adiabatique

Dans ce paragraphe, nous reprenons l’approche du livre de Messiah
(2003). Pour simplifier l’analyse, commençons par prendre en compte di-
rectement l’évolution liée au terme d’énergie dans le système différentiel
(3.10). Pour cela, nous introduisons les coefficients c̃n(t)

c̃n(t) = ei
∫ t
0
En(t′) dt′/~ cn(t), (3.15)

de sorte que le système différentiel (3.10) peut se réécrire

i ˙̃cn = ⇔
∑
`

ei
∫ t
0
ωn,`(t′) dt′ αn,`(t) c̃`(t). (3.16)

Supposons que l’état initial du système |ψ(0)〉 soit un des états propres
|ψ`〉 de l’hamiltonien (cf. figure 3.1)

c`(0) = 1, cn(0) = 0 si n 6= `. (3.17)

Si le paramètre λ est constant, les coefficients αn,` sont nuls et la solution
du système (3.16) est immédiate :

λ̇ = 0 ⇒ c̃n(t) = δn,`. (3.18)
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Si λ évolue lentement dans le temps, on peut envisager une solution du
système différentiel en puissances de λ̇, avec à l’ordre le plus bas pour les
coefficients n 6= ` :

i ˙̃cn = ⇔ei
∫ t
0
ωn,`(t′) dt′ αn,`(t), c̃n(0) = 0. (3.19)

Pour estimer l’évolution des amplitudes de probabilité cn pour les états
ψn tels que n 6= `, considérons d’abord le cas simple où ni la pulsation de
Bohr ωn,l, ni « la vitesse de rotation » αn,l ne dépendent du temps. Dans ce
cas, la solution de (3.19) est très simple :

c̃n(t) =
1

ωn,`

(
eiωn,`t ⇔ 1

)
αn,`. (3.20)

En particulier, si le paramètre λ évolue « lentement », le coefficient αn,` est
petit et l’amplitude cn va rester faible à tout instant :

n 6= ` :
|αn,`|
|ωn,`|

� 1 ⇒ |cn(t)| � 1 ∀t. (3.21)

Dans le cas général, les quantités ωn,l et αn,l varient dans le temps, mais
on peut imposer la condition suffisante suivante pour que la population
de chaque état ψn, avec n 6= `, reste petite :∣∣∣∣αmax

`

ωmin.
`

∣∣∣∣ =
vitesse angulaire maximum de ψ`

pulsation de Bohr minimum associée à ψ`
� 1. (3.22)

Notons que cette condition exclut le cas où l’état initialement occupé ψ`
devient momentanément dégénéré avec un autre état ψn.

Quand la condition (3.22) est remplie, on peut donc supposer en bonne
approximation 3 que le système suit adiabatiquement l’état ψ`, c’est-à-dire
qu’il reste avec une probabilité voisine de 1 dans cet état ψ` :

|c`(t)| ≈ 1 ∀t. (3.23)

La question qui reste à étudier est celle de la phase du coefficient c`(t), et
elle fera l’objet de la section suivante.

3. Il y a bien sûr une certaine dose d’optimisme dans cette affirmation. Si la dimension
de l’espace de Hilbert est élevée, voire infinie, on peut très bien imaginer des situations où la
population de chaque état individuel ψn reste faible, mais la population de l’état de départ
ψ` tombe notablement en dessous de 1.

t! t!

� = ! � !0 < 0 � = ! � !0 > 0

Vdip

Vdip

~|�| ~|�|

|g,Ni

|e,N � 1i

|e,N � 1i

|g,Ni
|1(N)i |1(N)i

|2(N)i |2(N)i

 

|+iz

|�iz

|�iz

|+iz

E!

FIGURE 3.2. Gauche : basculement d’un champ magnétique selon la loi (3.24).
Droite : énergies des états propres de Ĥ(t) donné en (3.25) pour µB0 > 0. Ces
énergies forment les deux branches d’une hyperbole (cf. 3.26).

1-4 Exemple

La condition de validité (3.22) prend une forme remarquablement
simple si on considère l’exemple déjà mentionné plus haut d’un moment
magnétique µ plongé dans un champ magnétique dépendant du temps.
Considérons un champB(t) variant selon (cf. figure 3.2) :

B(t) = B0 (ux + (t/τ) uz) . (3.24)

Ce champ pointe donc dans les directions ±uz à t = ±∞ et bascule en
un temps ∼ 2τ entre ces deux directions, avec une direction parallèle à
ux au temps intermédiaire t = 0. Supposons que le moment magnétique
µ est associé à un spin 1/2 de sorte que l’hamiltonien s’écrit dans la base
{|+〉z, |⇔〉z} :

Ĥ(t) = ⇔µ̂ ·B(t) = ⇔µB0

(
t/τ 1
1 ⇔t/τ

)
, µ > 0. (3.25)

Les deux énergies propres varient dans le temps en formant les deux
branches d’une hyperbole (figure 3.2) :

E±(t) = ±µB0

(
1 + t2/τ2

)1/2
(3.26)

Considérons le cas où le spin est préparé dans l’état |⇔〉z à t = ⇔∞
(branche d’hyperbole inférieure). Cherchons la probabilité pour que ce
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moment magnétique reste sur l’état correspondant à cette branche d’hy-
perbole au cours du temps, pour finir par conséquent dans l’état |+〉z à
t = +∞. Il est simple d’évaluer le critère (3.22) dans ce cas. La pulsation
de Bohr (ici pulsation de Larmor) minimale est obtenue à l’instant t = 0
et elle vaut ω0 = 2µB0/~ . La vitesse de rotation des axes propres de Ĥ
est maximale au même point et vaut 1/(2τ) d’après (3.13). Le critère (3.22)
s’écrit donc à un facteur multiplicatif près

ω0τ � 1. (3.27)

Pour que l’approximation adiabatique soit valable, il faut que le moment
magnétique effectue de nombreuses rotations pendant la durée τ , caracté-
ristique du temps de basculement du champ magnétique.

2 La phase de Berry

Nous allons suivre dans ce paragraphe une démarche très proche
de celle présentée par Michael Berry dans son article fondateur (Berry
1984). Indiquons toutefois que des précurseurs de cette phase géométrique
étaient apparus avant le travail de Berry dans différentes branches de la
physique :

– En optique avec les travaux de Pancharatnam (1956). Ce dernier s’était
intéressé au changement de phase d’une lumière polarisée de vecteur
d’onde donné, quand le faisceau lumineux traverse une série de pola-
riseurs, la polarisation revenant à son état initial en sortie du système
optique.

– En physique moléculaire, avec l’analyse par Mead & Truhlar (1979)
de certaines subtilités dans l’approximation de Born–Oppenheimer.
Mead avait notamment introduit la notion d’effet Aharonov–Bohm mo-
léculaire en 1980.

L’histoire de l’élaboration de ces différents concepts est retracée dans les
articles de Berry (1989) et de Mead (1992), avec de nombreuses références
aux articles « pressentant » l’existence de la phase géométrique.

2-1 Phase dynamique et phase géométrique

Nous considérons ici un système quantique équivalent à celui de la sec-
tion précédente, et nous supposons que l’approximation adiabatique est
valable. Le système est préparé à l’instant initial t = 0 dans un état propre
ψ` de l’hamiltonien Ĥ[λ(0)] et on suppose qu’il reste dans cet état à chaque
instant

|ψ(t)〉 =
∑
n

cn(t) |ψn[λ(t)]〉 ≈ c`(t) |ψ`[λ(t)]〉. (3.28)

Le coefficient c` est solution de l’équation déduite de (3.10)

i~ ċ` =
[
E`(t)⇔ i~λ̇ · 〈ψ`|∇ψ`〉

]
c`,

=
[
E`(t)⇔ λ̇ ·A`(λ)

]
c`, (3.29)

où l’on a introduit le vecteur réel 4 appelé connexion de Berry

A`(λ) = i~ 〈ψ`|∇ψ`〉, (3.31)

Cette connexion de Berry va jouer le rôle de potentiel vecteur dans ce qui
va suivre.

L’équation d’évolution (3.29) pour l’amplitude c` s’intègre simplement
pour donner :

c`(t) = eiΦdyn.(t) eiΦgeom.(t) c`(0) (3.32)

où on a introduit la phase dynamique

Φdyn.(t) = ⇔1

~

∫ t

0

E`(t
′) dt′ (3.33)

et la phase géométrique

Φgeom.(t) =
1

~

∫ t

0

λ̇(t′) ·A`[λ(t′)] dt′ =
1

~

∫ λ(t)

λ(0)

A`(λ) · dλ. (3.34)

La dernière intégrale est prise le long de ligne λ(t′), pour t′ allant de 0 à t.

Cette distinction entre les deux phases est assez naturelle :

4. Pour montrer que A` est réel, utilisons le fait que le vecteur |ψ`(λ)〉 est normé :

〈ψ`|ψ`〉 = 1 ⇒ 〈∇ψ`|ψ`〉+ 〈ψ`|∇ψ`〉 = 0 ⇒ 〈ψ`|∇ψ`〉 imaginaire. (3.30)
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1. La phase dynamique est la phase habituelle qui apparaît même pour
un système indépendant du temps ; c’est elle qui est responsable du
« mouvement » en mécanique quantique, quand un système donné est
préparé dans une superposition d’états propres d’énergies différentes.

2. La phase géométrique ne dépend que de la « trajectoire » suivie par le
paramètre λ au cours de l’évolution. Elle ne dépend pas du temps mis
pour aller de λ(0) à λ(t), pourvu que ce temps soit suffisamment long
pour assurer la validité de l’approximation adiabatique.

2-2 Le cas d’un circuit fermé

Un cas particulier important de l’analyse qui précède est celui d’une
boucle fermée C pour le paramètre λ :

λ(0) ⇔→ λ(t) ⇔→ λ(T ) = λ(0). (3.35)

La phase géométrique est donnée par alors l’intégrale de la connexion de
Berry sur cette boucle

Φgeom.(C) =
1

~

∮
C
A`(λ) · dλ, (3.36)

expression qu’il est évidemment tentant de rapprocher de la phase de
Aharonov–Bohm rencontrée à un chapitre précédent. L’approfondisse-
ment de cette analogie va nous occuper dans le reste de ce cours.

Signalons tout de suite la propriété essentielle suivante : la phase géo-
métrique Φgeom.(C) obtenue pour un circuit fermé est indépendante du choix
de jauge utilisé pour la définition des états propres |ψn〉. Supposons que
l’on fasse la transformation

|ψn(λ)〉 ⇔→ |ψ̃n(λ)〉 = eiΩ(λ)/~|ψn(λ)〉. (3.37)

La connexion de Berry est alors modifiée de la manière suivante :

Ã`(λ) = A`(λ)⇔∇Ω(λ) (3.38)

Dans une intégrale sur un circuit fermé, la contribution du terme addition-
nel

⇔
∮

∇Ω(λ) · dλ (3.39)

est nulle, ce qui assure l’invariance de jauge de Φgeom.(C). Cette phase géo-
métrique est donc une quantité physique intrinsèque du système et de son
histoire, qui répond à la question

« Par où est passé le système lors de son voyage ? »
alors que la phase dynamique (elle aussi invariante de jauge puisqu’elle
ne dépend que des valeurs propres, mais pas des états propres) fournit la
réponse à l’autre question :

« Combien de temps a duré ce voyage ? »

2-3 Courbure de Berry et champ magnétique artificiel

Nous allons supposer à partir de maintenant que le paramètre λ évolue
dans un espace à trois dimensions :

λ = (λ1, λ2, λ3). (3.40)

C’est notamment le cas quand ce paramètre représente la position du
centre de masse d’un atome ou la quasi-impulsion d’une particule dans
un potentiel périodique. On peut alors utiliser la formule de Kelvin–Stokes
pour transformer l’intégrale curviligne (3.36) par une intégrale sur une sur-
face S s’appuyant sur le contour C :

Φgeom.(C) =
1

~

∫∫
S
B` · d2S (3.41)

où on a introduit la courbure de Berry :

B` = ∇×A`. (3.42)

Le calcul du rotationnel se développe sans difficulté

B` = i~

∂1

∂2

∂3

×
〈ψ`|∂1ψ`〉
〈ψ`|∂2ψ`〉
〈ψ`|∂3ψ`〉

 = i~

〈∂2ψ`|∂3ψ`〉 ⇔ 〈∂3ψ`|∂2ψ`〉
. . .
. . .

 (3.43)

avec ∂i = ∂
∂λi

, ce qui peut encore s’écrire sous forme compacte :

B` = i~ 〈∇ψ`| × |∇ψ`〉, (3.44)

où B` est une quantité réelle, dont on pressent l’analogie avec un champ
magnétique. Pour approfondir ce point, nous allons regarder l’influence
d’un changement de jauge quantique sur cette quantité.
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2-4 Influence d’un changement de jauge

Nous avons déjà noté que dans la transformation

|ψn(λ)〉 ⇔→ |ψ̃n(λ)〉 = eiΩ(λ)/~|ψn(λ)〉.

la connexion de Berry était modifiée de la manière suivante

A`(λ) ⇔→ Ã`(λ) = A`(λ)⇔∇Ω.

En prenant le rotationnel de cette équation, il est alors immédiat d’en dé-
duire

B`(λ) ⇔→ B̃`(λ) = B`(λ) (3.45)

La courbure de Berry B`(λ) étant invariante de jauge, on peut considérer
qu’il s’agit d’une quantité physique du système, tout comme la phase de
Berry attachée à un circuit fermé C. Toutefois, à la différence de la phase
géométrique qui caractérise une trajectoire dans l’espace de λ, la courbure
de Berry est une quantité locale, tout comme le champ magnétique en élec-
tromagnétisme classique.

Les résultats trouvés pour Φgeom., A` et B` présentent donc une simi-
litude profonde avec ceux obtenus pour une charge se déplaçant dans un
champ magnétique. Dans le cas particulier où le paramètre λ désigne la
position r de la particule, on a la correspondance directe

λ←→ r, A` ←→ qA, B` ←→ qB. (3.46)

et la connection de Berry A` a dans ce cas la dimension d’une impulsion.

Pour les calculs explicites, il peut être utile de disposer d’une expression
de B` pour laquelle l’invariance de jauge est manifeste. Pour cela, repar-
tons de l’expression (3.43) et introduisons une relation de fermeture dans
les différents termes :

〈∂2ψ`|∂3ψ`〉 ⇔ 〈∂3ψ`|∂2ψ`〉 =
∑
n

〈∂2ψ`|ψn〉〈ψn|∂3ψ`〉 ⇔ 〈∂3ψ`|ψn〉〈ψn|∂2ψ`〉.

(3.47)
Remarquons que le terme n = ` de la somme a une contribution nulle, en
raison de la relation

〈ψ`|ψ`〉 = 1 ⇒ 〈∂jψ`|ψ`〉+ 〈ψ`|∂jψ`〉 = 0. (3.48)

Par ailleurs, l’équation aux valeurs propres Ĥ|ψ`〉 = E`|ψ`〉 donne après
différenciation :

(∂jĤ)|ψ`〉+ Ĥ|∂jψ`〉 = (∂jE`)|ψ`〉+ E`|∂jψ`〉 (3.49)

soit, pour n 6= ` :

〈ψn|∂jĤ|ψ`〉 = (E` ⇔ En)〈ψn|∂jψ`〉. (3.50)

En reportant cette expression dans (3.47), puis dans (3.43), on arrive à l’ex-
pression suivante pour la courbure de Berry :

B`(λ) = i~
∑
n 6=`

〈ψ`|∇Ĥ|ψn〉 × 〈ψn|∇Ĥ|ψ`〉
(E` ⇔ En)2

. (3.51)

Sous cette forme, l’invariance de jauge est manifeste puisque chaque terme
de la somme est inchangé quand on modifie la phase d’un ou plusieurs
états propres |ψn〉. Cette expression est bien appropriée aux calculs nu-
mériques, dans lesquels il n’est pas toujours facile d’imposer une phase
régulière aux différents états propres issus de la diagonalisation de Ĥ .

Remarque 1. On a supposé dans tout ce qui précède que l’approxima-
tion adiabatique était valable, ce qui nécessite que l’état ψ` ne soit jamais
de même énergie qu’un autre état ψn. On voit plus précisément sur (3.51)
que si l’énergie de l’état ψ` se rapproche de celle d’un état ψn, le terme
correspondant de la somme va devenir très important, voire diverger s’il
existe un point λ où les deux énergies ont égales.

Remarque 2. Nous avons défini une courbure de Berry pour chaque état
propre ψ` de l’hamiltonien. Considérons maintenant la quantité∑

`

B`(λ). (3.52)

Il est clair d’après (3.51) que cette quantité est toujours nulle. En effet
chaque couple d’états propres (ψ`, ψn) contribue deux fois à la somme, ces
deux contributions étant opposées.
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3 Exemples

3-1 Spin dans un champ magnétique extérieur

Un des exemples les plus simples dans lesquels la phase de Berry ap-
paraît porte sur le cas déjà évoqué plus haut d’un moment magnétique µ̂
associé à un spin S = 1/2 :

µ̂ = µ σ̂, (3.53)

où les σ̂i, i = x, y, z sont les trois matrices de Pauli :

σ̂x =

(
0 1
1 0

)
, σ̂y =

(
0 ⇔i
i 0

)
, σ̂z =

(
1 0
0 ⇔1

)
. (3.54)

Ce moment magnétique est plongé dans un champ magnétique extérieur
B. Nous avons déjà introduit l’hamiltonien de couplage

Ĥ = ⇔B · µ̂ =
~ω
2
n · σ̂ (3.55)

où la pulsation de Larmor ω est définie par

~ω
2

= ⇔µB, (3.56)

où n est le vecteur unitaire repérant la direction du champ magnétique
(n = B/B). Les états propres de l’hamiltonien sont notés |± : n〉 et ont
pour énergie ±~ω/2. Dans ce problème, le champ extérieur joue le rôle du
paramètre λ de sorte que

λ ≡ B, ∇H = ⇔µ̂. (3.57)

Le calcul de la courbure de Berry définie en (3.51) est alors simple puis-
qu’un seul terme figure dans la somme sur n 6= ` :

B+ = i~
〈+ : n|µ̂|⇔ : n〉 × 〈⇔ : n|µ̂|+ : n〉

(~ω)2
, B∈ = ⇔B+. (3.58)

Le calcul du numérateur de cette expression est un peu technique, mais ne
pose pas de difficulté de principe. Pour le simplifier, supposons que n est
parallèle à l’axe z. On a alors :

〈+ : uz|µ̂|⇔ : uz〉 = µ(ux + iuy), (3.59)

de sorte que le numérateur est égal à µ2 (ux+iuy)×(ux⇔ iuy) = ⇔i2µ2 uz .
En revenant à une orientation quelconque pourB, on trouve :

B+ = +~
B

2B3
, B∈ = ⇔~ B

2B3
. (3.60)

Cette formule permet d’évaluer directement la phase de Berry acquise
par le moment magnétique quand le champ magnétique B effectue lente-
ment un contour fermé 5

C : B(0)→ B(t)→ B(T ) = B(0). (3.61)

Le résultat général (3.41) s’écrit dans ce cas particulier

Φgeom.
± (C) =

1

~

∫∫
S
B± · d2S = ±

∫∫
S

B

2B3
· d2S = ±Ω

2
, (3.62)

où la surface S s’appuie sur le contour C, et où Ω désigne l’angle solide
sous-tendu par C depuis l’origineB = 0.

L’expérience a été menée peu de temps après la proposition de Berry
sur un jet de neutrons par Bitter & Dubbers (1987). Les neutrons de vitesse
v = 500 m/s se propagent à l’intérieur d’un solénoïde long de 40 cm dans
lequel règne un champ magnétique hélicoïdal, avec une composante uni-
forme selon z et tournant dans le plan xy (figure 3.3). L’enroulement est
tel que le champ B fait un tour complet sur la longueur du solénoïde :
on a bien une trajectoire fermée dans l’espace des paramètres. L’état de
polarisation des neutrons à l’entrée du solénoïde est ajustable et peut se
décomposer sur les deux états propres locaux |±〉. La différence entre les
phases accumulées par chaque composante se traduit par une rotation de
la polarisation en sortie de solénoïde. L’expérience a donné des résultats en
excellent accord avec la prédiction de Berry : la phase accumulée est pro-
portionnelle à l’angle solide décrit par le champ magnétique B le long de
la trajectoire des neutrons. Cette expérience a ensuite été reprise avec des
atomes neutres par Miniatura et al. (1992).

5. Rappelons encore une fois l’hypothèse suivante : il n’y a pas de dégénérescence entre
les niveaux d’énergie de Ĥ , ce qui signifie dans ce cas que le contour ne passe pas par le
champ nul B = 0. Si le contour passait par ce point, il ne serait pas possible d’utiliser l’ap-
proximation adiabatique et le résultat (3.60) perdrait son sens.
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Manifestation of Berry's Topological Phase in Neutron Spin Rotation

T. Bitter
physikalisches Insrirur der Unit ersirar, D 6900 Heidel-bergFed, eral Republic of C~'ermany'

and

D. Dubbers
Institut Laue-Langevin, F-38042 Grenoble Cedex, France
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Recently, Berry recognized that topological phase factors may arise when a quantum mechanical sys-
tem is adiabatically transported around a closed circuit. We have measured Berry's topological phases
by polarized-neutron spin rotation in a helical magnetic field. Berry's law is thus verified for fermions.

PACS numbers: 03.65.8z, 14.20.Dh

Topological phases in simple quantum systems have
been found to be of some interest recently. This interest
was stimulated by a paper of Berry, ' who derived a sim-
ple law governing these phases. Topological phases may
show up whenever the system under study depends on
some multiple parameter and is transported adiabatically
around a closed curve in parameter space. These new
phases do not depend on the interior dynamics of the sys-
tem, but instead depend on its geometric history.

Topological phases are important in the context of
non-Abelian gauge theories and of fractional quantiza-
tion, and therefore Berry's findings have been found to
be of interest in a number of recent investigations cover-
ing a variety of subjects. These phases may mimic
the efI'ect of a magnetic monopole of unit Dirac charge
located at the origin of parameter space. The
Aharonov-Bohm eff'ect turns out to be a special case of
the topological-phase concept. A further generalization
of Berry's concept has very recently been presented by
Aharonov and Anandan.

Berry's law takes its simplest form when the required
multiple parameter is an external magnetic field B.
When B is varied adiabatically such that the tip of the
vector B describes a closed loop C [see Fig. 1(a)], then
the system should, at the end of this excursion, return to
its original state, according to the adiabatic theorem of

quantum mechanics. It simply will have picked up a
phase factor exp(imp) for each spin substate

~ m), where
p is the usual dynamical phase

p T
/=K' ~ 8(r)dr, (1)

(a)

Bz of' (B=O

),x

FIG. l. (a) Adiabatic transport of the magnetic field vector
B around a closed loop C. Berry's phase is determined by the
size of the solid angle n; see Eq. (2). (b) Arrangement of the
helical coil for the right-handed Bl field. The neutron beam is
along z. The solenoid for the axial 8, field is not shown.
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e, =2~[(g~ I ) '+ g'] '~' —2~. (5)

I
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The extra term —2x insures that C], =0 when there is no
field. In the adiabatic limit (i))) I, i.e., q )) tl & () this
becomes

4&, = 2ztl —2z(1 —(/ri) =2zcri —2'(1 —cos9)
=xBT —fl =y+ y,

FIG. 2. (a) Neutron spin-rotation patterns of the transverse
neutron spin component P~(T) =G~~(T)P~(0) in the helical Bi
field. Without Berry's phase the maxima of this curve should
be equidistant. (b) Observed and calculated phase shifts N, .

We write the number of neutron spin precession s
about the axial, the helical, and the total magnetic fields,
respectively, as

g=xB, T/2', ( =xBi T/2~,

il=(g +g )' =rcBT/2n

Then, using standard methods [e.g. , Eq. (55) in the work
of Dubbers '], we obtain, for instance,

6„=(g~ I)'+g'cos2~[(g~ I) '+g'1 '"
(g~ I)'+g'

The ~ signs which appear in this formula refer to right-
and left-handed 8] fields. In contrast to 8], the B, field
as seen by the neutrons is not "switched on" nonadiabat-
ically. Therefore, when 8,&0, only G„can be measured
unambiguously. For 8, =0 the other coefficients are

G~~ =cos2x(1+( ) '~,

G~& = ~ sjn2~(1+ g )(I +g2) 1/2

etc. If Bi is not twisted but uniform, then (g~ I ) is re-
placed by j, and (I+( ) by g .

as predicted by Berry; see Eqs. (1)-(3).
We have measured the neutron spin-rotation patterns

Gzz as a function of both 8, and 8 i, and Gzz Gyy G,
Gzy as functions of 8 i for 8, =0.

Figure 2(a) shows a measurement of G~~ for B, =0,
and a fit by Eq. (4). Without Berry's phase the pattern
in Fig. 2(a) would be a simple cosine. Figure 2(b) shows
the measured phase angles as a function of Bi [read at
the maxima and minima of Fig. 2(a)], fitted with
Ni =2m[(1+ ( ) '~ —1] from Eq. (5). As expected, in
the adiabatic limit (i.e., for large Bi) the phase is shifted
by Berry's phase @=2'.

Figure 3 shows Berry's phase y as a function of B./Bi,
as obtained from a measurement of G„(B,) with Bi

fixed at (I+( )'~ =5. The solid curve gives the corre-
sponding values of 0 =2m(1 —B,/B), in order to test
Berry's law, Eq. (2). The first few points of Fig. 3 fall
slightly below the predicted curve, because the adiabatic
condition is not yet fully met. The scatter of the further
points is due to imprecise reading of the larger values of

%'e draw the following conclusion from our investiga-
tion: On the one hand, Berry's phase law certainly is
part of a far-reaching concept; on the other hand, in its
simplest manifestation, which we believe to have real-
ized, the appearance of a topological phase seems to be
trivial: It can be generated or transformed away by go-
ing to a rotating-reference frame, which is a standard
procedure in NMR work, and which also works in the
classical case. Furthermore, we are told that extra
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FIGURE 3.3. Haut : Solénoïde utilisé par Bitter & Dubbers (1987) pour mettre en
évidence la phase de Berry sur le spin d’un jet de neutrons se propageant selon la
direction z. Bas : comparaison de la phase de Berry accumulée par un neutron et
l’angle solide décrit par le champ magnétique le long de la trajectoire.

3-2 Lien avec le transport parallèle

Nous avons obtenu l’expression de la phase de Berry en utilisant des
concepts quantiques : équation de Schrödinger, phase d’un vecteur d’état,
etc. Néanmoins, des notions équivalentes apparaissent en physique clas-
sique (Hannay 1985); nous allons en donner un exemple basé sur la notion
de transport parallèle.

Considérons une sphère centrée en r = 0, par exemple la surface de
la Terre, et donnons-nous un vecteur ei en un point initial donné ri de la
sphère, repéré par sa latitude θi et sa longitude ϕi. On définit la notion
de transport parallèle de ce vecteur vers un autre point r de la sphère en

imposant :

– que le vecteur transporté reste tangent à la sphère, soit e · r = 0 à
chaque instant,

– qu’on n’induise pas de torsion normale à la surface de la sphère durant
le transport. Étant donné le trièdre direct

{e, e′, r} avec e′ = r × e, (3.63)

le vecteur Ω décrivant à chaque instant la rotation de ce trièdre par
l’intermédiaire de

ė = Ω× e, ṙ = Ω× r, ė′ = Ω× e′, (3.64)

doit vérifier
Ω · r = 0. (3.65)

En d’autres termes, l’évolution des vecteurs e et e′ doit vérifier

e · ė′ = 0, ė · e′ = 0. (3.66)

Supposons que l’on fasse un transport parallèle le long d’un circuit
fermé C à la surface de la sphère. Partant d’un vecteur ei, le calcul (non
trivial) montre que le vecteur ef auquel on aboutit après transport sur ce
circuit a tourné autour de r d’un angle α(C), qui n’est autre que l’angle
solide sous-tendu par C depuis le centre de la sphère. La même rotation 6

apparaît pour le vecteur e′i, ce qui permet de mettre ce résultat du transport
parallèle sous une forme très voisine de la phase géométrique de Berry :

C : Ψi = ei + ie′i ⇔→ Ψf = ef + ie′f
= (ei cosα+ e′i sinα) + i(⇔ei sinα+ e′i cosα)

= e∈iαΨi. (3.67)

Nous n’allons pas prouver cette relation dans le cas général (voir par
exemple Berry (1989)), mais vérifions-là sur un exemple (figure 3.4). Par-
tons du point r situé sur l’équateur avec une longitude ϕi = 0 et prenons
ei pointant vers le pôle et e′i aligné avec l’équateur :

Départ sur l’équateur, ϕ = 0 : ei = uz, e′i = ⇔uy. (3.68)

6. C’est forcément la même puisqu’on a imposé que le trièdre {e, e′, r} reste orthogonal
et direct lors du transport.
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FIGURE 3.4. Transport parallèle : on a représenté en haut la situation de départ
présentée à l’équation (3.68). Le dessin du bas représente 6 étapes du transport dé-
crit dans le texte. Quand on complète la boucle après l’étape 6, la paire de vecteurs
e, e′ ne coïncide plus avec les vecteurs de départ ei, e′i.

Suivons le chemin qui monte le long du méridien depuis l’équateur jus-
qu’au pôle nord. On a alors :

Pôle nord : e = ⇔ux, e′ = ⇔uy. (3.69)

Une fois au pôle, redescendons le long d’un autre méridien, plus précisé-
ment celui de longitude ϕ = π/2. On voit qu’une fois arrivés sur l’équateur,
les vecteurs e, e′ ont été transportés en

Equateur, ϕ = π/2 : e = ⇔ux, e′ = +uz. (3.70)

Pour fermer le circuit, il reste à effectuer un quart de tour sur l’équateur,
qui ne change pas e′ et qui envoie e sur uy :

Fin sur l’équateur, ϕ = 0 : ef = uy, e′f = uz. (3.71)

Les deux vecteurs e et e′ ont donc tourné d’un angle π/2 lors de ce trans-
port parallèle le long du contour C. Ce résultat est en accord avec la for-
mule générale (3.67), puisque ce contour fermé sous-tend un angle solide
(négatif) de valeur absolue égale à 1/8ème de 4π, donc π/2 :

Ψi = uz ⇔ iuy → Ψf = uy + iuz = eiπ/2Ψi. (3.72)

3-3 Le pendule de Foucault

Un exemple célèbre de transport parallèle, et par conséquent de phase
géométrique, est le pendule de Foucault. Rappelons que dans l’expérience
de Foucault, on considère un pendule suspendu en un point lié au référen-
tiel terrestre et on voit le plan d’oscillation du pendule tourner avec une
vitesse angulaire

Ω = Ω0 sinλ (3.73)

où Ω est la vitesse angulaire de rotation sur elle-même [1/(24 heures)] et λ
la latitude du lieu. Sur l’équateur, il n’y a pas de précession du plan d’oscil-
lation ; aux pôles, la précession se fait en 24 heures 7. La précession se fait
dans le sens horaire dans l’hémisphère nord et dans le sens anti-horaire
dans l’hémisphère sud.

7. Le phénomène est alors trivial, puisque le point d’accroche du pendule ne bouge pas.
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FIGURE 3.5. Repérage d’un point à la surface de la Terre pour l’analyse du mou-
vement du pendule de Foucault.

Rappelons le traitement mathématique de l’oscillation du pendule. On
commence par se donner un référentiel fixe u1,u2,u3 (cf. figure 3.5), puis
un référentiel lié à la Terre, ux,uy,uz , la verticale étant orientée selon uz .
Dans le plan horizontal, on peut prendre par exempleux pointant vers l’est
et uy pointant vers le nord

ux = ⇔u1 sin(Ω0t) + u2 cos(Ω0t), (3.74)

uy = ⇔ [u1 cos(Ω0t) + u2 sin(Ω0t)] sinλ + u3 cosλ (3.75)

L’oscillation du pendule a lieu quasiment dans le plan horizontal et l’équa-
tion du mouvement dans ce plan s’écrit en bonne approximation :

ẍ = ⇔ω2x+ 2Ωẏ, ÿ = ⇔ω2y ⇔ 2Ωẋ, (3.76)

où ω est la pulsation du pendule et où le terme proportionnel à Ω est dû
à la force de Coriolis. Dans le régime (réaliste) où Ω � ω, on résout ces

équations en introduisant la variable complexe u = x + iy, qui obéit à
l’équation

ü+ 2iΩu̇+ ω2u = 0 (3.77)

et on cherche une solution approchée en u(t) = ũ(t) eiωt, où ũ déter-
mine l’orientation du plan d’oscillation du pendule et évolue lentement :
ũ(t) ≈ ũ(0) e∈iΩt. Plus précisément, l’oscillation se fait le long de la droite
de vecteur directeur

U = Re(ũ)ux + Im(ũ)uy. (3.78)

On peut alors vérifier que le vecteurU déterminant le plan d’oscillation du
pendule évolue en subissant un transport parallèle. Si on note V le vecteur
du plan horizontal orthogonal àU , les expressions précédentes conduisent
à

dU

dt
· V = 0, U · dV

dt
= 0. (3.79)

Après un tour complet de la Terre sur elle-même, le vecteur U ne revient
donc pas en son point de départ : il tourne d’une quantité égale à l’angle
solide décrit par la verticale au niveau du pendule, c’est-à-dire 2π(1⇔sinλ).
C’est précisément le résultat trouvé par Foucault.

3-4 Lumière dans une fibre optique

Un autre exemple dans lequel la phase géométrique se manifeste de ma-
nière très claire est la propagation d’une lumière polarisée dans une fibre
monomode isotrope. Si la fibre est rectiligne, la polarisation ne tourne pas,
tout est simple. Si la fibre est courbée, mais planaire, là encore la situation
est facile à analyser. L’axe de polarisation perpendiculaire au plan est pré-
servé, et par conséquent l’autre axe de polarisation, contenu dans le plan,
tourne avec la fibre.

La situation est plus subtile quand la fibre subit une torsion et qu’elle
n’est plus planaire. C’est le cas de la géométrie envisagée par Tomita et
Chiao et reproduite en figure 3.6, où la fibre est enroulée de manière héli-
coïdale sur un cylindre (Tomita & Chiao 1986). L’enroulement est tel que
les vecteurs tangeants à la fibre en entrée et en sortie sont égaux.

On envoie une polarisation linéaire en entrée de fibre et on détecte en
sortie de fibre une polarisation elle aussi linéaire. Mais cette dernière a
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LASER

FIG. 1. (a) Experimental setup; (b) geometry used to cal-
culate the solid angle in momentum space of a nonuniformly
wound fiber on a cylinder.

result in a rotation of the plane of polarization due to
the elasto-optic effect. ' Also, we found that the fiber
showed a negligibly small linear birefringence as lang
as the fiber was wound smoothly on a large enough di-
ameter. s In order to form a closed path in momentum
or k space, ' the propagation directions of the input and
output of the fiber were kept identical. In the first ex-
periment, the fiber was wound into a uniform helix.
The pitch angle af the helix H, i.e., the angle between
the local waveguide axis and the axis of the helix, was
varied by attaching the Teflon sleeve along the outside
perimeter of a spring, which was stretched from a
tightly coiled configuration into a straight line. In this
way, the pitch length p was varied, as was the radius r
of the helix, but the fiber length s = [pz+ (2mr)z]t~z,
i.e., the arc length of the helix, was kept constant.
The range of p was from 30 to 175 cm. Hence the di-
ameter of the helix ranged from 55 cm down to zero.
By geometry, cosH = p/s [see Fig. 1(b)]. The solid an-
gle in momentum space 0 (C) spanned by the ftber's
closed path C in this space, in this case a circle, is
2m(1 —cosH) Berry's . phase, y(C) = —crt (C),' for
a single-turn uniform helix is therefore

y(C) = —27ra(I —p/s), .

~here o-= + 1 is the helicity quantum number of the
photon. The quantum theory' predicts that —y+(C),
where y+ (C) is Berry's phase for o = + 1, is the an-
gle 0 of rotation of linear polarization. The classical
theory predicts an angle of optical rotation in agree-
ment with this quantum result.

FIG. 2. (a) The solid line represents the path of the fiber
on an unwrapped cylinder surface for nonuniform helices
(squares in Figs. 3 and 4) with one harmonic of deformation
[Eq. (5) with A = 1.2], and the dashed line a uniform helix
(A =0); (b) the path for a nonuniform helix (triangle in
Figs. 3 and 4) with three harmonics of deformation [Eq.
(6)].

H($) =tan '(r d@/dz), (2)

characterizes the tangent to the curve followed by the
fiber, and represents the angle between the local
waveguide and the helix axes. in momentum space,
H(g+ m/2) traces out a closed curve C corresponding
to the fiber path on the surface of a sphere. The solid
angle subtended by C with respect to the center of the
sphere is given by

2w&(C) = JI [1—cosH(g)]dg.

In the second experiment, the fiber was wound onto
a cylinder of a fixed radius to form a nonuniform
helix. The procedure was first to wrap a piece of paper
with a computer generated curve onto the bare
cylinder. Then the Teflon sleeve with the fiber inside
was laid on top of this curve. (To allow for variations
in fiber path while using a fiber of fixed length, we left
a straight section of fiber path at the output end, which
had a variable length. ) The solid angle in momentum
space could then be calculated from the curve by
unwrapping the paper onto a plane [see Figs. 1(b) and
2]. Let the horizontal axis of the paper, which was
aligned with respect to the axis of the cylinder, be the z
axis. Then the vertical axis represents rP, where r is
the radius of the cylinder and g= tan '(y/x) is the
azimuthal angle of a point on the curve with coordi-
nates (r @,z ). The local pitch angle from Fig. 1(b),
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Berry's phase is then given by'

One sees that Eq. (1) is a special case of Eqs. (3) and
(4), when t) is a constant.

Figure 3 shows the measured rotation angle 0
versus the calculated solid angle 0 (C). The open cir-
cles represent the case of uniform helices, and the
squares and the triangle represent nonuniform helices.
The solid circles represent arbitrary planar curves
formed by laying the fiber on a flat surface. The solid
circle at 0 = 0 corresponds to a snake-like path, and
the one at fL =2m to a loop with a crossing. The
squares represent helices with a single harmonic of de-
formation,

z/r = (p/2m r)f+ A sintt,

where p = 42.6 cm and r = 14.2 cm, and A ranges from
0 to 1.5 in steps of 0.3 [see Fig. 2(a)]. The triangle
represents a helix with three harmonics of deforma-
tion,

z/r = (p/2mr)@+Al sinp+A&sin2$+A3sin3$,

where & t =&z =33=0.2 [see Fig. 2(b)].
By inspection of Fig. 3, one sees that in all cases the

measured rotations agree with the calculated magni-

tude of Berry's phase Iy+(C) I [see Eq. (4)] indicated
by the solid line. The sense of the rotation, when one
looks into the output end of the fiber, was found to be
clockwise (i.e. , dextrorotatory) for a left-handed helix,
in agreement with theoretical prediction. '

The typical vertical error bar in Fig. 3 represents the
dominant systematic error in this experiment, namely
residual optical rotation due to torsional stress in the
fiber. In separate auxiliary experiments, the optical ro-
tation in a deliberately torsionally stressed fiber was
measured, and also the residual strain, i.e., the twist of
the fiber due to its rubbing against the stalls of the
Teflon sleeve, was measured microscopically near its
free end. From these measurements, an estimate of
size of the vertical error bar was determined. The typi-
cal horizontal error bar represents the uncertainty in
the determination of the solid angle f) (C) due to the
fact that the fiber was free to roam within the 5-mm
inner diameter of the Teflon tube. Random errors due
to photon statistics were negligible compared with
these systematic errors.

To check quantitatively the topological nature of the
optical rotation, we replot the data in Fig. 3, as the
slope 40/AO of a line joining a datum point with the
origin versus a deformation parameter D, onto Fig. 4.
We define D as follows:

i/2

D = I [1—cost)($) —0 (C)/27r]'dP ' /0 (C).Jo
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FIG. 3. Measured angle of rotation of linearly polarized
light vs calculated solid angle in momentum space, Eq. (3).
Open circles represent the data for uniform helices; squares
and triangle represent nonuniform helices (see Fig. 2); solid
circles represent arbitrary planar paths. The solid line is the
theoretical prediction based on Berry*s phase, Eq. (4).
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FIG. 4. The slopes AO/AO of the points in Fig. 3 vs the
deformation parameter D, Eq. (7), for nonuniform helices
(squares and triangle). The open circle represents the aver-
age for all uniform helices. The dashed line represents the
theoretical prediction.

Here D is a measure of the root mean square deviation
of the fiber path from a uniform helix. By inspection
of Fig. 4, one arrives at the conclusion that the specific
optical rotation 50/50 is in all cases independent of
the deformation as quantified by the parameter D, and
is therefore independent of geometry. This confirms
the topological nature of Berry's phase. Since b, O/AQ,
is a direct measure of o., ' one can view Fig. 4 as exper-
imental evidence for the quantization of the "topologi-
cal charge" of the system, which in this case is the he-
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FIGURE 3.6. Expérience de Tomita & Chiao (1986): de la lumière linéairement
polarisée est envoyée dans une fibre optique enroulée sur un cylindre. En sortie
de fibre, la lumière est toujours polarisée linéairement, mais le vecteur polarisa-
tion a tourné. L’angle de rotation est directement relié à l’angle solide balayé par
le vecteur tangent à la fibre, comme attendu compte tenu des équations du trans-
port parallèle qui régissent la propagation dans la fibre. Les différents symboles
correspondent à différents types d’enroulement.

tourné par rapport à la polarisation initiale, d’un angle directement relié à
la phase de Berry, c’est-à-dire l’angle solide décrit par le vecteur tangent à
la fibre le long de l’enroulement (figure 3.6). Tomita & Chiao (1986) ont vé-
rifié que cette rotation de la polarisation dépendait de l’angle solide, mais
pas de la régularité de l’enroulement sur le cylindre.

Tomita & Chiao (1986) ont initialement interprété leurs résultats en
termes quantiques, fondés sur un traitement similaire à celui que nous
avons présenté ci-dessus : la polarisation correspond au spin du photon
et l’expérience – même si elle est menée avec un grand nombre de photons
préparés dans un état cohérent – révèle cette phase quantique. Certains au-
teurs comme Haldane (1987) ont contesté cette interprétation quantique,
en insistant sur le fait qu’il s’agissait d’un simple effet lié à la géométrie
différentielle (voir également la réponse de Chiao & Tomita (1987)). Une
synthèse instructive de ce débat a été faite par Berry (1990) qui souligne
deux points :

– On peut montrer explicitement à partir des équations de Maxwell que
la propagation de la lumière dans une fibre se fait en suivant les lois
du transport parallèle pour la polarisation de la lumière (Berry 1987).
Le lien avec la phase géométrique classique en découle naturellement.

– La question de savoir s’il s’agit d’un phénomène classique ou quan-
tique est selon Berry un « pseudo-problème » et il appuie cette conclu-
sion en citant Feynman : The photon equation is just the same as Max-
well’s equations. En d’autres termes, pour les processus en jeu ici, les
équations classiques et quantiques sont les mêmes et le débat n’a pas
lieu d’être.

4 Approche à la Born–Oppenheimer

Nous avons jusqu’ici considéré deux types de variables pour paramé-
trer notre système. D’une part, nous avons décrit de manière quantique
une partie de la dynamique de ce système, les variables associées étant par
exemple l’opérateur moment magnétique µ̂ dans (3.55). D’autre part, nous
avons supposé l’existence de variables extérieures au système, traitées ici
comme des paramètres classiques, et regroupées sous la dénomination gé-
nérique λ.
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Nous allons dans la suite de ce cours nous intéresser à des situations
où ces variables λ sont elles-mêmes quantiques. L’exemple prototype est
le suivant : considérons un atome susceptible de bouger dans un champ
lumineux. On peut s’intéresser à un traitement classique du mouvement
du centre de masse de l’atome, en lui assignant une position r (i.e. λ ≡ r).
L’évolution des variables internes de l’atome, c’est-à-dire la dynamique de
son cortège électronique, est alors décrite par un hamiltonien Ĥint(r) dé-
crivant le couplage de l’atome au point r avec le champ lumineux. Mais on
peut également avoir besoin d’une description quantique du mouvement
du centre de masse des atomes, par exemple lorsque ces derniers sont suffi-
samment froids pour que le caractère ondulatoire de leur mouvement joue
un rôle important dans la dynamique considérée. La position r devient
alors un opérateur, r̂, conjugué à l’opérateur position p̂.

La question qu’il nous faut alors aborder est la suivante : comment
les résultats précédents, comme l’existence d’une courbure de Berry, se
transposent-ils au cas d’une description quantique ? Nous allons voir que
cette transposition est en faite très directe, et que l’on aboutit à un hamilto-
nien en parfaite analogie avec celui d’une particule chargée en mouvement
dans un champ magnétique (Berry 1989; Mead & Truhlar 1979; Moody et
al. 1989): la phase de Berry fournit bien un moyen de générer un champ
magnétique artificiel.

4-1 Traitement quantique des « variables lentes »

Nous allons considérer dans ce qui suit une particule de masse M ,
d’opérateurs position et impulsion r̂ et p̂ = ⇔i~∇r, dotée d’une dyna-
mique interne décrite par l’hamiltonien Ĥint(r). La dépendance en r de
cet hamiltonien interne est due au fait que la particule peut posséder un
dipôle électrique ou magnétique (permanent ou induit), et que ce dipôle
peut interagir avec des champs électromagnétiques imposés de l’extérieur.
L’hamiltonien total décrivant le mouvement de cette particule est donc

Ĥtot =
p̂2

2M
⊗ 1̂int + Ĥint(r̂). (3.80)

Le point de départ de notre traitement va être similaire à ce qui précède.
Nous supposons qu’en tout point r de l’espace, nous pouvons diagonaliser

l’hamiltonien interne Ĥint :

Ĥint(r)|ψn(r)〉 = En(r) |ψn(r)〉. (3.81)

En tout point r, l’ensemble {|ψn(r)〉} forme une base orthonormée de l’es-
pace de Hilbert associé aux degrés de liberté internes de la particule. En
pratique, cet espace de Hilbert sera de dimension finie : dimension 2 dans
le cas de la modélisation la plus simple d’un « atome à deux niveaux », di-
mension (2Jg+1)+(2Je+1) dans le cas plus réaliste d’une transition entre
un niveau fondamental de moment cinétique Jg couplé par un champ lu-
mineux à un niveau excité de moment cinétique Je. Notons que pour sim-
plifier, nous supposons que l’hamiltonien interne Ĥint est indépendant du
temps. Les états propres |ψn(r)〉 et les énergies associées sont donc égale-
ment indépendants du temps.

L’état quantique total de la particule à un instant t, caractérisant à la fois
ses degrés de liberté internes et externes peut s’écrire :

Ψ(r, t) =
∑
n

φn(r, t)|ψn(r)〉. (3.82)

La caractérisation de la dynamique de l’atome se ramène alors à la déter-
mination des amplitudes de probabilité φn(r, t) pour trouver la particule
au point r dans l’état interne |ψn(r)〉.

Commençons par injecter cette expression dans l’équation de Schrödin-
ger :

i~
∂Ψ

∂t
= ĤtotΨ(r, t) =

(
⇔ ~2

2M
∆ + Ĥint(r)

)
Ψ(r, t) (3.83)

et projetons cette équation sur un état interne donné en la multipliant par
〈ψn| :

i~
∂φn
∂t

= ⇔ ~2

2M

∑
`

〈ψn| [∆ (φl|ψ`〉)] + Enφn (3.84)

où nous avons omis les dépendances explicites en r et t pour simplifier
l’écriture. À ce stade, aucune approximation n’a été faite et la résolution
du système d’équations aux dérivées partielles (3.84) permet en principe
d’extraire la dynamique complète de la particule.
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4-2 Équation de Schrödinger effective

Supposons maintenant que la particule est préparée initialement dans
un des états internes ψ` et que la dynamique de cette particule soit telle
que l’on peut supposer en bonne approximation que seul ce état ψ` reste
appréciablement occupé au cours de temps :

∀t :

∫
|φn(r, t)|2 d3r � 1 si n 6= `. (3.85)

Il s’agit de l’équivalent de l’approximation adiabatique utilisée plus haut.
La validité de cette approximation dépend à la fois de l’état initial φ`(r, t =
0) (les vitesses correspondantes sont-elles suffisamment basses ?) et de la
structure de l’hamiltonien Ĥint (le niveau ` ne devient-il pas quasi dé-
généré, les accélérations possibles ne sont-elles pas trop fortes ?). Si cette
approximation est correcte, ce que nous allons supposer, nous pouvons
conserver uniquement le terme n = ` dans le système d’équations (3.84) :

i~
∂φ`
∂t

= ⇔ ~2

2M
〈ψ`| [∆ (φl|ψ`〉)] + E`φ` (3.86)

Il reste à expliciter l’action de l’opérateur laplacien :

∆ (φl|ψ`〉) = (∆φ`) |ψ`〉+ 2∇φ` · |∇ψ`〉+ φ` (∆|ψ`〉) , (3.87)

quantité qu’on multiplie par le bra 〈ψ`|. Le premier terme du membre
de droite donne simplement ∆φ` et le deuxième terme fait apparaître la
connexion de Berry :

A`(r) = i~〈ψ`|∇ψ`〉. (3.88)

En utilisant p̂ = ⇔i~∇, le deuxième terme de (3.87) s’écrit

2∇φ` · 〈ψ`|∇ψ`〉 =
2

~2
(A` · p̂)φ`. (3.89)

Finalement, l’équation du mouvement pour l’amplitude de probabilité
φ`(r, t) peut se mettre sous la forme d’une équation de Schrödinger ef-
fective :

i~
∂φ`
∂t

=

[
(p̂⇔A`(r))

2

2M
+ E`(r) + V`(r)

]
φ`(r, t), (3.90)

où on a introduit le potentiel scalaire V` qui regroupe tous les termes fonction
de r venant multiplier φ`(r, t) :

V`(r) = ⇔i
~

2M
∇ ·A` ⇔

A2
`(r)

2M
⇔ ~2

2M
〈ψ`| (∆|ψ`〉)

=
~2

2M
(〈∇ψ`| · |∇ψ`〉 ⇔ 〈∇ψ`|ψ`〉 · 〈ψ`|∇ψ`〉)

=
~2

2M

∑
n 6=`
|〈∇ψ`|ψn〉|2 (3.91)

La forme (3.90) pour l’équation du mouvement de φ`(r, t) est très sug-
gestive. Elle est identique à celle régissant le mouvement d’une particule
chargée évoluant dans un champ magnétique B(r) dérivant du potentiel
vecteur A(r). Plus précisément, la connexion de Berry A`(r) joue le rôle
du potentiel vecteur A(r) si on donne par convention une charge q = 1 à
la particule. Ceci vient confirmer l’analogie déjà pressentie entre la phase
ΦA∈B de Aharonov–Bohm et la phase géométrique de Berry

ΦA∈B(C) =
q

~

∮
C
A(r) · dr ←→ ΦBerry

` (C) =
1

~

∮
C
A`(r) · dr (3.92)

En plus du magnétisme orbital artificiel qui apparaît dans (3.90), deux
termes viennent contribuer à la dynamique de la particule. Le premier est
simplement l’énergie E`(r), associée à l’état interne |ψ`〉 de la particule.
L’origine de ce terme, qui était également à l’origine de la phase dyna-
mique (3.33), est bien claire et nous ne la commenterons pas. L’origine du
potentiel scalaire V(r) est plus subtile et mérite d’être explorée, ce que nous
allons faire dans le paragraphe qui suit.

4-3 Interprétation physique du potentiel scalaire

Pour comprendre l’origine du potentiel scalaire V`(r) apparaissant dans
(3.90), nous allons revenir au formalisme semi-classique, qui consiste à trai-
ter quantiquement les degrés de liberté internes de la particule, mais classi-
quement ses degrés de liberté externes (position r et impulsion p du centre
de masse).
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Commençons par définir l’opérateur force F̂ (r) déduit de l’hamiltonien
initial :

F̂ = ⇔∇r

(
Ĥtot

)
= ⇔∇r

(
Ĥint(r)

)
. (3.93)

Nous remarquons qu’une particule préparée dans l’état interne ψ` est dans
un état propre de Ĥint, mais pas dans un état propre de F̂ . En d’autres
termes :

〈F̂ 2〉 6= 〈F̂ 〉2, (3.94)

ce qui signifie que la force agissant sur l’atome subit des fluctuations quan-
tiques autour de sa valeur moyenne. Nous allons voir que ces fluctuations
se produisent aux fréquence de Bohr ωj` = (Ej ⇔ E`)/~ du mouvement
quantique interne. L’approximation adiabatique tire parti du fait que ces
fréquences sont beaucoup plus élevées que les fréquences caractéristiques
du mouvement du centre de masse. Par conséquent, les fluctuations quan-
tiques de la force créent un micro-mouvement de la particule, semblable à
celui qui se produit pour des particules chargées dans un piège de Paul.
L’énergie cinétique de ce micro-mouvement joue le rôle d’une énergie po-
tentielle pour le mouvement du centre de masse, qui est à l’origine du po-
tentiel scalaire V(r) (Aharonov & Stern 1992; Cheneau et al. 2008).

Opérateur force. Partant de l’expression suivante pour Ĥint(r)

Ĥint(r) =
∑
n

En(r) P̂n(r) avec P̂n(r) = |ψn(r)〉〈ψn(r)|, (3.95)

on obtient l’expression de l’opérateur force :

F̂ (r) =
∑
n

(∇En) P̂n + En

(
∇P̂n

)
(3.96)

avec
∇P̂n = |∇ψn〉〈ψn|+ |ψn〉〈∇ψn|. (3.97)

Force moyenne. Il est simple de calculer la valeur moyenne de F̂ quand
la particule est dans l’état ψ`. Le fait que

〈ψ`|ψ`〉 = 1 ⇒ 〈∇ψ`|ψ`〉+ 〈ψ`|∇ψ`〉 = 0 (3.98)

entraîne que la contribution du terme en ∇P̂n dans (3.96) s’annule et on
obtient simplement

〈ψ`|F̂ |ψ`〉 = ⇔∇E`. (3.99)

Ce résultat est facilement interprétable : la particule se trouvant sur un
niveau interne d’énergieE`(r), son centre de masse subit le champ de force
dérivant de cette énergie. On retrouve d’ailleurs cette contribution sous
forme d’énergie potentielle dans (3.90).

Fluctuations de la force. Les fluctuations de l’opérateur force quand la
particule est préparée dans l’état interne ψ` sont caractérisées par la fonc-
tion de corrélation

C(t, t′) =
1

2
〈δF̂ (r, t) · δF̂ (r, t′) + δF̂ (r, t′) · δF̂ (r, t)〉, (3.100)

où on posé δF̂ = F̂ ⇔ 〈F̂ 〉 et où les opérateurs dans (3.100) sont calculés
en point de vue de Heisenberg. Rappelons ce point de vue ; les opérateurs
tels que

Q̂n,`(r) = |ψn(r)〉〈ψ`(r)| (3.101)

dépendent du temps selon l’équation

i~ ˙̂
Q = [Q̂, Ĥ] (3.102)

ce qui donne

Q̂n,`(r, t) = Q̂n,`(r, 0) eiωn`t. (3.103)

Un calcul relativement long, mais sans difficulté conduit alors à :

C(τ) =
∑
n 6=`

Cn cos (ωn`τ) , (3.104)

où on a posé τ = t⇔ t′ et

Cn = ~2ω2
n` |〈ψ`|∇ψn〉|2 . (3.105)
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Micro-mouvement. Pour analyser les conséquences des fluctuations
quantiques de la force, considérons le problème classique équivalent ; sup-
posons qu’une particule classique est soumise à une force stochastique
F (t) telle que :

F (t) = 0, F (t) · F (t′) = C(t⇔ t′). (3.106)

La transformée de Fourier f(ω) de F (t) est telle que

f(ω) = 0, f∗(ω) · f(ω′) = δ(ω ⇔ ω′) B(ω) (3.107)

où
B(ω) =

1

2

∑
n 6=`

Cn [δ(ω + ωn`) + δ(ω ⇔ ωn`)] (3.108)

est la transformée de Fourier C(τ). La solution de l’équation du mouve-
ment ṗ = F est

p(t) =

∫
f(ω)

iω
eiωt dω (3.109)

ce qui correspond à une impulsion moyenne nulle. En revanche, l’énergie
cinétique moyenne associée est strictement positive et égale à

p2

2M
=

∫
B(ω)

2Mω2
dω =

1

2M

∑
n 6=`

Cn
ω2
n`

(3.110)

=
~2

2M

∑
n 6=`
|〈ψ`|∇ψn〉|2 = V`(r). (3.111)

Dans le calcul explicite de (3.111), la contribution du dénominateur en ω∈2

se compense avec les termes ωn` qui apparaissent dans l’expression (3.105)
de Cn. Finalement, on retrouve exactement le résultat (3.91) pour le po-
tentiel scalaire, ce qui justifie l’interprétation de ce potentiel comme une
énergie cinétique associée au micro-mouvement.

En conclusion, aussi bien le potentiel vecteur A` que le potentiel sca-
laire V` peuvent être compris comme des signatures de l’existence d’un
espace de Hilbert interne associé à la particule. Quand on fait l’approxi-
mation adiabatique et que l’on considère que la particule suit le niveau
ψ`, on pourrait naïvement croire que la seule chose importante est le profil
d’énergieE`(r). Ce n’est pas le cas : l’existence des autres états internes ψn,

même s’ils ne sont pas peuplés, se manifeste au travers de ces deux poten-
tiels, en venant donner une phase quantique non nulle sur une trajectoire
fermée reliée au flux de la courbure de Berry B` (3.47) et en modifiant le
profil énergétique par l’intermédiaire du potentiel scalaire V` (3.91).
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Chapitre 4

Magnétisme artificiel pour un atome isolé (partie 1)
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À l’issue des cours précédents, nous disposons désormais de pistes
pour simuler et caractériser le magnétisme orbital d’une assemblée de par-
ticules neutres. Nous souhaitons arriver à un hamiltonien du type :

ˆH =

(

ˆp�A(

ˆr))2

2M
+ . . . =

ˆp2

2M
�

ˆp ·A(

ˆr)

M
+ . . . . (4.1)

où le potentiel vecteur est « non trivial », c’est-à-dire que

B = r⇥A 6= 0. (4.2)

En particulier, le cas très important en pratique d’un champ magnétique
uniforme peut être réalisé à partir de potentiels vecteurs qui s’écrivent en
jauge symétrique ou en jauge de Landau :

A(sym)

(r) =
B

2

(�yu
x

+ xu
y

) , A(Landau)

(r) = B xu
y

. (4.3)

Pour structurer la présentation des principales approches qui ont été
explorées récemment dans ce champ de recherche, on peut commencer par
cerner plusieurs questions :

– Quel confinement pour les atomes ? Nous envisagerons deux réponses
possibles à cette question. On peut tout d’abord s’intéresser à des
atomes libres ou confinés dans un piège harmonique de raideur assez
faible, pour lesquels on va retrouver quasiment à l’identique la notion
de niveaux de Landau que nous avons déjà rencontrée. On peut à l’in-
verse considérer une ou plusieurs particules confinées dans un réseau

1



MAGNÉTISME ARTIFICIEL POUR UN ATOME ISOLÉ (PARTIE 1) § 1. Physique dans un référentiel tournant

optique à l’approximation des liaisons fortes ; cette « discrétisation de
l’espace » change quelque peu la nature du problème, qui se ramène
alors à l’étude des propriétés topologiques des bandes d’énergie per-
tinentes.

– Souhaite-t-on tirer parti de la structure interne des atomes ? À la différence
des électrons dans les solides, nos atomes possèdent une série d’états
internes que l’on peut coupler entre eux par l’intermédiaire de fais-
ceaux lumineux. Ce degré de liberté permet en particulier d’envisager
la notion de suivi adiabatique d’un niveau habillé, avec la phase de
Berry et le champ de jauge géométrique qui vient avec.

– L’hamiltonien dépend-il explicitement du temps ? Cette possibilité de mo-
duler temporellement le potentiel agissant sur les atomes est égale-
ment un degré de liberté fort utile. Ce potentiel peut avoir une fré-
quence du même ordre que la fréquence cyclotron !

c

que l’on cherche
à faire apparaître, c’est ce que nous allons rencontrer avec la mise
en rotation d’un système. Cette fréquence de modulation peut éga-
lement être beaucoup grande que !

c

, le champ de jauge apparaissant
alors comme un terme séculaire résultant d’un micro-mouvement bien
choisi. Nous en verrons des exemples pour des atomes confinés dans
un réseau optique.

Il n’existe pas (à notre connaissance) de critère universel permettant de
privilégier une approche plutôt que l’autre. L’utilisation de plusieurs états
internes est par exemple un outil de grande flexibilité, mais ouvre la ques-
tion de possibles collisions inélastiques entre atomes, qui ne sont pas un
problème si les atomes sont tous confinés dans l’état interne d’énergie mi-
nimale. Nous allons donc comparer, au fur et à mesure de notre progres-
sion, les avantages et les inconvénients liés à chacune de ces méthodes.
Dans ce chapitre, nous allons donc nous concentrer sur des atomes libres
ou confinés dans un piège harmonique isotrope, de pulsation !. Nous al-
lons passer en revue deux méthodes permettant d’aboutir à l’hamiltonien
modèle (4.1), la première fondée sur la mise en rotation du système et la se-
conde sur l’utilisation explicite de plusieurs états internes atomiques. On
pourra consulter l’article de revue récent de Goldman et al. (2013) pour ap-
profondir les notions développées dans ce chapitre [voir aussi l’article de
Dalibard et al. (2011) pour une revue plus succinte].

1 Physique dans un référentiel tournant

Partant d’un fluide composé de particules neutres de masse M , une des
méthodes les plus simples sur le plan conceptuel pour simuler un magné-
tisme orbital consiste à le « faire tourner ». On considère une assemblée de
particules neutres, et on s’arrange pour que leur environnement (le piège
qui les confine) tourne autour de l’axe z avec une vitesse angulaire ⌦ : l’ha-
miltonien décrivant les forces extérieures agissant sur les atomes est donc
modulé dans le temps avec cette pulsation ⌦. On peut alors montrer que la
dynamique des particules du fluide est équivalente à celle de particules de
charge q plongées dans un champ magnétique tel que

qB = 2M⌦, avec ⌦ = ⌦u
z

. (4.4)

Cette similarité entre magnétisme orbital et rotation se comprend aisément
quand on compare la force de Lorentz responsable du magnétisme et la
force de Coriolis qui apparaît dans un référentiel en rotation :

F
Lorentz

= q v ⇥B, F
Coriolis

= 2M v ⇥⌦. (4.5)

Le but de ce paragraphe est de formaliser cette similarité dans le cadre du
formalisme hamiltonien de la physique quantique, et de dégager la signi-
fication physique des observables pertinentes.

1-1 Mise en rotation d’un système quantique

Considérons pour commencer une particule unique, de masse M , sou-
mise dans un référentiel galiléen R au potentiel indépendant du temps
V (r). Le mouvement quantique de la particule est décrit par l’équation de
Schrödinger avec un hamiltonien indépendant du temps :

i~@ 
@t

=

ˆH avec ˆH =

ˆp2

2M
+ V (

ˆr). (4.6)

Le potentiel V (

ˆr) décrit l’ensemble des facteurs extérieurs agissant sur la
particule : potentiel de confinement dans le cas d’une expérience avec un
gaz piégé, miroirs et séparateurs de faisceaux dans le cas d’une expérience
d’interférométrie. En particulier, pour l’étude d’un gaz de particules et tant
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x

y y

x

⌦t

FIGURE 4.1. Gauche : courbes équipotentielles pour V (r). Droite : courbes équi-
potentielles à un instant donné pour W (r, t), correspondant à une rotation à vi-
tesse angulaire ⌦ du potentiel initial V (r).

que l’hamiltonien est indépendant du temps, la procédure habituelle de
la physique statistique quantique s’applique : recherche des états propres,
écriture d’un état d’équilibre thermique, calcul des différentes grandeurs à
l’équilibre, etc.

Supposons maintenant que l’on fasse tourner le potentiel autour de
l’axe z à vitesse angulaire constante ⌦. L’hamiltonien à une particule dans
le référentiel R dépend alors explicitement du temps :

ˆH(t) =
ˆp2

2M
+W (

ˆr, t) (4.7)

avec (cf. figure 4.1) :

W (x, y, z, t) = V [x cos(⌦t) + y sin(⌦t), �x sin(⌦t) + y cos(⌦t), z]. (4.8)

Dès lors que l’hamiltonien dépend explicitement du temps, il n’est plus
possible d’appliquer la démarche habituelle pour construire un état d’équi-
libre thermique. Néanmoins, on peut dans ce cas se ramener à un pro-
blème indépendant du temps via une transformation unitaire : les mé-
thodes usuelles de la thermodynamique quantique redeviendront alors
utilisables.

Remarque. Nous supposons ici que le potentiel V (r) n’est pas invariant
par rotation autour de l’axe z. Sinon, le potentiel W (r, t) ne dépend effec-

tivement pas du temps et le référentiel R est un référentiel légitime pour
appliquer les concepts de la physique statistique.

1-2 Transformation unitaire

Rappelons tout d’abord les principes généraux d’une transformation
unitaire 1. Partons d’un système décrit par un hamiltonien H(t) dépendant
du temps, et un état évoluant selon l’équation de Schrödinger :

i~@| (t)i
@t

=

ˆH(t)| (t)i. (4.9)

On se donne un opérateur ˆU(t) et on construit les états transformés

| ˜ (t)i = ˆU(t)| (t)i. (4.10)

L’équation d’évolution de | ˜ (t)i est donnée elle aussi par une équation de
Schrödinger, avec l’hamiltonien ˆ

˜H :

i~@|
˜ (t)i
@t

=

ˆ

˜H| ˜ (t)i, ˆ

˜H =

ˆU ˆH ˆU†
+ i~d

ˆU

dt
ˆU †. (4.11)

Notre but dans ce qui suit est de proposer un opérateur ˆU tel que le trans-
formé ˆ

˜H de l’hamiltonien donné en (4.7-4.8) soit indépendant du temps.

Posons

ˆU(t) = exp

⇣
i⌦tˆL

z

/~
⌘

avec ˆL
z

= x̂p̂
y

� ŷp̂
x

= �i~ @

@'
, (4.12)

où la dernière expression fait référence aux coordonnées cylindriques
(r,', z) avec x = r cos', y = r sin'. L’action de ˆU sur une fonction

1. Nous adoptons dans tout ce paragraphe un point de vue quantique, bien adapté aux
applications que nous envisagerons ensuite. Notons toutefois qu’un traitement classique à
partir du formalisme lagrangien donne des résultats formellement identiques. Pour un tel
traitement, on pourra consulter par exemple le livre de Landau & Lifshitz (1982), § 39, ainsi
que le cours au Collège de France de C. Cohen-Tannoudji de l’année 2001-02 (diapos 80-85).
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 (r,', z) est

ˆU (r,', z) = exp

✓
⌦t

@

@'

◆
 (r,', z)

=  (r,', z) + ⌦t
@ 

@'
+

1

2

(⌦t)2
@2 

@'2

+ . . .

=  (r,'+ ⌦t, z). (4.13)

Examinons comment les différents opérateurs intervenant dans (4.7) se
transforment sous l’action de ˆU . Commençons par x̂ et ŷ pour lesquels on
trouve :

ˆUx̂ ˆU †
= x̂ cos(⌦t)� ŷ sin(⌦t), ˆUŷ ˆU†

= x̂ sin(⌦t) + ŷ cos(⌦t). (4.14)

Pour démontrer ces identités, considérons par exemple l’action de ˆUx̂ ˆU †

sur une fonction  (r,', z) :
⇣
ˆUx̂ ˆU †

⌘
 (r,', z) =

⇣
ˆUx̂
⌘
 (r,'� ⌦t, z)

=

ˆU [r cos'  (r,'� ⌦t, z)]
= r cos('+ ⌦t)  (r,', z)

= (x cos(⌦t)� y sin(⌦t))  (r,', z). (4.15)

Le résultat (4.14) peut être inversé pour donner

ˆU (x̂ cos(⌦t) + ŷ sin(⌦t)) ˆU†
= x̂, ˆU (�x̂ sin(⌦t) + ŷ sin(⌦t)) ˆU†

= ŷ,
(4.16)

et donc

ˆUW (

ˆr, t) ˆU †
=

ˆUV [x̂ cos(⌦t) + ŷ sin(⌦)t, �x̂ sin(⌦t) + ŷ cos(⌦t), ẑ] ˆU†

= V (x̂, ŷ, ẑ) (4.17)

qui est indépendant du temps.

Considérons maintenant le terme d’énergie cinétique ˆp2/2m de (4.7).
En utilisant l’opérateur laplacien en coordonnées cylindriques :

ˆp2

2M
= � ~2

2M
� = � ~2

2M

✓
@2

@r2
+

1

r

@

@r
+

1

r2
@

@'2

◆
, (4.18)

on voit que cet opérateur commute avec ˆL
z

= �i~@
'

, ce qui est logique
puisque ce terme d’énergie cinétique est invariant par rotation.

Le dernier terme à calculer pour obtenir l’expression de ˆ

˜H est

i~d
ˆU

dt
ˆU †

= i~
 
i⌦

ˆL
z

~
ˆU

!
ˆU†

= �⌦ˆL
z

, (4.19)

lui aussi indépendant du temps.

Au final, on obtient pour ˆ

˜H l’expression suivante

ˆ

˜H =

ˆp2

2M
+ V (

ˆr)� ⌦ˆL
z

, (4.20)

qui est bien indépendante du temps : on va pouvoir utiliser cet hamiltonien
comme base d’une étude de thermodynamique à l’équilibre.

1-3 Interprétation physique

La transformation unitaire décrite au paragraphe précédent correspond
au changement de repère bien connu, faisant passer du référentiel galiléen
R au référentiel tournant à la vitesse angulaire⌦ autour de l’axe z, noté R0.

Pour montrer cette correspondance, partons d’une base u
j

(j = x, y, z)
liée au repère R. Introduisons la base u0

j

liée à R0 (cf. figure 4.2) :

u0
x

= cos(⌦t)u
x

+ sin(⌦t)u
y

, u0
y

= � sin(⌦t)u
x

+ cos(⌦t)u
y

, u0
z

= u
z

.
(4.21)

Un point M de coordonnées (x, y, z) dans la base u
j

a pour coordonnées :

x0
= cos(⌦t)x+ sin(⌦t)y, y0 = � sin(⌦t)x+ cos(⌦t)y, z0 = z (4.22)

dans la base u0
j

, ce qui assure que

xu
x

+ yu
y

+ zu
z

= x0u0
x

+ y0u0
y

+ z0u0
z

. (4.23)

La comparaison de (4.22) avec le résultat obtenu en (4.16)

ˆU (x̂ cos(⌦t) + ŷ sin(⌦t)) ˆU†
= x̂
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FIGURE 4.2. Base fixe (u
x

,u
y

) du référentiel galiléen R et base tournante u0
x

,u0
y

liée au référentiel en rotation R0.

conduit alors à l’interprétation suivante : l’opérateur x̂ dans la « nouvelle
représentation », c’est-à-dire celle obtenue après transformation unitaire,
correspond à l’opérateur x̂ cos(⌦t) + ŷ sin(⌦t) dans l’ancienne représenta-
tion. Or, d’après (4.22), cet opérateur n’est autre que l’opérateur position
associé à la coordonnée x0 dans la base u0

j

du référentiel tournant.

L’action de ˆU correspond donc bien à un changement de référentiel, les
nouveaux opérateurs position correspondant à la quantité physique « posi-
tion dans la base u0

j

liée au référentiel R0 ».

La présence du terme �⌦ˆL
z

vient, comme pour l’hamiltonien magné-
tique, modifier la relation usuelle entre vitesse et impulsion. On peut défi-
nir l’opérateur vitesse à partir de l’hamiltonien (4.20) en se plaçant en point
de vue de Heisenberg :

ˆv =

d

ˆr

dt
=

i

~ [
ˆ

˜H, ˆr] (4.24)

ce qui conduit à

v̂
x

=

p̂
x

M
+ ⌦ŷ, v̂

y

=

p̂
y

M
� ⌦x̂, v̂

z

=

p̂
z

M
. (4.25)

En d’autres termes, dans la nouvelle représentation, l’impulsion ˆp et la
quantité de mouvement M ˆv sont reliées par la relation

ˆp = M ˆv +M⌦⇥ ˆr. (4.26)

Pour interpréter ce résultat, revenons un instant à la cinématique classique.
Une particule de coordonnées (x, y, z) dans la base u

j

liée à R a pour vi-
tesse dans ce référentiel

vR = ẋu
x

+ ẏu
y

+ żu
z

. (4.27)

Dans la base u0
j

liée au référentiel R0, les coordonnées de la particule sont
(x0, y0, z0) et sa vitesse vaut :

vR0
= ẋ0u0

x

+ ẏ0u0
y

+ ż0u0
z

. (4.28)

Le lien entre vR et vR0 se fait en prenant en compte la rotation des u0
j

par
rapport aux u

j

:
du0

j

dt
= ⌦⇥ u0

j

(4.29)

dont on déduit

xu
x

+ yu
y

+ zu
z

= x0u0
x

+ y0u0
y

+ z0u0
z

) vR = vR0
+⌦⇥ r0. (4.30)

Cette loi de composition des vitesses permet d’interpréter la relation (4.26).
Dans (4.26), l’opérateur ˆv est associé à la quantité physique vitesse dans le
référentiel tournant puisque c’est la dérivée de l’opérateur position dans le
référentiel tournant. On déduit de (4.30) que l’opérateur impulsion ˆp dans
la nouvelle représentation est associé à la quantité physique masse⇥ vitesse
dans le référentiel galiléen R.

Pour terminer, examinons l’opérateur « composante du moment ciné-
tique selon z ». Il est clair que ˆL

z

commute avec ˆU , soit

ˆU ˆL
z

ˆU †
=

ˆL
z

. (4.31)

L’opérateur ˆL
z

correspond donc toujours au moment cinétique dans le ré-
férentiel galiléen R.

1-4 Lien entre magnétisme orbital et rotation

Nous disposons désormais de tous les éléments pour montrer l’équi-
valence entre magnétisme orbital et rotation. Considérons l’hamiltonien
d’une particule chargée dans un champ magnétique uniforme B = B u

z

et faisons le choix de la jauge symétrique :

A(r) =
B

2

(�yu
x

+ xu
y

) (4.32)

ce qui donne (cf. chapitre 2) :

ˆH =

(

ˆp� qA(

ˆr))2

2M
=

p̂2

2M
+

1

8

M!2

c

r2 � !
c

2

ˆL
z

. (4.33)
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avec !
c

= qB/M . L’hamiltonien dans le référentiel tournant (4.20) pos-
sède une structure identique à cet hamiltonien magnétique pourvu que
l’on prenne

⌦ = !
c

/2 (4.34)

et qu’on choisisse le potentiel extérieur V (r) tel que

V (r) =
1

8

M!2

c

r2 =

1

2

M⌦2r2. (4.35)

Ce choix signifie que la force de rappel associée à V (r) compense exacte-
ment la force centrifuge.

Même si on ne prend pas le potentiel V (r) exactement opposé au po-
tentiel centrifuge, on peut toujours écrire l’hamiltonien dans le référentiel
tournant (4.20) comme

ˆH =

(

ˆp� qA(

ˆr))2

2M
+ V (r) + V

centrif.

(r) (4.36)

avec

qA = M⌦(�yu
x

+ xu
y

), V
centrif.

(r) = �1

2

M⌦2r2 (4.37)

ce qui veut dire que l’on simule ainsi le mouvement d’une particule char-
gée plongée dans un champ magnétique uniforme associé à la fréquence
cyclotron !

c

= 2⌦, et soumise en plus au potentiel total V + V
centrif.

.

2 Gaz en rotation

2-1 Anisotropie tournante

Pour mettre un gaz d’atomes froids en rotation, une méthode simple
consiste à partir d’un piège isotrope dans le plan xy, correspondant au
potentiel statique

V
0

(r) =
1

2

M!2

(x2

+ y2) (4.38)
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particle is unchanged. Atom loss leads to a small decrease
in cloud radius which, through conservation of angular
momentum, increases ~!!. Over a period of up to 2 sec we
decrease the number of BEC atoms by up to a factor of
100, to 5! 104, while increasing ~!! from 0.95 to more
than 0.99 [19]. At this point, further reduction in number
degrades the quality of images unacceptably. Ongoing
evaporation is imposed to retain a quasipure BEC with
no discernible thermal cloud.

With increasing rotation, centrifugal force distorts the
cloud into an extremely oblate shape (see Fig. 1) and
reduces the density significantly—thus the BEC ap-
proaches the quasi-two-dimensional regime. For the
highest rotation rates we achieve, the chemical potential
! is reduced close to the axial oscillator energy, "2D "
!

2 #h!z
# 1:5, and the gas undergoes a crossover from inter-

acting- to ideal-gas behavior along the axial direction. To
probe this crossover, we excite the lowest order axial
breathing mode over a range of rotation rates. For a
BEC in the axial Thomas-Fermi regime, an axial breath-
ing frequency !B $

!!!

3
p

!z has been predicted in the limit
~!! ! 1 [20], whereas !B $ 2!z is expected for a non-
interacting gas.

To excite the breathing mode, we jump the axial trap
frequency by 6%, while leaving the radial frequency
unchanged (within <0:5%). To extract the axial breathing
frequency !B, we take 13 nondestructive in-trap images
of the cloud, perpendicular to the axis of rotation. From
the oscillation of the axial Thomas-Fermi radius [21] in
time we obtain !B. Rotation rates are obtained [19] from
the aspect ratio by averaging over all 13 images to elimi-
nate the effect of axial breathing. As shown in Fig. 2(a),
we do indeed observe a frequency crossover from !B $
!!!

3
p

!z to !B $ 2!z as ~!! ! 1. To quantify under which
conditions the crossover occurs, we plot the same data vs
"2D [Fig. 2(b)], where the chemical potential is deter-
mined from the measured atom number, the rotation rate,
and the trap frequencies. For "2D < 3, the ratio !B=!z
starts to deviate from the predicted hydrodynamic value
and approaches 2 for our lowest "2D # 1:5.

As ~!! ! 1, also the dynamics in the radial plane are
affected. For the highest rotation rates, interactions be-
come sufficiently weak that the chemical potential !

drops below the cyclotron energy 2 #h!, which is only a
few percent smaller than the Landau level spacing 2 #h!".
Then, "LLL " !

2 #h! < 1, and the condensate primarily oc-
cupies single-particle states in the LLL. These form a
ladder of near-degenerate states, with a frequency split-
ting of # $ !" %!. The number of occupied states is
NLLL # !

#h# . We are able to create condensates with "LLL
as low as 0.6, which occupy NLLL # 120 states with
a splitting #< 2$! 0:06 Hz. In this regime of near-
degenerate single-particle states a drastic decrease of
the lattice’s elastic shear strength takes place. The elastic
shear modulus C2 is predicted by Baym [11] to decrease
with increasing rotation rate from its value in the ‘‘stiff ’’
Thomas-Fermi (TF) limit, CTF

2 $ n&!' #h!=8 (where n&!'
is the BEC number density) to its value in the mean-field
quantum-Hall regime, of CLLL

2 # 0:16! "LLLCTF
2 . We

directly probe this shear strength by exciting the lowest
order azimuthally symmetric lattice mode [&n $ 1;
m $ 0' Tkachenko mode [9–11] ]. Its frequency !&1;0' (
!!!!!!

C2
p

is expected to drop by a factor of # 2:5 below the TF
prediction when "LLL $ 1.

Our excitation technique for Tkachenko modes has
been described in Ref. [10]. In brief, we shine a focused
red detuned laser (% $ 850 nm) onto the BEC center,
along the axis of rotation. This laser draws atoms into
the center, and Coriolis force diverts the atoms’s inward
motion into the lattice rotation direction. The vortex
lattice adjusts to this distortion, and after we turn off
the beam, the lattice elasticity drives oscillations at the
frequency !&1;0'. We observe the oscillation by varying
the wait time after the excitation and then expanding the

FIG. 1. Side view images of BECs in trap. (a) Static BEC. The
aspect ratio Rz=R" $ 1:57 (N $ 3:8! 106 atoms) resembles
the prolate trap shape. (b) After evaporative spin-up, N $
3:3! 106, ~!! $ 0:953 and (c) evaporative plus optical spin-
up, N $ 1:9! 105, ~!! $ 0:993. Because of centrifugal distor-
tion the aspect ratio is changed by a factor of 8 compared to (a).
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FIG. 2. Measured axial breathing frequency !B=!z (a) as a
function of rotation rate ~!! and (b) vs "2D. Solid line: prediction
for the hydrodynamic regime [20]; dashed line: ideal gas limit.
For ~!! > 0:98 ("2D < 3) a crossover from interacting- to ideal-
gas behavior is observed. Representative error bars are shown
for two data points.
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FIG. 2. (Color online) Preparation of metastable supercurrent
in an annular condensate. (a) The optical ring trap is created by
intersecting a horizontal “sheet” laser beam with a vertical “tube”
LG! beam; the absorption image shows a BEC in an ! = 10 trap.
(b) Two-photon Raman transfer of atoms into a metastable q = !

state is achieved using the LG! trapping beam (red dashed arrow)
and a copropagating Gaussian beam (blue solid arrow). An atom
undergoing an internal state transfer, |↑〉 → |↓〉, also absorbs angular
momentum !h̄ from the LG! laser beam.

discernible thermal fraction of the gas [38]. The sheet beam
provides a nearly isotropic trapping potential in the xy plane,
with trapping frequencies of 6, 7, and 400 Hz along the x̂, ŷ,
and ẑ directions, respectively. The depth of the ring trap Vr is
set by the power of the LG beam. For ! = 3, the ring radius
is ≈12 µm, and the radial trapping frequency varies between
75 and 190 Hz for the Vr values used in our experiments. For
higher ! the trap radius increases approximately linearly [39].

To set the superfluid into rotation via a two-photon Raman
transition, we briefly (∼200 µs) pulse on an auxiliary 805-nm
Gaussian beam, copropagating with the trapping LG beam.
As illustrated in Fig. 2(b), the atoms are transferred between
two internal atomic states, |↑〉 and |↓〉, and simultaneously
pick up angular momentum !h̄. The |↑〉 and |↓〉 are two
Zeeman levels of the F = 1 hyperfine ground state, mF = 1
and 0, respectively. The mF = −1 state is detuned from the
Raman resonance by the quadratic Zeeman shift in an external
magnetic field of 10 gauss.

We first perform a set of interferometric experiments in
order to verify the optically imprinted phase winding (see
also [40–42]). As depicted in Fig. 3, we apply a π/2 Raman
pulse which coherently transfers only half the population into
the rotating |↓〉 state. A subsequent π/2 radio-frequency (rf)
pulse, which carries no angular momentum, mixes the |↑〉 and
|↓〉 states so that in each spin state we get an interference of
rotating (q = !) and nonrotating (q = 0) atoms. This matter-
wave interference converts the phase winding into a density
modulation, with the number of density peaks around the ring
equal to !. In Fig. 3 we show the observed interference patterns
for ! = 3, 5, and 10.

For our main studies (Secs. IV and V) we transfer all the
atoms into the rotating |↓〉 state. If we then ramp down Vr

and transform the ring trap into a simply connected sheet trap,
the phase-imprinted q = ! vortex decays into singly charged
vortices [see Fig. 4(a)]. Note, however, that in this case L/N

FIG. 3. (Color online) Interferometric detection of the imprinted
phase winding. A combination of Raman and rf π/2 pulses results
in matter-wave interference between stationary and moving atoms,
with the number of density peaks equal to !. Absorption images of
the |↑〉 state, taken 3 ms after releasing the atoms from the trap, show
matter-wave interference for ! = 3,5, and 10.

is no longer quantized, its exact value depending on the spatial
arrangement of individual vortices [43]. In the sheet trap the
q = 3 vortex breaks up into three vortices within 1 s; one
vortex leaves the condensate within 10 s, and the last one
typically survives for about 15 s.

To quantify L/N for the annular condensate, we release
the atoms without letting the vortex break up in a reconnected
trap. As seen in Fig. 4(b), the centrifugal barrier due to rotation
of the superfluid results in a central hole in the atomic density
distribution observable even after long time-of-flight (TOF)
expansion [17]. We quantify the rotation of the cloud by fitting
the radius R of the high-density ring surrounding this central
density hole [44].

IV. METASTABILITY AND QUANTIZED DECAY

A. Supercurrent quantization

The first main result of this paper is the direct experimental
demonstration of the quantized nature of the supercurrent
decay, shown in Fig. 5 for a system initially prepared in the
q = 3 state. In Fig. 5(a) we plot the evolution of the radius
R with time after the superfluid was set into rotation. The
quantization of R is strikingly obvious, and we can assign a q
state to each individual image with >99% fidelity.

We consider the quantization of the supercurrent decay the
primary experimental evidence for the vortex-induced phase

FIG. 4. (Color online) Detection of superflow. (a) If the ring trap
is transformed into a simply connected sheet trap, the q = 3 vortex
breaks up into three individual vortices. (b) Absorption images of
nonrotating (left) and rotating (right) BECs after 29 ms of TOF
expansion from the ring trap. We use the radius R to quantify the
rotation of the cloud.
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FIG. 5. (Color online) Quantized superflow decay. A superfluid
prepared in the q = 3 state is held in a ring trap with Vr ≈ 4 µ.
(a) Top panel: radius R as a function of hold time t . The R values fall
into 4 distinct bands corresponding to (top to bottom) q = 3 (blue),
2 (green), 1 (red), and 0 (black). Bottom panel: atom number N vs t for
the same data set. (b) TOF absorption images of the q = 3,2,1, and 0
states. (c) High-contrast histogram of the measured R values confirms
that we can assign a q value to each individual image with near-unity
fidelity. The shaded backgrounds indicate our q-value assignments.

slips as the decay mechanism. Condensate fragmentation
or collective excitations such as solitons would break the
quantization of R [29], while individual particles which break
away from the superflow would gradually fill up the hole in
the center of the expanded cloud; we never see any evidence
of this occurring.

The broad q = 2 and q = 1 plateaus in Fig. 5(a) show that
the intermediate 0 < q < ! states are metastable even after the
supercurrent decay is initiated by the first phase slip. In the
analogy with a particle moving in a washboard potential
[Fig. 1(a)], this corresponds to a strongly damped motion:
when the system escapes from a local energy minimum, it gets
trapped in a new local minimum rather than rapidly decaying
to q = 0.

B. Long-lived q > 1 superflow

The data shown in Fig. 5 were obtained using a ring trap
of depth Vr ≈ 4 µ. In order to test the limits of supercurrent
metastability in our setup, we also perform experiments in a
very shallow trap, with Vr just above the chemical potential
µ [45]. Since the roughness of our trapping potential scales

FIG. 6. (Color online) Long-lived q = 3 superflow. R is plotted
as a function of hold time in a shallow ring trap, showing persistent
superflow for longer than a minute. The dashed lines are guides to
the eye, indicating the bands of R values corresponding to different q

states. The inset shows the decaying BEC atom number for the same
data set; the solid line is a double-exponential fit to the data.

with Vr , reducing the trap depth to ≈µ results in the smoothest
trap we can achieve. This makes the condensate density
almost perfectly uniform around the ring and minimizes the
probability of weak links where the local µ diminishes and the
phase slips are more likely [19].

In Fig. 6 we show the evolution of R for a superfluid
prepared in the q = 3 state and rotating in a shallow ring trap.
The nonzero superflow (R > 0) now persists for more than
a minute and decays only when the condensate itself decays
significantly (see inset of Fig. 6).

The radius R shows a weak dependence on the atom number
N , making the supercurrent quantization less striking than in
Fig. 5, where the fractional variation of N over the relevant
time scale is much smaller. However, we can still see that the R
values fall into distinguishable bands corresponding to q = 3,
2, and 1 states. This allows us to conclude that the q = 3 state is
perfectly stable for ∼40 s and can persist for up to a minute. We
have checked that the slow bending of the q bands with time is
just a consequence of the weak dependence of R on the decay-
ing N (for fixed q) by preparing the initial q = 3 state with de-
liberately reduced initial atom numbers. In similar experiments
in higher ! traps the lifetime of our BEC is shorter, but even
for ! = 10 we still observe superflow persisting for over 20 s.

V. DECAY DYNAMICS

For the rest of this paper we turn to a quantitative study of
the dynamics of the supercurrent decay for different superflow
speeds. We first assess the critical velocity for superflow in
our trap, comparing it with different theoretical calculations,
and then argue that stochastic phase slips are also observed for
flow below this critical velocity.

A. Critical velocity

Generally, as the number of atoms in a rotating BEC
slowly decays with time, superfluidity becomes less robust.

013629-4

L
z

= 2~

L
z

= 3~

L
z

= ~

L
z

= 0

FIGURE 4.3. Gauche : condensat de Bose-Einstein d’atomes de rubidium confinés
dans un piège isotrope dans le plan xy. Droite : Réseau de vortex obtenu en ajou-
tant une anisotropie tournante (Eqs. 4.38-4.39) avec ✏ ⇡ 0.1. Figure extraite de
Madison et al. (2000).

et à ajouter une légère anisotropie tournant à la fréquence angulaire ⌦ :

�V (x, y, t) =

✏

2

M!2

⇥
y0(t)2 � x0

(t)2
⇤

=

✏

2

M!2

h
(� sin(⌦t)x+ cos(⌦t)y)

2 � (cos(⌦t)x+ sin(⌦t)y)
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✏
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⇥
cos(2⌦t)

�
y2 � x2

�
� 2 sin(2⌦t)xy

⇤
(4.39)

où le paramètre ✏ caractérise l’amplitude de l’anisotropie. Dans le référen-
tiel tournant, on obtient un potentiel statique légèrement anisotrope :

V (x, y) = V
0

(x, y) + �V (x, y) =
1

2

M!2

�
(1� ✏)x2

+ (1 + ✏)y2
�

(4.40)

En pratique, ce potentiel tournant peut être créé par un faisceau laser
elliptique ou par un gradient de champ magnétique dépendant du temps.
Nous montrons en figure 4.3 un résultat obtenu avec un gaz de rubidium
mis en rotation par un agitateur laser. La présence d’un réseau régulier de
vortex est la signature incontestable de cette mise en rotation, comme nous
aurons l’occasion de l’expliciter dans un prochain chapitre.
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2-2 Peut-on atteindre la rotation critique ⌦ = ! ?

Nous avons expliqué à la fin du paragraphe précédent que le cas idéal
d’une particule libre plongée dans un champ magnétique uniforme était at-
teint quand le potentiel de confinement V (r) compensait exactement le po-
tentiel centrifuge. C’est dans ce cas, et dans ce cas seulement, que le spectre
à une particule de l’hamiltonien est constitué de niveaux de Landau dégé-
nérés, cette dégénérescence étant un ingrédient important de l’obtention
d’états fortement corrélés en présence d’interactions.

La présence de l’anisotrope ✏ va venir empêcher d’atteindre ce régime.
Plus précisément, on peut montrer que la zone de rotation

⌦/! 2 [1� ✏, 1 + ✏] (4.41)

correspond à une instabilité dynamique pour le mouvement des particules
(Rosenbusch et al. 2002). Ce résultat s’obtient assez simplement en dyna-
mique newtonienne en écrivant les équations du mouvement dans le réfé-
rentiel tournant, en prenant en compte force de Coriolis et force centrifuge,
ainsi que la force liée au potentiel V

0

+ �V :

ẍ� 2⌦ẏ +
⇥
!2

(1� ✏)� ⌦2

⇤
x = 0,

ÿ + 2⌦ẋ+

⇥
!2

(1 + ✏)� ⌦2

⇤
y = 0.

La recherche des valeurs propres de ce système conduit au résultat an-
noncé. Par exemple, si on choisit exactement⌦ = !, on trouve que la quan-
tité x + y diverge comme exp(✏!t/2). Un exemple de cette divergence est
montrée sur la figure 4.4.

Cette instabilité vient donc empêcher de prendre la fréquence angulaire
de rotation ⌦ aussi prêt qu’on le souhaiterait de la pulsation ! du piège :
on est limité à ⌦ . !(1 � ✏). Cela ne serait pas bien grave si ✏ pouvait
être lui-même arbitrairement petit. Mais un piège réel n’est jamais parfai-
tement isotrope et il est donc caractérisé par une anisotropie statique non
nulle ✏

stat.

. Pour que le passage dans le référentiel tournant soit pertinent, il
faut que l’anisotropie tournante ✏ soit grande devant cette anisotropie sta-
tique, ce qui impose en pratique de prendre des paramètres ✏ de quelques
pour cents. Nous verrons dans un cours prochain que cette contrainte nous
laisse relativement éloignés de la physique de l’effet Hall quantique.
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!1012 cm23, and atomic interactions can be neglected
(mean-field energy økBT). The second set of experi-
ments corresponds to a much colder sample (T , 50 nK),
i.e., to a quasipure condensate with 105 atoms.

After evaporation, the atomic cloud is stirred during a
time t by a focused laser beam of wavelength 852 nm and
waist w0 ! 20 mm, whose position is controlled using
acousto-optic modulators [2]. The beam is switched on
abruptly, and it creates a rotating optical-dipole potential
which is nearly harmonic over the extension of the cloud.
Then we switch off the magnetic field and the stirrer, allow
for a 25 ms free fall, and image the absorption of a resonant
laser beam propagating along the z axis. We measure in
this way the transverse density profile of the sample, that
we fit assuming a Gaussian shape for the noncondensed
cloud, and a parabolic TF shape for the condensate. We
extract from the fit the long and short diameters in the
plane z ! 0, and the average position of the cloud. The
latter gives access to the velocity of the center-of-mass of
the cloud before time of flight.

The center-of-mass displacement as a function of
the stirring time t is shown in Fig. 1. We choose here
e ! 0.09 and V ! v!, so that the motion predicted
by Eqs. (1) and (2) is dynamically unstable. To ensure
reliable initial conditions, we deliberately offset the center
of the rotating potential by a few micrometers with respect
to the atom cloud [15]. We find the instability for the
center-of-mass motion both for the noncondensed cloud
(Fig. 1a) and for the quasipure condensate (Fig. 1b). The
center-of-mass displacement increases exponentially, with
an exponent consistent with the measured e.

We consider now the evolution of the size of the atom
cloud as a function of t (Fig. 2). The noncondensed cloud
exhibits the behavior expected from the single particle dy-
namics, i.e., the “explosion” in the X ! Y direction. The
cloud becomes more and more elliptical in the xy plane.
The long radius increases with time, while the short one re-
mains approximately constant (Fig. 2a). On the opposite,
we find that the condensate remains circular (Fig. 2b), with
no systematic increase in size. We then obtain the follow-
ing counterintuitive result: for a significant repulsive inter-
action the atoms remain in a compact cloud, while they fly
apart if the interaction is negligible. We observe this sta-

FIG. 1. Center-of-mass displacement after free expansion (log-
scale) vs stirring time for V ! v! and e ! 0.09. (a) Noncon-
densed cloud with 107 atoms, T ! 5 mK. (b) Condensate with
105 atoms. Solid line: exponential fit to the data.

bility of the shape of the condensate rotating at the critical
velocity for e # 0.2. Above this value of e we find that
the atomic cloud rapidly disintegrates. For e " 0.3, after
a stirring time of 50 ms, we observe several fragments in
the time-of-flight picture.

We now perform a theoretical analysis of how the inter-
particle interaction stabilizes a rotating condensate. To this
end we use the 2D #x, y$ time-dependent Gross-Pitaevskii
(GP) equation for an idealized cylindrical trap (vz ! 0).
In the rotating frame the GP equation reads

i≠tc !
1
2

%2D 1 #1 2 e$X2 1 #1 1 e$Y2

1 2gjcj2 2 2VL̂&c , (3)

where L̂ is the z component of the angular momentum op-
erator. In Eq. (3) the coordinates are given in units of the
initial harmonic oscillator length

p

h̄'mv!, and the fre-
quencies in units of v!. The condensate wave function
c#X,Y , t $ is normalized to unity, and the effective cou-
pling constant is g ! 4paÑ, with a being the positive
scattering length, and Ñ the number of particles per unit
axial length. The effective coupling g depends on density
and characterizes the ratio of the mean-field interparticle
interaction to the radial frequency v!. Our experimental
conditions correspond to g ! 130.

Since the trapping potential is harmonic, the average
center-of-mass motion of the condensate is described by
the classical equations (1) and (2) and is decoupled from
the evolution of the condensate wave function in the center-
of-mass reference frame [15]. We shall therefore restrict
to wave functions c centered at x ! y ! 0 for all times.

We start with a variational analysis of the steady state of
the condensate in the rotating frame. Since the experiment
is restricted to stirring times shorter than typical vortex
nucleation times [2], we use a simple vortex-free Gaussian
ansatz for the condensate wave function [16]:

c#X,Y$ ~ exp#iaXY 2 bX2'2 2 gY2'2$ . (4)

We extremize the GP energy functional with respect to the
real parameters a, b, g. Extremizing with respect to the
phase parameter a gives a ! V#g 2 b$'#g 1 b$. As
b and g should be finite and positive this sets the constraint

FIG. 2. Long (") and short (±) diameters of the atom cloud vs
stirring time, for V ! v!. (a) Noncondensed cloud. (b) Quasi-
pure condensate (same parameters as in Fig. 1).
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FIGURE 4.4. Instabilité dynamique d’un nuage d’atomes froids (non condensé à
gauche, condensat quasi-pur à droite) pour une fréquence de rotation égale à la
fréquence de piégeage ⌦ = !. On observe une croissance exponentielle de l’écart
entre le centre du piège et le centre de gravité du nuage. Le paramètre d’aniso-
tropie ✏ vaut 0.09 pour cette expérience menée avec des atomes de rubidium 87Rb
(!/(2⇡) = 180Hz). Figure extraite de l’article de Rosenbusch et al. (2002).

2-3 Systèmes invariants par rotation

Il existe une alternative intéressante au passage dans le référentiel tour-
nant pour générer le terme en �⌦ˆL

z

, réinterprété ensuite comme un terme
en �ˆp ·A(

ˆr). Cette alternative consiste à injecter un moment cinétique to-
tal moyen non nul hL

z

i dans un gaz confiné dans un piège approximati-
vement invariant par rotation. On laisse ensuite le gaz atteindre un état
thermodynamique stationnaire, compte tenu de ce moment cinétique qui
est une quantité conservée.

L’approche standard pour la recherche de cet état stationnaire est la
technique des multiplicateurs de Lagrange, décrite par exemple dans le
livre de Diu et al. (1989), complément II.E (on pourra consulter aussi l’ou-
vrage de Landau & Lifchitz (1984), § 26 et § 34). Supposons que l’on s’in-
téresse à l’état à température nulle, c’est-à-dire l’état fondamental compte
tenu de la contrainte sur le moment cinétique. On introduit un paramètre
de Lagrange ⌦ pour rendre compte de cette contrainte et on cherche l’état
 qui minimise la valeur moyenne de l’énergie

E(⌦, ) = h | ˆH
⌦

| i avec ˆH
⌦

=

ˆH � ⌦ˆL
z

. (4.42)

La valeur de⌦ est ensuite déterminée de manière à assurer que la moyenne
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de ˆL
z

soit bien celle qu’on a injectée. On est donc amener à travailler avec
le même hamiltonien que celui obtenu par passage dans le référentiel tour-
nant, même si l’interprétation physique de ⌦ est différente : dans un cas,
il s’agit de la fréquence angulaire de rotation imposée de l’extérieur ; dans
l’autre, c’est un paramètre intrinsèque du système qui s’ajuste pour rendre
compte du moment cinétique injecté initialement.

Remarque. Nous avons supposé ici que l’hamiltonien ˆH est invariant par
rotation et commute avec ˆL

z

. Si le système considéré est suffisamment pe-
tit pour qu’une diagonalisation exacte de ˆH soit possible, le passage via
ˆH
⌦

n’est pas nécessaire : on peut simplement chercher une base propre
commune à ˆH et ˆL

z

, puis ne considérer que les états propres qui sont dans
le secteur correspondant au moment cinétique injecté. En revanche, si on
doit avoir recours à des approximations de type champ moyen, c’est bien
à partir de la fonctionnelle E(⌦, ) qu’il faut travailler.

Comment injecter du moment cinétique ? Une fois identifiée cette ap-
proche alternative à la rotation forcée, cette question se pose naturellement.
Parmi les méthodes qui ont été proposées, nous en présenterons ici deux.

– La première est la méthode d’évaporation sélective, mise en place par
Eric Cornell et son groupe (Schweikhard et al. 2004). L’idée est de
mettre dans un premier temps le nuage en rotation par la méthode
« classique » avec un agitateur tournant. Ensuite, on débranche cet
agitateur et le nuage se retrouve confiné dans un piège avec une très
bonne symétrie de rotation autour de l’axe z : le groupe de Boulder es-
time que l’anisotropie résiduelle de leur piège est inférieure à 0.1%. On
procède alors à une évaporation sélective, en enlevant des atomes qui
se trouvent au voisinage de l’axe z, et qui portent donc moins de mo-
ment cinétique que la moyenne. Cette évaporation a pour effet d’aug-
menter le moment cinétique moyen par atome restant dans le piège (fi-
gure 4.5). Le paramètre de Lagrange ⌦, qui représente ici la fréquence
de rotation effective, peut atteindre dans ces expériences 0.993!, ce
qui constitue un record pour un piège purement harmonique. La fonc-
tion d’onde macroscopique peuple de manière significative des états
de moment cinétique allant jusqu’à 120 ~.
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particle is unchanged. Atom loss leads to a small decrease
in cloud radius which, through conservation of angular
momentum, increases ~!!. Over a period of up to 2 sec we
decrease the number of BEC atoms by up to a factor of
100, to 5! 104, while increasing ~!! from 0.95 to more
than 0.99 [19]. At this point, further reduction in number
degrades the quality of images unacceptably. Ongoing
evaporation is imposed to retain a quasipure BEC with
no discernible thermal cloud.

With increasing rotation, centrifugal force distorts the
cloud into an extremely oblate shape (see Fig. 1) and
reduces the density significantly—thus the BEC ap-
proaches the quasi-two-dimensional regime. For the
highest rotation rates we achieve, the chemical potential
! is reduced close to the axial oscillator energy, "2D "
!

2 #h!z
# 1:5, and the gas undergoes a crossover from inter-

acting- to ideal-gas behavior along the axial direction. To
probe this crossover, we excite the lowest order axial
breathing mode over a range of rotation rates. For a
BEC in the axial Thomas-Fermi regime, an axial breath-
ing frequency !B $

!!!

3
p

!z has been predicted in the limit
~!! ! 1 [20], whereas !B $ 2!z is expected for a non-
interacting gas.

To excite the breathing mode, we jump the axial trap
frequency by 6%, while leaving the radial frequency
unchanged (within <0:5%). To extract the axial breathing
frequency !B, we take 13 nondestructive in-trap images
of the cloud, perpendicular to the axis of rotation. From
the oscillation of the axial Thomas-Fermi radius [21] in
time we obtain !B. Rotation rates are obtained [19] from
the aspect ratio by averaging over all 13 images to elimi-
nate the effect of axial breathing. As shown in Fig. 2(a),
we do indeed observe a frequency crossover from !B $
!!!

3
p

!z to !B $ 2!z as ~!! ! 1. To quantify under which
conditions the crossover occurs, we plot the same data vs
"2D [Fig. 2(b)], where the chemical potential is deter-
mined from the measured atom number, the rotation rate,
and the trap frequencies. For "2D < 3, the ratio !B=!z
starts to deviate from the predicted hydrodynamic value
and approaches 2 for our lowest "2D # 1:5.

As ~!! ! 1, also the dynamics in the radial plane are
affected. For the highest rotation rates, interactions be-
come sufficiently weak that the chemical potential !

drops below the cyclotron energy 2 #h!, which is only a
few percent smaller than the Landau level spacing 2 #h!".
Then, "LLL " !

2 #h! < 1, and the condensate primarily oc-
cupies single-particle states in the LLL. These form a
ladder of near-degenerate states, with a frequency split-
ting of # $ !" %!. The number of occupied states is
NLLL # !

#h# . We are able to create condensates with "LLL
as low as 0.6, which occupy NLLL # 120 states with
a splitting #< 2$! 0:06 Hz. In this regime of near-
degenerate single-particle states a drastic decrease of
the lattice’s elastic shear strength takes place. The elastic
shear modulus C2 is predicted by Baym [11] to decrease
with increasing rotation rate from its value in the ‘‘stiff ’’
Thomas-Fermi (TF) limit, CTF

2 $ n&!' #h!=8 (where n&!'
is the BEC number density) to its value in the mean-field
quantum-Hall regime, of CLLL

2 # 0:16! "LLLCTF
2 . We

directly probe this shear strength by exciting the lowest
order azimuthally symmetric lattice mode [&n $ 1;
m $ 0' Tkachenko mode [9–11] ]. Its frequency !&1;0' (
!!!!!!

C2
p

is expected to drop by a factor of # 2:5 below the TF
prediction when "LLL $ 1.

Our excitation technique for Tkachenko modes has
been described in Ref. [10]. In brief, we shine a focused
red detuned laser (% $ 850 nm) onto the BEC center,
along the axis of rotation. This laser draws atoms into
the center, and Coriolis force diverts the atoms’s inward
motion into the lattice rotation direction. The vortex
lattice adjusts to this distortion, and after we turn off
the beam, the lattice elasticity drives oscillations at the
frequency !&1;0'. We observe the oscillation by varying
the wait time after the excitation and then expanding the

FIG. 1. Side view images of BECs in trap. (a) Static BEC. The
aspect ratio Rz=R" $ 1:57 (N $ 3:8! 106 atoms) resembles
the prolate trap shape. (b) After evaporative spin-up, N $
3:3! 106, ~!! $ 0:953 and (c) evaporative plus optical spin-
up, N $ 1:9! 105, ~!! $ 0:993. Because of centrifugal distor-
tion the aspect ratio is changed by a factor of 8 compared to (a).
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FIG. 2. Measured axial breathing frequency !B=!z (a) as a
function of rotation rate ~!! and (b) vs "2D. Solid line: prediction
for the hydrodynamic regime [20]; dashed line: ideal gas limit.
For ~!! > 0:98 ("2D < 3) a crossover from interacting- to ideal-
gas behavior is observed. Representative error bars are shown
for two data points.
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FIGURE 4.5. Mise en rotation d’un nuage par évaporation sélective. Les photos
sont prises selon un axe perpendiculaire à l’axe de rotation z. En enlevant des
atomes avec un moment cinétique inférieur à la moyenne, on augmente la vitesse
de rotation du nuage restant dans le piège. La figure a correspond à un gaz au
repos, la figure b à un gaz après évaporation radiofréquence, la figure c après une
combinaison d’évaporation radiofréquence et lumineuse (un faisceau lumineux se
propageant selon l’axe z éjecte les atomes situés au voisinage de cet axe). La quan-
tité ˜

⌦ désigne ⌦/!. Pour la fréquence de rotation très rapide obtenue en (c), la
force centrifuge déforme considérablement le nuage, qui est alors complètement
aplati dans le plan xy. Cette figure est extraite de l’article de Schweikhard et al.
(2004).

– La seconde méthode consiste à transférer du moment angulaire à par-
tir de faisceaux lumineux. On utilise pour cela une transition Raman
induite par des faisceaux lumineux de type Laguerre–Gauss. Dans
l’expérience de Moulder et al. (2012), les atomes sont initialement
confinés dans un piège annulaire dans un état interne |ai (en l’occur-
rence l’état Zeeman |F = 1,m = 1i du 87Rb). Une transition absorption
– émission stimulée fait passer les atomes de l’état |ai vers un autre état
interne |bi (ici |F = 1,m = 0i). Un des faisceaux porte un moment
cinétique angulaire pouvant aller jusqu’à 10~ alors que l’autre est un
faisceau gaussien de moment cinétique orbital nul. Lors de la transi-
tion Raman, chaque atome gagne donc un moment cinétique allant lui
aussi jusqu’à 10 ~. On réalise ainsi un courant permanent en circula-
tion dans un anneau (figure 4.6).
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particle is unchanged. Atom loss leads to a small decrease
in cloud radius which, through conservation of angular
momentum, increases ~!!. Over a period of up to 2 sec we
decrease the number of BEC atoms by up to a factor of
100, to 5! 104, while increasing ~!! from 0.95 to more
than 0.99 [19]. At this point, further reduction in number
degrades the quality of images unacceptably. Ongoing
evaporation is imposed to retain a quasipure BEC with
no discernible thermal cloud.

With increasing rotation, centrifugal force distorts the
cloud into an extremely oblate shape (see Fig. 1) and
reduces the density significantly—thus the BEC ap-
proaches the quasi-two-dimensional regime. For the
highest rotation rates we achieve, the chemical potential
! is reduced close to the axial oscillator energy, "2D "
!

2 #h!z
# 1:5, and the gas undergoes a crossover from inter-

acting- to ideal-gas behavior along the axial direction. To
probe this crossover, we excite the lowest order axial
breathing mode over a range of rotation rates. For a
BEC in the axial Thomas-Fermi regime, an axial breath-
ing frequency !B $

!!!

3
p

!z has been predicted in the limit
~!! ! 1 [20], whereas !B $ 2!z is expected for a non-
interacting gas.

To excite the breathing mode, we jump the axial trap
frequency by 6%, while leaving the radial frequency
unchanged (within <0:5%). To extract the axial breathing
frequency !B, we take 13 nondestructive in-trap images
of the cloud, perpendicular to the axis of rotation. From
the oscillation of the axial Thomas-Fermi radius [21] in
time we obtain !B. Rotation rates are obtained [19] from
the aspect ratio by averaging over all 13 images to elimi-
nate the effect of axial breathing. As shown in Fig. 2(a),
we do indeed observe a frequency crossover from !B $
!!!

3
p

!z to !B $ 2!z as ~!! ! 1. To quantify under which
conditions the crossover occurs, we plot the same data vs
"2D [Fig. 2(b)], where the chemical potential is deter-
mined from the measured atom number, the rotation rate,
and the trap frequencies. For "2D < 3, the ratio !B=!z
starts to deviate from the predicted hydrodynamic value
and approaches 2 for our lowest "2D # 1:5.

As ~!! ! 1, also the dynamics in the radial plane are
affected. For the highest rotation rates, interactions be-
come sufficiently weak that the chemical potential !

drops below the cyclotron energy 2 #h!, which is only a
few percent smaller than the Landau level spacing 2 #h!".
Then, "LLL " !

2 #h! < 1, and the condensate primarily oc-
cupies single-particle states in the LLL. These form a
ladder of near-degenerate states, with a frequency split-
ting of # $ !" %!. The number of occupied states is
NLLL # !

#h# . We are able to create condensates with "LLL
as low as 0.6, which occupy NLLL # 120 states with
a splitting #< 2$! 0:06 Hz. In this regime of near-
degenerate single-particle states a drastic decrease of
the lattice’s elastic shear strength takes place. The elastic
shear modulus C2 is predicted by Baym [11] to decrease
with increasing rotation rate from its value in the ‘‘stiff ’’
Thomas-Fermi (TF) limit, CTF

2 $ n&!' #h!=8 (where n&!'
is the BEC number density) to its value in the mean-field
quantum-Hall regime, of CLLL

2 # 0:16! "LLLCTF
2 . We

directly probe this shear strength by exciting the lowest
order azimuthally symmetric lattice mode [&n $ 1;
m $ 0' Tkachenko mode [9–11] ]. Its frequency !&1;0' (
!!!!!!

C2
p

is expected to drop by a factor of # 2:5 below the TF
prediction when "LLL $ 1.

Our excitation technique for Tkachenko modes has
been described in Ref. [10]. In brief, we shine a focused
red detuned laser (% $ 850 nm) onto the BEC center,
along the axis of rotation. This laser draws atoms into
the center, and Coriolis force diverts the atoms’s inward
motion into the lattice rotation direction. The vortex
lattice adjusts to this distortion, and after we turn off
the beam, the lattice elasticity drives oscillations at the
frequency !&1;0'. We observe the oscillation by varying
the wait time after the excitation and then expanding the

FIG. 1. Side view images of BECs in trap. (a) Static BEC. The
aspect ratio Rz=R" $ 1:57 (N $ 3:8! 106 atoms) resembles
the prolate trap shape. (b) After evaporative spin-up, N $
3:3! 106, ~!! $ 0:953 and (c) evaporative plus optical spin-
up, N $ 1:9! 105, ~!! $ 0:993. Because of centrifugal distor-
tion the aspect ratio is changed by a factor of 8 compared to (a).
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FIG. 2. Measured axial breathing frequency !B=!z (a) as a
function of rotation rate ~!! and (b) vs "2D. Solid line: prediction
for the hydrodynamic regime [20]; dashed line: ideal gas limit.
For ~!! > 0:98 ("2D < 3) a crossover from interacting- to ideal-
gas behavior is observed. Representative error bars are shown
for two data points.
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QUANTIZED SUPERCURRENT DECAY IN AN ANNULAR . . . PHYSICAL REVIEW A 86, 013629 (2012)

FIG. 2. (Color online) Preparation of metastable supercurrent
in an annular condensate. (a) The optical ring trap is created by
intersecting a horizontal “sheet” laser beam with a vertical “tube”
LG! beam; the absorption image shows a BEC in an ! = 10 trap.
(b) Two-photon Raman transfer of atoms into a metastable q = !

state is achieved using the LG! trapping beam (red dashed arrow)
and a copropagating Gaussian beam (blue solid arrow). An atom
undergoing an internal state transfer, |↑〉 → |↓〉, also absorbs angular
momentum !h̄ from the LG! laser beam.

discernible thermal fraction of the gas [38]. The sheet beam
provides a nearly isotropic trapping potential in the xy plane,
with trapping frequencies of 6, 7, and 400 Hz along the x̂, ŷ,
and ẑ directions, respectively. The depth of the ring trap Vr is
set by the power of the LG beam. For ! = 3, the ring radius
is ≈12 µm, and the radial trapping frequency varies between
75 and 190 Hz for the Vr values used in our experiments. For
higher ! the trap radius increases approximately linearly [39].

To set the superfluid into rotation via a two-photon Raman
transition, we briefly (∼200 µs) pulse on an auxiliary 805-nm
Gaussian beam, copropagating with the trapping LG beam.
As illustrated in Fig. 2(b), the atoms are transferred between
two internal atomic states, |↑〉 and |↓〉, and simultaneously
pick up angular momentum !h̄. The |↑〉 and |↓〉 are two
Zeeman levels of the F = 1 hyperfine ground state, mF = 1
and 0, respectively. The mF = −1 state is detuned from the
Raman resonance by the quadratic Zeeman shift in an external
magnetic field of 10 gauss.

We first perform a set of interferometric experiments in
order to verify the optically imprinted phase winding (see
also [40–42]). As depicted in Fig. 3, we apply a π/2 Raman
pulse which coherently transfers only half the population into
the rotating |↓〉 state. A subsequent π/2 radio-frequency (rf)
pulse, which carries no angular momentum, mixes the |↑〉 and
|↓〉 states so that in each spin state we get an interference of
rotating (q = !) and nonrotating (q = 0) atoms. This matter-
wave interference converts the phase winding into a density
modulation, with the number of density peaks around the ring
equal to !. In Fig. 3 we show the observed interference patterns
for ! = 3, 5, and 10.

For our main studies (Secs. IV and V) we transfer all the
atoms into the rotating |↓〉 state. If we then ramp down Vr

and transform the ring trap into a simply connected sheet trap,
the phase-imprinted q = ! vortex decays into singly charged
vortices [see Fig. 4(a)]. Note, however, that in this case L/N

FIG. 3. (Color online) Interferometric detection of the imprinted
phase winding. A combination of Raman and rf π/2 pulses results
in matter-wave interference between stationary and moving atoms,
with the number of density peaks equal to !. Absorption images of
the |↑〉 state, taken 3 ms after releasing the atoms from the trap, show
matter-wave interference for ! = 3,5, and 10.

is no longer quantized, its exact value depending on the spatial
arrangement of individual vortices [43]. In the sheet trap the
q = 3 vortex breaks up into three vortices within 1 s; one
vortex leaves the condensate within 10 s, and the last one
typically survives for about 15 s.

To quantify L/N for the annular condensate, we release
the atoms without letting the vortex break up in a reconnected
trap. As seen in Fig. 4(b), the centrifugal barrier due to rotation
of the superfluid results in a central hole in the atomic density
distribution observable even after long time-of-flight (TOF)
expansion [17]. We quantify the rotation of the cloud by fitting
the radius R of the high-density ring surrounding this central
density hole [44].

IV. METASTABILITY AND QUANTIZED DECAY

A. Supercurrent quantization

The first main result of this paper is the direct experimental
demonstration of the quantized nature of the supercurrent
decay, shown in Fig. 5 for a system initially prepared in the
q = 3 state. In Fig. 5(a) we plot the evolution of the radius
R with time after the superfluid was set into rotation. The
quantization of R is strikingly obvious, and we can assign a q
state to each individual image with >99% fidelity.

We consider the quantization of the supercurrent decay the
primary experimental evidence for the vortex-induced phase

FIG. 4. (Color online) Detection of superflow. (a) If the ring trap
is transformed into a simply connected sheet trap, the q = 3 vortex
breaks up into three individual vortices. (b) Absorption images of
nonrotating (left) and rotating (right) BECs after 29 ms of TOF
expansion from the ring trap. We use the radius R to quantify the
rotation of the cloud.
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FIG. 5. (Color online) Quantized superflow decay. A superfluid
prepared in the q = 3 state is held in a ring trap with Vr ≈ 4 µ.
(a) Top panel: radius R as a function of hold time t . The R values fall
into 4 distinct bands corresponding to (top to bottom) q = 3 (blue),
2 (green), 1 (red), and 0 (black). Bottom panel: atom number N vs t for
the same data set. (b) TOF absorption images of the q = 3,2,1, and 0
states. (c) High-contrast histogram of the measured R values confirms
that we can assign a q value to each individual image with near-unity
fidelity. The shaded backgrounds indicate our q-value assignments.

slips as the decay mechanism. Condensate fragmentation
or collective excitations such as solitons would break the
quantization of R [29], while individual particles which break
away from the superflow would gradually fill up the hole in
the center of the expanded cloud; we never see any evidence
of this occurring.

The broad q = 2 and q = 1 plateaus in Fig. 5(a) show that
the intermediate 0 < q < ! states are metastable even after the
supercurrent decay is initiated by the first phase slip. In the
analogy with a particle moving in a washboard potential
[Fig. 1(a)], this corresponds to a strongly damped motion:
when the system escapes from a local energy minimum, it gets
trapped in a new local minimum rather than rapidly decaying
to q = 0.

B. Long-lived q > 1 superflow

The data shown in Fig. 5 were obtained using a ring trap
of depth Vr ≈ 4 µ. In order to test the limits of supercurrent
metastability in our setup, we also perform experiments in a
very shallow trap, with Vr just above the chemical potential
µ [45]. Since the roughness of our trapping potential scales

FIG. 6. (Color online) Long-lived q = 3 superflow. R is plotted
as a function of hold time in a shallow ring trap, showing persistent
superflow for longer than a minute. The dashed lines are guides to
the eye, indicating the bands of R values corresponding to different q

states. The inset shows the decaying BEC atom number for the same
data set; the solid line is a double-exponential fit to the data.

with Vr , reducing the trap depth to ≈µ results in the smoothest
trap we can achieve. This makes the condensate density
almost perfectly uniform around the ring and minimizes the
probability of weak links where the local µ diminishes and the
phase slips are more likely [19].

In Fig. 6 we show the evolution of R for a superfluid
prepared in the q = 3 state and rotating in a shallow ring trap.
The nonzero superflow (R > 0) now persists for more than
a minute and decays only when the condensate itself decays
significantly (see inset of Fig. 6).

The radius R shows a weak dependence on the atom number
N , making the supercurrent quantization less striking than in
Fig. 5, where the fractional variation of N over the relevant
time scale is much smaller. However, we can still see that the R
values fall into distinguishable bands corresponding to q = 3,
2, and 1 states. This allows us to conclude that the q = 3 state is
perfectly stable for ∼40 s and can persist for up to a minute. We
have checked that the slow bending of the q bands with time is
just a consequence of the weak dependence of R on the decay-
ing N (for fixed q) by preparing the initial q = 3 state with de-
liberately reduced initial atom numbers. In similar experiments
in higher ! traps the lifetime of our BEC is shorter, but even
for ! = 10 we still observe superflow persisting for over 20 s.

V. DECAY DYNAMICS

For the rest of this paper we turn to a quantitative study of
the dynamics of the supercurrent decay for different superflow
speeds. We first assess the critical velocity for superflow in
our trap, comparing it with different theoretical calculations,
and then argue that stochastic phase slips are also observed for
flow below this critical velocity.

A. Critical velocity

Generally, as the number of atoms in a rotating BEC
slowly decays with time, superfluidity becomes less robust.
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FIGURE 4.6. Courant permanent dans un piège annulaire, réalisé à partir de fais-
ceaux laser dans un mode de Laguerre–Gauss. On transfert un moment cinétique
déterminé aux atomes par une transition Raman stimulée, ce moment cinétique
pouvait atteindre la dizaine de ~ par atome. Une fois créé, ce courant permanent
a une longue durée de vie. Le graphe montre qu’un moment cinétique initial de
3~/atome peut subsister pendant une minute environ. On mesure ce courant à
partir de la taille du trou central dans le nuage dans une expérience de temps de
vol. Ce figures sont extraites de Moulder et al. (2012) (groupe de Z. Hadzibabic à
Cambridge). Des expériences similaires sont menées dans le groupe de G. Camp-
bell au NIST.

3 Le couplage d’un atome au rayonnement

Nous avons vu lors du chapitre consacré à la phase de Berry comment
l’utilisation d’une structure interne des particules, accompagnée d’un suivi
adiabatique d’un état interne dépendant de l’espace, pouvait conduire à
une phase géométrique et un champ de jauge non nuls. Nous avons déjà
indiqué que le cas d’un atome éclairé par un faisceau lumineux cohérent
permettait en principe de mettre cette stratégie en œuvre, en exploitant
l’existence de plusieurs états internes atomiques couplés entre eux par le
rayonnement et l’émergence d’états habillés dépendant de la position.

Pour bien comprendre les possibilités ouvertes par cette approche ainsi
que ses limitations, nous allons commencer par passer en revue les princi-
paux éléments qui permettent de décrire le couplage atome–lumière et la
manière dont il peut être mis en œuvre pour différentes espèces atomiques.
Nous examinerons ensuite, dans ce chapitre et dans celui qui suivra, la
mise en pratique de ce suivi adiabatique.

3-1 Le modèle d’un atome à deux niveaux

Nous considérons dans ce qui suit un atome éclairé par un faisceau
lumineux monochromatique de pulsation !. Nous assimilons l’atome à un
système à deux niveaux, notés |gi et |ei, séparés par l’énergie ~!

0

(figure
4.7), dont l’hamiltonien en absence de lumière s’écrit :

ˆH
0

=

~!
0

2

(|eihe|� |gihg|) . (4.43)

Nous supposons que la fréquence du faisceau lumineux est choisie relati-
vement proche de la résonance atomique :

|�|⌧ !
0

, ! avec � = ! � !
0

. (4.44)

L’hamiltonien décrivant la dynamique interne de l’atome est la somme de
ˆH
0

et du couplage atome-laser ˆV
AL

(t) :

ˆH
interne

(t) = ˆH
0

+

ˆV
AL

(t). (4.45)
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FIGURE 4.7. Modélisation d’un atome par un système à deux niveaux.

La forme de ce couplage peut être simplifiée grâce à l’approximation du
champ tournant 2 pour s’écrire (Cohen-Tannoudji et al. 1989):

ˆV
AL

(t) =
~
2

e

�i!t|eihg|+ ~⇤
2

e

i!t|gihe|. (4.46)

où la fréquence de Rabi complexe  caractérise la force du couplage atome–
lumière, que nous supposerons ici de nature dipolaire électrique. En parti-
culier, le terme (~/2) e�i!t|eihg| décrit le passage de |gi à |ei par absorption
d’un photon dans l’onde lumineuse incidente, et le terme (~⇤/2) ei!t|gihe|
décrit le passage de |ei à |gi par émission stimulée d’un photon dans cette
onde.

Le passage dans le référentiel tournant vis à vis des variables internes
permet de se ramener à l’hamiltonien indépendant du temps 3 :

ˆ

˜H
interne

=

ˆ

˜H
0

+

ˆ

˜V
AL

(4.49)

avec

ˆ

˜H
0

=

~�
2

(|gihg|� |eihe|) , ˆ

˜V
AL

=

~
2

|eihg|+ ~⇤
2

|gihe|. (4.50)

2. Cette approximation consiste à négliger les termes qui auraient une contribution en
e

±i(!+!0)t pour ne garder que les termes en e

±i(!�!0)t (cf. cours 2012-13).
3. Ce passage se fait via la transformation unitaire associée à l’opérateur

ˆU(t) = exp [i (|eihe|� |gihg|)!t/2] (4.47)

et l’hamiltonien transformé (ici indépendant du temps) est obtenu via :

ˆ

˜H =

ˆU(t) ˆH(t) ˆU†
(t) + i~d

ˆU(t)

dt
ˆU†

(t). (4.48)

soit, sous forme matricielle dans la base {|gi, |ei} :

ˆ

˜H
interne

=

~
2

✓
� ⇤

 ��

◆
. (4.51)

C’est cet hamiltonien ˆ

˜H
interne

que nous utiliserons dans la suite, en omet-
tant le signe ˜ pour simplifier l’écriture quand il n’y aura pas d’ambi-
guïté. Les caractéristiques en intensité et en phase du faisceau lumineux
sont contenues dans l’expression de la fréquence de Rabi complexe .
En particulier, lorsqu’on étudiera le mouvement du centre de masse de
l’atome,  sera une fonction de la position de ce centre de masse et notée
(r). Par exemple, pour un atome éclairé par une onde plane progressive,
on aura :

Onde laser plane de vecteur d’onde k : (r) = 
0

e

ik·r, (4.52)

où l’amplitude 
0

sera proportionnelle au champ électrique de l’onde laser,
donc à la racine carré de son intensité.

Pour être utile dans le problème qui nous intéresse ici, à savoir la géné-
ration de champs de jauge artificiels, ce couplage entre état électronique
fondamental et état électronique excité doit pouvoir se faire sans émis-
sion spontanée de photons. De tels processus d’émission spontanée sont
en effet incohérents et constituent des sources de chauffage pour le gaz
atomique que l’on cherche à manipuler. L’utilisation d’un état électronique
excité n’est donc possible que pour des classes d’atomes pour lesquels il
existe des états excités de très longue durée de vie, bien supérieure à la
durée typique d’une expérience.

En pratique, les atomes adéquats sont des atomes à deux électrons ex-
ternes comme Mg, Ca, Sr, Hg, Yb : leur état fondamental est un état singulet
de spin et certains états excités peuvent alors être métastables, s’ils corres-
pondent à un triplet de spin. L’atome d’Ytterbium par exemple a pour état
fondamental un état 6s6s 1S

0

et possède un état excité 6s6p 3P
0

de durée de
vie estimée à plus de 10 secondes, qui convient parfaitement pour ce type
d’expérience, au moins à des densités suffisamment faibles pour que les
collisions inélastiques impliquant des atomes dans l’état excité soient né-
gligeables [pour une étude de ces collisions, voir par exemple Scazza et al.
(2014)]. L’utilisation de réseaux optiques, dans lesquels on peut rendre très
faible la probabilité d’avoir plus d’un atome par site, permet également de
contourner cette difficulté liée aux collisions inélastiques.
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FIGURE 4.8. Excitation d’une transition Raman entre deux sous-niveaux fonda-
mentaux |g

1

i et |g
2

i.

3-2 Le modèle d’une transition Raman

Nous avons considéré dans le paragraphe ci-dessus une transition entre
l’état fondamental |gi et un état excité |ei, couplé à |gi par une transition
dipolaire électrique. Pour la plupart des espèces atomiques, notamment
les atomes alcalins, les états |ei de ce type ont une durée de vie par émis-
sion spontanée de l’ordre de quelques dizaines ou quelques centaines de
nanosecondes. Cette durée de vie est beaucoup trop courte pour que la
transition |gi $ |ei puisse être utilisée telle quelle pour générer un champ
magnétique artificiel utilisable.

On peut contourner cette difficulté en tirant parti du fait que le niveau
fondamental est lui-même composé de plusieurs sous-niveaux, et en utili-
sant des transitions Raman entre ces sous-niveaux (figure 4.8). Considérons
deux sous-niveaux |g

1

i et |g
2

i, séparés par l’énergie E
2

�E
1

, et supposons
qu’on éclaire l’atome par deux ondes lumineuses de pulsations respectives
!
a

et !
b

avec :

~(!
a

� !
b

) ⇡ E
2

� E
1

. (4.53)

Les deux niveaux |g
1

i et |g
2

i peuvent être couplés de manière cohérente par
l’intermédiaire d’une transition impliquant un (ou plusieurs) états excités
électroniques. Dans le cas où un seul état |ei est impliqué, le couplage peut

s’écrire (après passage dans le référentiel tournant) :

ˆV
AL

=

~
a

2

|eihg
1

|+ ~
b

2

|eihg
2

|+ h.c. (4.54)

On peut alors éliminer l’état excité pour se ramener à un hamiltonien
effectif agissant dans le sous-espace engendré par les deux états |g

1

i et |g
2

i.
Par exemple, le couplage permettant de passer de |g

1

i à |g
2

i, par absorp-
tion d’un photon dans l’onde a, puis émission stimulée d’un photon dans
l’onde b, est donné à l’ordre le plus bas par la fréquence de Rabi effective :

~
e↵

2

=

✓
~

a

2

◆

g1$e

⇥ 1

~�
e

⇥
✓
~⇤

b

2

◆

e$g2

(4.55)

L’hamiltonien décrivant la dynamique interne de l’atome dans le sous-
espace {|g

1

i, |g
2

i} est une matrice 2 ⇥ 2 de structure similaire à (4.51), où
l’on remplace le désaccord � = ! � !

0

par le désaccord Raman :

� = ~(!
a

� !
b

)� (E
2

� E
1

) (4.56)

et  par 
e↵

. En particulier, si les ondes a et b sont des ondes planes de
vecteurs d’onde k

1

et k
2

, cette fréquence de Rabi effective s’écrit

Ondes planes k
a

,k
b

: 
e↵

(r) = 
0

e

i(ka�kb)·r. (4.57)

En modifiant l’angle entre les vecteurs d’onde k
a

et k
b

, on peut ajuster le
transfert d’impulsion dans cette transition Raman depuis une valeur quasi-
nulle (quand k

a

et k
b

sont colinéaires 4) jusqu’à 2k
0

= 2!
0

/c, quand k
a

et
k
b

sont opposés. Cette flexibilité dans le choix du transfert d’impulsion,
à désaccord � donné, est un élément très appréciable de ces transitions
Raman.

Les déplacements lumineux. Quand on utilise une transition Raman, il
faut compléter l’hamiltonien précédent (4.51) en ajoutant aux coefficients
diagonaux les déplacements lumineux des états |g

1

i et |g
2

i. Ces déplace-
ments correspondent aux processus absorption–émission stimulée partant de

4. On retrouve alors le résultat que l’on obtiendrait en induisant la transition g1 $ g2 par
une micro-onde.
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et revenant sur |g
1

i (et idem pour |g
2

i). Dans le modèle d’atome à trois ni-
veaux adopté ici, ils valent |

j

|2/4�
e

(j = 1, 2), de sorte que l’hamiltonien
effectif dans le sous-espace {|g

1

i, |g
2

i} s’écrit :

ˆH
interne

=

~
2

✓
�+ |

a

|2/2�
e

⇤
a


b

/2�
e


a

⇤
b

/2�
e

��+ |
b

|2/2�
e

◆
. (4.58)

Quand les ondes a et b sont des ondes planes, ces déplacements lumineux
sont uniformes dans l’espace et peuvent donc être réintégrés dans la défi-
nition des énergies E

1

et E
2

des sous-niveaux |g
1

i et |g
2

i.

Signalons un cas particulier remarquable pour un désaccord Raman �
nul. Dans ce cas, l’hamiltonien effectif

ˆH
interne

=

~
4�

e

✓
|

a

|2 ⇤
a


b


a

⇤
b

|
b

|2
◆
. (4.59)

est facile à diagonaliser. En particulier, une de ses deux valeurs propres
vaut 0 et le vecteur propre associé est l’état noir (Arimondo 1996):

| 
noir

i / 
b

|g
1

i � 
a

|g
2

i, (4.60)

dont on peut vérifier immédiatement qu’il n’est pas couplé à l’état excité
|ei par le couplage (4.54).

3-3 Transitions Raman : alcalins vs. lantanides

Comme nous l’avons indiqué, l’utilisation d’une transition Raman entre
états issus du niveau fondamental est un moyen très efficace pour réduire
le chauffage et la décohérence dus aux processus d’émission spontanée.
Toutefois, cette réduction n’est pas forcément suffisante pour les atomes
les plus « populaires » dans les expériences d’atomes froids, à savoir les
atomes alcalins. Une classe d’atomes beaucoup plus favorable est tirée de
la catégorie des lantanides, erbium ou dysprosium par exemple. Les ré-
sultats de plusieurs expériences manipulant ces atomes ont récemment été
publiés (Aikawa et al. 2012; Lu et al. 2012) et nous allons brièvement ex-
pliquer en quoi ces espèces atomiques sont très prometteuses par rapport
aux alcalins. Nous allons pour cela nous intéresser au facteur de mérite

M =


e↵

�
(4.61)
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FIGURE 4.9. Transition de résonance d’un atome alcalin, avec la structure fine
de l’état excité et la structure hyperfine du niveau fondamental, représentée ici
pour un spin nucléaire I = 3/2 (cas de 7Li, 23Na, 39K,41K,87Rb). Le clivage des
sous-niveaux Zeeman représenté sur la figure de droite est induit par un champ
magnétique extérieur.

où � est le taux d’émission spontanée lié aux faisceaux créant le couplage
Raman. Notre discussion suivra d’assez prêt celles de Nascimbene (2013)
et Cui et al. (2013).

Les atomes alcalins. Considérons un atome alcalin, de niveau fondamen-
tal électronique |gi ⌘ |nsi, éclairé par un faisceau lumineux de fréquence
relativement proche de la raie de résonance de l’atome ns $ np. On rap-
pelle que le premier niveau excité est en fait clivé en deux sous-niveaux
np

1/2

et np
3/2

du fait de l’interaction de structure fine, ce qui donne nais-
sance à deux raies de résonance D

1

et D
2

(le fameux « doublet jaune » du
sodium par exemple). Par ailleurs, le spin I du noyau étant non nul, le
niveau fondamental ns et les niveaux excités np

1/2

et np
3/2

sont égale-
ment clivés par l’interaction de structure hyperfine. En particulier, le ni-
veau fondamental se décompose en deux sous-niveaux de moment angu-
laire F = I ± 1/2 (figure 4.9).

Supposons qu’un champ magnétique extérieur soit appliqué pour le-
ver la dégénérescence entre les différents états Zeeman. Quand on éclaire
l’atome par deux faisceaux lumineux de fréquence et de polarisations bien
choisies, des transitions Raman résonantes peuvent se produire entre états
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Zeeman adjacents (figure 4.9 à droite) :

|g, F,m
F

i $ |g, F,m
F

± 1i. (4.62)

L’ordre de grandeur de l’élément de matrice correspondant est


e↵

⇠ 2
✓

1

�

2

� 1

�

1

◆
(4.63)

où �
1

= ! � !
1

et �
2

= ! � !
2

sont les désaccords du laser par rapport
aux transitions de résonance D

1

et D
2

. Les contributions de ces deux tran-
sitions apparaissent avec des signes opposés dans (4.63), ce qui correspond
à une interférence destructive entre les deux chemins allant de |g, F,m

F

i à
|g, F,m

F

± 1i, en passant par np
1/2

ou np
3/2

.

Rappelons l’origine de ce phénomène, discuté plus en détail dans le
cours de l’an dernier. Le couplage atome-lumière est de type dipolaire élec-
trique, en qr · E , où r est la position de l’électron externe de l’atome et E
le champ électrique lumineux. Ce couplage porte donc uniquement sur les
variables orbitales de l’électron et ne concerne pas son spin. Le fait que l’on
puisse malgré tout basculer le spin de l’électron dans une transition Ra-
man provient du couplage spin-orbite responsable de la levée de dégéné-
rescence entre np

1/2

et np
3/2

. Or, quand on prend un désaccord lumineux
grand devant la structure fine (�

1

⇡ �
2

), l’effet de ce couplage spin-orbite
devient négligeable et il est normal que le couplage Raman tende vite vers
0 (comme 1/�2), plus rapidement qu’on aurait pu le supposer naïvement
à partir de (4.55).

Le taux d’émission spontanée pour un atome alcalin vaut quant à lui (à
des facteurs numériques près)

� ⇠ �2
✓

1

�

2

1

+

1

�

2

2

◆
, (4.64)

où ��1 désigne la durée de vie radiative des niveaux excités np
1/2

et np
3/2

.
L’élément de matrice Raman et le taux d’émission spontanée sont donc
tous deux proportionnels à l’intensité lumineuse (2), si bien que le facteur
de mérite M ne dépend pas de cette intensité, mais simplement du désac-
cord. Le facteur de mérite optimal est obtenu en prenant un faisceau laser
tel que �

1

⇡ ��
2

, ce qui conduit à

M ⇠ �s.f.

�

, (4.65)

où �
s.f.

= �

1

� �
2

représente l’écart de structure fine entre les niveaux
np

1/2

et np
3/2

.

Pour l’atome de rubidium, une fois les facteurs numériques correcte-
ment pris en compte, ce facteur de mérite vaut environ 1.5 10

5, ce qui
correspond à un chauffage d’une quinzaine de nanokelvins par seconde
si on prend l’élément de matrice Raman égal à l’énergie de recul ~2k2/2M
(valeur minimale pour générer des champs de jauge dans l’approximation
adiabatique). Si l’on souhaite travailler avec des atomes fermioniques, il
faut se tourner vers le potassium 40 ; le facteur de mérite est alors beau-
coup plus faible et le taux de chauffage pour ~

e↵

= E
r

atteint 700 nK/s
(Nascimbene 2013). Ces taux de chauffage sont notablement trop grands
pour les recherches portant sur les états fortement corrélés ; nous verrons
en effet que les énergies caractérisant ces états sont elles-mêmes de l’ordre
de la dizaine de nanokelvins, et les temps nécessaires pour atteindre l’état
d’équilibre thermodynamique peuvent dépasser la seconde.

Lantanides : erbium, dysprosium. Considérons maintenant des espèces
atomiques comme l’erbium et le dysprosium. Les propriétés électroniques
de ces atomes sont très différentes de celles des alcalins. On peut dans
une certaine mesure considérer ces atomes comme ayant deux électrons
externes (niveau 6s2 pour Dy), mais leur état fondamental n’est pas de mo-
ment cinétique orbital nul en raison des électrons disposés sur la dernière
couche interne incomplète (4f10 pour Dy, conduisant à un moment ciné-
tique orbital L = 6). Le bas du spectre d’énergie de ces atomes comporte
donc des raies correspondant à l’excitation de l’un des deux électrons ex-
ternes ou d’un électron de cette couche interne.

Nous avons reporté sur la figure 4.10 quelques niveaux pertinents du
dysprosium [pour l’erbium, une étude détaillée est présentée par Lepers
et al. (2013)]. On trouve tout d’abord une raie bleue intense, correspon-
dant à la transition de résonance 6s2 !6s 6p de largeur naturelle �

b

/2⇡ =

30MHz. Cette raie est clivée par l’interaction de structure fine en trois com-
posantes de longueurs d’onde 405, 419 et 421 nm. Si cette raie était seule
présente, on rencontrerait le même problème que pour les atomes alcalins
pour générer un élément de matrice Raman important : quand le désac-
cord du laser est grand devant l’écart entre ces raies, l’élément de matrice
décroit comme le carré du désaccord et le facteur de mérite M ne serait
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FIGURE 4.10. Quelques niveaux pertinents du Dysprosium : la raie de résonance
principale, clivée par la structure fine, est dans le bleu. Un couplage Raman efficace
entre états Zeeman de l’état fondamental est obtenu en prenant un laser proche de
la résonance avec une raie étroite située dans le rouge, par exemple la raie à 741
nm.

pas très bon. Mais il existe également de nombreuses raies étroites dans
le spectre du dysprosium atomique, comme la raie rouge correspondant à
l’excitation d’un électron de la couche interne 4f10 !4f95d à 741 nm (terme
5K�), de largeur �

r

/2⇡ ⇠ 2kHz (Cui et al. 2013).

L’idée est alors de prendre une transition Raman proche de la résonance
avec ce niveau étroit, avec un désaccord optimisant le facteur de mérite.
Plus précisément, le couplage Raman est d’ordre


e↵

⇠ (d
r

E)2

�

r

(4.66)

(où l’indice r fait référence à la transition rouge) alors que le taux d’émis-
sion spontanée est obtenu en sommant les contributions des raies rouge et

bleue 5 :

� ⇠ �
r

(d
r

E)2

�

2

r

+ �

b

(d
b

E)2

�

2

b

. (4.67)

Dans ces expressions, on a introduit les dipôles atomiques d
b

et d
r

associés
aux transitions bleue et rouge, avec

�

r

�

b

⇠ d2
r

d2
b

. (4.68)

L’optimisation du facteur de mérite est alors simple et conduit à un désac-
cord tel que

|�
r

| ⇠ |�
b

| �r
�

b

. (4.69)

Comme le rapport �
r

/�
b

est très petit devant 1 (⇠ 10

�4), cela revient à
choisir un laser pour le couplage Raman désaccordé d’un dixième de na-
nomètre environ par rapport à la raie rouge. Le facteur de mérite est alors
simplement

M ⇠ �b

�

b

, (4.70)

ce qui est beaucoup plus grand que le résultat pour les alcalins car �
b

est de l’ordre d’une fréquence optique. Une fois tous les facteurs numé-
riques pris en compte, on trouve un taux de chauffage inférieur au nano-
kelvin/seconde pour un couplage Raman égal à l’énergie de recul, aussi
bien pour des isotopes bosoniques que fermioniques ; cela semble nette-
ment plus prometteur que le cas des atomes alcalins (Nascimbene 2013).

4 Potentiels vecteur et scalaire pour un atome

La première transposition des concepts de potentiels de jauge géomé-
triques au cas d’un atome en mouvement dans une onde laser est due à
Dum & Olshanii (1996), qui s’intéressaient au mouvement d’un atome dans

5. Nous donnons ici des expressions de type « approximation de champ tournant », alors
que pour les grands désaccords en jeu pour la transition bleue, les termes anti-résonnants
peuvent avoir une contribution significative. Nous ne pouvons donc espérer obtenir ici que
l’ordre de grandeur du facteur de mérite. Un calcul plus précis est bien sûr possible, au prix
d’expressions mathématiques moins transparentes.
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un réseau optique. Ils ont établi les expressions générales des potentiels de
jauge, puis se sont concentrés sur le cas du potentiel scalaire : un point clé
de leur approche est qu’un état « noir », combinaison linéaire d’états in-
ternes en principe non couplée à la lumière, ressent néanmoins une force
non nulle due au gradient du potentiel scalaire géométrique.

Dans ce paragraphe, nous allons commencer par établir une expression
générale pour ces potentiels, puis particulariser notre discussion à la situa-
tion la plus simple, le cas d’un atome à deux niveaux. Nous terminerons
par une description de la première expérience ayant mis en évidence le po-
tentiel géométrique scalaire sur un atome, faite par Dutta et al. (1999) dans
le prolongement de la proposition de Dum & Olshanii (1996).

4-1 Expressions générales

Au paragraphe précédent, nous avons mis l’expression de l’hamilto-
nien interne de l’atome couplé au rayonnement sous forme d’une matrice
(2F + 1) ⇥ (2F + 1). Par exemple, pour une atome à deux niveaux, nous
avons écrit cet hamiltonien dans la base {|gi, |ei} sous la forme

ˆH
interne

=

~
2

✓
� ⇤

 ��

◆
. (4.71)

Cette matrice peut dépendre a priori de la position du centre de masse de
l’atome par l’intermédiaire de plusieurs paramètres :

– la phase du ou des faisceaux lasers incidents sur l’atome, qui apparait
dans la phase du coefficient ,

– l’intensité du faisceau laser, qui est proportionnelle à ||2,

– un gradient de polarisation du faisceau lumineux,

– une possible variation spatiale du désaccord �, obtenue par exemple
en plongeant l’atome dans un champ magnétique non homogène.

La procédure générale que nous avons suivie au chapitre précédent
pour dégager la notion de connexion de Berry s’applique telle quelle dans
ce cas. Pour toute position r du centre de masse, on peut diagonaliser la
matrice ˆH

interne

et obtenir ses 2F + 1 états propres | 
n

(r)i, d’énergies no-
tées E

n

(r), que nous appellerons états habillés. Supposons l’atome préparé

à l’instant initial t = 0 dans un de ces états habillés :

 (r, 0) = �
`

(r, 0) | 
`

(r)i. (4.72)

Si les conditions nécessaires à l’approximation adiabatique sont remplies
et si on peut négliger les processus d’émission spontanée, l’atome suivra
adiabatiquement cet état habillé et on aura à chaque instant :

 (r, t) = �
`

(r, t) | 
`

(r)i. (4.73)

Nous avons vu au chapitre précédent que le mouvement externe de
l’atome, décrit par l’évolution de la fonction d’onde �

`

(r, t) est donné par
une équation de Schrödinger pour une particule scalaire (sans structure
interne) soumise au potentiel vecteur (connexion de Berry) :

A
`

(r) = i~h 
`

|r 
`

i, (4.74)

cette équation de Schrödinger effective s’écrivant ici

i~@�`
@t

=

"
(

ˆp�A
`

(r))2

2M
+ E

`

(r) + V
`

(r)

#
�
`

(r, t), (4.75)

où V
`

(r) est le potentiel scalaire additionnel, apparaissant lui aussi du fait
de l’approximation adiabatique :

V
`

(r) =
~2
2M

X

n 6=`

h 
n

|r 
`

i|2. (4.76)

4-2 Le résultat pour un atome à deux niveaux

Nous pouvons expliciter les résultats (4.74) et (4.76) pour le cas de
l’atome à deux niveaux en mettant la matrice 2 ⇥ 2 donnée en (4.71) sous
la forme

ˆH
interne

=

~⌦
2

✓
cos ✓ e

�i�

sin ✓
e

i�

sin ✓ � cos ✓

◆
, (4.77)

avec pour la fréquence de Rabi généralisée ⌦, l’angle de mélange ✓ et
l’angle de phase � :

⌦ =

p
�

2

+ ||2, cos ✓ =
�

⌦

, sin ✓ =
||
⌦

,  = || ei�, (4.78)
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où ⌦, ✓ et � sont des fonction de r, avec ✓ 2 [0,⇡]. Les deux états habillés
sont alors

| 
+

i =
✓

cos(✓/2)
e

i�

sin(✓/2)

◆
, | �i =

✓
sin(✓/2)

�ei� cos(✓/2)

◆
, (4.79)

avec les énergies associées :

E± = ±~⌦
2

. (4.80)

La connexion de Berry pour chacun de ces états se calcule aisément et vaut

A±(r) =
~
2

(�1 ± cos ✓) r�. (4.81)

Il faut donc que l’onde lumineuse présente un gradient de phase pour don-
ner naissance à un potentiel vecteur géométrique non nul. En particulier,
une onde lumineuse stationnaire conduit toujours à A = 0.

Le potentiel scalaire vaut quant à lui

V±(r) =
~2
8M

h
(r✓)

2

+ sin

2 ✓ (r�)
2

i
, (4.82)

et il crée une bosse de potentiel aux points où les états habillés varient vite
avec la position r.

Remarque : changement de jauge. La valeur de A± dépend du choix de
jauge, c’est-à-dire de la phase locale qu’on choisit pour écrire les états | ±i.
Dans (4.79), nous avons pris une convention qui permet un raccord facile
(sans phase additionnelle) à l’état |gi. Un autre choix « naturel » consiste à
favoriser plutôt le raccord à |ei et prendre ainsi

| 0
+

i =
✓
e

�i�

cos(✓/2)
sin(✓/2)

◆
, | 0

�i =
✓
e

i�

sin(✓/2)
� cos(✓/2)

◆
(4.83)

ce qui conduit à

A0
±(r) =

~
2

(1± cos ✓) r�. (4.84)

On peut également panacher et prendre (par exemple) la valeur (4.79) pour
| 

+

i et la valeur (4.83) pour | 0
�i... En d’autres termes, l’invariance de jauge

se manifeste ici par la possibilité d’ajouter ou retrancher à A± un terme
proportionnel seulement à r�. Le potentiel scalaire est quant à lui inva-
riant de jauge.

4-3 Le potentiel scalaire dans un réseau « gris »

Pour mettre en évidence le potentiel scalaire V , Dutta et al. (1999) ont
utilisé un réseau optique à une dimension. Suivant l’idée initiale de Dum &
Olshanii (1996), ils ont choisi une configuration où le niveau habillé E

1

(r)
était quasiment plat, pour que la force due au potentiel scalaire géomé-
trique V

1

(r) constitue une modification importante de la dynamique des
atomes.

Le réseau 1D est constitué de deux ondes lumineuses contre-
propageantes le long de l’axe z. Ces deux ondes ont des polarisations li-
néaires croisées ✏

x

et ✏
y

(figure 4.11a). Quand on additionne de manière
cohérente les champs électrique de ces deux ondes, on obtient une intensité
constante, mais une polarisation résultante qui varie le long de l’axe z. En
certains points, cette polarisation est linéaire et orientée à 45˚ par rapport
aux axes x, y. À une distance �/8 de ces points, la polarisation est circulaire
droite ou circulaire gauche. Entre ces points particuliers, la polarisation est
généralement elliptique.

Le laser est choisi presque résonnant avec la transition de la raie D
1

de l’atome de rubidium (isotope 87), plus précisément avec la transition
reliant |g, F = 2i et |e, F = 2i (figure 4.11b). Si cette transition était la seule
en jeu, on peut montrer qu’un des états habillés serait « noir » en tout point
de l’espace, c’est-à-dire que l’énergie E

1

(z) du niveau habillé | 
1

(z)i serait
nulle. Ceci se comprend simplement pour quelques points particuliers de
l’axe z :

– Là où la polarisation est circulaire �±, l’état | 
1

(z)i correspondant à
E

1

= 0 est l’état polarisé |g, F = 2, m
z

= ±2i.
– Là où la polarisation est linéaire, on peut prendre l’axe u de cette pola-

risation comme axe de quantification et l’état | 
1

(z)i correspond alors
à |g, F = 2, mu = 0i. En effet, pour F entier, le coefficient de Clebsh-
Gordan reliant les deux états |g, F,m = 0i et |e, F,m = 0i est toujours
nul.

Par conséquent, si cette transition |g, F = 2i et |e, F = 2i était la seule en
jeu, on en déduirait que E

1

(z) = 0 pour tout z, ce qui veut dire que la dyna-
mique serait uniquement due au potentiel scalaire V(z) : son identification
serait facile.

La proximité du niveau excité |e, F = 1i vient perturber un peu ce rai-
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sonnement. Si les états |g, F = 2, m
z

= ±2i restent noirs là où la lumière
est �±, il n’en va pas de même pour les points où la lumière est polarisé
linéairement : l’état |g, F = 2, mu = 0i devient légèrement couplé à la lu-
mière par l’intermédiaire du niveau |e, F = 1,mu = 0i. Il en résulte que
l’énergie E

1

(z) est légèrement modulée le long de l’axe z, comme repré-
senté sur la figure 4.11c. Néanmoins, cette modulation résiduelle de l’éner-
gie E

1

(z) est suffisamment faible pour que le potentiel scalaire V(z) joue un
rôle très significatif pour le niveau habillé fondamental. Ces deux fonctions
sont tracées à la même échelle sur la figure 4.11 et elles ont effectivement
des amplitudes comparables.

Pour étudier la dynamique des atomes dans ce réseau, Dutta et al.
(1999) ont préparé les atomes par pompage optique dans les puits cor-
respondant à la polarisation �

+

, ces atomes étant en majorité dans le ni-
veau habillé d’énergie le plus bas 6. Ils ont ensuite étudié la dynamique du
transfert des puits �

+

vers les puits �� du fait de l’effet tunnel à travers la
barrière créée par la superposition E

1

(z)+V(z). L’oscillation tunnel corres-
pondante est montrée sur la figure 4.11d, avec une simulation numérique
reproduisant remarquablement bien le résultat expérimental.

On déduit de cette oscillation une période caractéristique ; Dutta et al.
(1999) ont mesuré cette période pour différentes puissances de l’onde sta-
tionnaire et leur résultat est reporté sur la figure 4.11e. Si le potentiel E

1

(z)
était le seul présent, on s’attendrait à ce que la période augmente avec l’in-
tensité, puisque la hauteur de la barrière serait proportionnelle à cette in-
tensité. Mais le potentiel scalaire géométrique V(z) est pratiquement indé-
pendant de l’intensité : c’est donc lui qui domine la dynamique tunnel à
basse intensité, ce qui explique pourquoi le temps tunnel tracé en figure
4.11e ne change que très peu quand on varie l’intensité lumineuse par un
facteur 5 environ. Même si cette démonstration reste qualitative et repose
sur des comparaisons assez sophistiquées avec un modèle théorique pour
être convaincante, elle a constitué un premier pas dans la mise en évidence
de l’influence des potentiels géométriques sur le mouvement d’atomes.

6. Dutta et al. (1999) n’utilisaient pas de condensat, et comptaient uniquement sur le re-
froidissement lumineux pour assurer cette préparation, ce qui ne leur facilitait pas la tâche...
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FIG. 1. The lowest three adiabatic potentials En!z", n !
1, 2, 3 (left panel, solid lines), the gauge potential G1!z" (left
panel, dotted line), the band structure (middle panel), and the
level widths g of the Bloch states (right panel) for a 1D
linear ! linear optical lattice of 87Rb blue detuned by 6G
from the F ! 2 ! F0 ! 2 transition of the D1 line (single-
beam intensity I1 ! 4 mW#cm2, quasimomentum q in units
kL ! 2p#l).

F ! 2 to 2 linear ! linear case promising to measure both
tunneling and topological effects, because of the follow-
ing: (1) Magnitude and depth of the intensity-normalized
lowest potential, E1!z"#I1, are small !,1ER#!mW#cm2",
with recoil energy ER ! h̄2k2

L#2M. (2) For low intensi-
ties that still yield satisfactory lattice loading, the depth
of G1!z" exceeds the depth of E1!z". Figure 1 corre-
sponds to a typical experimental situation that meets this
condition. (3) At such intensities, the time scale of the
c.m. dynamics, $h̄#ER , still exceeds the time scale of the
internal dynamics, h̄#%E2!z" 2 E1!z"&, by a factor of about
10. Thus, the BOA should still be valid, i.e., there should
be no transitions from E1!z" to higher lying adiabatic po-
tentials. (4) We have calculated the band structure and the
decay-induced level widths of the lattice eigenstates (Bloch
states). Since the splitting of the lowest band ('1.5ER;
see middle panel of Fig. 1) exceeds its level widths (right
panel of Fig. 1) by about a factor of 10, we will be able to
observe a few tunneling oscillations.

In our experimental cycle, 87Rb atoms are collected in a
magneto-optic trap, precooled in an optical molasses, and
then loaded into a 1D gray optical lattice. The lattice is
blue detuned by d ! 6G from the D1 F ! 2 to 2 hfs
transition !l ! 795 nm". It takes $1 ms to cool most
atoms into the lowest potential E1!z"; our simulations
indicate that, at an intensity of about 5 mW#cm2, $60%
of the atoms are prepared in the lowest band of the lattice.
Atoms in wells with predominantly s1- (s2-)polarized
light, labeled s1- (s2-)wells in Fig. 1, are predominantly
in the jm ! 2( !jm ! 22(" state. To initiate observable
tunneling between the s1- and s2-wells of the lattice, the
repumping laser is turned off, and a s1-polarized laser,
which is colinear with the lattice beams and resonant with
the D2, F ! 2 to 2 transition, is turned on for 15 ms
(intensity $0.1 mW#cm2). This laser pulse (magnetizer)
removes most atoms from the s2-lattice wells by optical

pumping into the F ! 1 ground state, whereas the atoms
in the s1-wells survive.

A tunneling event from a s1-well into a s2-well is
associated with an exchange of 4h̄ angular momentum
between the atom and the lattice field, amounting to an
exchange of two photon pairs between the s1- and s2-
components of the lattice beams. Thus, utilizing the fact
that all $106 atoms in the lattice tunnel in phase, we
can measure the tunneling current by separating the lat-
tice beams after their interaction with the atoms into their
s-polarized components, and measuring the difference of
the intensities of the s1- and s2-components. Based on
the tunnel period and the area density of atoms, we es-
timate a maximum tunneling-induced intensity exchange
of order 1023I1 to 1024I1, as observed experimentally.
Our measurement of the tunneling current is real time and
nondestructive, and relies—as does the gauge potential
Eq. (1)—on the spatial modulation of ja1!z"(.

In Fig. 2, left panel, a set of experimental data taken
at different lattice intensities is shown. The curves show
prominent oscillations with a period of 150 to 200 ms;
these oscillations reflect the periodic tunneling current
of atoms trapped in the lowest band of the optical
lattice. The tunneling remains coherent over at least five
tunneling periods. At intensities above '5 mW#cm2,
a higher frequency periodic contribution of the total
signal is observed. As an example, the data taken at
10 mW#cm2 are displayed in more detail in Fig. 3,
curve (b). The higher frequency oscillations, which are
highlighted in Fig. 3 by vertical lines, are due to tunneling
on the first excited lattice band. This band has a larger
width than the lowest band, resulting in faster tunneling
oscillations. We simulated the experiment using quantum
Monte Carlo wave-function simulations (QMCWF) [11],
shown in the right panel of Fig. 2 and in Fig. 3, curves
(a) and (c). The QMCWF include the atomic hfs and
the magnetizer/repumping action, which are an essential
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FIG. 2. Experimental (left panel) and theoretical (right
panel) periodic well-to-well tunneling currents in a gray
linear ! linear optical lattice. The curves are offset from the x
axis by an amount proportional to the single-beam intensity I1,
the maximum value of which is 15.5 mW#cm2 (15 mW#cm2)
in the experiment (theory).
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FIG. 3. Theoretical (a) and experimental (b) results for the
tunneling current at I1 ! 10 mW!cm2. The derivative of the
magnetic-dipole autocorrelation function (c), d!dt""cjM̂#t 1
t$M̂#t$jc%%, exhibits a time dependence similar to (a) and (b).

part of this experiment. The agreement between theory
and experiment in both the long-period and short-period
oscillations is excellent.

To quantitatively relate our measured tunneling periods
to the band structure, we have calculated the contributions
of restricted portions of the full atomic density matrix,
as specified in Fig. 4, to the total tunneling current. The
current is strongly dominated by the coherence between
the upper and lower branches of the lowest band (see
Fig. 2), whereby atoms within a rather small q range
of &20.2kL, 0.2kL' produce most of the current. The
latter fact results mostly from the splitting of the lowest
band being stationary at q ! 0. Aside from its physical
interpretation, the left panel of Fig. 4 simply means that
the frequency of our measured slow tunneling oscillations
quantitatively equals the full width of the lowest band.
Based on this finding, in the right panel of Fig. 4 we
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FIG. 4. Left panel: tunneling currents obtained from QM-
CWF for I1 ! 5 mW!cm2 and d ! 6G. (a) Total current.
(b) Portion of (a) that results from coherences between upper
and lower branches of the lowest band. (c) Portion of (b) that
results from a quasimomentum range jqj , 0.6kL. (d) Portion
of (c) that results from a range jqj , 0.2kL. Note the phase
coherence of all curves (a) through (d ). Right panel: compari-
son of experimental values of the tunneling period (dots) with
theoretical values (bullets) extracted from band structure calcu-
lations (see text).

compare the tunneling time of the lowest band, extracted
from experiments (Fig. 2, left panel), with the value
1!bandwidth, obtained from band structure calculations,
for different lattice intensities. At the highest intensity the
tunneling period (= 1!bandwidth) is (200 ms. As we re-
duce the intensity, the tunneling period drops, as expected,
and passes a minimum of 150 ms at I1 ( 6 mW!cm2.
As the intensity is lowered below (3 mW!cm2, the
tunneling period displays a rather sharp increase, before
the tunneling current fades away due to the breakdown of
Sisyphus cooling (which we need to load the atoms into
the lattice). For intensities between (8 and (3 mW!cm2

the tunneling rate is practically constant. At first glance,
this is unexpected, as one is tempted to believe that the
tunneling period exponentially increases with the modu-
lation depth of the adiabatic potential E1#z$. However,
in light of the fact that the atoms experience an effective
potential E1#z$ 1 G1#z$ with an intensity-independent
gauge term G1#z$, we conclude that within the mentioned
intensity range the gauge potential dominates the adia-
batic potential. This finding is in accordance with our
calculations of adiabatic and gauge potentials (for an
example, see Fig. 1). At higher intensities, the adiabatic
potential E1#z$ takes over and causes the tunneling period
to increase with intensity. We suspect that the increase of
the tunneling period observed at low intensities is related
to the breakdown of the BOA.

As shown in Fig. 3, the steady-state magnetic-dipole
autocorrelation function, ""cjM̂#t 1 t$M̂#t$jc%%t , ob-
tained from separate, steady-state QMCWF with no
magnetizing laser, also carries the signature of tunneling
(the numerical technique is described in Refs. [11,12]).
This behavior demonstrates that the tunneling is accom-
panied by periodic spin flips and that, even in steady
state, the atoms permanently tunnel periodically between
the two types of lattice wells, thus establishing spatial
coherence over several wells. It may therefore be pos-
sible to observe the tunneling in polarization-selective
intensity correlation measurements of the weak resonance
fluorescence from the steady-state lattice [13].

The influence of small magnetic fields Bjj in the lat-
tice beam direction on the tunneling current is shown
in Fig. 5. As expected from the symmetry of the situ-
ation, the tunneling period depends only on the magni-
tude of Bjj, whereby it decreases with increasing jBjjj.
While our QMCWF confirms the observed effect, one
can qualitatively understand it using the simplified model
of a symmetric double-well potential. There, the split-
ting 2E0 between the energies of the symmetric and anti-
symmetric combinations of the single-well ground states
is given by the lowest band splitting at quasimomentum
q ! 0, which, as we have found above, quantitatively
corresponds to the slower, dominant tunneling frequency
observed in the lattice. Since the effect of the mag-
netic field on the lattice potential is to alternately lift or
lower the wells by amounts 6mBBjj, in the double-well
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part of this experiment. The agreement between theory
and experiment in both the long-period and short-period
oscillations is excellent.

To quantitatively relate our measured tunneling periods
to the band structure, we have calculated the contributions
of restricted portions of the full atomic density matrix,
as specified in Fig. 4, to the total tunneling current. The
current is strongly dominated by the coherence between
the upper and lower branches of the lowest band (see
Fig. 2), whereby atoms within a rather small q range
of &20.2kL, 0.2kL' produce most of the current. The
latter fact results mostly from the splitting of the lowest
band being stationary at q ! 0. Aside from its physical
interpretation, the left panel of Fig. 4 simply means that
the frequency of our measured slow tunneling oscillations
quantitatively equals the full width of the lowest band.
Based on this finding, in the right panel of Fig. 4 we
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FIG. 4. Left panel: tunneling currents obtained from QM-
CWF for I1 ! 5 mW!cm2 and d ! 6G. (a) Total current.
(b) Portion of (a) that results from coherences between upper
and lower branches of the lowest band. (c) Portion of (b) that
results from a quasimomentum range jqj , 0.6kL. (d) Portion
of (c) that results from a range jqj , 0.2kL. Note the phase
coherence of all curves (a) through (d ). Right panel: compari-
son of experimental values of the tunneling period (dots) with
theoretical values (bullets) extracted from band structure calcu-
lations (see text).

compare the tunneling time of the lowest band, extracted
from experiments (Fig. 2, left panel), with the value
1!bandwidth, obtained from band structure calculations,
for different lattice intensities. At the highest intensity the
tunneling period (= 1!bandwidth) is (200 ms. As we re-
duce the intensity, the tunneling period drops, as expected,
and passes a minimum of 150 ms at I1 ( 6 mW!cm2.
As the intensity is lowered below (3 mW!cm2, the
tunneling period displays a rather sharp increase, before
the tunneling current fades away due to the breakdown of
Sisyphus cooling (which we need to load the atoms into
the lattice). For intensities between (8 and (3 mW!cm2

the tunneling rate is practically constant. At first glance,
this is unexpected, as one is tempted to believe that the
tunneling period exponentially increases with the modu-
lation depth of the adiabatic potential E1#z$. However,
in light of the fact that the atoms experience an effective
potential E1#z$ 1 G1#z$ with an intensity-independent
gauge term G1#z$, we conclude that within the mentioned
intensity range the gauge potential dominates the adia-
batic potential. This finding is in accordance with our
calculations of adiabatic and gauge potentials (for an
example, see Fig. 1). At higher intensities, the adiabatic
potential E1#z$ takes over and causes the tunneling period
to increase with intensity. We suspect that the increase of
the tunneling period observed at low intensities is related
to the breakdown of the BOA.

As shown in Fig. 3, the steady-state magnetic-dipole
autocorrelation function, ""cjM̂#t 1 t$M̂#t$jc%%t , ob-
tained from separate, steady-state QMCWF with no
magnetizing laser, also carries the signature of tunneling
(the numerical technique is described in Refs. [11,12]).
This behavior demonstrates that the tunneling is accom-
panied by periodic spin flips and that, even in steady
state, the atoms permanently tunnel periodically between
the two types of lattice wells, thus establishing spatial
coherence over several wells. It may therefore be pos-
sible to observe the tunneling in polarization-selective
intensity correlation measurements of the weak resonance
fluorescence from the steady-state lattice [13].

The influence of small magnetic fields Bjj in the lat-
tice beam direction on the tunneling current is shown
in Fig. 5. As expected from the symmetry of the situ-
ation, the tunneling period depends only on the magni-
tude of Bjj, whereby it decreases with increasing jBjjj.
While our QMCWF confirms the observed effect, one
can qualitatively understand it using the simplified model
of a symmetric double-well potential. There, the split-
ting 2E0 between the energies of the symmetric and anti-
symmetric combinations of the single-well ground states
is given by the lowest band splitting at quasimomentum
q ! 0, which, as we have found above, quantitatively
corresponds to the slower, dominant tunneling frequency
observed in the lattice. Since the effect of the mag-
netic field on the lattice potential is to alternately lift or
lower the wells by amounts 6mBBjj, in the double-well

1936
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FIGURE 4.11. Mise en évidence du potentiel scalaire par Dutta et al. (1999). (a)
Configuration laser 1D avec deux ondes laser contre-propageantes et des polarisa-
tions linéaires croisées. La polarisation résultante oscille le long de l’axe z, en pas-
sant de linéaire à circulaire avec une période �/2. (b) Schéma de niveau utilisé : raie
D

1

de 87Rb, le laser étant quasi-résonnant avec la transition F
g

= 2 $ F
e

= 2.
(c) Variations de la position des niveaux d’énergie habillés les plus bas en fonction
de la position. Le potentiel scalaire est tracé en pointillé. (d) Taux de transition
tunnel d’un puits de polarisation �

+

vers un puits de polarisation �� (théorie et
expérience). (e) Variation du taux tunnel en fonction de l’intensité lumineuse.
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Chapitre 5

Magnétisme artificiel pour un atome isolé et couplage spin-orbite
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Nous continuons dans ce chapitre notre exploration de la physique
des potentiels géométriques telle qu’elle peut être implémentée pour des
atomes couplés au rayonnement. Nous allons montrer ici qu’il est vérita-
blement possible de créer un potentiel vecteur non trivial sur un gaz ato-
mique, correspondant à l’apparition d’un magnétisme orbital. La preuve
de l’existence de ce magnétisme orbital sera, comme dans le cas d’une mise
en rotation, l’observation de vortex quantifiés lorsque le gaz est dans un ré-
gime superfluide.

Nous aborderons ensuite un autre type de magnétisme, correspondant
à un couplage spin-orbite. Il s’agira de remplacer le couplage magnétique
envisagé jusqu’ici :

p̂ ·A(r̂) (5.1)

oùA(r) est une fonction statique, par un terme du type

p̂ · Ŝ (5.2)

où les Ŝi, i = x, y, z sont les opérateurs aux composantes de spin de
l’atome. Ce couplage spin-orbite peut conduire à de nombreux phéno-
mènes originaux, à la fois sur le plan fondamental avec la possibilité de si-
muler des nouvelles phases de la matière comme les isolants topologiques,
et sur le plan appliqué avec des analogies fortes avec les dispositifs de spin-
tronique.

1
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FIGURE 5.1. Couplage de deux états |g1〉 et |g2〉 issus d’un niveau fondamental
atomique, par une transition Raman. Si le désaccord à l’état excité |e〉 est grand
devant les fréquences de Rabi κa et κb caractérisant le couplage aux ondes lumi-
neuses, on peut éliminer perturbativement |e〉 et se ramener à un problème « à
deux niveaux » dans le sous-espace |g1〉, |g2〉.

1 Rappel des principales notions

1-1 Hamiltonien atomique interne

Nous allons considérer dans ce qui suit un atome « à deux niveaux in-
ternes ». Ce système modélise par exemple la configuration représentée
sur la figure 5.1, sur laquelle on a isolé deux états |g1〉 et |g2〉 du niveaux
fondamental, ces deux états étant couplés par une transition Raman im-
pliquant l’absorption d’un photon d’un faisceau laser depuis |g1〉, passage
dans un état excité |e〉 et émission stimulée dans un autre faisceau pour al-
ler vers |g2〉. Comme expliqué dans le chapitre précédent, nous supposons
ici que les faisceaux lumineux ne sont pas résonnants avec les transitions
|gi〉 ↔ |e〉, de sorte que l’état excité |e〉 n’est jamais significativement peu-
plé dans ce processus. On peut alors restreindre la dynamique interne de
l’atome au sous-espace de dimension 2 engendré par {|g1〉, |g2〉}.

Nous noterons κ la fréquence de Rabi effective associée à cette transi-
tion, qui fait intervenir les fréquences de Rabi associées à chaque faisceau
ainsi que le désaccord par rapport au niveau excité |e〉 (cf. chapitre précé-

dent) :

κ =
κaκ

∗
b

2∆e
. (5.3)

Le couplage atome-laser s’écrit donc :

V̂AL =
~κ
2
|g2〉〈g1| +

~κ∗

2
|g1〉〈g2|. (5.4)

Nous introduisons également le désaccord ~∆ entre l’énergie de la transi-
tion atomique E2 − E1 et l’énergie ~(ωa − ωb) fournie par la lumière dans
une telle transition. Après élimination des termes dépendant explicitement
du temps à la pulsation ωa − ωb (« passage dans le référentiel tournant »),
l’hamiltonien interne atomique s’écrit dans la base {|g1〉, |g2〉} sous forme
d’une matrice 2× 2 :

Ĥinterne =
~
2

(
∆ κ∗

κ −∆

)
. (5.5)

Rappelons que cette matrice peut dépendre a priori de la position du centre
de masse de l’atome par l’intermédiaire de plusieurs paramètres :

– les phases des faisceaux lasers incidents sur l’atome, qui apparaissent
dans la phase du coefficient κ,

– l’intensité lumineuse proportionnelle à |κ|2,

– une possible variation spatiale du désaccord ∆, obtenue par exemple
en plongeant l’atome dans un champ magnétique non homogène.

1-2 Les états habillés

Nous appelons états habillés les états propres de l’hamiltonien interne
(5.5). Pour trouver ces états habillés, il est commode de mettre l’hamilto-
nien interne sous la forme

Ĥinterne =
~Ω

2

(
cos θ e∈iφ sin θ

eiφ sin θ − cos θ

)
, (5.6)

avec pour la fréquence de Rabi généralisée Ω, l’angle de mélange θ et
l’angle de phase φ :

Ω =
(
∆2 + |κ|2

)1/2
, cos θ =

∆

Ω
, sin θ =

|κ|
Ω
, κ = |κ| eiφ, (5.7)
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FIGURE 5.2. Couplage entre les deux états « nus » (après le « passage dans le
référentiel tournant » à la pulsation ωa−ωb), donnant naissance aux états habillés
|ψ±〉, combinaisons linéaires des états nus avec des amplitudes dépendant du point
de l’espace considéré.

où Ω, θ et φ sont des fonction de r, avec θ ∈ [0, π].

Les deux états habillés sont alors (à une phase près)

|ψ+〉 =

(
cos(θ/2)

e∈iφ sin(θ/2)

)
, |ψ∈〉 =

(
−e∈iφ sin(θ/2)

cos(θ/2)

)
(5.8)

qui se raccordent respectivement à |g1〉 et |g2〉 quand la pulsation de Rabi
κ tend vers 0, avec ∆ > 0. Les énergies associées sont (voir figure 5.2)

E± = ±~Ω

2
. (5.9)

1-3 Les potentiels géométriques

Nous prenons maintenant en compte le mouvement du centre de masse
de l’atome, que nous décrivons quantiquement. Nous allons restreindre
notre analyse au cas où l’atome est préparé à l’instant initial dans un de
ces états habillés, par exemple |ψ∈〉 :

Ψ(r, 0) = φ∈(r, 0) |ψ∈(r)〉. (5.10)

Nous supposerons que les conditions de validité de l’approximation adia-
batique sont remplies (nous y reviendrons) et l’atome suit donc adiabati-
quement cet état habillé à chaque instant :

Ψ(r, t) = φ∈(r, t) |ψ∈(r)〉. (5.11)

L’évolution de la fonction d’onde φ∈(r, t) est donnée par l’équation de
Schrödinger :

i~
∂φ∈
∂t

=

[
(p̂−A∈(r))

2

2M
+ E∈(r) + V∈(r)

]
φ∈(r, t), (5.12)

avec les potentiels géométriques vecteurs et scalaires

A∈(r) = i~〈ψ∈|∇ψ∈〉, V∈(r) =
~2

2M
|〈ψ+|∇ψ∈〉|2. (5.13)

En utilisant l’expression explicite des états habillés donnée en (5.8), on ar-
rive à

A∈(r) =
~
2
∇φ (1− cos θ) , V∈(r) =

~2

8M

[
(∇θ)

2
+ sin2 θ (∇φ)

2
]
.

(5.14)

2 Le cas des ondes planes

Nous allons considérer dans cette section le cas le plus simple d’atomes
à deux niveaux plongés dans une onde laser plane progressive. D’une cer-
taine mesure, ce cas est trivial car le potentiel vecteur que nous allons in-
duire est uniforme dans l’espace. Il ne s’agit donc pas à proprement parler
d’un hamiltonien magnétique. Néanmoins, l’étude de ce cas sera instruc-
tive car elle nous permettra de discuter les principales échelles d’impulsion
et d’énergie du problème, de comparer notre approximation adiabatique à
un traitement exact et d’en déduire son domaine de validité. L’approche
que nous allons développer nous sera également très utile quand nous
nous intéresserons au couplage spin-orbite.

Dans le cas d’un couplage par onde plane, l’hamiltonien interne de
chaque atome est la matrice 2 × 2 donnée en (5.5) avec ∆ indépendant
de r et

κ(r) = κ0 e2ik·r avec 2k = ka − kb, (5.15)
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de sorte que 2~k désigne l’impulsion transférée à l’atome par les faisceaux
laser, quand il subit une transition de |g1〉 vers |g2〉. La connexion de Berry
donnée en (5.14) est alors indépendante du point r et vaut

A∈ = ~k (1− cos θ) avec cos θ =
∆√

∆2 + κ20
. (5.16)

Le potentiel scalaire V∈ donné en (5.14) est lui aussi uniforme dans l’espace
et égal à Er sin2 θ, avec Er = ~2k2/2M .

2-1 Que peut-on mesurer ?

La connexion de Berry (potentiel vecteur) dépendant de la jauge, il n’est
pas question de la « mesurer » dans l’absolu. Néanmoins, pour un choix de
jauge donné, il est possible 1 d’avoir une manifestation expérimentale de sa
présence dans une expérience de temps de vol [voir aussi Möller & Cooper
(2010)]. Un moyen pour cela est de s’intéresser à l’état fondamental de l’ha-
miltonien et de déterminer sa vitesse. Pour expliciter ce point, nous allons
comparer cet état fondamental en absence et en présence de couplage laser.

Prenons par exemple un désaccord ∆ > 0 pour le couplage Raman et
considérons d’abord un nuage d’atomes préparés dans l’état interne |g2〉
en absence de laser. L’angle de mélange vaut θ = 0 et le potentiel vecteur
(5.16) est nul. L’état fondamental externe correspond à l’impulsion nulle
p = 0, ce qui donne pour l’état global (externe+interne) :

Ψ0(r) = |g2〉. (5.17)

Quand on branche les faisceaux laser, l’état fondamental de l’hamiltonien
interne correspond à l’état habillé |ψ∈〉 donné en (5.8) :

|ψ∈(r)〉 = cos(θ/2)|g2〉 − e∈2ik·r sin(θ/2)|g1〉 (5.18)

et le potentiel vecteur prend la valeur non nulle A∈ = ~k (1 − cos θ) [cf.
(5.16)]. L’hamiltonien externe décrivant l’évolution de l’amplitude associée
φ∈(r) est

Ĥ =
(p̂−A∈)

2

2m
− ~Ω

2
+ V∈. (5.19)

1. On pourra vérifier que les expressions (5.21) et (5.22) sont inchangées si on change la
phase des états habillés |ψ±〉, ce qui correspond un changement de jauge dans notre pro-
blème.

L’état fondamental global (externe + interne) correspond donc à l’impul-
sion p = A∈ et s’écrit

Ψ(r) = eip·r/~|ψ∈(r)〉 = eiA−·r/~|ψ∈(r)〉
= eiA−·r/~ (cos(θ/2)|g2〉 − e∈i 2k·r sin(θ/2)|g1〉

)
. (5.20)

Supposons que l’on coupe alors brutalement le laser et qu’on laisse
les paquets d’ondes correspondant aux deux états internes |g1〉 et |g2〉 se
propager. On va trouver deux classes de vitesses peuplées, séparées de la
quantité 2~k/M :

– Une classe de vitesses a pour poids cos2(θ/2), elle correspond à l’état
|g2〉 et est centrée sur

v =
A∈
M

=
~k
M

(1− cos θ). (5.21)

– Une autre classe de vitesses a pour poids sin2(θ/2), elle correspondant
à l’état |g1〉 et est centrée sur

v′ =
A∈ − 2~k

M
= −~k

M
(1 + cos θ). (5.22)

Chacune de ces vitesses permet donc de remonter à la valeur de A∈ en
présence de laser. En particulier le décalage en vitesse des atomes dans
l’état |g2〉 entre la situation sans laser v = 0 et la situation avec laser
v = vr(1 − cos θ) (cf. 5.21) peut atteindre la vitesse recul vr = ~k/M . Le
décalage maximum est obtenu quand θ approche π/2, c’est-à-dire quand
la fréquence de Rabi κ0 devient grande devant le désaccord ∆.

2-2 Mise en évidence expérimentale

La première expérience ayant pour but affiché de mettre en évidence
un potentiel vecteur géométrique pour un atome dans une onde plane lu-
mineuse a été effectuée au NIST par Lin et al. (2009a). Puisqu’un potentiel
vecteur uniforme peut toujours être créé ou éliminé par une transforma-
tion de jauge, on peut bien sûr débattre de l’antériorité de certaines autres
expériences. Disons que l’expérience de Lin et al. (2009a) a été la première
à poser en termes de champ de jauge le gain d’impulsion d’un atome une
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fois qu’on l’a « habillé » par un laser. Par ailleurs, le schéma utilisé par Lin
et al. (2009a) se prête bien à une généralisation à un potentiel vecteur non
uniforme, générant une courbure de Berry (champ magnétique) non nulle.

Lin et al. (2009a) ont utilisé des atomes de rubidium 87Rb préparés dans
leur niveau hyperfin fondamental F = 1. Les atomes sont placés dans un
champ magnétique statique parallèle à l’axe z, axe que nous choisirons
comme direction de quantification. Les états propres de l’hamiltonien in-
terne atomique en absence de laser sont donc les trois sous-niveaux Zee-
man |mz = −1〉, |mz = 0〉 et |mz = +1〉 avec pour énergies −~ωZ , 0, +~ωZ
(nous négligerons ici l’effet Zeeman du deuxième ordre).

Un couplage par effet Raman stimulé entre ces trois sous-niveaux est
produit par une paire de faisceaux (notés a et b) contre-propageant le long
de l’axe x (figure 5.3ab). Le faisceau a, de vecteur d’onde k = kux, est
polarisé linéairement le long de l’axe z, ce qui donne une composante de
moment cinétique nulle le long de cet axe (polarisation π). Le faisceau b,
de vecteur d’onde −k, est polarisé linéairement le long de l’axe y, ce qui
donne aux photons de ce faisceau une composante de moment cinétique
±~ le long de l’axe de quantification z (polarisation σ). On choisit les deux
faisceaux avec des fréquences ωa et ωb telles que 2

∆ = (ωa − ωb)− ωZ , |∆| � ωZ . (5.25)

Bien qu’il s’agisse maintenant d’un système à 3 niveaux au lieu de
2, la méthode suivie précédemment s’applique. En passant dans le réfé-
rentiel tournant associé à cette approximation résonnante, l’hamiltonien
d’un atome en interaction avec le rayonnement peut s’écrire dans la base
{|mz = −1〉, |mz = 0〉, |mz = +1〉} :

Hinterne = ~




+∆ κ0 e∈2ikx/
√

2 0

κ0 e+2ikx/
√

2 0 κ0 e∈2ikx/
√

2

0 κ0 e+2ikx/
√

2 −∆


 , (5.26)

2. En pratique, ωZ/2π est de l’ordre de 3 MHz, alors que ∆/2π est de l’ordre de la dizaine
de kHz. De la sorte, seuls les processus

|mz = −1,p− 2~kux〉 ↔ |mz = 0,p〉 ↔ |mz = +1,p + 2~kux〉 (5.23)

sont quasi-résonnants (à ∆ près), alors que les autres processus tels que

|mz = −1,p + 2~kux〉 ↔ |mz = 0,p〉 ↔ |mz = +1,p− 2~kux〉 (5.24)

sont non résonnants et peuvent être négligés.
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Here ! ¼ ð"!L $!ZÞ is the detuning from Raman reso-
nance, !R is the resonant Raman Rabi frequency, and "
accounts for a small quadratic Zeeman shift [Fig. 1(b)]. For
each ~kx, diagonalizing H 1 gives three energy eigenvalues
Ejð~kxÞ (j ¼ 1, 2, 3). For dressed atoms in state j, Ejð~kxÞ is
the effective dispersion relation, which depends on experi-
mental parameters, !,!R, and " (left panels of Fig. 2). The
number of energy minima (from one to three) and their
positions ~kmin are thus experimentally tunable. Around
each ~kmin, the dispersion can be expanded as Eð~kxÞ &@2ð~kx $ ~kminÞ2=2m', where m' is an effective mass. In this
expansion, we identify ~kmin with the light-induced vector
gauge potential, in analogy to the Hamiltonian for a parti-

cle of charge q in the usual magnetic vector potential ~A:

ð ~p$ q ~AÞ2=2m. In our experiment, we load a trapped BEC
into the lowest energy, j ¼ 1, dressed state, and measure its
quasimomentum, equal to @~kmin for adiabatic loading.

Our experiment starts with a 3D 87Rb BEC in a com-
bined magnetic-quadrupole plus optical trap [12]. We
transfer the atoms to a crossed dipole trap, formed by
two 1550 nm beams, which are aligned along x̂-ŷ (hori-
zontal beam) and (10) from ẑ (vertical beam). A uniform
bias field along ŷ gives a linear Zeeman shift !Z=2# ’
3:25 MHz and a quadratic shift "=2# ¼ 1:55 kHz. The
BEC has N & 2:5* 105 atoms in jmF ¼ $1; kx ¼ 0i,
with trap frequencies of &30 Hz parallel to, and &95 Hz
perpendicular to the horizontal beam.

To Raman couple states differing in mF by +1, the $ ¼
804:3 nm Raman beams are linearly polarized along ŷ and
ẑ, corresponding to # and % relative to the quantization
axis ŷ. The beams have 1=e2 radii of 180ð20Þ &m [13],
larger than the 20 &m BEC. These beams give a scalar
light shift up to 60Er, where Er ¼ h* 3:55 kHz, and

contribute an additional harmonic potential with frequency
up to 50 Hz along ŷ and ẑ. The differential light shift
between adjacent mF states arising from the combination
of misalignment and imperfect polarization is estimated to
be smaller than 0:2Er. We determine !R by observing
population oscillations driven by the Raman beams and
fitting to the expected behavior [Fig. 1(c)].
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FIG. 1 (color online). (a) The 87Rb BEC in a dipole trap created by two 1550 nm crossed beams in a bias field B0ŷ (gravity is along
$ẑ). The two Raman laser beams are counterpropagating along x̂, with frequencies !L and (!L þ"!L), linearly polarized along ẑ
and ŷ, respectively. (b) Level diagram of Raman coupling within the F ¼ 1 ground state. The linear and quadratic Zeeman shifts are
!Z and ", and ! is the Raman detuning. (c) As a function of Raman pulse time, we show the fraction of atoms in jmF ¼ $1; kx ¼ 0i
(solid circles), j0;$2kri (open squares), and jþ1;$4kri (crosses), the states comprising the #ð~kx ¼ $2krÞ family. The atoms start in
j$1; kx ¼ 0i, and are nearly resonant for the j$1; 0i ! j0;$2kri transition at @! ¼ $4:22Er. We determine @!R ¼ 6:63ð4ÞEr by a
global fit (solid lines) to the populations in #ð$2krÞ.
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FIG. 2 (color online). Left panels: Energy-momentum disper-
sion curves Eð~kxÞ for @" ¼ 0:44Er and detuning @! ¼ 0 in (a)
and @! ¼ $2Er in (b). The thin solid curves denote the states
j$1; ~kx þ 2kri, j0; ~kxi, jþ1; ~kx $ 2kri absent Raman coupling;
the thick solid, dotted and dash-dotted curves indicate dressed
states at Raman coupling @!R ¼ 4:85Er. The arrows indicate
~kx ¼ ~kmin in the j ¼ 1 dressed state. Right panels: Time-of-flight
images of the Raman-dressed state at @!R ¼ 4:85ð35ÞEr, for@! ¼ 0 in (a) and @! ¼ $2Er in (b). The Raman beams are
along x̂, and the three spin and momentum components,
j$1; ~kmin þ 2kri, j0; ~kmini, and jþ1; ~kmin $ 2kri, are separated
along ŷ (after a small shear in the image realigning the Stern-
Gerlach gradient direction along ŷ).
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Here ! ¼ ð"!L $!ZÞ is the detuning from Raman reso-
nance, !R is the resonant Raman Rabi frequency, and "
accounts for a small quadratic Zeeman shift [Fig. 1(b)]. For
each ~kx, diagonalizing H 1 gives three energy eigenvalues
Ejð~kxÞ (j ¼ 1, 2, 3). For dressed atoms in state j, Ejð~kxÞ is
the effective dispersion relation, which depends on experi-
mental parameters, !,!R, and " (left panels of Fig. 2). The
number of energy minima (from one to three) and their
positions ~kmin are thus experimentally tunable. Around
each ~kmin, the dispersion can be expanded as Eð~kxÞ &@2ð~kx $ ~kminÞ2=2m', where m' is an effective mass. In this
expansion, we identify ~kmin with the light-induced vector
gauge potential, in analogy to the Hamiltonian for a parti-

cle of charge q in the usual magnetic vector potential ~A:

ð ~p$ q ~AÞ2=2m. In our experiment, we load a trapped BEC
into the lowest energy, j ¼ 1, dressed state, and measure its
quasimomentum, equal to @~kmin for adiabatic loading.

Our experiment starts with a 3D 87Rb BEC in a com-
bined magnetic-quadrupole plus optical trap [12]. We
transfer the atoms to a crossed dipole trap, formed by
two 1550 nm beams, which are aligned along x̂-ŷ (hori-
zontal beam) and (10) from ẑ (vertical beam). A uniform
bias field along ŷ gives a linear Zeeman shift !Z=2# ’
3:25 MHz and a quadratic shift "=2# ¼ 1:55 kHz. The
BEC has N & 2:5* 105 atoms in jmF ¼ $1; kx ¼ 0i,
with trap frequencies of &30 Hz parallel to, and &95 Hz
perpendicular to the horizontal beam.

To Raman couple states differing in mF by +1, the $ ¼
804:3 nm Raman beams are linearly polarized along ŷ and
ẑ, corresponding to # and % relative to the quantization
axis ŷ. The beams have 1=e2 radii of 180ð20Þ &m [13],
larger than the 20 &m BEC. These beams give a scalar
light shift up to 60Er, where Er ¼ h* 3:55 kHz, and

contribute an additional harmonic potential with frequency
up to 50 Hz along ŷ and ẑ. The differential light shift
between adjacent mF states arising from the combination
of misalignment and imperfect polarization is estimated to
be smaller than 0:2Er. We determine !R by observing
population oscillations driven by the Raman beams and
fitting to the expected behavior [Fig. 1(c)].
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FIG. 1 (color online). (a) The 87Rb BEC in a dipole trap created by two 1550 nm crossed beams in a bias field B0ŷ (gravity is along
$ẑ). The two Raman laser beams are counterpropagating along x̂, with frequencies !L and (!L þ"!L), linearly polarized along ẑ
and ŷ, respectively. (b) Level diagram of Raman coupling within the F ¼ 1 ground state. The linear and quadratic Zeeman shifts are
!Z and ", and ! is the Raman detuning. (c) As a function of Raman pulse time, we show the fraction of atoms in jmF ¼ $1; kx ¼ 0i
(solid circles), j0;$2kri (open squares), and jþ1;$4kri (crosses), the states comprising the #ð~kx ¼ $2krÞ family. The atoms start in
j$1; kx ¼ 0i, and are nearly resonant for the j$1; 0i ! j0;$2kri transition at @! ¼ $4:22Er. We determine @!R ¼ 6:63ð4ÞEr by a
global fit (solid lines) to the populations in #ð$2krÞ.

8

4

0

-4
-2 0 2

-1

0

1

-1

0

1

-2 0 2

8

4

0

-4

FIG. 2 (color online). Left panels: Energy-momentum disper-
sion curves Eð~kxÞ for @" ¼ 0:44Er and detuning @! ¼ 0 in (a)
and @! ¼ $2Er in (b). The thin solid curves denote the states
j$1; ~kx þ 2kri, j0; ~kxi, jþ1; ~kx $ 2kri absent Raman coupling;
the thick solid, dotted and dash-dotted curves indicate dressed
states at Raman coupling @!R ¼ 4:85Er. The arrows indicate
~kx ¼ ~kmin in the j ¼ 1 dressed state. Right panels: Time-of-flight
images of the Raman-dressed state at @!R ¼ 4:85ð35ÞEr, for@! ¼ 0 in (a) and @! ¼ $2Er in (b). The Raman beams are
along x̂, and the three spin and momentum components,
j$1; ~kmin þ 2kri, j0; ~kmini, and jþ1; ~kmin $ 2kri, are separated
along ŷ (after a small shear in the image realigning the Stern-
Gerlach gradient direction along ŷ).
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Figure 2 | Experimental setup for synthetic electric fields. a, Physical
implementation indicating the two Raman laser beams incident on the BEC
(red arrows) and the physical bias magnetic field B0 (black arrow). The
blue arrow indicates the direction of the synthetic electric field E

⇤. b, The
three mF levels of the F = 1 ground-state manifold are shown as coupled by
the Raman beams. c, Dressed-state eigenenergies as a function of
canonical momentum for the realized coupling strength of ¯h�R = 10.5EL at
a representative detuning ¯h� = �1EL (coloured curves). The grey curves
show the energies of the uncoupled states, and the red curve depicts the
lowest-energy dressed state in which we load the BEC. The black arrow
indicates the dressed BEC’s canonical momentum pcan = q

⇤
A

⇤, where A

⇤ is
the vector potential. d, Vector potentials as measured from the
canonical momentum.

electric field E⇤ = �@A⇤/@t , and the dressed BEC responds as
d(m⇤v)/dt = �r�(r)+q⇤E⇤, where v is the velocity of the dressed
atoms andm⇤v=pcan�q⇤A⇤. Here,1(m⇤v)=�q⇤(Af

⇤ �Ai
⇤) is the

momentum imparted by q⇤E⇤.
We study the physical consequences of sudden temporal changes

of the effective vector potential for the dressed BEC. These changes
are always adiabatic such that the BEC remains in the same
dressed state. We measure the resulting change of the BEC’s
momentum, which is in complete quantitative agreement with our
calculations and constitutes the first observation of synthetic electric
fields for neutral atoms.

Our system (see Fig. 2a) consists of an F =1 87RbBECwith about
1.4⇥105 atoms initially at rest15,16; a small physical magnetic field
B0 Zeeman-shifts each of the spin states mF = 0,±1 by E0,±1. Here,
B0 ⇡ 3.3⇥10�4 T and E�1 ⇡ �E+1 ⇡ gµBB0 � |E0|. The linear and
quadratic Zeeman shifts are h̄!Z = (E�1 �E+1)/2⇡ h⇥2.32 MHz
and �h̄✏ = E0 � (E�1 + E+1)/2 ⇡ �h ⇥ 784 Hz. A pair of laser
beams with wavelength ⌦= 801 nm, intersecting at 90� at the BEC,
couples the mF states with strength �R. These Raman lasers differ
in frequency by 1!L ⇡ !Z and we define the Raman detuning
as � = 1!L � !Z. Here h̄�R ⇡ 10EL and |h̄�| < 60EL, where
EL = h̄2kL2/2m = h⇥ 3.57 kHz and kL =

p
2⇡/⌦ are natural units

of energy and momentum.
When the atoms are rapidly moving or the Raman lasers are

far from resonance (kLv or � � �R), the lasers hardly affect the
atoms. However, for slowly moving and nearly resonant atoms the
three uncoupled states transform into three new dressed states.
The spin and linear-momentum state |kx ,mF = 0i is coupled to
states |kx � 2kL,mF = +1i and |kx + 2kL,mF = �1i, where h̄kx is
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Figure 3 | Change in momentum from the synthetic electric-field kick.
Three distinct sets of data were obtained by applying a synthetic electric
field by changing the vector potential from q

⇤
Ai

⇤ (between +2¯hkL and
�2¯hkL) to q

⇤
Af

⇤. Circles indicate data where the external trap was removed
right before the change in A

⇤, where q

⇤
Af

⇤ = ±2¯hkL (� for red, + for blue
symbols). The black crosses, more visible in the inset, show the amplitude
of canonical momentum oscillations when the trapping potential was left
on after the field kick. The standard deviations are also visible in the inset.
The grey line is a linear fit to the data (circles) yielding slope
�0.996±0.008, where the expected slope is �1.

the momentum of |mF = 0i along x̂ , and 2h̄kLx̂ is the momentum
difference between the two Raman beams. For each kx , the three
dressed states are the energy eigenstates in the presence of Raman
coupling h̄�R (see ref. 2), with energies Ej(kx) shown in Fig. 2c
(grey for uncoupled states, coloured for dressed states); we focus on
atoms in the lowest-energy dressed state. Here the atoms’ energy
(interaction and kinetic) is small compared with the ⇡ 10EL energy
difference between the curves; therefore, the atoms remain within
the lowest-energy dressed-state manifold5, without revealing their
spin and momentum components.

In the low-energy limit, E < EL, dressed atoms have a new
effective Hamiltonian formotion along x̂ ,Hx = (h̄kx �q⇤Ax

⇤)2/2m⇤

(motion along ŷ and ẑ is unaffected); here we choose the gauge
where the momentum of the mF = 0 component h̄kx ⌘ pcan is
the canonical momentum of the dressed state. The red curve
in Fig. 2c shows the eigenvalues of Hx for q⇤Ax

⇤ > 0, indicating
that at equilibrium pcan = pmin = q⇤Ax

⇤ (see ref. 2). Although this
dressed BEC is at rest (v = @Hx/@ h̄kx = 0, zero group velocity), it is
composed of three bare spin states eachwith a differentmomentum,
among which the momentum of |mF = 0i is h̄kx = pcan. None of
its three bare spin components has zero momentum, whereas the
BEC’smomentum—theweighted average of the three—is zero.

We transfer the BEC initially in |mF = �1i into the lowest-
energy dressed state with A⇤ = A⇤x̂ (see ref. 2 for a complete
technical discussion of loading). At equilibrium, we measure
q⇤A⇤ = pcan, equal to the momentum of |mF = 0i, by first
removing the coupling fields and trapping potentials and then
allowing the atoms to freely expand for a t = 20.1 ms time of
flight (TOF). Because the three components of the dressed state
{|kx ,mF = 0i,|kx ⌥2kL,mF = ±1i} differ in momentum by ±h̄2kL,
they quickly separate. Further, a Stern–Gerlach field gradient
along ŷ separates the spin components. Figure 2d shows how the
measured and predicted A⇤ depend on the detuning �. With this
calibration, we use � to control A⇤(t ).

We realize a synthetic electric field E⇤ by changing the effective
vector potential from an initial value Ai

⇤ to a final value Af
⇤. We

prepare our BEC at rest with A = Ai
⇤x̂ , and make two types of

measurement of E⇤. In the first, we remove the trapping potential
and then change A⇤ by sweeping the detuning � in 0.8ms, after
which the Raman coupling is turned off in 0.2ms. Thus, E⇤ can
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(d))

FIGURE 5.3. (a) Configuration laser utilisée par Lin et al. (2009a) (b) Schéma
de niveaux avec les transitions laser quasi-résonnantes. (c) Résultats d’une expé-
rience de temps de vol en présence d’un gradient de champ magnétique (Stern et
Gerlach). (d) Décalage en impulsion δpx de l’état fondamental révélant la présence
d’un potentiel vecteur A (figure extraite de Lin et al. (2011a)).

On détermine les trois états propres |ψ∈1〉, |ψ0〉 et |ψ+1〉 associés aux trois
énergies E0 = 0 et E± = ±~

(
∆2 + κ20

)1/2. On trouve par exemple pour
l’état habillé d’énergie la plus basse :

|ψ∈1〉 =
1

2
√

∆2 + κ2



(√

∆2 + κ2 −∆
)

e∈4ikx

−
√

2 κ0e∈2ikx(√
∆2 + κ2 + ∆

)


 (5.27)

dont on déduit le potentiel vecteur

A∈ = i~〈ψ∈1|∇ψ∈1〉 = 2~k(1− cos θ) avec cos θ =
∆√

∆2 + κ2
.

(5.28)
Ce résultat est très proche de celui trouvé pour un atome à deux niveaux
dans une onde plane, à un facteur 2 près [cf. eq.(5.16)]. Ce facteur 2 est dû
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au fait qu’on est passé d’une situation où l’on considérait un spin effectif
1/2 (espace de Hilbert à deux dimensions) à une situation avec un spin 1.

L’expérience menée par Lin et al. (2009a) a consisté à préparer les
atomes (en pratique un condensat de Bose–Einstein) dans l’état habillé
|ψ∈〉 pour un désaccord Raman ∆ = 0, puis à augmenter la valeur de
ce désaccord jusqu’à une valeur donnée. Cette augmentation se fait len-
tement, de sorte que les atomes restent dans l’état fondamental de l’hamil-
tonien 3

Ĥ =
(p̂−A∈)

2

2M
+ . . . (5.29)

Une mesure en temps de vol, dans laquelle on coupe brutalement les fais-
ceaux Raman, révèle ensuite les composantes d’impulsion occupées par
les atomes (figure 5.3c). Cette expansion balistique se fait en présence d’un
gradient de champ magnétique, ce qui permet de mesurer simultanément
la population des trois sous-niveaux Zeeman. On obtient en général trois
populations non nulles, dont les poids sont obtenus à partir du dévelop-
pement (5.27) dans la base des sous-niveaux Zeeman. Chaque composante
a une impulsion décalée d’une même quantité δpx par rapport à la valeur
trouvée pour ∆ = 0. Si les atomes sont dans l’état fondamental de (5.29),
on s’attend à trouver δpx = A∈, ce qui est effectivement le cas expérimen-
talement (figure 5.3d).

2-3 Traitement exact pour l’onde plane

Dans le cas particulier d’une onde laser plane et progressive, on peut
en fait mener un traitement quantique exact, ne nécessitant pas le re-
cours à l’approximation adiabatique [voir aussi Lin et al. (2009a)]. Si on
prend en compte de manière quantique le mouvement externe du centre
de masse de l’atome, une base de l’espace de Hilbert total est donnée par
{|g1,p〉, |g2,p′〉}. On peut regrouper cette infinité d’états sous forme de
familles que l’interaction atome-laser laisse globalement invariantes :

F(p) = {|g1,p− ~k〉, |g2,p+ ~k〉}. (5.30)

3. Pour que cette hypothèse soit valable, il faut briser l’invariance par translation, ce qui
se fait en pratique en confinant le nuage dans un piège harmonique. Sinon, pour un atome
isolé, l’impulsion commute à chaque instant avec l’hamiltonien et est donc une constante du
mouvement.
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Here ! ¼ ð"!L $!ZÞ is the detuning from Raman reso-
nance, !R is the resonant Raman Rabi frequency, and "
accounts for a small quadratic Zeeman shift [Fig. 1(b)]. For
each ~kx, diagonalizing H 1 gives three energy eigenvalues
Ejð~kxÞ (j ¼ 1, 2, 3). For dressed atoms in state j, Ejð~kxÞ is
the effective dispersion relation, which depends on experi-
mental parameters, !,!R, and " (left panels of Fig. 2). The
number of energy minima (from one to three) and their
positions ~kmin are thus experimentally tunable. Around
each ~kmin, the dispersion can be expanded as Eð~kxÞ &@2ð~kx $ ~kminÞ2=2m', where m' is an effective mass. In this
expansion, we identify ~kmin with the light-induced vector
gauge potential, in analogy to the Hamiltonian for a parti-

cle of charge q in the usual magnetic vector potential ~A:

ð ~p$ q ~AÞ2=2m. In our experiment, we load a trapped BEC
into the lowest energy, j ¼ 1, dressed state, and measure its
quasimomentum, equal to @~kmin for adiabatic loading.

Our experiment starts with a 3D 87Rb BEC in a com-
bined magnetic-quadrupole plus optical trap [12]. We
transfer the atoms to a crossed dipole trap, formed by
two 1550 nm beams, which are aligned along x̂-ŷ (hori-
zontal beam) and (10) from ẑ (vertical beam). A uniform
bias field along ŷ gives a linear Zeeman shift !Z=2# ’
3:25 MHz and a quadratic shift "=2# ¼ 1:55 kHz. The
BEC has N & 2:5* 105 atoms in jmF ¼ $1; kx ¼ 0i,
with trap frequencies of &30 Hz parallel to, and &95 Hz
perpendicular to the horizontal beam.

To Raman couple states differing in mF by +1, the $ ¼
804:3 nm Raman beams are linearly polarized along ŷ and
ẑ, corresponding to # and % relative to the quantization
axis ŷ. The beams have 1=e2 radii of 180ð20Þ &m [13],
larger than the 20 &m BEC. These beams give a scalar
light shift up to 60Er, where Er ¼ h* 3:55 kHz, and

contribute an additional harmonic potential with frequency
up to 50 Hz along ŷ and ẑ. The differential light shift
between adjacent mF states arising from the combination
of misalignment and imperfect polarization is estimated to
be smaller than 0:2Er. We determine !R by observing
population oscillations driven by the Raman beams and
fitting to the expected behavior [Fig. 1(c)].
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FIG. 1 (color online). (a) The 87Rb BEC in a dipole trap created by two 1550 nm crossed beams in a bias field B0ŷ (gravity is along
$ẑ). The two Raman laser beams are counterpropagating along x̂, with frequencies !L and (!L þ"!L), linearly polarized along ẑ
and ŷ, respectively. (b) Level diagram of Raman coupling within the F ¼ 1 ground state. The linear and quadratic Zeeman shifts are
!Z and ", and ! is the Raman detuning. (c) As a function of Raman pulse time, we show the fraction of atoms in jmF ¼ $1; kx ¼ 0i
(solid circles), j0;$2kri (open squares), and jþ1;$4kri (crosses), the states comprising the #ð~kx ¼ $2krÞ family. The atoms start in
j$1; kx ¼ 0i, and are nearly resonant for the j$1; 0i ! j0;$2kri transition at @! ¼ $4:22Er. We determine @!R ¼ 6:63ð4ÞEr by a
global fit (solid lines) to the populations in #ð$2krÞ.
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FIG. 2 (color online). Left panels: Energy-momentum disper-
sion curves Eð~kxÞ for @" ¼ 0:44Er and detuning @! ¼ 0 in (a)
and @! ¼ $2Er in (b). The thin solid curves denote the states
j$1; ~kx þ 2kri, j0; ~kxi, jþ1; ~kx $ 2kri absent Raman coupling;
the thick solid, dotted and dash-dotted curves indicate dressed
states at Raman coupling @!R ¼ 4:85Er. The arrows indicate
~kx ¼ ~kmin in the j ¼ 1 dressed state. Right panels: Time-of-flight
images of the Raman-dressed state at @!R ¼ 4:85ð35ÞEr, for@! ¼ 0 in (a) and @! ¼ $2Er in (b). The Raman beams are
along x̂, and the three spin and momentum components,
j$1; ~kmin þ 2kri, j0; ~kmini, and jþ1; ~kmin $ 2kri, are separated
along ŷ (after a small shear in the image realigning the Stern-
Gerlach gradient direction along ŷ).
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Here ! ¼ ð"!L $!ZÞ is the detuning from Raman reso-
nance, !R is the resonant Raman Rabi frequency, and "
accounts for a small quadratic Zeeman shift [Fig. 1(b)]. For
each ~kx, diagonalizing H 1 gives three energy eigenvalues
Ejð~kxÞ (j ¼ 1, 2, 3). For dressed atoms in state j, Ejð~kxÞ is
the effective dispersion relation, which depends on experi-
mental parameters, !,!R, and " (left panels of Fig. 2). The
number of energy minima (from one to three) and their
positions ~kmin are thus experimentally tunable. Around
each ~kmin, the dispersion can be expanded as Eð~kxÞ &@2ð~kx $ ~kminÞ2=2m', where m' is an effective mass. In this
expansion, we identify ~kmin with the light-induced vector
gauge potential, in analogy to the Hamiltonian for a parti-

cle of charge q in the usual magnetic vector potential ~A:

ð ~p$ q ~AÞ2=2m. In our experiment, we load a trapped BEC
into the lowest energy, j ¼ 1, dressed state, and measure its
quasimomentum, equal to @~kmin for adiabatic loading.

Our experiment starts with a 3D 87Rb BEC in a com-
bined magnetic-quadrupole plus optical trap [12]. We
transfer the atoms to a crossed dipole trap, formed by
two 1550 nm beams, which are aligned along x̂-ŷ (hori-
zontal beam) and (10) from ẑ (vertical beam). A uniform
bias field along ŷ gives a linear Zeeman shift !Z=2# ’
3:25 MHz and a quadratic shift "=2# ¼ 1:55 kHz. The
BEC has N & 2:5* 105 atoms in jmF ¼ $1; kx ¼ 0i,
with trap frequencies of &30 Hz parallel to, and &95 Hz
perpendicular to the horizontal beam.

To Raman couple states differing in mF by +1, the $ ¼
804:3 nm Raman beams are linearly polarized along ŷ and
ẑ, corresponding to # and % relative to the quantization
axis ŷ. The beams have 1=e2 radii of 180ð20Þ &m [13],
larger than the 20 &m BEC. These beams give a scalar
light shift up to 60Er, where Er ¼ h* 3:55 kHz, and

contribute an additional harmonic potential with frequency
up to 50 Hz along ŷ and ẑ. The differential light shift
between adjacent mF states arising from the combination
of misalignment and imperfect polarization is estimated to
be smaller than 0:2Er. We determine !R by observing
population oscillations driven by the Raman beams and
fitting to the expected behavior [Fig. 1(c)].
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FIG. 1 (color online). (a) The 87Rb BEC in a dipole trap created by two 1550 nm crossed beams in a bias field B0ŷ (gravity is along
$ẑ). The two Raman laser beams are counterpropagating along x̂, with frequencies !L and (!L þ"!L), linearly polarized along ẑ
and ŷ, respectively. (b) Level diagram of Raman coupling within the F ¼ 1 ground state. The linear and quadratic Zeeman shifts are
!Z and ", and ! is the Raman detuning. (c) As a function of Raman pulse time, we show the fraction of atoms in jmF ¼ $1; kx ¼ 0i
(solid circles), j0;$2kri (open squares), and jþ1;$4kri (crosses), the states comprising the #ð~kx ¼ $2krÞ family. The atoms start in
j$1; kx ¼ 0i, and are nearly resonant for the j$1; 0i ! j0;$2kri transition at @! ¼ $4:22Er. We determine @!R ¼ 6:63ð4ÞEr by a
global fit (solid lines) to the populations in #ð$2krÞ.
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FIG. 2 (color online). Left panels: Energy-momentum disper-
sion curves Eð~kxÞ for @" ¼ 0:44Er and detuning @! ¼ 0 in (a)
and @! ¼ $2Er in (b). The thin solid curves denote the states
j$1; ~kx þ 2kri, j0; ~kxi, jþ1; ~kx $ 2kri absent Raman coupling;
the thick solid, dotted and dash-dotted curves indicate dressed
states at Raman coupling @!R ¼ 4:85Er. The arrows indicate
~kx ¼ ~kmin in the j ¼ 1 dressed state. Right panels: Time-of-flight
images of the Raman-dressed state at @!R ¼ 4:85ð35ÞEr, for@! ¼ 0 in (a) and @! ¼ $2Er in (b). The Raman beams are
along x̂, and the three spin and momentum components,
j$1; ~kmin þ 2kri, j0; ~kmini, and jþ1; ~kmin $ 2kri, are separated
along ŷ (after a small shear in the image realigning the Stern-
Gerlach gradient direction along ŷ).
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Figure 2 | Experimental setup for synthetic electric fields. a, Physical
implementation indicating the two Raman laser beams incident on the BEC
(red arrows) and the physical bias magnetic field B0 (black arrow). The
blue arrow indicates the direction of the synthetic electric field E

⇤. b, The
three mF levels of the F = 1 ground-state manifold are shown as coupled by
the Raman beams. c, Dressed-state eigenenergies as a function of
canonical momentum for the realized coupling strength of ¯h�R = 10.5EL at
a representative detuning ¯h� = �1EL (coloured curves). The grey curves
show the energies of the uncoupled states, and the red curve depicts the
lowest-energy dressed state in which we load the BEC. The black arrow
indicates the dressed BEC’s canonical momentum pcan = q

⇤
A

⇤, where A

⇤ is
the vector potential. d, Vector potentials as measured from the
canonical momentum.

electric field E⇤ = �@A⇤/@t , and the dressed BEC responds as
d(m⇤v)/dt = �r�(r)+q⇤E⇤, where v is the velocity of the dressed
atoms andm⇤v=pcan�q⇤A⇤. Here,1(m⇤v)=�q⇤(Af

⇤ �Ai
⇤) is the

momentum imparted by q⇤E⇤.
We study the physical consequences of sudden temporal changes

of the effective vector potential for the dressed BEC. These changes
are always adiabatic such that the BEC remains in the same
dressed state. We measure the resulting change of the BEC’s
momentum, which is in complete quantitative agreement with our
calculations and constitutes the first observation of synthetic electric
fields for neutral atoms.

Our system (see Fig. 2a) consists of an F =1 87RbBECwith about
1.4⇥105 atoms initially at rest15,16; a small physical magnetic field
B0 Zeeman-shifts each of the spin states mF = 0,±1 by E0,±1. Here,
B0 ⇡ 3.3⇥10�4 T and E�1 ⇡ �E+1 ⇡ gµBB0 � |E0|. The linear and
quadratic Zeeman shifts are h̄!Z = (E�1 �E+1)/2⇡ h⇥2.32 MHz
and �h̄✏ = E0 � (E�1 + E+1)/2 ⇡ �h ⇥ 784 Hz. A pair of laser
beams with wavelength ⌦= 801 nm, intersecting at 90� at the BEC,
couples the mF states with strength �R. These Raman lasers differ
in frequency by 1!L ⇡ !Z and we define the Raman detuning
as � = 1!L � !Z. Here h̄�R ⇡ 10EL and |h̄�| < 60EL, where
EL = h̄2kL2/2m = h⇥ 3.57 kHz and kL =

p
2⇡/⌦ are natural units

of energy and momentum.
When the atoms are rapidly moving or the Raman lasers are

far from resonance (kLv or � � �R), the lasers hardly affect the
atoms. However, for slowly moving and nearly resonant atoms the
three uncoupled states transform into three new dressed states.
The spin and linear-momentum state |kx ,mF = 0i is coupled to
states |kx � 2kL,mF = +1i and |kx + 2kL,mF = �1i, where h̄kx is
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Figure 3 | Change in momentum from the synthetic electric-field kick.
Three distinct sets of data were obtained by applying a synthetic electric
field by changing the vector potential from q

⇤
Ai

⇤ (between +2¯hkL and
�2¯hkL) to q

⇤
Af

⇤. Circles indicate data where the external trap was removed
right before the change in A

⇤, where q

⇤
Af

⇤ = ±2¯hkL (� for red, + for blue
symbols). The black crosses, more visible in the inset, show the amplitude
of canonical momentum oscillations when the trapping potential was left
on after the field kick. The standard deviations are also visible in the inset.
The grey line is a linear fit to the data (circles) yielding slope
�0.996±0.008, where the expected slope is �1.

the momentum of |mF = 0i along x̂ , and 2h̄kLx̂ is the momentum
difference between the two Raman beams. For each kx , the three
dressed states are the energy eigenstates in the presence of Raman
coupling h̄�R (see ref. 2), with energies Ej(kx) shown in Fig. 2c
(grey for uncoupled states, coloured for dressed states); we focus on
atoms in the lowest-energy dressed state. Here the atoms’ energy
(interaction and kinetic) is small compared with the ⇡ 10EL energy
difference between the curves; therefore, the atoms remain within
the lowest-energy dressed-state manifold5, without revealing their
spin and momentum components.

In the low-energy limit, E < EL, dressed atoms have a new
effective Hamiltonian formotion along x̂ ,Hx = (h̄kx �q⇤Ax

⇤)2/2m⇤

(motion along ŷ and ẑ is unaffected); here we choose the gauge
where the momentum of the mF = 0 component h̄kx ⌘ pcan is
the canonical momentum of the dressed state. The red curve
in Fig. 2c shows the eigenvalues of Hx for q⇤Ax

⇤ > 0, indicating
that at equilibrium pcan = pmin = q⇤Ax

⇤ (see ref. 2). Although this
dressed BEC is at rest (v = @Hx/@ h̄kx = 0, zero group velocity), it is
composed of three bare spin states eachwith a differentmomentum,
among which the momentum of |mF = 0i is h̄kx = pcan. None of
its three bare spin components has zero momentum, whereas the
BEC’smomentum—theweighted average of the three—is zero.

We transfer the BEC initially in |mF = �1i into the lowest-
energy dressed state with A⇤ = A⇤x̂ (see ref. 2 for a complete
technical discussion of loading). At equilibrium, we measure
q⇤A⇤ = pcan, equal to the momentum of |mF = 0i, by first
removing the coupling fields and trapping potentials and then
allowing the atoms to freely expand for a t = 20.1 ms time of
flight (TOF). Because the three components of the dressed state
{|kx ,mF = 0i,|kx ⌥2kL,mF = ±1i} differ in momentum by ±h̄2kL,
they quickly separate. Further, a Stern–Gerlach field gradient
along ŷ separates the spin components. Figure 2d shows how the
measured and predicted A⇤ depend on the detuning �. With this
calibration, we use � to control A⇤(t ).

We realize a synthetic electric field E⇤ by changing the effective
vector potential from an initial value Ai

⇤ to a final value Af
⇤. We

prepare our BEC at rest with A = Ai
⇤x̂ , and make two types of

measurement of E⇤. In the first, we remove the trapping potential
and then change A⇤ by sweeping the detuning � in 0.8ms, after
which the Raman coupling is turned off in 0.2ms. Thus, E⇤ can
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FIGURE 5.4. Niveau d’énergie fondamental E∈(p) de l’hamiltonien Ĥ(p) donné
en (5.31) pour ~∆ = 6Er et pour des valeurs croissante de κ0. La flèche signale
le minimum de la courbe de dispersion, correspondant à l’impulsion p = A∈, la
connexion de Berry A∈ étant donnée en (5.35).

L’hamiltonien total (interne+centre de masse) restreint à la famille F(p)
prend la forme d’une matrice 2× 2 :

Ĥ(p) =

(
(p− ~k)2/2M + ~∆/2 ~κ0/2

~κ0/2 (p+ ~k)2/2M − ~∆/2

)
(5.31)

que l’on peut diagonaliser pour toute valeur de p (voir figure 5.4). Quand
κ0 = 0, les énergies propres E±(p) sont les deux paraboles usuelles pour
la relation de dispersion d’une particule libre. Quand κ0 est non nul , les
deux valeurs propres de la matrice (5.31) deviennent :

E±(p) =
p2

2M
+ Er ±

~
2

[
κ20 +

(
∆− 2

k · p
M

)2
]1/2

, (5.32)

où on a introduit l’énergie de recul Er = ~2k2/2M .

Considérons par exemple la branche d’énergie la plus basse E∈(p)
comme dans le paragraphe § 2-1 (figure 5.4). Le résultat (5.32) redonne
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bien le spectre de l’hamiltonien

Ĥ =
(p̂−A∈)2

2M
− ~Ω

2
+ . . . (5.33)

en prenant la limite kp/M � Ω = (κ20 + ∆2)1/2 et en utilisant cos θ = ∆/Ω :

E∈(p) ≈ p2

2M
+ Er −

~Ω

2

[
1− 4∆k · p

MΩ2

]1/2

≈ p2

2M
+

~k · p
2M

cos θ − ~Ω

2
+ . . .

≈ p2

2M
− p ·A∈

M
− ~Ω

2
+ . . . (5.34)

On retrouve donc le résultat de l’approximation adiabatique à partir du
traitement exact. Notons qu’on a pris ici le choix de jauge

A∈ = −~k cos θ, (5.35)

qui diffère par le terme constant ~k du résultat (5.16) obtenu avec l’écriture
(5.18) de l’état habillé |ψ∈〉. Le choix de jauge fait ici est obtenu en écrivant
l’état habillé |ψ∈〉 sous la forme

|ψ∈〉 = eik·r cos(θ/2)|g2〉 − e∈ik·r sin(θ/2)|g1〉, (5.36)

choix qui est en correspondance avec la définition de la famille F(p) qui
fait jouer des rôles symétriques à |g1〉 et |g2〉.

Ce cas exactement soluble permet par ailleurs de tester la validité de
l’approximation adiabatique ; rappelons que ce critère de validité est que
la vitesse angulaire des états propres doit être petite devant les fréquences
de Bohr du système. Dans le cas présent, cette fréquence de Bohr est
donnée par la fréquence de Rabi généralisée Ω. La vitesse angulaire des
états propres s’obtient en étudiant comment le mouvement à vitesse v de
l’atome modifie les états habillés. Or, ces états habillés varient à l’échelle
de k∈1 = λ/(2π), en raison du coefficient eik·r qui entre dans leur expres-
sion. La vitesse angulaire recherchée, calculée dans un point de vue semi-
classique, est donc

∣∣∣〈ψ∈|ψ̇∈〉
∣∣∣ ∼ kv cos2(θ/2) . kv, (5.37)

ce qui donne comme critère suffisant pour que l’approximation adiaba-
tique soit satisfaite

k v̄ � Ω ou encore
kp

MΩ
� 1 (5.38)

ce qui justifie le développement (5.34). Comme une échelle minimale de
vitesse pour ce problème est donnée par la vitesse de recul ~k/M , le critère
ci-dessus implique en particulier

~k2

M
� Ω ou encore Er � ~Ω. (5.39)

3 La courbure de BerryB

Nous abordons maintenant le cas vraiment intéressant où non seule-
ment le potentiel vecteur (connexion de Berry), mais aussi le champ ma-
gnétique (courbure de Berry) est non nul. Le paragraphe précédent, dans
lequel nous avons décrit comment générer un potentiel vecteur uniforme,
va nous servir de guide. Nous avons vu que pour un transfert d’impulsion
entre atome et lumière se produisant dans la direction x, nous obtenons un
potentiel vecteur aligné avec l’axe x, A = Aux [cf. 5.16], dont l’amplitude
A dépend du rapport entre fréquence de Rabi et désaccord. L’hamiltonien
est alors

Ĥ =
(p̂x −A)2

2M
+

p̂2y
2M

+ . . . (5.40)

Pour obtenir un véritable hamiltonien magnétique, il faut que A dépende
de la position. Par exemple, un potentiel vecteur A ∝ y nous permettra de
réaliser un hamiltonien correspondant à un champ magnétique en jauge
de Landau.

3-1 Le résultat général pour un atome à deux niveaux

Partant de l’expression générale

A = i~ 〈ψ|∇ψ〉, (5.41)
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où |ψ〉 est l’état habillé suivi adiabatiquement par l’atome, on vérifie facile-
ment que l’expression de la courbure de Berry peut se mettre sous la forme

B ≡∇×A = i~ 〈∇ψ| × |∇ψ〉 (5.42)

Pour le cas de l’atome à deux niveaux abordé plus haut (§ 1-3), cette
courbure de Berry s’écrit pour les deux niveaux habillés d’énergie ±~Ω/2

B± = ∇×A± = ±~
2
∇(cos θ)×∇φ. (5.43)

Pour avoir une courbure non nulle, il faut avoir à la fois :
– un gradient de la phase φ du couplage laser (une onde purement sta-

tionnaire ne fera pas l’affaire),
– un gradient de l’angle de mélange θ obtenu en prenant

– soit une intensité laser qui varie dans l’espace,
– soit un désaccord dépendant du point où se trouve l’atome, ce qui

peut être obtenu par exemple en plaçant l’atome dans un champ
magnétique extérieur.

Il est intéressant de remarquer que l’on retrouve ici deux ingrédients
caractéristiques des forces que peut exercer un faisceau lumineux sur un
atome « à deux niveaux ». Le gradient de phase de l’onde lumineuse est à
l’origine de la force de pression de radiation, alors que le gradient d’inten-
sité de l’onde lumineuse donne naissance à la force dipolaire. Pour avoir
un champ magnétique artificiel non nul, il faut que ces deux ingrédients
soient réunis, avec en plus la contrainte que les deux gradients ne soient
pas colinéaires. Notons toutefois que le rapprochement avec les forces ra-
diatives n’est pas complet. La force de pression de radiation n’existe qu’en
présence un processus dissipatif additionnel, comme l’émission spontanée
de photons. Au contraire, dans le cas du magnétisme artificiel qui nous
intéresse ici, aucun processus dissipatif n’entre en jeu.

3-2 Onde plane + gradient de désaccord

Considérons un atome à deux niveaux |g1〉 et |g2〉, avec un couplage
Raman créé par deux ondes lumineuse planes induisant un transfert d’im-
pulsion de 2~k le long de l’axe x :

κ(r) = κ0 ei2kx, (5.44)
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FIGURE 5.5. Configuration laser et spectre atomique conduisant à une courbure
de Berry non nulle.

ce qui donne un gradient de phase ∇φ = 2kux. Supposons que le désac-
cord entre l’atome et l’onde lumineuse varie linéairement avec la position
le long de l’axe y :

∆(r) = ∆′y (5.45)

où ∆′ est une constante (figure 5.5). Comme indiqué plus haut, une telle
variation peut être obtenue en utilisant l’effet Zeeman dans un gradient de
champ magnétique (bien réel, lui !) ou alors un déplacement lumineux du
niveau |g1〉 ou |g2〉 produit par un faisceau laser auxiliaire. Introduisons la
longueur caractéristique du problème

` = κ0/∆
′ (5.46)

qui est la distance à l’axe y pour laquelle le désaccord devient (en valeur
absolue) égal à la fréquence de Rabi κ0. Un calcul simple donne alors pour
la courbure de Berry

B(r) = B0 L3/2(y) uz (5.47)

avec
B0 =

~k
`
, L(y) =

1

1 + y2/`2
. (5.48)

Le champ magnétique effectif est donc invariant par translation le long de
l’axe x et maximal sur cet axe. Il décroit de part et d’autre de cet axe et tend
vers 0 comme |y|∈3 quand y →∞.
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FIGURE 5.6. Représentation en fausses couleurs du module du champ magnétique
généré par la configuration onde plane + gradient de désaccord. La phase de
Aharonov–Bohm–Berry à travers le contour C est d’ordre 2π.

Comment mesurer l’amplitude de ce champ magnétique ? L’amplitude
B0 donne l’ordre de grandeur du champ magnétique artificiel que nous
pouvons créer par cette méthode. Elle est d’ordre h (la constante de Planck)
divisée par le carré d’une longueur, en l’occurrence λ`. Cette amplitude ne
se mesure pas en Tesla ; en effet, il n’y a pas de charge électrique à mettre
en face de B0. La manière naturelle pour évaluer l’amplitude B0 est de se
donner un circuit fermé C et d’évaluer la taille que doit avoir ce circuit pour
qu’une phase de type Aharonov–Bohm prenne une valeur significative (∼
π). Nous savons que cette phase γ(C) est proportionnelle au flux de B à
travers une surface S s’appuyant sur ce contour :

γ(C)
2π

=
1

h

∫∫

S
B · u d2r, (5.49)

et elle sera donc d’ordre 2π pour le circuit d’aire 2λ` représenté sur la fi-
gure 5.6. Nous verrons dans un chapitre ultérieur que le flux de B exprimé
en unité de h donne également le nombre de vortex quantiques qui sont
nucléés en régime stationnaire dans un superfluide en interaction, localisé
à l’intérieur du circuit C. Les grands champs magnétiques correspondront
donc à des petites valeurs de `, c’est-à-dire des forts gradients de désac-
cord.

En règle générale, les valeurs maximales accessibles pour ces champs
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FIGURE 5.7. Déviation d’une trajectoire par la force de Lorentz due à la courbure
de Berry.

artificiels correspondent au cas où φ et θ varient tous deux significative-
ment à l’échelle de la longueur d’onde, ce qui conduit à un champ ma-
gnétique d’ordre ~k2. Un autre critère pertinent est d’évaluer la pulsation
cyclotron. Quand le champ magnétique artificiel B0 devient de l’ordre de
~k2, on a

~ωc =
~B0

M
∼ ~2k2

M
∼ Er. (5.50)

Courbure de Berry et force de Lorentz. Il est intéressant de retrouver
sur cet exemple un concept classique du magnétisme orbital, la force de
Lorentz. Prenons par exemple un atome se déplaçant le long de l’axe y à
vitesse v = v0uy (donc de trajectoire y(t) = v0t) en absence de champ
magnétique artificiel (figure 5.7). En présence de ce champ, qui est dirigé
selon z, la force de Lorentz va dévier la trajectoire de la particule dans le
plan xy. Plus précisément, l’atome va acquérir une impulsion le long de
l’axe x donnée par

∆px =

∫ +1

∈1
Fx dt =

∫ +1

∈1
v0Bz(t) dt. (5.51)
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Cette intégrale se calcule analytiquement pour la forme de B trouvée en
(5.47), si on suppose que la déviation de la trajectoire est faible :

∆px = v0B0

∫ +1

∈1

1

[1 + (y(t)/`)2]3/2
dt

= B0`

∫ +1

∈1

1

[1 + u2]3/2
du

= 2B0`

= 2~k. (5.52)

L’explication de la déviation par la force de Lorentz est donc très simple
dans ce cas : l’atome entre dans le faisceau laser préparé dans l’état habillé
qui se raccorde à |g1〉 en y = −∞ ; il en ressort en étant passé adiabatique-
ment vers l’état |g2〉, donc en ayant encaissé l’impulsion 2~k communiquée
par la transition Raman.

Le (problématique) potentiel scalaire. Le potentiel scalaire se calcule lui
aussi simplement à partir des expressions générales données plus haut. En
utilisant (5.14), on trouve :

V(y) =
Er

4

(
L(y) +

1

k2`2
L2(y)

)
. (5.53)

Supposons que l’on cherche à atteindre des effets de type effet Hall quan-
tique, avec les atomes accumulés dans le niveau de Landau fondamental.
L’échelle d’énergie pertinente du problème est alors ~ωc qui, comme nous
l’avons vu ci-dessus, est typiquement d’ordre Er. Le potentiel scalaire a
une amplitude du même ordre et son influence doit être prise en compte
de manière précise. Un exemple d’étude détaillée est donné par Julia-Diaz
et al. (2011); on y montre que les états fortement corrélés caractéristiques
de l’effet Hall quantique peuvent être fortement affectés, voire détruits, par
ce potentiel scalaire.

3-3 Mise en évidence expérimentale

Dans la lignée de leur première expérience ayant mis en évidence le po-
tentiel vecteur associé à une transition Raman, le groupe du NIST a rendu

vortices did not form a lattice and the positions of the vortices were
irreproducible between different experimental realizations, consist-
ent with our GPE simulations. We measured Nv as a function of
detuning gradient d0 at two couplings, BVR5 5.85EL and 8.20EL
(Fig. 2). For each VR, vortices appeared above a minimum gradient
when the corresponding field B!h i~d’ LA!

x

!
Ld

" #
exceeded the crit-

ical field B!
c . (For our coupling, B* is only approximately uniform

over the system and ÆB*æ is the field averaged over the area of the
BEC.) The inset shows Nv for both values of VR plotted versus
WB!=W0~Aq! B!h i=h, the vortex number for a system of area
A~pRxRy with the asymptotic vortex density, where Rx (or Ry) is
the Thomas–Fermi radius along x̂x or ŷyð Þ. The system size, and thus
B!
c , are approximately independent ofVR, so we expected this plot to

be nearly independent of Raman coupling. Indeed, the data for
BVR5 5.85EL and 8.20EL only deviated for Nv, 5, probably owing
to the intricate dynamics of vortex nucleation27.

Figure 3 illustrates a progression of images showing that vortices
nucleate at the system’s edge, fully enter to an equilibrium density
and then decay along with the atom number. The timescale for vortex
nucleation depends weakly onB*, and ismore rapid for largerB*with
more vortices. It is about 0.3 s for vortex number Nv$ 8, and
increases to about 0.5 s forNv5 3. ForNv5 1 (B* near B!

c ), the single
vortex always remains near the edge of the BEC. In the dressed state,
spontaneous emission from the Raman beams removes atoms from
the trap, causing the population to decay with a 1.4(2)-s lifetime, and
the equilibrium vortex number decreases along with the area of the
BEC.

To verify that the dressed BEC has reached equilibrium, we pre-
pared nominally identical systems in two different ways. First, we
varied the initial atom number and measured Nv as a function of
atom number N at a fixed hold time of th5 0.57 s. Second, starting
with a large atom number, we measured both Nv and N, as they
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Figure 2 | Appearance of vortices at different detuning gradients. Datawas
taken for N5 1.43 105 atoms at hold time th5 0.57 s. a–f, Images of the
|mF5 0æ component of the dressed state after a 25.1-ms TOF with detuning
gradient d0/2p from 0 to 0.43 kHzmm21 at Raman coupling BVR5 8.20EL.
g, Vortex numberNv versus d

0 at BVR5 5.85EL (blue circles) and 8.20EL (red
circles). Each data point is averaged over at least 20 experimental

realizations, and the uncertainties represent one standard deviation s. The
inset displaysNv versus the synthetic magnetic fluxWB!=W0~Aq! B!h i=h in
the BEC. The dashed lines indicate d0, below which vortices become
energetically unfavourable according to our GPE computation, and the
shaded regions show the 1s uncertainty from experimental parameters.
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Figure 3 | Vortex formation. a–f, Images of the |mF5 0æ component of the
dressed state after a 30.1-ms TOF for hold times th between 20.019 s and
2.2 s. The detuning gradient d0/2p is ramped to 0.31 kHzmm21 at the
coupling BVR5 5.85EL. g, Top panel shows time sequence of d0. (a.u.,

arbitrary units.) Bottom panel shows vortex numberNv (solid symbols) and
atom number N (open symbols) versus th with a population lifetime of
1.4(2) s. The number in parentheses is the uncorrelated combination of
statistical and systematic 1s uncertainties.
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FIGURE 5.8. Observation de vortex par Lin et al. (2009b) dans une configuration
impliquant une paire de faisceaux Raman qui transfèrent de l’impulsion selon une
direction, et un gradient de la fréquence de résonance atomique selon une autre
direction.

ce potentiel vecteur « non trivial », en ajoutant un gradient de champ ma-
gnétique comme indiqué ci-dessus. Ce gradient est de l’ordre de quelques
gauss/cm, correspondant à ` de quelques dizaines de longueur d’onde op-
tique λ (Lin et al. 2009b). Ceci leur a permis d’observer la formation de
vortex quantifiés qui sont, comme nous l’avons déjà indiqué dans le cas
des rotations, la manifestation naturelle d’un magnétisme orbital pour un
superfluide. Un exemple de résultat obtenu par Lin et al. (2009b) est donné
en figure 5.8.

Les vortex observés par le groupe du NIST, s’ils constituent une preuve
incontestable de la présence d’une courbure de Berry non nulle, ne pré-
sentent pas l’ordre spatial attendu pour un réseau d’Abrikosov. Lin et al.
(2009b) attribuent cette absence d’ordre au chauffage lié aux processus
d’émission spontanée. Rappelons que pour les atomes alcalins, ces proces-
sus sont difficiles à éviter : les transitions Raman nécessaires à l’apparition
d’un champ de jauge n’ont une amplitude importante que si les lasers qui
les induisent ne sont pas trop désaccordés par rapport à l’écart de structure
fine de la raie de résonance, et ce faible désaccord entraine une émission
spontanée relativement importante.
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4 Champs de jauge non abéliens

Nous abordons maintenant une extension de la notion de potentiel de
jauge géométrique et cherchons dans quelles conditions on peut utiliser la
notion de suivi adiabatique dans le couplage atome-lumière pour générer
un hamiltonien à une particule du type

Ĥ =

(
p̂− Â(r̂)

)2

2M
+ . . . (5.54)

où Â(r) n’est plus simplement un champ de vecteurs, mais un ensemble
de trois matrices Â = (Âx, Ây, Âz) agissant également dans l’espace de
Hilbert interne de l’atome :

Âx(r) = [A(m,n)
x (r)], Ây(r) = [A(m,n)

y (r)], Âz(r) = [A(m,n)
z (r)],

(5.55)
où les indices m,n repèrent une base de l’espace de Hilbert interne.

Le caractère non-abélien est lié au fait qu’en un point r donné, deux
composantes de cette matrice ne commutent généralement pas :

[Âx(r), Ây(r)] 6= 0. (5.56)

On comprend intuitivement que ce caractère non-abélien peut enrichir
les phénomènes susceptibles d’apparaître dans une expérience de type
Aharonov-Bohm par exemple. Pour le cas abélien, la présence d’un champ
magnétique entraine que la particule acquiert une phase géométrique
quand elle parcoure une trajectoire fermée C. Dans le cas non abélien,
cette phase est remplacée par une matrice agissant dans l’espace interne :
l’atome, même s’il parcourt la boucle C à vitesse arbitrairement lente, ne se
retrouvera pas dans le même état interne à la fin de cette boucle.

L’idée de générer des potentiels non abéliens de manière géométrique
remonte à l’article de Wilczek & Zee (1984). Dans ce travail, les auteurs
s’intéressent à une généralisation du théorème adiabatique au cas où l’ha-
miltonien du système possède un groupe d’états propres qui restent, au
cours de l’évolution, dégénérés (ou quasi-dégénérés) et bien séparés des
autres états. Cette analyse a été suivie d’applications dans de nombreux
domaines allant de la physique moléculaire à la matière condensée (Bohm
et al. 2003; Xiao et al. 2010) [voir également Goldman et al. (2013)].

4-1 La force de Lorentz dans le cas non-abélien

Pour bien discerner la classe de champs de jauge non-abéliens qu’il est
intéressant de générer, nous allons revenir sur la force de Lorentz qui agit
sur une particule en mouvement lorsque l’hamiltonien de cette particule
s’écrit

Ĥ =

(
p̂− Â(r̂)

)2

2M
, (5.57)

et Â est un opérateur agissant dans l’état interne de la particule. Nous
nous plaçons pour cela en point de vue de Heisenberg et nous définissons
l’opérateur vitesse comme la dérivée par rapport au temps de l’opérateur
position :

v̂ =
dr̂

dt
=

i

~
[Ĥ, r̂] =

p̂− Â(r̂)

M
. (5.58)

L’hamiltonien (5.57) peut donc s’écrire dans le cas bi-dimensionnel qui
nous intéresse ici :

Ĥ =
M

2

(
v̂2x + v̂2y

)
. (5.59)

Notons que l’opérateur vitesse agit ici à la fois sur les degrés de liberté
externes de la particule, via p̂, et sur ses degrés de libertés internes, via la
matrice Â.

Nous définissons ensuite l’opérateur force agissant sur la particule
comme le produit de la masse par la dérivée de l’opérateur vitesse :

F̂ = M
dv̂

dt
=

i

~
[Ĥ,M v̂]. (5.60)

Un calcul simple utilisant la forme (5.59) donne :

F̂ =
1

2

(
v̂ × B̂ − B̂ × v̂

)
(5.61)

où l’opérateur champ magnétique est défini par

B̂ = B̂zuz, B̂z =
∂Âx
∂y
− ∂Ây

∂x
− i

~
[Ax,Ay]. (5.62)
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Ce résultat est une généralisation de la force de Lorentz ; dans le cas abé-
lien, les composantes Ax et Ay commutent et le champ magnétique inter-
venant dans la force de Lorentz (5.61) est simplement le rotationnel du po-
tentiel vecteur. Dans le cas non-abélien, une contribution supplémentaire
au champ magnétique apparaît, proportionnelle au commutateur [Ax,Ay].

Ce commutateur permet de générer des effets magnétiques intéres-
sants, liés à une force de Lorentz non nulle, même quand le potentiel vec-
teur est uniforme. C’est précisément ce qui se produit dans le couplage
spin-orbite que nous allons rencontrer plus loin. Nous aurons alors :

Â = ηŜ (5.63)

où Ŝ est l’opérateur spin de la particule et η une constante. Le commu-
tateur générique pour un opérateur moment cinétique [Ŝx, Ŝy] = i~Ŝz
conduira à un opérateur champ magnétique uniforme

B̂ = η2 Ŝz uz. (5.64)

La particule ressentira un champ magnétique non nul et aligné selon l’axe
z, dont l’amplitude η2m~ dépend du nombre quantique m donnant la pro-
jection de son spin sur l’axe z.

4-2 Émergence de potentiels non abéliens

Pour montrer comment un hamiltonien du type (5.54) peut apparaître,
nous allons prendre une nouvelle fois une situation caractéristique de
l’optique quantique, avec un atome à N + 1 niveaux internes couplés
par un champ lumineux. En tout point r de l’espace, on suppose que
l’on peut écrire l’hamiltonien décrivant la dynamique interne de l’atome
sous la forme d’une matrice Hinterne(r) indépendante du temps, de taille
(N + 1) × (N + 1). Pour une position r donnée, on peut diagonaliser la
matrice Hinterne(r) et obtenir N + 1 états habillés indépendants, que nous
noterons |ψn(r)〉, avec leur énergie En(r) (n = 1, . . . , N + 1). Notre hypo-
thèse de départ sera que parmi cesN+1 états habillés, un nombre q d’entre
eux (les q premiers par exemple) forme un sous-espace (presque) dégénéré
Eq et que ces niveaux sont bien séparés des autres (figure 5.9).

|ei

|g1i
|g2i

~�e

Laser!
!a

Laser!
!b

~�

couplage))

laser)
Eq

niveaux)
nus)

niveaux)
habillés)

FIGURE 5.9. Quand un sous-espace Eq dégénéré ou presque apparaît dans le
spectre de l’atome habillé, la restriction de la dynamique à ce sous-espace peut
générer des potentiels non abéliens.

L’état quantique de l’atome incluant à la fois les degrés de liberté in-
ternes et son centre de masse peut s’écrire

Ψ(r) =

N+1∑

n=1

φn(r) |ψn(r)〉 (5.65)

où chaque φn est la fonction d’onde décrivant le mouvement du centre
de masse pour l’atome dans l’état interne |ψn〉. Nous nous intéressons à
la dynamique de l’atome quand il est initialement préparé dans le sous-
espace Eq . En négligeant les transitions en dehors de ce sous-espace, nous
pouvons projeter l’équation de Schrödinger complète sur Eq et arriver pour
le vecteur colonne

Φ(r) =



φ1(r)

...
φq(r)


 (5.66)

à une équation fermée qui prend la structure d’une équation de Schrödin-
ger

i~
∂Φ

∂t
=

[
(p̂− Â(r̂)2

2M
+ Ê(r̂) + V̂(r̂)

]
Φ , (5.67)
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où Ê(r) est la matrice diagonale q× q formée à partir des énergies propres
En(r) (n = 1, . . . , q).

Cette équation rappelle fortement l’équation de Schrödinger trouvée
dans le cas scalaire Eq. (5.12). Néanmoins, la connexion de Berry Â et le
potentiel additionnel V̂ sont désormais des matrices q × q qui ont pour
éléments

Â
(n,m)

= i~〈ψn(r)|∇ψm(r)〉, (5.68)

V̂(n,m) =
1

2M

N+1∑

l=q+1

Â
(n,l) · Â(l,m)

, (5.69)

avec n,m ∈ (1, . . . , q). Dans le cas où on se limite à un sous-espace Eq à
une dimension, on vérifie que l’on retrouve le résultat obtenu pour le cas
abélien.

La courbure de Berry associée à A est également une matrice q × q :

Bi =
1

2
εikl Fkl, Fkl = ∂kAl − ∂lAk −

i

~
[Ak,Al]. (5.70)

Comme mentionné plus haut, le champ magnétique artificiel B peut être
non nul même si le potentiel vecteur A est uniforme dans l’espace.

4-3 Le schéma de niveau multipode

Une manière générique pour obtenir un sous-espace dégénéré dans une
interaction atome-laser est de partir de la situation représentée sur la figure
5.10, où un unique état excité |e〉 est couplé àN niveaux fondamentaux |gj〉
(j = 1, . . . , N ) [figure 5.10]. Chaque couplage |gj〉 ↔ |e〉 est assuré par un
faisceau laser de pulsation ωj et de fréquence de Rabi complexe κj . Ce
schéma de niveau se produit par exemple quand on considère une transi-
tion atomique entre un niveau fondamental de moment cinétique Jg = 1
et un niveau excité de moment cinétique Je = 0, correspondant à N = 3.
En considérant des transitions Raman entre états hyperfins, on peut égale-
ment construire explicitement des schémas permettant de réaliser N = 4
pour des atomes alcalins (Juzeliūnas et al. 2010).

Nous supposerons ici que les couplages Raman entre les différents
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FIGURE 5.10. Configuration multipode : un état atomique excité |e〉 est couplé à
N états atomiques différents |gj〉 (j = 1, ..., N ) par N champs lasers résonnants.
On peut réécrire ce couplage en introduisant un état brillant |B(r)〉 et un sous-
espace noir, de dimension N − 1.

sous-niveaux sont tous résonants, c’est-à-dire que

Egj + ~ωj = Ee + ~∆, (5.71)

où ∆ est indépendant de j. L’hamiltonien décrivant la dynamique interne
de l’atome s’écrit alors à l’approximation du champ tournant :

Hinterne = −~∆|e〉〈e| +

N∑

j=1

(
~κj(r)

2
|e〉〈gj |+ h.c.

)
. (5.72)

Cet hamiltonien peut être réécrit :

Hinterne = −~∆|e〉〈e| +
~κ(r)

2
(|e〉〈B(r)|+ |B(r)〉〈e|) , (5.73)

où on a introduit l’état brillant

|B(r)〉 =
1

κ

N∑

j=1

κ∗j |gj〉, (5.74)

et défini la fréquence de Rabi totale κ (réelle positive) par

κ2 =

N∑

j=1

|κj |2. (5.75)
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La diagonalisation de Hinterne(r) en un point r donné permet de dé-
terminer les états habillés |ψn〉. L’expression de ces états se calcule simple-
ment :

– Le couplage entre l’état brillant et l’état excité donne naissance à deux
états habillés, combinaisons linéaires de |e〉 et |B〉 avec des amplitudes
qui sont fonctions de ∆ et κ, comme pour un atome à deux niveaux.

– Le sous-espace du niveau fondamental de dimension N − 1 et ortho-
gonal à |B(r)〉 forme un sous-espace propre de Hinterne pour la valeur
propre 0.

On est donc bien dans la situation requise pour voir apparaître un champ
de jauge non abélien. On a formé un sous-espace propre Eq de dimension
q = N − 1. Puisque l’état brillant dépend du point r, le sous-espace ortho-
gonal Eq dépend lui aussi de la position du centre de masse de l’atome.

Nous n’allons pas développer ici le calcul général de la matrice A don-
nant la connexion de Berry pour cette configuration multipode, mais nous
allons l’illustrer sur un cas simple correspondant au couplage spin-orbite.

5 Le couplage spin-orbite

5-1 Comment générer un couplage spin-orbite 2D

Reprenons la configuration atomique de la section précédente et
intéressons-nous plus particulièrement au cas d’un tripode, qui peut être
réalisé expérimentalement en couplant un niveau fondamental de moment
cinétique Jg = 1 avec un état excité de moment cinétique Je = 0. Suppo-
sons par ailleurs que les trois faisceaux lasers qui induisent les trois cou-
plages |gj〉 ↔ |e〉, j = 1, 2, 3 sont des ondes planes 4 se propageant dans le
plan xy en formant des angles de 120˚, de vecteur d’onde :

k1 = kux, k2 = −k
2

(
ux −

√
3uy

)
, k3 = −k

2

(
ux +

√
3uy

)
. (5.76)

4. On choisit les trois polarisations linéaires et orthogonales entre elles, formant un trièdre
X,Y, Z. Les états |gj〉 sont alors les sous-niveaux |mX = 0〉, |mY = 0〉, |mZ = 0〉 du niveau
|g, Jg = 1〉.
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FIGURE 5.11. Couplage d’un état fondamental de moment cinétique 1 à un état
excité de moment cinétique nul avec trois faisceaux lumineux (ondes planes) co-
planaires. Ce couplage donne naissance à un effet spin-orbite à deux dimensions.

Les trois fréquence de Rabi complexes sont donc

κj =
κ√
3

eikj ·r. (5.77)

L’état brillant s’écrit dans la base {|g1〉, |g2〉, |g3〉} :

|B(r)〉 =
1√
3




e∈ik1·r

e∈ik2·r

e∈ik3·r


 (5.78)

et on peut écrire explicitement une base orthogonale {|N1〉, |N2〉} (parmi
une infinité d’autres) du sous-espace « noir », orthogonal à l’état brillant :

|N1〉 =




e∈ik1·r

e∈i(k2·r+2π/3)

e∈i(k3·r+4π/3)


 , |N2〉 =




e∈ik1·r

e∈i(k2·r∈2π/3)

e∈i(k3·r∈4π/3)


 . (5.79)

On peut ensuite calculer la matrice donnant la connexion de Berry, compo-
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sante par composante. On trouve ainsi

Â
(1,1)

= i~〈N1|∇N1〉

=
~
3

(
eik1·r, ei(k2·r+2π/3), ei(k3·r+4π/3)

)
·




k1e∈ik1·r

k2e∈i(k2·r+2π/3)

k3e∈i(k3·r+4π/3)




= k1 + k2 + k3

= 0, (5.80)

et

Â
(2,1)

= i~〈N2|∇N1〉

=
~
3

(
eik1·r, ei(k2·r∈2π/3), ei(k3·r∈4π/3)

)
·




k1e∈ik1·r

k2e∈i(k2·r+2π/3)

k3e∈i(k3·r+4π/3)




= k1 + k2ei2π/3 + k3e∈i2π/3

=
~k
2

(ux + iuy) . (5.81)

De même, on trouve

Â
(1,2)

=
~k
2

(ux − iuy) , Â
(2,2)

= 0, (5.82)

de sorte que la matrice connexion de Berry prend une forme simple en utili-
sant les matrices de Pauli 5 :

Â =
~k
2

(σ̂xux + σ̂yuy) =
~k
2
σ̂. (5.83)

On trouve donc ici une situation simple où la connexion de Berry est uni-
forme dans l’espace, mais correspond à une courbure non nulle. L’expres-
sion générale (5.70) donne dans ce cas particulier

B̂ =
~k2

2
σ̂zuz, (5.84)

c’est-à-dire un champ uniforme dans l’espace dont l’orientation dépend de
l’état interne de l’atome.

5. Rappelons leur définition :

σ̂x =

(
0 1
1 0

)
, σ̂y =

(
0 −i
i 0

)
, σ̂z =

(
1 0
0 −1

)
.

5-2 La physique du couplage spin-orbite

Le couplage spin-orbite est un phénomène bien connu en physique ato-
mique et en physique de la matière condensée. Son origine est généra-
lement relativiste : une particule chargée bouge à vitesse v dans une ré-
gion où règne un champ électrique E . Dans le référentiel de la particule,
un champ magnétique motionnel B ∝ vE apparaît. L’interaction entre ce
champ magnétique et le moment magnétique de la particule, lui-même
proportionnel au spin S, donne naissance au couplage spin-orbite.

En physique atomique, le champ électrique E auquel est soumis un élec-
tron est le champ colombien créé par le noyau et le couplage spin-orbite
peut s’écrire après réarrangement comme ∝ L · S, où L = r × p est le mo-
ment cinétique orbital de l’électron considéré. Dans les solides, le champ
électrique apparaît par exemple à l’interface 6 entre deux matériaux, là où
un gaz d’électron bi-dimensionnel est réalisé [couplage de Rashba, voir par
exemple Galitski & Spielman (2013) pour plus de détails].

Les applications du couplage spin-orbite en physique des matériaux
donnent lieu actuellement à des recherches intenses autour de la spintro-
nique, tirant parti du contrôle que l’on peut avoir entre le spin et l’impul-
sion des électrons de conduction grâce à un champ électrique extérieur.

Sur le plan fondamental, le couplage spin-orbite peut également débou-
cher sur de nombreux effets spectaculaires parmi lesquels on peut citer :

– Le couplage spin-orbite peut donner naissance à des matériaux ap-
pelés isolants topologiques, qui sont des isolants dans le cœur, mais
conducteurs en surface (Hasan & Kane 2010). Les propriétés de
conduction en surface sont topologiquement robustes, d’une manière
analogue (surtout pour le cas 2D) aux états de bord que nous avons
rencontrés pour l’effet Hall quantique. Toutefois, à la différence de
l’effet Hall, il n’y pas ici de champ magnétique extérieur qui brise
l’invariance par renversement du temps. Par ailleurs, les conditions
de température nécessaires pour atteindre ces états d’isolants topolo-
giques sont moins contraignantes que celles requises pour l’effet Hall
quantique (Hasan & Kane 2010).

6. Un champ électrique peut également apparaître dans le cœur du matériau si celui-ci n’a
pas la symétrie d’inversion, le couplage spin-orbite étant alors de type Dresselhaus.
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– Pour une particule de spin S, l’hamiltonien spin-orbite

Ĥ =

(
p̂− ηŜ

)2

2M
(5.85)

possède un niveau fondamental infiniment dégénéré. En effet, tous les
états d’impulsion p telle que |p| = ηS sont d’énergie nulle si on choisit
correctement l’orientation du spin. Pour des bosons, cette dégénéres-
cence infinie de l’état fondamental change radicalement la nature de
la transition de Bose-Einstein (Zhou & Cui 2013).

– Considérons une interaction de contact (onde s) pour un gaz de fer-
mions ; on sait que si le gaz est polarisé, le résultat de cette interaction
est nul du fait du principe de Pauli. En présence de couplage spin-
orbite, une interaction effective apparaît même si le gaz est contraint
à occuper une seule bande dans le diagramme d’énergie. Ceci permet
d’envisager la formation de superfluides de type px+ ipy à partir d’in-
teractions « traditionnelles » en onde s (Zhang et al. 2008).

– Pour un gaz de Fermi en contact avec un supraconducteur, le couplage
spin-orbite peut donner naissance dans un échantillon à deux dimen-
sions à des états à topologie non triviale, avec des modes de Majorana
d’énergie nulle au sein d’un vortex (Sau et al. 2010). Ces modes de Ma-
jorana peuvent encore être présents à une dimension (Oreg et al. 2010;
Lutchyn et al. 2010) et l’expérience récente de Mourik et al. (2012) a
donné des signatures de leur existence, même si ces résultats restent
encore débattus.

5-3 La version 1D du couplage spin-orbite

Le couplage spin-orbite à deux dimensions que nous venons d’envi-
sager n’a pas encore été réalisé avec des atomes froids. En revanche, une
version simplifiée uni-dimensionnelle, initialement identifiée par Higbie &
Stamper-Kurn (2002), a été observée par plusieurs groupes, à commencer
par le groupe du NIST pour un gaz de bosons (Lin et al. 2011b), puis par
Cheuk et al. (2012) et Wang et al. (2012) pour des fermions.

Cette version 1D est en fait implicite dans le traitement exact que
nous avons déjà présenté de l’interaction atome-lumière dans une onde

plane (§ 2). L’origine du couplage entre degrés de libertés externes (l’im-
pulsion de l’atome) et internes (le niveau occupé) est simplement l’effet
Doppler. Notons tout de suite une différence majeure avec le cas multi-
dimensionnel : le couplage obtenu dans ce cas est abélien.

Nous pouvons reprendre telle quelle la forme de l’hamiltonien corres-
pondant à la transition Raman |g1〉 ↔ |g2〉 considérée en début de chapitre

Ĥ(p) =

(
(p− ~k)2/2M + ~∆/2 ~κ0/2

~κ0/2 (p+ ~k)2/2M − ~∆/2

)
, (5.86)

où l’écriture est faite dans la base des « familles » :

F(p) = {|g1,p− ~k〉, |g2,p+ ~k〉}. (5.87)

Cet hamiltonien peut se réécrire en termes des matrices de Pauli :

Ĥ(p) =
1

2M

(
p− Â

)2
+

~∆

2
σ̂z +

~κ0
2
σ̂x avec Â = ~kσ̂z. (5.88)

ce qui correspond, presque trivialement, à la forme recherchée ! Il est clair
que les trois composantes de Â commutent entre elles. Comme Â ne dé-
pend par ailleurs pas de la position, la courbure de Berry B̂ définie en (5.62)
est nulle dans ce cas particulier.

Malgré le passage à une dimension, certaines caractéristiques du cou-
plage spin-orbite restent pertinentes. Par exemple, pour ∆ = 0 et une
amplitude assez faible du couplage Raman, on conserve la non-unicité de
l’état fondamental de l’hamiltonien à une particule. On a tracé sur la figure
5.12 la variation du niveau d’énergie le plus bas de (5.86)

E∈(p) =
p2

2M
+ Er −

~
2

[
κ20 + 4

(
kp

M

)2
]1/2

. (5.89)

On trouve que cette énergie est minimale en deux impulsions symétriques
non nulles p et −p tant que la pulsation de Rabi vérifie

~κ0 < 4Er. (5.90)

Au delà de cette valeur, le minimum de E∈(p) est situé en p = 0 et on se
retrouve approximativement dans la situation de l’approximation adiaba-
tique étudiée en section 2. Le cas intéressant du point de vue spin-orbite,
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Here ! ¼ ð"!L $!ZÞ is the detuning from Raman reso-
nance, !R is the resonant Raman Rabi frequency, and "
accounts for a small quadratic Zeeman shift [Fig. 1(b)]. For
each ~kx, diagonalizing H 1 gives three energy eigenvalues
Ejð~kxÞ (j ¼ 1, 2, 3). For dressed atoms in state j, Ejð~kxÞ is
the effective dispersion relation, which depends on experi-
mental parameters, !,!R, and " (left panels of Fig. 2). The
number of energy minima (from one to three) and their
positions ~kmin are thus experimentally tunable. Around
each ~kmin, the dispersion can be expanded as Eð~kxÞ &@2ð~kx $ ~kminÞ2=2m', where m' is an effective mass. In this
expansion, we identify ~kmin with the light-induced vector
gauge potential, in analogy to the Hamiltonian for a parti-

cle of charge q in the usual magnetic vector potential ~A:

ð ~p$ q ~AÞ2=2m. In our experiment, we load a trapped BEC
into the lowest energy, j ¼ 1, dressed state, and measure its
quasimomentum, equal to @~kmin for adiabatic loading.

Our experiment starts with a 3D 87Rb BEC in a com-
bined magnetic-quadrupole plus optical trap [12]. We
transfer the atoms to a crossed dipole trap, formed by
two 1550 nm beams, which are aligned along x̂-ŷ (hori-
zontal beam) and (10) from ẑ (vertical beam). A uniform
bias field along ŷ gives a linear Zeeman shift !Z=2# ’
3:25 MHz and a quadratic shift "=2# ¼ 1:55 kHz. The
BEC has N & 2:5* 105 atoms in jmF ¼ $1; kx ¼ 0i,
with trap frequencies of &30 Hz parallel to, and &95 Hz
perpendicular to the horizontal beam.

To Raman couple states differing in mF by +1, the $ ¼
804:3 nm Raman beams are linearly polarized along ŷ and
ẑ, corresponding to # and % relative to the quantization
axis ŷ. The beams have 1=e2 radii of 180ð20Þ &m [13],
larger than the 20 &m BEC. These beams give a scalar
light shift up to 60Er, where Er ¼ h* 3:55 kHz, and

contribute an additional harmonic potential with frequency
up to 50 Hz along ŷ and ẑ. The differential light shift
between adjacent mF states arising from the combination
of misalignment and imperfect polarization is estimated to
be smaller than 0:2Er. We determine !R by observing
population oscillations driven by the Raman beams and
fitting to the expected behavior [Fig. 1(c)].
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FIG. 1 (color online). (a) The 87Rb BEC in a dipole trap created by two 1550 nm crossed beams in a bias field B0ŷ (gravity is along
$ẑ). The two Raman laser beams are counterpropagating along x̂, with frequencies !L and (!L þ"!L), linearly polarized along ẑ
and ŷ, respectively. (b) Level diagram of Raman coupling within the F ¼ 1 ground state. The linear and quadratic Zeeman shifts are
!Z and ", and ! is the Raman detuning. (c) As a function of Raman pulse time, we show the fraction of atoms in jmF ¼ $1; kx ¼ 0i
(solid circles), j0;$2kri (open squares), and jþ1;$4kri (crosses), the states comprising the #ð~kx ¼ $2krÞ family. The atoms start in
j$1; kx ¼ 0i, and are nearly resonant for the j$1; 0i ! j0;$2kri transition at @! ¼ $4:22Er. We determine @!R ¼ 6:63ð4ÞEr by a
global fit (solid lines) to the populations in #ð$2krÞ.
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FIG. 2 (color online). Left panels: Energy-momentum disper-
sion curves Eð~kxÞ for @" ¼ 0:44Er and detuning @! ¼ 0 in (a)
and @! ¼ $2Er in (b). The thin solid curves denote the states
j$1; ~kx þ 2kri, j0; ~kxi, jþ1; ~kx $ 2kri absent Raman coupling;
the thick solid, dotted and dash-dotted curves indicate dressed
states at Raman coupling @!R ¼ 4:85Er. The arrows indicate
~kx ¼ ~kmin in the j ¼ 1 dressed state. Right panels: Time-of-flight
images of the Raman-dressed state at @!R ¼ 4:85ð35ÞEr, for@! ¼ 0 in (a) and @! ¼ $2Er in (b). The Raman beams are
along x̂, and the three spin and momentum components,
j$1; ~kmin þ 2kri, j0; ~kmini, and jþ1; ~kmin $ 2kri, are separated
along ŷ (after a small shear in the image realigning the Stern-
Gerlach gradient direction along ŷ).
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Here ! ¼ ð"!L $!ZÞ is the detuning from Raman reso-
nance, !R is the resonant Raman Rabi frequency, and "
accounts for a small quadratic Zeeman shift [Fig. 1(b)]. For
each ~kx, diagonalizing H 1 gives three energy eigenvalues
Ejð~kxÞ (j ¼ 1, 2, 3). For dressed atoms in state j, Ejð~kxÞ is
the effective dispersion relation, which depends on experi-
mental parameters, !,!R, and " (left panels of Fig. 2). The
number of energy minima (from one to three) and their
positions ~kmin are thus experimentally tunable. Around
each ~kmin, the dispersion can be expanded as Eð~kxÞ &@2ð~kx $ ~kminÞ2=2m', where m' is an effective mass. In this
expansion, we identify ~kmin with the light-induced vector
gauge potential, in analogy to the Hamiltonian for a parti-

cle of charge q in the usual magnetic vector potential ~A:

ð ~p$ q ~AÞ2=2m. In our experiment, we load a trapped BEC
into the lowest energy, j ¼ 1, dressed state, and measure its
quasimomentum, equal to @~kmin for adiabatic loading.

Our experiment starts with a 3D 87Rb BEC in a com-
bined magnetic-quadrupole plus optical trap [12]. We
transfer the atoms to a crossed dipole trap, formed by
two 1550 nm beams, which are aligned along x̂-ŷ (hori-
zontal beam) and (10) from ẑ (vertical beam). A uniform
bias field along ŷ gives a linear Zeeman shift !Z=2# ’
3:25 MHz and a quadratic shift "=2# ¼ 1:55 kHz. The
BEC has N & 2:5* 105 atoms in jmF ¼ $1; kx ¼ 0i,
with trap frequencies of &30 Hz parallel to, and &95 Hz
perpendicular to the horizontal beam.

To Raman couple states differing in mF by +1, the $ ¼
804:3 nm Raman beams are linearly polarized along ŷ and
ẑ, corresponding to # and % relative to the quantization
axis ŷ. The beams have 1=e2 radii of 180ð20Þ &m [13],
larger than the 20 &m BEC. These beams give a scalar
light shift up to 60Er, where Er ¼ h* 3:55 kHz, and

contribute an additional harmonic potential with frequency
up to 50 Hz along ŷ and ẑ. The differential light shift
between adjacent mF states arising from the combination
of misalignment and imperfect polarization is estimated to
be smaller than 0:2Er. We determine !R by observing
population oscillations driven by the Raman beams and
fitting to the expected behavior [Fig. 1(c)].
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$ẑ). The two Raman laser beams are counterpropagating along x̂, with frequencies !L and (!L þ"!L), linearly polarized along ẑ
and ŷ, respectively. (b) Level diagram of Raman coupling within the F ¼ 1 ground state. The linear and quadratic Zeeman shifts are
!Z and ", and ! is the Raman detuning. (c) As a function of Raman pulse time, we show the fraction of atoms in jmF ¼ $1; kx ¼ 0i
(solid circles), j0;$2kri (open squares), and jþ1;$4kri (crosses), the states comprising the #ð~kx ¼ $2krÞ family. The atoms start in
j$1; kx ¼ 0i, and are nearly resonant for the j$1; 0i ! j0;$2kri transition at @! ¼ $4:22Er. We determine @!R ¼ 6:63ð4ÞEr by a
global fit (solid lines) to the populations in #ð$2krÞ.
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FIG. 2 (color online). Left panels: Energy-momentum disper-
sion curves Eð~kxÞ for @" ¼ 0:44Er and detuning @! ¼ 0 in (a)
and @! ¼ $2Er in (b). The thin solid curves denote the states
j$1; ~kx þ 2kri, j0; ~kxi, jþ1; ~kx $ 2kri absent Raman coupling;
the thick solid, dotted and dash-dotted curves indicate dressed
states at Raman coupling @!R ¼ 4:85Er. The arrows indicate
~kx ¼ ~kmin in the j ¼ 1 dressed state. Right panels: Time-of-flight
images of the Raman-dressed state at @!R ¼ 4:85ð35ÞEr, for@! ¼ 0 in (a) and @! ¼ $2Er in (b). The Raman beams are
along x̂, and the three spin and momentum components,
j$1; ~kmin þ 2kri, j0; ~kmini, and jþ1; ~kmin $ 2kri, are separated
along ŷ (after a small shear in the image realigning the Stern-
Gerlach gradient direction along ŷ).
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ŷ

x̂

–

–

¬10 0 10

2

1

0

–

¬1

¬2

a b

c d

Figure 2 | Experimental setup for synthetic electric fields. a, Physical
implementation indicating the two Raman laser beams incident on the BEC
(red arrows) and the physical bias magnetic field B0 (black arrow). The
blue arrow indicates the direction of the synthetic electric field E

⇤. b, The
three mF levels of the F = 1 ground-state manifold are shown as coupled by
the Raman beams. c, Dressed-state eigenenergies as a function of
canonical momentum for the realized coupling strength of ¯h�R = 10.5EL at
a representative detuning ¯h� = �1EL (coloured curves). The grey curves
show the energies of the uncoupled states, and the red curve depicts the
lowest-energy dressed state in which we load the BEC. The black arrow
indicates the dressed BEC’s canonical momentum pcan = q

⇤
A

⇤, where A

⇤ is
the vector potential. d, Vector potentials as measured from the
canonical momentum.

electric field E⇤ = �@A⇤/@t , and the dressed BEC responds as
d(m⇤v)/dt = �r�(r)+q⇤E⇤, where v is the velocity of the dressed
atoms andm⇤v=pcan�q⇤A⇤. Here,1(m⇤v)=�q⇤(Af

⇤ �Ai
⇤) is the

momentum imparted by q⇤E⇤.
We study the physical consequences of sudden temporal changes

of the effective vector potential for the dressed BEC. These changes
are always adiabatic such that the BEC remains in the same
dressed state. We measure the resulting change of the BEC’s
momentum, which is in complete quantitative agreement with our
calculations and constitutes the first observation of synthetic electric
fields for neutral atoms.

Our system (see Fig. 2a) consists of an F =1 87RbBECwith about
1.4⇥105 atoms initially at rest15,16; a small physical magnetic field
B0 Zeeman-shifts each of the spin states mF = 0,±1 by E0,±1. Here,
B0 ⇡ 3.3⇥10�4 T and E�1 ⇡ �E+1 ⇡ gµBB0 � |E0|. The linear and
quadratic Zeeman shifts are h̄!Z = (E�1 �E+1)/2⇡ h⇥2.32 MHz
and �h̄✏ = E0 � (E�1 + E+1)/2 ⇡ �h ⇥ 784 Hz. A pair of laser
beams with wavelength ⌦= 801 nm, intersecting at 90� at the BEC,
couples the mF states with strength �R. These Raman lasers differ
in frequency by 1!L ⇡ !Z and we define the Raman detuning
as � = 1!L � !Z. Here h̄�R ⇡ 10EL and |h̄�| < 60EL, where
EL = h̄2kL2/2m = h⇥ 3.57 kHz and kL =

p
2⇡/⌦ are natural units

of energy and momentum.
When the atoms are rapidly moving or the Raman lasers are

far from resonance (kLv or � � �R), the lasers hardly affect the
atoms. However, for slowly moving and nearly resonant atoms the
three uncoupled states transform into three new dressed states.
The spin and linear-momentum state |kx ,mF = 0i is coupled to
states |kx � 2kL,mF = +1i and |kx + 2kL,mF = �1i, where h̄kx is
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Figure 3 | Change in momentum from the synthetic electric-field kick.
Three distinct sets of data were obtained by applying a synthetic electric
field by changing the vector potential from q

⇤
Ai

⇤ (between +2¯hkL and
�2¯hkL) to q

⇤
Af

⇤. Circles indicate data where the external trap was removed
right before the change in A

⇤, where q

⇤
Af

⇤ = ±2¯hkL (� for red, + for blue
symbols). The black crosses, more visible in the inset, show the amplitude
of canonical momentum oscillations when the trapping potential was left
on after the field kick. The standard deviations are also visible in the inset.
The grey line is a linear fit to the data (circles) yielding slope
�0.996±0.008, where the expected slope is �1.

the momentum of |mF = 0i along x̂ , and 2h̄kLx̂ is the momentum
difference between the two Raman beams. For each kx , the three
dressed states are the energy eigenstates in the presence of Raman
coupling h̄�R (see ref. 2), with energies Ej(kx) shown in Fig. 2c
(grey for uncoupled states, coloured for dressed states); we focus on
atoms in the lowest-energy dressed state. Here the atoms’ energy
(interaction and kinetic) is small compared with the ⇡ 10EL energy
difference between the curves; therefore, the atoms remain within
the lowest-energy dressed-state manifold5, without revealing their
spin and momentum components.

In the low-energy limit, E < EL, dressed atoms have a new
effective Hamiltonian formotion along x̂ ,Hx = (h̄kx �q⇤Ax

⇤)2/2m⇤

(motion along ŷ and ẑ is unaffected); here we choose the gauge
where the momentum of the mF = 0 component h̄kx ⌘ pcan is
the canonical momentum of the dressed state. The red curve
in Fig. 2c shows the eigenvalues of Hx for q⇤Ax

⇤ > 0, indicating
that at equilibrium pcan = pmin = q⇤Ax

⇤ (see ref. 2). Although this
dressed BEC is at rest (v = @Hx/@ h̄kx = 0, zero group velocity), it is
composed of three bare spin states eachwith a differentmomentum,
among which the momentum of |mF = 0i is h̄kx = pcan. None of
its three bare spin components has zero momentum, whereas the
BEC’smomentum—theweighted average of the three—is zero.

We transfer the BEC initially in |mF = �1i into the lowest-
energy dressed state with A⇤ = A⇤x̂ (see ref. 2 for a complete
technical discussion of loading). At equilibrium, we measure
q⇤A⇤ = pcan, equal to the momentum of |mF = 0i, by first
removing the coupling fields and trapping potentials and then
allowing the atoms to freely expand for a t = 20.1 ms time of
flight (TOF). Because the three components of the dressed state
{|kx ,mF = 0i,|kx ⌥2kL,mF = ±1i} differ in momentum by ±h̄2kL,
they quickly separate. Further, a Stern–Gerlach field gradient
along ŷ separates the spin components. Figure 2d shows how the
measured and predicted A⇤ depend on the detuning �. With this
calibration, we use � to control A⇤(t ).

We realize a synthetic electric field E⇤ by changing the effective
vector potential from an initial value Ai

⇤ to a final value Af
⇤. We

prepare our BEC at rest with A = Ai
⇤x̂ , and make two types of

measurement of E⇤. In the first, we remove the trapping potential
and then change A⇤ by sweeping the detuning � in 0.8ms, after
which the Raman coupling is turned off in 0.2ms. Thus, E⇤ can
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FIGURE 5.12. Niveaux d’énergie de (5.86) pour un désaccord ∆ = 0 et pour des
valeurs croissantes de la fréquence de Rabi κ0.

~κ0 < 4Er, est donc l’opposé du cas où l’approximation adiabatique est
valide. Notons que chacun des minima est associé à un état interne pré-
pondérant, l’état |g2〉 pour le minimum en p < 0 et l’état |g1〉 pour le mini-
mum en p > 0. On a reporté sur la figure 5.13 des résultats obtenus dans
le groupe du NIST qui ont pleinement confirmé cette image simple pour
des atomes de rubidium en isolant deux sous-niveaux Zeeman (mF = 0 et
mF = −1) du niveau F = 1.

Au niveau de la particule unique, l’obtention et la description du cou-
plage spin-orbite 1D est donc extrêmement simple et relève davantage
d’une réinterprétation du diagramme habituel en énergie d’un atome ha-
billé que d’une nouvelle configuration. En revanche, dès qu’on cherche à
prendre en compte les interactions entre particules, le couplage spin-orbite
enrichit considérablement le problème ; de multiples questions sont encore
ouvertes sur les phases susceptibles d’apparaître aussi bien dans les gaz
de Bose (voir par exemple Li et al. (2012)) que pour des fermions, avec
la possibilité déjà mentionnée de générer des particules de Majorana aux
extrémités d’une chaîne atomique dans un état supra-conducteur topolo-
gique (Oreg et al. 2010; Lutchyn et al. 2010).

effectively describes spinless bosons with a tunable dispersion rela-
tion16 with which we engineered synthetic electric17 and magnetic
fields18 for neutral atoms.
In the absence of Raman coupling, atoms with spins j"æ and j#æ

spatially mixed perfectly in a BEC. By increasing V we observed an
abrupt quantum phase transition to a new state where the two dressed
spins spatially separated, resulting from a modified effective inter-
action between the dressed spins.
We studied SO coupling in oblate 87Rb BECs with about 1.83 105

atoms in a l5 1,064-nm crossed dipole trap with frequencies (fx, fy,
fz)< (50, 50, 140)Hz. The bias magnetic field B0ŷ generated a vZ/
2p< 4.81MHz Zeeman shift between j"æ and j#æ. The Raman beams
propagated along ŷ+x̂ and had a constant frequency difference DvL/
2p< 4.81MHz. The small detuning from the Raman resonance
d5 B(DvL2vZ) was set by B0, and the state jmF511æ was
decoupled owing to the quadratic Zeeman effect (see Methods).
We prepared BECs with an equal population of j"æ and j#æ at V,

d5 0, then we adiabatically increased V to a final value up to 7EL in
70ms, and finally we allowed the system to equilibrate for a holding
time th5 70ms. We abruptly (toff, 1ms) turned off the Raman lasers
and the dipole trap—thus projecting the dressed states onto their
constituent bare spin andmomentum states—and absorption-imaged
them after a 30.1-ms time of flight (TOF). For V. 4EL (Fig. 1d), the
BEC was located at the single minimum q0 of E2(q) with a single
momentum component in each spin state corresponding to the pair
{j", q01 kLæ, j#, q02 kLæ}. However, for V, 4EL we observed two
momentum components in each spin state, corresponding to the
two minima of E2(q) at q" and q#. The agreement between the data
(symbols), and the expected minima locations (curves), demonstrates

the existence of the SO coupling associated with the Raman dressing.
Wekept d< 0when turning onV bymaintaining equal populations in
bare spins j"æ, j#æ (see Fig. 1d).
We experimentally studied the low-temperature phases of these

interacting SO-coupled bosons as a function of V and d. The zero-
temperature mean-field phase diagram (Fig. 2a, b) includes phases
composed of a single dressed spin state, a spatial mixture of both
dressed spin states, and coexisting but spatially phase-separated
dressed spins.
This phase diagram can largely be understood as the result of non-

interacting bosons condensing into the lowest-energy single particle
state, and can be divided into three regimes (Fig. 2a). In the region of
positive detuningmarked j#9æ, there are doubleminima at q5 q", q# in
E2(q) with E2(q#),E2(q") and the bosons condense at q#. In the
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FIGURE 5.13. Résultats tirés de Lin et al. (2011b) montrant l’évolution de la
positions des minima de E∈(p) avec la pulsation de Rabi κ0. La couleur code les
populations relatives des deux sous-niveaux Zeeman en jeumF = 0 etmF = −1.

Références

Bohm, A., A. Mostafazadeh, H. Koizumi, Q. Niu & J. Zwanziger (2003),
Geometric Phases in Quantum Systems, Berlin, Heidelberg, New York:
Springer.

Cheuk, Lawrence W., Ariel T. Sommer, Zoran Hadzibabic, Tarik Yefsah,
Waseem S. Bakr & Martin W. Zwierlein (2012), « Spin-Injection Spectro-
scopy of a Spin-Orbit Coupled Fermi Gas », in Phys. Rev. Lett. 109 (9),
p. 095302.

Galitski, Victor & Ian B. Spielman (2013), « Spin-orbit coupling in quantum
gases », in Nature 494, p. 49.

Goldman, N., G. Juzeliunas, P. Ohberg & I. B. Spielman (2013), « Light-
induced gauge fields for ultracold atoms », arXiv :1308.6533.

Hasan, M. Z. & C. L. Kane (2010), « Colloquium : Topological insulators », in
Rev. Mod. Phys. 82 (4), pp. 3045–3067.

Higbie, J. & D. M. Stamper-Kurn (2002), « Periodically Dressed Bose-
Einstein Condensate : A Superfluid with an Anisotropic and Variable
Critical Velocity », in Phys. Rev. Lett. 88 (9), p. 090401.

Cours 5 – page 17



MAGNÉTISME ARTIFICIEL POUR UN ATOME ISOLÉ ET COUPLAGE SPIN-ORBITE § 5. Le couplage spin-orbite

Julia-Diaz, B., D. Dagnino, K. J. Günter, T. Graß, N. Barberán, M. Le-
wenstein & J. Dalibard (2011), « Strongly correlated states of a small
cold-atom cloud from geometric gauge fields », in Phys. Rev. A 84 (5),
p. 053605.
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Chapitre 6

Magnétisme dans un réseau périodique
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Nous nous sommes intéressés jusqu’ici à la génération d’un champ de
jauge artificiel pour un atome se déplaçant librement dans l’espace ou
confiné dans un potentiel harmonique. Une autre classe très importante
de problèmes porte sur le magnétisme orbital en présence d’un potentiel
spatialement périodique. Ce type de question peut apparaître par exemple
quand on étudie l’effet d’un fort champ magnétique sur le fluide d’élec-
trons d’un cristal.

La richesse de ce problème est liée à l’existence de deux échelles de
longueur qui peuvent être du même ordre. La première est la maille a du
réseau périodique, que l’on peut prendre carré pour fixer les idées, la se-
conde est la longueur magnétique que nous avons déjà rencontrée

` =
√

~ / qB. (6.1)

Le rapport de ces deux longueurs peut s’écrire en terme du flux Φ = Ba2

du champ magnétique au travers d’une cellule unité, exprimé en unité du
quantum de flux Φ0 = h/q :

a2

`2
=
qBa2

~
= 2π

Φ

Φ0
. (6.2)

Rappelons que cette quantité peut être comprise comme la phase
Aharonov–Bohm accumulée par la fonction d’onde de la particule qui se
déplacerait sur le bord d’une des cellules du réseau.

1



MAGNÉTISME DANS UN RÉSEAU PÉRIODIQUE § 1. Champs de jauge sur réseau

Tant que le flux Φ reste petit devant Φ0, on ne s’attend pas à des modifi-
cations spectaculaires de la physique rencontrée pour une particule libre :
le pas du réseau est beaucoup plus petit que la taille typique des orbites
cyclotron, qui ne devraient donc pas être très affectées par la discrétisation
de l’espace. Ce régime Φ� Φ0 correspond au cas des solides « ordinaires »
(maille a de quelques angströms) et des champs réalisables en laboratoire
(quelques dizaines de Teslas au maximum).

En revanche, pour les grands champ magnétiques tels que Φ ∼ Φ0, la
« compétition » entre ces deux échelles de longueur va induire une phy-
sique radicalement nouvelle, avec un spectre à une particule dont nous al-
lons voir qu’il possède une structure fractale. Ce régime peut être exploré
avec des matériaux « synthétiques » et/ou des champs magnétiques artifi-
ciels, en particulier des atomes froids confinés dans un réseau optique. Ce
problème du mouvement quantique en présence simultanée d’un potentiel
périodique et d’un champ magnétique a fait l’objet de plusieurs séminaires
attachés à cette série de cours. Dans ce chapitre, nous allons nous concen-
trer sur quelques points marquants, sans chercher à être exhaustif sur ce
problème à la fois riche et complexe.

1 Champs de jauge sur réseau

1-1 Rappels : modèle des liaisons fortes

Nous commencerons notre étude par quelques rappels sur le modèle
simple d’un réseau 1D ou 2D dans le régime des liaisons fortes, en nous
restreignant à une seule bande d’énergie. Ce problème a été étudié en détail
dans le cours de l’an dernier et nous allons donc nous borner à en donner
les éléments utiles pour la suite.

Considérons un réseau uni-dimensionnel périodique, de période spa-
tiale a (figure 6.1). On note |wj〉 l’état de l’atome lorsqu’il est localisé sur
le site situé en xj = ja (j ∈ Z). La dynamique de l’atome dans le réseau
est caractérisée par le coefficient tunnel J , qui donne l’amplitude de pro-
babilité pour sauter du site j vers un des deux voisins j ± 1. L’hamiltonien

j � 1 j + 1j

l � 1

l

l + 1

J J
J

J

|ai |bi

|ci|di

ei�1

ei�2

ei�3

ei�4
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FIGURE 6.1. Réseau 1D en régime des liaisons fortes (Hubbard), avec une bande
d’énergie de largeur 4J .

décrivant le mouvement de l’atome est donc

Ĥ = −J
(
T̂ + T̂ †

)
(6.3)

où l’opérateur T̂ translate la particule d’un site vers la droite

T̂ =
∑
j2Z
|wj+1〉〈wj |. (6.4)

Les états propres de cet hamiltonien sont les fonctions de Bloch, que l’on
peut voir comme la transposition de la notion d’onde plane à cet espace
discrétisé :

|ψq〉 =
∑
j

eijaq |wj〉, (6.5)

le quasi-moment q étant choisi par convention dans la zone de Brillouin
q ∈]− π/a, π/a]. L’énergie d’un état |ψq〉 est donnée par

E(q) = −2J cos(aq), (6.6)

ce qui conduit à une bande d’énergie centrée en 0 et de largeur 4J .

Le cas bi-dimensionnel est une généralisation directe de ce qui précède,
au moins dans le cas d’un réseau carré. Un site est maintenant repéré par
deux entiers j, l, correspondant aux deux directions d’espace x, y. L’hamil-
tonien (séparable) s’écrit

Ĥ = Ĥx + Ĥy avec Ĥν = −J
(
T̂ν + T̂ †ν

)
, ν = x, y, (6.7)
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FIGURE 6.2. Réseau carré 2D en régime des liaisons fortes (Hubbard), avec une
bande d’énergie de largeur 8J .

ou encore, de manière explicite :

Ĥ = −J
∑
j,l

(|wj+1,l〉〈wj,l|+ |wj,l+1〉〈wj,l|) + h.c. (6.8)

Ses vecteurs propres sont des fonctions de Bloch |ψq〉 repérées maintenant
par un vecteur q = (qx, qy) et ayant pour énergie E(q)

|ψq〉 =
∑
j,l

eia(jqx+lqy))|wj,l〉, E(q) = −2J (cos(aqx) + cos(aqy)) , (6.9)

soit une bande d’énergie centrée en 0 et de largeur 8J .

1-2 Réseau sous champ magnétique

En présence d’un champ magnétique perpendiculaire au plan du ré-
seau, l’hamiltonien (6.8) doit être modifié pour prendre en compte la phase
de Aharonov–Bohm

φ(r → r′) =
q

~

∫ r′

r

A · dr (6.10)

le long des chemins qui mènent d’un site r = (j, l) aux quatre sites voi-
sins r′ = (j ± 1, l) et (j, l ± 1). Une manière approchée pour ce faire est

la substitution de Peierls 1, qui consiste à assigner – dans ce modèle de liai-
sons fortes – des phases différentes aux coefficients tunnel le long des liens
horizontaux et verticaux qui forment le réseau carré 2D :

−J |wj+1,l〉〈wj,l| −→ −J eiφ(j,l!j+1,l) |wj+1,l〉〈wj,l| (6.11)

avec bien sûr
φ(j, l→ j + 1, l) = −φ(j + 1, l→ j, l) (6.12)

pour garantir que l’hamiltonien reste hermitien.

1-3 Choix de jauge

Tout comme il existe un arbitraire de choix de jauge pour une particule
mobile dans le plan continu xy, il existe également un arbitraire de jauge
dans le choix de ces phases. Pour nous en convaincre, considérons d’abord
le modèle à 4 sites de la figure 6.3, correspondant à l’hamiltonien

Ĥ = −J
(
eiφ1 |a〉〈d|+ eiφ2 |b〉〈a|+ eiφ3 |c〉〈b|+ eiφ4 |d〉〈c|

)
+ h.c. (6.13)

Considérons le changement de base suivant, qui consiste simplement à
redéfinir la phase des états utilisés :

|ã〉 = eiφ1 |a〉, |b̃〉 = ei(φ1+φ2)|b〉, |c̃〉 = ei(φ1+φ2+φ3)|c〉, |d̃〉 = |d〉.
(6.14)

On voit immédiatement que l’hamiltonien (6.13) se réécrit

Ĥ = −J
(
|ã〉〈d̃|+ |b̃〉〈ã|+ |c̃〉〈b̃|+ eiΘ|d̃〉〈c̃|

)
+ h.c. (6.15)

avec
Θ = φ1 + φ2 + φ3 + φ4. (6.16)

Dans ce cas particulier, on a donc pu choisir tous les coefficients tunnel
réels sauf un d’entre eux, qui concentre la phase totale des coefficients ini-
tiaux. Nous avons placé ce coefficient complexe sur le lien supérieur de la

1. Pour des charges bougeant dans un réseau en présence d’un champ magnétique, le
passage de l’hamiltonien de base à cet hamiltonien modèle avec des coefficients tunnels com-
plexes est loin d’être évident. Les limitations de cette substitution de Peierls ont été discutées
par plusieurs auteurs (Luttinger 1951; Nenciu 1991) ; toutefois, dans le contexte de la simu-
lation du magnétisme par des atomes froids, ces limitations ne sont pas pertinentes car nous
allons chercher à reproduire directement l’hamiltonien modèle (6.21).

Cours 6 – page 3



MAGNÉTISME DANS UN RÉSEAU PÉRIODIQUE § 1. Champs de jauge sur réseau

j � 1 j + 1j

l � 1

l

l + 1

J J
J

J

|ai |bi

|ci|di

ei�1

ei�2

ei�3

ei�4
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FIGURE 6.3. Principe d’un changement de jauge, où on redéfinit les états de la
particule pour « concentrer » la phase des coefficients tunnels sur un lien particu-
lier de la cellule.

plaquette, mais on peut bien sûr choisir de placer ce coefficient tunnel JeiΘ

sur n’importe quel autre côté, l’important étant que sa phase soit égale à Θ.

En généralisant cet argument, on peut montrer que les quantités inva-
riantes de jauge pour un réseau carré infini sont les sommes

q

~
Φj,l = φ(j, l→ j + 1, l) + φ(j + 1, l→ j + 1, l + 1)

+ φ(j + 1, l + 1→ j, l + 1) + φ(j, l + 1→ j, l). (6.17)

Chaque somme représente la phase accumulée dans le trajet autour d’une
plaquette donnée du réseau (figure 6.4), en l’occurrence la plaquette avec
le site (j, l) dans son coin inférieur gauche. Tous les choix des φ(j, l →
j± 1, l), φ(j, l→ j, l± 1) conduisant au même ensemble {Φj,l} seront équi-
valents. La signification physique de Φj,l est, comme dans le cas continu,
le flux du champ magnétique à travers la plaquette considérée.

Pour montrer comment ce résultat peut être mis en pratique, adoptons
une stratégie directement inspirée de ce que nous avons fait pour la pla-
quette carrée isolée de la figure 6.3. Partons d’un réseau carré infini, sur
lequel chaque lien correspond à un coefficient tunnel a priori complexe.

– Partant du site (j, l) = (0, 0) (figure 6.5a), on peut commencer par mo-
difier la phase de tous les sites de la ligne horizontale l = 0 (sauf le site
|w0,0〉 qui sert de point de départ)

|wj,0〉 → |w̃j,0〉, j 6= 0, (6.18)
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FIGURE 6.4. Pour chaque plaquette, les phases φ(j, l → j′, l′) intervenant dans
les éléments de matrice tunnel entre proches voisins peuvent être sommées pour
former la quantité invariante de jauge (q/~) Φj,l, cf. (6.17). La quantité Φj,l re-
présente le flux du champ magnétique à travers cette plaquette.

avec par exemple

|w̃1,0〉 = eiφ00→1,0 |w1,0〉, |w̃2,0〉 = ei(φ00→1,0+φ1,0→2,0)|w2,0〉, . . .

de sorte que les coefficients tunnels de cette ligne horizontale l = 0
deviennent réels.

– L’expression de chaque état |w̃j,0〉 étant alors fixée, on peut considérer
chaque ligne verticale et redéfinir la phase des coefficients des sites le
long de chaque ligne

|wj,l〉 → |w̃j,l〉, l 6= 0, (6.19)

pour que les coefficients tunnels associés à tous les liens verticaux
soient également réels (figure 6.5b).

Au terme de cette procédure, la phase de chaque état |wj,l〉 a été redéfinie
de manière unique ; tous les liens verticaux sont réels, et la phase des liens
horizontaux est fixée de manière unique (en accord avec (6.17)), avec une
phase nulle pour la ligne horizontale l = 0.
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FIGURE 6.5. Procédure pour fixer la phase des coefficients tunnels de manière
unique dans un réseau carré. (a) On redéfinit la phase des états de la ligne hori-
zontale l = 0 pour que les coefficients tunnel le long de cette ligne soient réels. (b)
On redéfinit la phase des états en dehors de la ligne l = 0 pour que tous les coeffi-
cients tunnels le long des liens verticaux soient réels. Les phases liées à la présence
du champ magnétique sont alors concentrées sur les liens horizontaux (en dehors
de la ligne l = 0).

1-4 Jauge de Landau

Considérons à partir de maintenant un champ magnétique uniforme
B, pour lequel tous les flux Φj,l sont identiques. On peut faire un choix
similaire à la jauge de Landau, selon laquelle le potentiel vecteur est aligné
selon une direction de l’espace, x ou y. Choisissons par exemple le potentiel
vecteur parallèle à l’axe x dans (6.10), ce qui correspond pour le cas continu
à A = (−By, 0, 0). Ceci revient à prendre toutes les phases des transitions
verticales φ(j, l → j, l + 1) nulles et à choisir les phases dans la direction
horizontale φ(j, l→ j ± 1, l) linéaires vis à vis de l :

φ(j, l→ j, l + 1) = 0, φ(j, l→ j ± 1, l) = ±2πα l. (6.20)

L’hamiltonien que nous allons considérer dans la suite s’écrit donc :

Ĥ = −J
∑
j,l

(
ei 2πα l|wj+1,l〉〈wj,l| + |wj,l+1〉〈wj,l|

)
+ h.c. (6.21)

L’incrément de phase 2π α caractérise entièrement le problème. Puis-
qu’une phase est définie modulo 2π, on peut restreindre α à l’intervalle

[0, 1[ (voire même [0, 1/2] puisque α et 1 − α représentent des situations
équivalentes par inversion x→ −x). Ce nombre α est directement relié au
flux Φ du champ magnétique à travers une plaquette :

α =
1

2π

q

~
Φ =

Φ

Φ0
, (6.22)

déjà introduit en (6.2). Comme nous l’avons signalé en introduction, pour
des réseaux cristallins « réels », la maille du réseau est de l’ordre de l’ang-
ström et les champs magnétiques les plus grands sont de l’ordre de 50 Tes-
las, ce qui restreint α à des valeurs (∼ 10∈4) faibles devant 1. Les atomes
froids dans des réseaux optiques constituent un moyen (parmi d’autres),
pour aller explorer une partie plus grande du domaine de variation de α.

2 Le papillon de Hofstadter

L’hamiltonien en présence de champ magnétique (6.21) est remarqua-
blement proche de la version à champ nul (6.8). Néanmoins, le facteur de
phase ei 2πα l modifie considérablement le spectre en énergie et la forme des
états propres. Nous n’allons pas résoudre entièrement ce problème, mais
nous allons donner quelques indications ainsi que les résultats principaux.

2-1 L’équation de Harper

Notons tout d’abord qu’avec le choix de jauge de Landau que nous
avons fait, nous n’avons pas brisé l’invariance par translation de a le long
de l’axe horizontal. On peut donc toujours chercher les fonctions propres
de l’hamiltonien sous forme de fonctions de Bloch 2 selon l’axe x :

|Ψ〉 =
∑
j,l

Cl eijaqx |wj,l〉, (6.23)

les coefficients Cl étant à ce stade inconnus. Pour les déterminer, on écrit
l’équation aux valeurs propres pour |Ψ〉 et on obtient l’équation de Harper

Cl∈1 + 2Cl cos(2πα l − aqx) + Cl+1 = −(E/J)Cl. (6.24)

2. tout comme on avait cherché les états propres en jauge de Landau sous forme d’ondes
planes dans une direction.
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On s’est donc ramené à la diagonalisation d’une matrice tri-diagonale, bien
adaptée à une résolution numérique.

2-2 Le spectre de Hofstadter

Une classe importante de solutions porte sur le cas où α est un nombre
rationnel : α = p′/p, où p et p′ sont deux entiers. On constate alors que
le problème redevient également invariant par translation le long de l’axe
vertical, mais avec une période spatiale augmentée, pa au lieu de a. En
effet, on a dans ce cas

φ(j, l+p→ j+1, l+p) = 2πα(l+p) = 2παl+2πp′ = φ(j, l→ j+1, l) (6.25)

où la dernière égalité est vraie modulo 2π. On retrouve alors un problème
de particule en mouvement dans un réseau périodique, mais avec une cel-
lule unité de taille a × (pa) et p sites par cellule unité. On sait alors que
la bande fondamentale de largeur 8J va se fragmenter en p sous-bandes,
généralement séparées par des gaps 3.

Exemple du flux 1/3. Pour illustrer la méthode générale, considérons
l’exemple du flux α = 1/3. La cellule unité, qui a pour taille a selon la
direction x et 3a selon la direction y, comporte 3 sites, notés |A〉, |B〉, |C〉
sur la figure 6.6. Chaque cellule est repérée par les indices j, l, avec par
convention le site A au point a(jux + 3luy). Cherchons les états propres de
l’hamiltonien sous la forme d’une fonction de Bloch repérée par le vecteur
de Bloch q = (qx, qy) :

|Ψq〉 =
∑
j,l

eia(jqx+3lqy) (α|Aj,l〉+ β|Bj,l〉+ γ|Cj,l〉) (6.26)

avec
qx ∈]− π/a, π/a], qy ∈]− π/(3a), π/(3a)]. (6.27)

Les coefficients α, β, γ se déduisent de l’équation aux valeurs propres
Ĥ|Ψ〉 = E|Ψ〉, ce qui revient à chercher les états propres de l’hamiltonien

3. Ce gap est parfois remplacé par un contact de type point de Dirac. C’est par exemple le
cas pour α = 1/2.
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FIGURE 6.6. Choix d’une cellule unité de taille a × 3a pour un flux magnétique
tel que α = 1/3. On a représenté à droite les trois sous-bandes résultant de la
fragmention de la bande initiale de largeur 8J .

dans l’espace réciproque :

Ĥ(q) = −J

2 cos(aqx) 1 ei3aqy

1 2 cos(aqx + 2π/3) 1
e∈i3aqy 1 2 cos(aqx + 4π/3)

 (6.28)

écrit ici dans la base {|A〉, |B〉, |C〉}. La diagonalisation de cette matrice 3×3
donne trois valeurs propres fonctions de q. Quand on fait varier qx et qy
dans les intervalles (6.27), on voit apparaître 3 bandes d’énergie représen-
tées sur la figure 6.6. Le spectre d’énergie est symétrique par rapport à
E = 0 et sa largeur totale est réduite par rapport à la valeur 8J trouvée
en l’absence de champ magnétique. La sous-bande fondamentale a pour
largeur ∼ 0.7 J et elle est séparée de la sous-bande intermédiaire par la
largeur ∼ 1.3 J .

Forme générale du spectre. Le résultat général pour le spectre de l’hamil-
tonien est tracé sur la figure 6.7. Ce spectre présente une structure fractale
très particulière appelée papillon de Hofstadter (Hofstadter 1976). On peut

Cours 6 – page 6
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comprendre l’apparition de cette structure fractale en comparant deux va-
leurs très proches de flux, par exemple 100/300 et 101/300 et en remarquant
qu’elles conduisent à des spectres très différents, l’un avec 3 sous-bandes
(figure 6.6), l’autre avec 301 sous-bandes. On pourra trouver une étude dé-
taillée de cette structure fractale, de sa self-similarité et de ses symétries,
ainsi que de nombreuses références sur le site web de Gilles Montambaux 4.

Vers des champs magnétiques faibles : α = 1/p. On trouve dans ce cas p
sous-bandes, et la largeur des sous-bandes tend vers 0 quand p augmente.
Les bandes les plus basses sont à peu près équidistantes, avec un écart qui
tend également vers 0, mais moins vite que leur largeur. Le spectre devient
donc presque discret, ce qui rappelle bien sûr la structure en niveaux de
Landau d’une particule libre. On peut vérifier quantitativement ce lien, en
prenant pour masse de la particule la relation déduite de (6.9) en bas de
bande :

E(q) ≈ Ja2q2 ≡ ~2q2

2Meff
⇒ Meff =

~2

2Ja2
(6.29)

et en vérifiant que l’écart entre niveaux est bien égal à la pulsation cyclo-
tron ωc = qB/Meff , qui s’écrit ici

~ωc = 2J
Φ

Φ0
. (6.30)

2-3 Le nombre de Chern

Nous voyons sur le spectre de Hofstadter que les niveaux de Landau
apparaissent naturellement comme la limite asymptotique Φ→ 0 des sous-
bandes trouvées pour un flux ∝ 1/p, où p est un entier. Pour aller au-delà
de cette simple remarque visuelle, il faut caractériser de manière quantita-
tive les propriétés de ces sous-bandes pour voir dans quelle mesure elles
conduisent globalement aux mêmes propriétés physiques que les niveaux
de Landau pour une particule libre.

Une propriété remarquable des niveaux de Landau, indépendante de
la forme précise de l’échantillon, est l’existence d’états de bords chiraux,

4. www.equipes.lps.u-psud.fr/Montambaux/cours-seminaires/hofstadter-tutorial.pdf
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FIGURE 6.7. Papillon de Hofstadter : spectre en énergie d’une particule bougeant
sur un réseau carrée dans l’approximation des liaisons fortes, en présence d’un
champ magnétique. Le flux Φ du champ magnétique à travers une plaquette du
réseau est tel que 2πα = Φ/Φ0 (Hofstadter 1976).

que nous avons pu relier à la notion de courant de Hall. Rappelons le ré-
sultat principal ; prenons un échantillon rectangulaire et considérons une
situation où le niveau de Landau fondamental est complètement rempli
de particules fermioniques sans interaction ; les autres niveaux de Landau
sont supposés vides. Si on applique une différence de potentiel ∆Ex entre
les deux bords de l’échantillon selon l’axe x, alors un courant de particules
apparaît dans la direction y, de valeur Ṅy = ∆Ex/h. Obtient-on la même
propriété pour des particules sur réseau ?

La réponse à cette question, trouvée par Thouless et al. (1982) [voir aussi
Kohmoto (1989)], est contenue dans la valeur d’un invariant topologique,
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le nombre de Chern C défini par :

Jy =
C

h
Fx, (6.31)

où Fx est une force uniforme appliquée sur le réseau dans la direction x
et Jy le courant de particules dans la direction perpendiculaire y. Quand
on suppose la bande fondamentale remplie de fermions n’interagissant pas
les uns avec les autres et les autres bandes vides, ce nombre de Chern vaut :

C =
1

2π

∫
ZB

Ωz(q) dqx dqy (6.32)

où l’intégrale de la fonction Ωz(q) porte sur la première zone de Brillouin.
La définition de la fonction de Ωz(q) est la transposition directe à l’es-
pace réciproque de la notion de courbure de Berry que nous avons intro-
duite dans l’espace des positions (Xiao et al. 2010). Puisqu’on dispose d’un
hamiltonien périodique, on peut chercher ses états propres sous forme
d’ondes de Bloch. En se restreignant à la bande fondamentale qui est par
hypothèse la seule peuplée, ces ondes de Bloch sont notées

Ψq(r) = eir·quq(r), (6.33)

où uq(r) est une fonction périodique sur le réseau. On définit alors la
connexion de Berry

A(q) = i〈uq|∇quq〉, (6.34)

qui permet d’évaluer la phase géométrique accumulée par une particule
qui parcourt une boucle fermée dans l’espace des quasi-moments. La cour-
bure de Berry est

Ω(q) = ∇q ×A(q). (6.35)

On peut montrer que le nombre de Chern ainsi défini est un entier posi-
tif, négatif ou nul. Quand cet entier est nul, le réseau est topologiquement
trivial : une force appliquée selon x n’induit aucun courant macroscopique
selon y. En revanche, s’il est non nul, on est en présence d’un phénomène
du type courant de Hall, où une force dans une direction induit un courant
dans une direction perpendiculaire.

Pour avoir une intuition de la signification de cet entier, revenons à un
effet bien connu de la force appliquée Fx : elle va créer un phénomène

Heterostructures consisting of atomically thin materials in a multi-
layer stack provide a newmeans of realizing a two-dimensional system
with a laterally modulated periodic structure. In particular, coupling
between graphene and hexagonal boron nitride (hBN), whose crystal
lattices are isomorphic, results in a periodic moiré pattern. The moiré
wavelength is directly related to the angular rotation between the two
lattices22–24, and can be tuned through the desired length scaleswithout
the need for lithographic techniques8,9. Moreover, hBN provides an
ideal substrate for achieving high-mobility graphene devices, which is
crucial for high-resolution quantumHall measurements25,26, and field-
effect gating in graphene allows the Fermi energy to be continuously
varied through the entire moiré Bloch band.
In this study, we used Bernal-stacked bilayer graphene (BLG) Hall

bars fabricated on hBN substrates (Fig. 1a, b) using mechanical exfo-
liation followed by co-lamination (Methods Summary). Figure 1b
shows a non-contact atomic force microscopy (AFM) image acquired
from an example device. In the magnified region, a triangular moiré
pattern is visible with wavelength 15.56 0.9 nm. This is comparable to
the maximal moiré wavelength of ,14 nm expected for graphene on
hBN22–24, suggesting that in this device the BLG lattice is oriented
relative to the underlying hBN lattice with near-zero angle mismatch.
Figure 1c shows transport data measured from the same device. In

addition to theusual resistancepeakat the chargeneutralitypoint (CNP),
occurring at gate voltage Vg< 2V, two additional satellite resistance
peaks appear, symmetrically located at Vsatl<630V relative to the
CNP. These satellite features are consistent with a depression in the
density of states at the superlattice Brillouin zone band edge, analogous
to previous spectroscopic measurements of single-layer graphene
coupled to a moiré superlattice24,27. Assuming non-overlapping bands,
jVsatlj gives an estimate of the moiré wavelength of ,14.6 nm
(Supplementary Information), in good agreement with the AFM mea-
surements.Thenature of these satellite peaks canbe furtherprobed in the
semiclassical, low-B transport regime. In Fig. 1d, longitudinal resistance,
Rxx, and transverse Hall resistance, Rxy, are plotted versus gate voltage at

B5 1T. Near the central CNP, the Hall resistance changes sign as the
Fermi energy passes from the electron to the hole band. The same trend
also appears nearVsatl, consistent with the Fermi energy passing through
a second band edge. This provides further confirmation that the moiré
pattern, acting as a periodic potential superlattice, gives rise to a mini-
Brillouin zone band28. We observed the satellite peak to be more
developed in the hole branch than in the electron branch in all samples,
in agreementwith previous experimental and theoretical studies of hBN-
supported monolayer graphene24,27,28. The satellite peaks vanish at tem-
peratures above 100K (Fig. 1c, inset), indicating that the coupling
between the BLG and hBN atomic lattices is of order ,10meV.
Perfect crystallographic alignment between graphene and hBN is
expected to open a,50-meV bandgap29,30, leading to a low-temperature
divergence in the resistance at the CNP. The weak temperature depend-
ence observed in our device suggests the absence of a gap, possibly owing
to the lattice mismatch between the BLG and hBN.
In the remainder of this Letter, we focus onmagnetotransport mea-

sured at high field. Figure 2a shows the evolution of Rxx and Rxy for
magnetic fields up to 31T. In the left panel (a Landau fan diagram),Rxx
is plotted against the experimentally tunable gate voltage andmagnetic
field. In the right panel, the magnitude of the corresponding Rxy is
plotted against the dimensionless parameters appearing in the
Diophantine equation, n/no and w/wo. ThisWannier diagram is simply
the Landau fan diagram with both axes relabelled by dimensionless
units defined by normalizing to the moiré unit-cell area.
In a conventional quantumHall system, the Landau fan diagram exhi-

bits straight lines, tracking minima in Rxx and plateaux in Rxy. Plotted
against n/no and w/wo, the slope of each line is precisely the Landau level
filling fraction, n, and all lines converge to the origin.White lines in Fig. 2a
identify QHE states matching this description, tracking Landau level
filling fractions n54, 8 and 12. This is consistent with the usual QHE
hierarchy associated with a conventional degenerate BLG spectrum.
At large magnetic fields, several additional QHE states, exhibiting

minima in Rxx together with plateaux in Rxy, develop outside the usual
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Figure 1 | Moiré superlattice. a, Sketch of graphene on hBN showing the
emergence of a moiré pattern. The moiré wavelength varies with the mismatch
angle, h. b, Left: an AFM image of a multiterminal Hall bar. Right: a high-
resolution image of a magnified region. The moiré pattern is evident as a
triangular lattice (upper inset shows a further magnified region). A fast Fourier
transform of the scan area (lower inset) confirms a triangular lattice symmetry

with periodicity 15.56 0.9 nm. c, Measured resistance versus gate voltage at
zero magnetic field. Inset: the corresponding conductivity versus temperature,
indicating that the satellite features disappear at temperatures greater than
,100K. d, Longitudinal resistance (left axis) and Hall resistance (right axis)
versus gate voltage at B5 1T. The Hall resistance changes sign and passes
through zero at the same gate voltage as the satellite peaks.
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FIG. 1. Longitudinal resistance Rxx and Hall resistance Rxy
for a 2D superlattice with period a ! 120 nm for two tempera-
tures [7]. The triangles indicate the flat band positions. The
top inset shows a sketch of the lateral superlattice on top of the
heterojunction [7].

phenomena can be observed in Rxx : a well developed posi-
tive magnetoresistance around zero magnetic field with
a saturation field B0 of 0.145 T and three types of 1!B
periodic oscillations. The latter can be identified more
clearly after replotting the data as a function of the in-
verse magnetic field, as shown in Fig. 2. At the higher
fields, in region 1, the influence of the modulation poten-
tial is strongly suppressed and the usual SdH oscillations
are observed. From their period D"1!B#SdH ! 0.170 T21

we extract an areal density of 2.84 3 1011 cm22. In re-
gion 2, the SdH oscillations are superimposed on top of
the well-known semiclassical commensurability oscilla-
tions [8–10]. These display minima for the flat band
condition,

2Rc ! a"l 2 1!4# , (1)
where l is an integer and Rc is the cyclotron radius.
Their period is D"1!B#FB ! 0.682!T. Finally, in region
3 unexpected oscillations show up with a distinct 1!B
periodicity D"1!B#novel ! 0.313/T, which fits neither the
periodicity of the SdH oscillations nor the periodicity of the
commensurability oscillations for the given areal density.
Their amplitude is modulated by the above mentioned
semiclassical commensurability oscillations [11]. These
novel oscillations, reported in preliminary form previously
[12], are the subject of this Letter. It will be shown that the
miniband structure induced by the electrostatic modulation
needs to be invoked to account for these oscillations.
Moreover, there exists an intimate connection with the
mechanism of semiclassical magnetic breakdown [13,14].

The novel oscillations develop in the transition re-
gion between the positive magnetoresistance and the
onset of the SdH oscillations. Two models have been
put forward to describe the positive magnetoresistance
and its saturation. Previous experiments were best
explained within a classical model [15]. For magnetic
fields where the electrical force due to the modulation
potential is greater than the Lorentz force, electrons

may be trapped in the minima of the potential and
runaway orbits in real space cause the positive mag-
netoresistance. It saturates when the magnetic force
exceeds the electrical force. A second approach, rele-
vant for the case at hand, is the semiclassical theory of
magnetic breakdown [13]. Electrons suffer Bragg reflec-
tions at the boundaries of the Brillouin zone defined by the
periodic potential. The free electron energy dispersion is
perturbed and displays energy gaps at these boundaries.
Under the influence of the magnetic field electrons move
on constant energy contours in k space. In real space
the corresponding path has the same shape, yet is rotated
by p!2 and scaled by h̄!eB. As a consequence of the
Bragg reflections, the motion of electrons at the Fermi
energy is modified and two classes of orbits coexist:
closed orbits and undulating open runaway trajectories
(Fig. 3b). As in the classical model, the latter enhance the
magnetoresistance. Transitions between these different
orbits would require the crossing of the energy gap at the
Brillouin zone boundary. This tunneling is made possible
by increasing the magnetic field [13]. The probability for
tunneling becomes significant when the cyclotron energy
h̄vc reaches a value close to the relevant energy gap DE.
If the tunneling rate is sufficiently large, the positive mag-
netoresistance saturates. Electrons now predominantly
describe closed trajectories in k space—resembling the
well-known cyclotron orbits for the case without modu-
lation—by crossing the gaps instead of tracing the open
orbits. This mechanism is called magnetic breakdown. It
was introduced in the context of bulk metals [14].

With the reappearance of free cyclotronlike orbits the
SdH oscillations develop. The Bohr-Sommerfeld quanti-
zation rule allows only closed orbits that enclose a quan-
tized amount of magnetic flux. This restriction leads to the
oscillatory behavior of quantities dependent on the density
of states at the Fermi energy, such as the SdH oscillations
in the longitudinal resistivity. Their period D"1!B# is in-
versely proportional to the area AF in k space enclosed by
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regular oscillations in region 3 have a new fundamental period
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FIGURE 6.8. Systèmes utilisés expérimentalement pour explorer les propriétés
magnétiques liées au papillon de Hofstadter (a) : Pannetier et al. (1984); (b) :
Albrecht et al. (2001); (c) : Dean et al. (2013).

d’oscillations de Bloch 5 selon la direction x, avec le défilement du quasi-
moment q̇x = Fx/~. Pour un réseau de cellule unité rectangulaire a × b, la
période de l’oscillation de Bloch correspond au temps pour parcourir toute
la zone de Brillouin (largeur 2π/a), soit τB = h/Fxa. Intéressons-nous au
nombre de particules δN qui traversent une cellule unité, soit un segment
horizontal de largeur a le long de l’axe x, en une période de Bloch τB :

δN = aJyτB = a

(
C

h
Fx

) (
h

Fxa

)
= C. (6.36)

Le nombre de particules qui traversent une cellule unité en une période
Bloch est donc quantifié, et le nombre de Chern donne la valeur de ce quan-
tum. Pour les valeurs rationnelles particulières 1/p du flux par plaquette,
on trouve que le nombre de Chern de la sous-bande fondamentale vaut
1, tout comme pour le niveau de Landau fondamental trouvé en absence
de réseau. Ces deux systèmes ont donc la même structure topologique et
conduisent à des propriétés de conduction électrique équivalentes [voir
Kohmoto (1989) pour une discussion du cas général α = p′/p].

5. Des propositions de mesure du nombre de Chern exploitant cette dynamique dans des
expériences d’atomes froids ont été faites par Price & Cooper (2012) et Dauphin & Goldman
(2013).
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2-4 Expériences sur des super-réseaux

Comme nous l’avons indiqué en introduction, la maille d’un réseau
cristallin ordinaire est trop petite pour permettre d’atteindre le régime
Φ/Φ0 ∼ 1 avec des champs magnétiques réalistes. Au cours des trente der-
nières années, plusieurs classes de systèmes – en dehors des gaz d’atomes
froids – ont été étudiées pour approcher la physique du papillon de Hof-
stadter. Signalons en ici trois (cf.figure 6.8) :

– Pannetier et al. (1984) ont fabriqué un réseau carré de bandes d’alumi-
nium de 2µm de large et espacées de 6µm. Le réseau de surface 1 cm2

contient plus de 2 millions de sites a priori identiques. La mesure de la
température critique de supraconductivité Tc(B) a montré des varia-
tions rapides pour des valeurs rationnelles simples (1/2, 2/5, 1/3, . . . )
du flux par plaquette.

– Albrecht et al. (2001) ont utilisé un gaz d’électrons bi-dimensionnel
confiné dans une hétérostructure GaAs/AlGaAs. Un réseau pério-
dique (période 120 nm) de NiCr/Au est déposé sur l’échantillon pour
moduler spatialement le potentiel ressenti par les électrons. La me-
sure de la conductance de Hall a révélé la fragmentation du spectre en
sous-bandes, comme attendu théoriquement.

– Dean et al. (2013) ont utilisé deux feuilles de graphène légèrement
tournées l’une par rapport à l’autre pour réaliser une figure de Moiré,
avec une périodicité de 15.5 nm. Ils utilisent eux aussi une mesure de
la conductivité de Hall pour explorer le spectre d’énergie du papillon
et mettre en évidence sa structure récursive.

3 Les réseaux optiques secoués

Pour implémenter l’hamiltonien (6.21) avec un gaz d’atomes froids
dans un réseau optique, il faut trouver une procédure pour modifier le co-
efficient tunnel J et le rendre complexe, avec une phase qui dépend de l’in-
dice repérant la direction verticale l. Nous avons déjà rencontré une tech-
nique similaire dans le cours de l’an dernier lorsque nous nous sommes
intéressés à la localisation dynamique : nous avions vu que le coefficient
tunnel dans un réseau 1D secoué pouvait être notablement modifié, voire

même changer de signe. C’est cette même technique que nous allons passer
en revue maintenant.

Notons qu’il existe des méthodes différentes pour simuler un champ
magnétique sur un réseau. Tout d’abord, on peut faire tourner physique-
ment le réseau dans l’espace : le passage dans le référentiel tournant ga-
rantit, comme pour un gaz homogène, l’apparition d’un champ magné-
tique effectif (Tung et al. 2006). On peut également moduler de manière
chirale les paramètres d’un réseau de manière à simuler une rotation : par
exemple, pour un réseau composé de cellules hexagonales, donc avec trois
orientations possibles des côtés, on peut en principe moduler séparément
les trois coefficients tunnels correspondants et obtenir après moyenne sur
le temps un hamiltonien avec champ magnétique effectif (Kitagawa et al.
2010) [voir aussi l’article de Sørensen et al. (2005) pour une proposition
voisine]. Il a également été proposé par Hemmerich & Smith (2007) d’uti-
liser des faisceaux additionnels pour générer des micro-rotors au niveau
de chaque site du réseau ; ce schéma réalise en fait un champ magnétique
alterné, dont le signe change d’une plaquette à l’autre [voir aussi Lim et al.
(2008)].

3-1 Rappel : le cas unidimensionnel (version 1).

Pour préparer notre analyse, commençons par rappeler comment dans
le cas à une dimension, on peut modifier le coefficient tunnel, voire lui
conférer une phase complexe non nulle. Commençons par le réseau le plus
simple possible, avec l’hamiltonien

Ĥ0 = −J
∑
j

(|wj+1〉〈wj | + |wj〉〈wj+1|.) (6.37)

Supposons que l’on secoue ce réseau en remplaçant le potentiel statique
périodique du réseau V (x) par

V(x, t) = V [x− x0(t)], (6.38)

où x0(t) est une fonction périodique du temps de pulsation Ω. Nous allons
supposer ici que Ω� J/~, de sorte que la modulation est rapide comparée
à la dynamique tunnel du réseau. Nous avons montré dans le cours de
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l’an dernier que le fait de secouer le réseau revient, via la transformation
unitaire générée par l’opérateur

Û(t) = exp (ix0(t)p̂/~) , (6.39)

à passer à l’hamiltonien avec un élément de matrice tunnel complexe :

Ĥ(t) = −J eiMaẋ0(t)/~
∑
j

|wj+1〉〈wj |+ h.c. (6.40)

Écrivons le vecteur d’état sous la forme

|Ψ(t)〉 =
∑
j

αj(t) |wj〉 (6.41)

où l’évolution des amplitudes αj est donnée par l’équation de Schrödinger

i ~ α̇j = −J
(
αj+1 e∈iMaẋ0(t)/~ + αj∈1 e+iMaẋ0(t)/~

)
. (6.42)

Nous allons maintenant tirer parti du fait que les αj sont des variables
lentes pour moyenner sur une période d’oscillation les coefficients de cette
équation 6. On obtient donc l’équation d’évolution approchée pour les αj

i ~ α̇j = −J̄∗αj+1 − J̄αj∈1 (6.43)

avec un coefficient tunnel renormalisé

J̄ = J 〈eiMaẋ0(t)/~〉. (6.44)

Modulation sinusoïdale. Pour une modulation sinusoïdale de la posi-
tion du réseau du type

Ma

~
ẋ0(t) = ξ0 sin(Ωt+ φ) (6.45)

où ξ0 est un nombre sans dimension caractérisant l’amplitude de la modu-
lation, on trouve que le coefficient tunnel moyen est réel et vaut 7

J̄ = J〈ei ξ0 sin(Ωt+φ)〉 = J J0(ξ0) (6.47)

6. Une approche plus rigoureuse, mais donnant le même résultat final, utilise l’approche
de Floquet (cf. cours 2012-13).

7. On rappelle que
eix sin θ =

∑
n∈Z

Jn(x) e
inθ. (6.46)

our experimental resolution, we could measure a suppres-
sion by at least a factor of 25).

We also checked the behavior of jJeff=Jj as a function of
! for a fixed value of K0 ! 2 (see inset in Fig. 2) and found
that, over a wide range of frequencies between @!=J " 0:3
and @!=J " 30, the tunneling suppression works,
although for @!=J & 1 we found that jJeff#K0$=Jj deviated
from the Bessel function near the zero points, where the
suppression was less efficient than expected. In the limit of
large shaking frequencies (!=2! * 3 kHz, to be com-
pared with the typical mean separation of "15 kHz be-
tween the two lowest energy bands at V0=Erec ! 9), we
observed excitations of the condensate to the first excited
band of the lattice. In our in situ expansion measurements,
these band excitations (typically less than 30% for K0 > 3
and less than 10% for K0 < 3) were visible in the conden-
sate profile as a broad Gaussian pedestal below the near-
Gaussian profile of the ground-state condensate atoms.
From the widths of those pedestals, we inferred that
jJeff=Jj of the atoms in the excited band also followed
the Bessel-function rescaling of Eq. (2) and that the ratios
of the tunneling rates in the two bands agreed with theo-
retical models.

We now turn to the phase coherence of the BEC in the
shaken lattice, which was made visible by switching off the
dipole trap and lattice beams and letting the BEC fall under
gravity for 20 ms. This resulted in an interference pattern
whose visibility reflected the condensate coherence [20]. In
the region between the first two zeros of the Bessel func-

tion, where J 0 < 0, we found an interference pattern [see
Fig. 3(a)] that was shifted by half a Brillouin zone. This
shift can be interpreted as an inversion of the curvature of
the (quasi)energy band at the center of the Brillouin zone
when the effective tunneling parameter is negative. We
then quantified the visibility V ! #hmax % hmin$=#hmax &
hmin$ of the interference pattern after shaking the conden-
sate in the lattice for a fixed time between 1 and " 200 ms
and finally accelerating the lattice to the edge of the
Brillouin zone. In the expression for V , hmax is the mean
value of the condensate density at the position of the two
interference peaks, and hmin is the condensate density in a
region of width equal to about 1=4 of the peak separation
centered about the halfway point between the two peaks.
For a perfectly phase-coherent condensate, V " 1,

FIG. 3. Phase coherence in a shaken lattice. (a) Dephasing
time "deph of the condensate as a function of K0 for V0=Erec !
9 and !=2! ! 3 kHz. The vertical dashed line marks the
position of K0 ! 2:4 dividing the regions with Jeff > 0 (left)
and Jeff < 0 (right). In both regions, a typical (vertically inte-
grated) interference pattern without final acceleration to the zone
edge is shown (the x axis is scaled in units of the recoil
momentum prec ! h=dL.) Inset: Rephasing time after dephasing
at K0 ! 2:4 and subsequent reduction of K0. (b) Dephasing time
as a function of @!=J for K0 ! 2:2.

FIG. 2. Dynamical suppression of tunneling in an optical lat-
tice. Shown here is jJeff=Jj as a function of the shaking parame-
ter K0 for V0=Erec ! 6, !=2! ! 1 kHz (squares), V0=Erec ! 6,
!=2! ! 0:5 kHz (circles), and V0=Erec ! 4, !=2! ! 1 kHz
(triangles). The dashed line is the theoretical prediction.
Inset: jJeff=Jj as a function of ! for K0 ! 2:0 and V0=Erec !
9 corresponding to J=h ! 90 Hz.
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k ¼ A=@. As will be detailed later on, we experimentally
observe the relaxation of the condensate quasimomentum
toward the minimum of the effective dispersion relation.
Therefore, the imprinted Peierls phase can be directly read
out from the quasimomentum distribution revealed in the
time of flight after a sudden switch off of the lattice and the
external potential.

As a central result, Fig. 2(b) shows the experimental data
together with the theoretical predictions from Eq. (3). After
increasing the forcing amplitude slowly (within up to
120 ms) to the desired value, the corresponding quasimo-
mentum distribution was recorded. From the obtained
time-of-flight images, examples of which are shown in
Fig. 2(c), we extract the Peierls phases ! [22]. We observe
an excellent agreement between experiment and theory,
thus proving the controlled generation of an arbitrary
vector gauge potential encoded into the Peierls phase ! 2
½0; 2"½. In addition, the experimental images demonstrate
the large degree of coherence maintained in the atomic
sample throughout the shaking process. As an additional
feature, Fig. 2(a) shows that the Peierls phase allows us

now to invert the sign of the effective tunneling element
without crossing jJeffj ¼ 0 via the rotation in the complex
plane.
In the following, we will discuss the details of the

relaxation of the system toward nonzero quasimomenta
superfluid states, allowing for the described direct mea-
surement of the Peierls phase. Note that for an homoge-
neous and noninteracting system, the initial Bloch wave at
ki ¼ 0 remains an eigenstate of the effective Hamiltonian.
Thus, no transfer to states with k ! 0 is expected after the
shaking is turned on. However, since we are working with
interacting bosons and an external harmonic confinement,
more effects come into play.
When the gauge potential is ramped up from 0 to Af, the

condensate acquires a nonzero group velocity, reflecting
the presence of an artificial electric force FE ¼ # _A. This
velocity induces a displacement of the condensate’s center-
of-mass position xc in the harmonic potential of frequency
f [22]. The resulting restoring force induces oscillations
both in position and momentum space [see Fig. 3(a)]. In
Fig. 3(b), we report a time-resolved measurement of the
condensate quasimomentum after a quench to a final
Peierls phase of #"=4. The oscillations around the final
quasimomentum result from an excitation of the dipole
mode: The measured frequency of 3:6$ 0:4 Hz perfectly
matches the expected dressed condensate frequencyffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
m=m%p

f for particles having an effective mass m% in the
lattice of 10$ 1Erec depth with a tunneling amplitude of
0:3Jbare (ftheo ¼ 3:5$ 0:5 Hz). The coupling to nonzero
quasimomenta results thus from the underlying harmonic
trapping potential.
In addition, this center-of-mass dynamics is subjected to

several damping mechanisms induced by the trap anhar-
monicity or the lattice discreteness, which leads to a cou-
pling to other collective modes and therefore to the
relaxation of the BEC toward the new equilibrium state.
Therefore, the duration of the ramp from 0 to Af has to be
compared with the time scale of those relaxation mecha-
nisms. In Fig. 3 we compare time-resolved measurements
of the quasimomentum distribution for a slow ramp
[Fig. 3(d)] of A to a final Peierls phase ! ¼ 3"=2, with a
sudden quench [Fig. 3(f)]. As the gauge field is slowly
increased, the BEC follows the shift of the dispersion
relation minimum, as depicted in Fig. 3(c). For the quench,
on the contrary, for which the shift of the dispersion
relation occurs within 1 ms, the system cannot follow
and thus relaxes into the nearest minimum of the effective
band structure [see Fig. 3(e)]. For the chosen value, this
minimum lies on the left with respect to the original k ¼ 0
peaks and we thus find the BEC at k ¼ #"=2d. This
demonstrates clearly that in the presence of these relaxa-
tion mechanisms, the forcing does not induce a net particle
current in the lattice, unlike for ratchets, but allows the
engineering of ground-state superfluids at arbitrary non-
zero quasimomenta.

(a)

(b)

(c)

FIG. 2 (color). Creation of complex tunneling matrix ele-
ments. (a) Absolute value of the tunneling parameter obtained
from Eq. (3) for our experimental parameters (T1 þ T2 ¼ 1 ms
and T1=T2 ¼ 2:1). (b) The measured Peierls phases in a 1D
driven optical lattice for different values of the forcing amplitude
K are depicted as circles. The dashed red curve corresponds to
the theoretically expected values [Eq. (3)]. (c) Quasimomentum
distribution of the BEC after 27 ms time of flight for different
values of K. The Peierls phase as a function of K is deduced
from the observed shifts of the interference patterns.

PRL 108, 225304 (2012) P HY S I CA L R EV I EW LE T T E R S
week ending
1 JUNE 2012

225304-3

(a)" (b)"

FIGURE 6.9. Exemples de modification de l’effet tunnel dans des réseaux à une
dimension. (a) Changement du signe du coefficient tunnel par une modulation
sinusoïdale du réseau (Lignier et al. 2007). (b) Changement de la phase du coeffi-
cient tunnel et décalage des pics en impulsion observés après temps de vol (Struck
et al. 2012)).

où les Jn désignent les fonctions de Bessel de première espèce. Cette renor-
malisation du coefficient tunnel, avec son possible changement de signe, a
été vue dans une expérience menée avec des atomes de rubidium par Li-
gnier et al. (2007) (figure 6.9a).

Modulation asymétrique. Supposons maintenant qu’on prenne une mo-
dulation de la position du réseau qui ne soit pas invariante par renverse-
ment du temps, comme la dent de scie asymétrique de la figure 6.10 : le
réseau se déplace à vitesse v1 > 0 pendant une durée T1, puis à vitesse
v2 < 0 pendant une durée T2, avec

v1T1 + v2T2 = 0, T = T1 + T2, (6.48)

de sorte que le déplacement moyen sur une période T est nul. Dans ce cas,
la moyenne sur le temps de la fonction eiMaẋ0(t)/~ est a priori complexe :

J̄

J
= 〈eiMaẋ0(t)/~〉 =

T1

T
eiMav1/~ +

T2

T
eiMav2/~. (6.49)

Dans le cas 1D, une phase non nulle du coefficient tunnel se manifeste par
un décalage de l’impulsion correspondant au bas de la bande considérée.
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x0(t)
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ẋ0(t)
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FIGURE 6.10. Modulation de la position d’un réseau optique 1D conduisant à un
coefficient tunnel complexe (voir aussi Struck et al. (2012)).

Ce décalage, analogue à celui créé par un potentiel vecteur uniforme sur
une particule libre et décrit au chapitre 5, a été observé par Struck et al.
(2012) dans une expérience de temps de vol (figure 6.9b).

3-2 Le cas unidimensionnel (version 2).

Supposons maintenant que l’hamiltonien Ĥ0 contienne, en plus des
termes tunnel, un potentiel linéaire statique

Ĥ0 = −J
∑
j

(|wj+1〉〈wj | + |wj〉〈wj+1|)− ~Ω0

∑
j

j |wj〉〈wj |. (6.50)

En absence de modulation, on sait que les états propres sont les fonctions
de Wannier–Stark localisées. Supposons maintenant que l’on module le ré-

seau de manière sinusoïdale avec une pulsation Ω voisine de (ou égale à)
Ω0. On s’attend à induire une résonance entre sites adjacents qui va restau-
rer la conduction sur le réseau. Pour confirmer cette intuition, procédons
comme ci-dessus ; nous écrivons le vecteur d’état à l’instant t sous la forme

|Ψ(t)〉 =
∑
j

αj(t) eijΩ0t |wj〉, (6.51)

et déduisons de l’équation de Schrödinger obtenue après la transformation
unitaire (6.39) l’évolution des amplitudes de probabilité αj

i ~ α̇j = −J
(
αj+1 e∈i (Maẋ0(t)/~∈Ω0t) + αj∈1 e+i (Maẋ0(t)/~∈Ω0t)

)
. (6.52)

Pour

Ω = Ω0,
Ma

~
ẋ0(t) = ξ0 sin(Ωt+ φ), (6.53)

on obtient de nouveau, après moyenne sur le temps, une équation d’évo-
lution pour les αj qui est identique à celle d’un réseau statique :

i ~ α̇j = −J̄∗αj+1 − J̄αj∈1 (6.54)

avec un coefficient tunnel renormalisé complexe :

J̄ = J〈ei[ξ0 sin(Ωt+φ)∈Ω0t]〉 = J J1(ξ0) eiφ. (6.55)

On a donc réussi par cette procédure à « imprimer » la phase φ de la mo-
dulation sur le coefficient tunnel J̄ , ce qui était le but recherché : si cette
méthode peut se généraliser à 2D, on disposera d’un moyen pour simuler
un champ magnétique non nul sur le réseau.

3-3 Le cas bi-dimensionnel.

Nous avons vu dans ce qui précède deux manières de rendre le coeffi-
cient tunnel complexe dans un problème uni-dimensionnel. Elles peuvent
toutes les deux se généraliser à deux dimensions, mais conduisent à des
résultats différents.
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– La méthode de la modulation asymétrique de la figure 6.10 est géné-
ralisable par exemple à un réseau triangulaire 8 (Struck et al. 2013).
En pratique, on choisit une modulation qui fait tourner chaque site du
réseau sur une orbite fermée. Cette méthode conduit alors à un flux al-
terné, avec par exemple une phase positive pour les triangles « pointe
en haut » et une phase négative pour les triangles « pointe en bas ».

– La méthode vue en § 3-2, combinant réseau tilté et modulation ré-
sonante, présente certaines difficultés à être transposée telle quelle
[voir par exemple la proposition de Kolovsky (2011) et sa critique par
Creffield & Sols (2013)]. Pour contourner ces difficultés, il vaut mieux
abandonner l’idée d’une modulation globale du réseau, où tous les
sites bougent de la même quantité r0(t), pour passer à une modula-
tion locale, où chaque site j, l bouge de manière différente de ses voi-
sins. C’est ce type de modulation que nous allons maintenant explorer
(Aidelsburger et al. 2013; Miyake et al. 2013).

Partons d’un réseau « tilté » dans la direction horizontale, c’est-à-dire le
réseau de base auquel on ajoute un potentiel linéaire constant qui déplace
l’énergie du site (j, l) de la quantité j ~Ω0 :

Ĥ0 =
∑
j,l

j~Ω0|wj,l〉〈wj,l| − J
∑
j,l

(|wj+1,l〉〈wj,l| + |wj,l+1〉〈wj,l|) + h.c.

(6.56)
Nous allons supposer dans ce qui suit que ~Ω0 � J , ce qui signifie que l’ef-
fet tunnel le long de la direction x est pratiquement inhibé (les fonctions de
Wannier–Stark coïncident avec les fonctions de Wannier), alors que l’effet
tunnel selon y est inchangé.

Ajoutons à ce terme statique un potentiel dépendant du temps, qui
vient moduler l’énergie de chaque site avec une pulsation Ω :

V̂ (t) =
∑
j,l

~Ω1 sin(Ωt− θj,l). (6.57)

Nous allons utiliser cette modulation pour rétablir un effet tunnel réson-
nant (Ω ∼ Ω0) dans la direction x, mais le coefficient tunnel correspondant

8. Elle ne fonctionne pas pour un réseau carré ou hexagonal, ou plus généralement pour
un réseau dans lequel chaque plaquette possède des bords parallèles deux à deux, car les
phases des deux coefficients tunnels correspondants s’annulent alors systématiquement.

va acquérir une phase qui sera relié à θj,l. Notons qu’un tel potentiel peut
être réalisé en superposant au réseau optique de base le potentiel dipolaire
créé par une onde stationnaire composée elle-même de deux ondes lumi-
neuses progressives de pulsation ω1 et ω2 = ω1 + Ω et de vecteurs d’ondes
k1 et k2. La phase θj,l est alors linéaire en j et l :

θj,l = (k2 − k1) · r ≡ ηxj + ηyl. (6.58)

Considérons maintenant l’évolution du vecteur d’état

|Ψ(t)〉 =
∑
j,l

αj,l(t)|wj,l〉 (6.59)

sous l’effet de l’hamiltonien total Ĥ0 + V̂ (t) :

iα̇j,l = [jΩ0 + Ω1 sin(Ωt− θj,l)]αj,l −
J

~
(αj+1,l + αj∈1,l + αj,l+1 + αj,l∈1)

(6.60)
Cette équation contient des termes d’évolution rapide, avec les fréquences
caractéristiques Ω et Ω0, et des termes plus lents avec la fréquence carac-
téristique J/~. Pour travailler avec des variables lentes, il est commode
d’introduire

α̃j,l(t) = αj,l(t) exp

{
i

[
jΩ0t−

Ω1

Ω
cos(Ωt− θj,l)

]}
, (6.61)

qui conduit à l’équation pour les variables tildées

i ˙̃αj,l = −J
~

[
F (j, l, t) α̃j+1,l + G(j, l, t) α̃j,l+1 + . . .

]
(6.62)

où les points de suspension correspondent aux transitions (j, l)→ (j−1, l)
et (j, l)→ (j, l − 1).

Puisqu’on s’intéresse maintenant à des variables lentes, on peut moyen-
ner les coefficients F (j, l, t) et G(j, l, t) sur une période de l’oscillation for-
cée 2π/Ω en se plaçant exactement à la condition de résonance Ω = Ω0. On
trouve :

〈F (j, l, t)〉 = 〈exp

{
i

[
−Ω0t+

Ω1

Ω
(cos(Ωt− θj+1,l)− cos(Ωt− θj,l))

]}
〉

= 〈e∈iΩ0t exp

[
2i

Ω1

Ω
sin((θj+1,l − θj,l)/2) sin(Ωt− (θj,l + θj+1,l)/2)

]
〉

= J1

(
2Ω1

Ω
sin(ηx/2)

)
e∈iθj,l (6.63)

Cours 6 – page 12



MAGNÉTISME DANS UN RÉSEAU PÉRIODIQUE § 4. Réseaux combinant différents états internes

où on a utilisé θj+1,l − θj,l = ηx et (θj,l + θj+1,l)/2 = θj,l + ηx/2 (la phase
globale eiηx/2 est ensuite omise). De même, on obtient

〈G(j, l, t)〉 = J0

(
2Ω1

Ω
sin(ηy/2)

)
(6.64)

si bien que l’hamiltonien effectif après moyenne sur une période tempo-
relle s’écrit :

Ĥ = −Jx
∑
j,l

(
e∈iθj,l |wj+1,l〉〈wj,l| + h.c.

)
− Jy

∑
j,l

(|wj,l+1〉〈wj,l| + h.c.)

(6.65)
avec

Jx = J J1

(
2Ω1

Ω
sin(ηx/2)

)
, Jy = J J0

(
2Ω1

Ω
sin(ηy/2)

)
. (6.66)

Pour vérifier que cet hamiltonien correspond bien à ce que l’on cherche,
on calcule finalement le flux sur une plaquette :

q

~
Φj,l = φ(j, l→ j + 1, l) + φ(j + 1, l→ j + 1, l + 1)

+ φ(j + 1, l + 1→ j, l + 1) + φ(j, l + 1→ j, l)

= −θj,l + θj,l+1

= ηy. (6.67)

On constate donc qu’il faut prendre à la fois ηy 6= 0 pour que ce flux soit
lui-même non nul, et ηx 6= 0 pour le coefficient tunnel Jx soit non nul.

3-4 Exemple d’expériences avec un réseau secoué

Plusieurs expériences ont récemment montré la validité du principe
permettant de générer un champ artificiel à partir d’un réseau secoué (Ai-
delsburger et al. 2013; Miyake et al. 2013; Struck et al. 2013). Nous montrons
sur la figure 6.11 les résultats du groupe de Munich, obtenus en isolant à
l’aide d’un super réseau des plaquettes de 2 × 2 sites dans le plan xy. La
présence du champ magnétique artificiel est révélée par le mouvement cy-
clotron des atomes dans ces plaquettes, avec la chiralité attendue. Ces ex-
périences ont ensuite été étendues au cas où les plaquettes sont connectées

x0(t)

t

t

ẋ0(t)

T1 T2

T

v1

v2

on for 4 ms with strength V0
K ¼ 9:9ð2ÞErK, where ErK ¼

h2=ð2m!2
KÞ. Afterwards, we measured the fraction of

atoms transferred to odd sites nodd as a function of the
frequency difference ! for a fixed value of the magnetic
field gradient. Even-odd resolved detection was achieved
by transferring atoms in odd sites to a higher Bloch band
and applying a subsequent band-mapping sequence
[22,25]. As shown in the inset of Fig. 2(b), atoms are
transferred resonantly to odd sites when the frequency of
the running-wave beams matches the energy offset !
between neighboring sites. We measured the resonance
frequency !res for various values of the magnetic field
gradient and observed a large tunability up to about
!=h$ 10 kHz [Fig. 2(b)].

The spatial distribution of the local fluxes induced by the
running-wave beams was revealed by a series of measure-
ments in isolated four-site square plaquettes using optical
superlattices. This was achieved by superimposing two
additional standing waves along x and y with wavelength
!li ¼ 2!i, i 2 fx; yg. The resulting potential along x is
VðxÞ ¼ Vlxsin

2ðkxx=2þ ’x=2Þ þ Vxsin
2ðkxxÞ, where Vlx

is the depth of the ‘‘long’’ lattice. The superlattice potential
along y is given by an analogous expression. The depths of
the lattices and the relative phases ’x and ’y can be
controlled independently. For ’x ¼ ’y ¼ 0, we realize
symmetric double well potentials along x and y to isolate
individual plaquettes (Fig. 3). Because of the presence of
the magnetic field gradient, the plaquettes are tilted along
x, with an energy offset ! for j"i atoms and &! for j#i
atoms. The four sites of the plaquette are denoted as A, B,
C, and D (Fig. 3). The experiment started by loading
spin-polarized single atoms into the ground state of
the tilted plaquettes: j"0

" i ¼ ðjAiþ jDiÞ=
ffiffiffi
2

p
and j"0

# i ¼
ðjBiþ jCiÞ=

ffiffiffi
2

p
, for j"i and j#i, respectively {Fig. 3(a) and

Ref. [22]}. After switching on the running-wave beams,
the atoms couple to the B and C sites (j"i atoms) and A and
D sites (j#i atoms). Without the artificial magnetic field,
the atoms would oscillate periodically between left and
right, but due to the phase imprinted by the running-wave
beams, the atoms experience a force perpendicular to their
velocity similar to the Lorentz force acting on a charged
particle in a magnetic field. We measured the time
evolution of the atom population on different bonds
(Nleft ¼ NA þ ND, Nright ¼ NB þ NC, Nup ¼ NC þ ND,
and Ndown ¼ NA þ NB), with Nq being the atom popula-
tion per site (q ¼ A, B, C, D), by applying the even-odd
resolved detection along both directions independently
[22]. From this, we obtained the mean atom positions
along x and y, hXi ¼ ðNright & NleftÞdx=2N and hYi ¼
ðNup & NdownÞdy=2N, with N being the total atom number.
As shown in Fig. 3(a), the mean atom position follows a
small-scale quantum analog of the classical cyclotron orbit
for charged particles. Starting with equally populated sites
A and D, spin-up atoms experience a force along y, which
is perpendicular to the initial velocity and points towards

the lower bond in the plaquette (A and B sites). Spin-down
atoms, initially with opposite velocity, also move towards
the lower bond. Therefore, the chirality of the cyclotron
orbit is reversed, revealing the spin-dependent nature of the
artificial magnetic field [Fig. 3(a)]. The value of the mag-
netic flux per plaquette # ¼ 0:73ð5Þ ' "=2, measured in
our previous work [12], is used for the fits in Fig. 3. The
difference from # ¼ "=2, expected for a homogeneous
lattice, stems from the smaller distance between lattice
sites inside the plaquettes when separated.
To further demonstrate the uniformity of the magnetic

field, we performed the same set of measurements in
plaquettes shifted by one lattice constant along x. This

A

D C

B A

D C

B

A

D C

B A

D C

B

(a)

(b)

FIG. 3 (color). Quantum cyclotron orbits obtained from the
mean atom positions along x and y, hXi=dx and hYi=dy, for
J=K ( 2 [22]. Every data point is an average over three indi-
vidual measurements. The solid gray lines show the fit of the
theoretically expected evolution to the data, which was obtained
from a numerical calculation solving the time-dependent
Schrödinger equation of the 4' 4 Hamiltonian. The oscillation
amplitudes and offsets were fitted independently along x and y,
whereas the time offset #¼0:12ð5Þms and flux #¼0:73ð5Þ'
"=2 were fixed (see the main text and the Supplemental Material
[22]). The schematics illustrate the superlattice potentials used to
partition the lattice into plaquettes together with the initial state
for j"i atoms (green) and j#i atoms (blue) and the direction of the
flux. The superlattice potential along x is shifted by one lattice
constant for the experimental results in (b) with respect to the
ones in (a) to demonstrate the uniformity of the artificial mag-
netic field.

PRL 111, 185301 (2013) P HY S I CA L R EV I EW LE T T E R S
week ending

1 NOVEMBER 2013

185301-3

FIGURE 6.11. Trajectoires cyclotron obtenues dans un réseau secoué par Aidels-
burger et al. (2013). La ligne grise représente un fit du résultat attendu théori-
quement, obtenu à partir d’une résolution de l’équation de Schrödinger pour une
plaquette. Chaque plaquette comprend 2 × 2 sites, et est obtenue grâce à deux
super-réseaux dans les directions x et y.

entre elles selon une des deux directions de l’espace, réalisant alors une
échelle. Dans cette géométrie d’échelle, les chercheurs de Munich ont mis
en évidence un analogue de l’effet Meissner (Atala et al. 2014).

4 Réseaux combinant différents états internes

Le fait d’utiliser plusieurs états internes dans un réseau optique vient
donner un degré de liberté très appréciable pour « imprimer » une phase
lors du passage d’un site à l’autre du réseau. Le processus en jeu dans ce cas
est l’effet tunnel assisté par laser, que nous allons présenter tout d’abord
sur un système simple, uni-dimensionnel, avant de passer ensuite au cas
d’un réseau infini à deux dimensions.
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FIGURE 6.12. Gauche : échelle infinie de sites composée de deux montants séparés
par une distance a. Les barreaux de l’échelle sont équidistants (écart b). Une parti-
cule chargée peut sauter d’un site à l’autre par effet tunnel. Un champ magnétique
uniforme perpendiculaire à l’échelle induit un flux Φ par plaquette. Droite : simu-
lation de cette échelle avec un double réseau optique, piégeant un atome dans un
des deux états internes |g〉 et |e〉. Un faisceau laser se propageant selon la direc-
tion du réseau induit une transition |g〉 ↔ |e〉, analogue à l’effet tunnel le long des
barreaux de l’échelle de gauche. La phase du laser φ = ky varie linéairement avec
l’indice j des barreaux et « s’imprime » sur l’élément de matrice correspondant, ce
qui permet de simuler un flux magnétique.

4-1 L’effet tunnel assisté par laser sur une échelle

Il s’agit de simuler une géométrie de sites situés sur une échelle à deux
montants, représentée sur la figure 6.12. Cette échelle est plongée dans un
champ magnétique et nous supposons qu’elle est bien décrite dans le cadre
de l’approximation des liaisons fortes. Le champ magnétique est comme
précédemment caractérisé par le flux Φ à travers chaque plaquette.

Pour cette simulation, nous allons utiliser un atome à deux états in-
ternes, notés |g〉 et |e〉. Un potentiel de piégeage, de type réseau optique le
long de la direction y, permet de localiser les atomes sur les montants de
l’échelle. Ce potentiel est choisi différent pour |g〉 et pour |e〉, ce qui per-
met de localiser chacun de ces deux états sur un montant différent (|g〉 à
gauche, |e〉 à droite).

Nous supposons ces deux états internes stables (pas d’émission spon-
tanée) et nous considérons une transition laser qui permet de provoquer
une transition résonante entre eux. En pratique, si on considère des atomes
« à deux électrons externes », comme l’Ytterbium, ces deux états corres-
pondront respectivement à l’état fondamental (1S0) et à l’état excité de très
longue durée de vie (3P0). Pour des atomes alcalins, on utilisera pour |g〉
et |e〉 deux sous-niveaux issus de l’état fondamental et la transition cou-
plant ces deux états sera une transition Raman, impliquant un processus
d’absorption et un processus d’émission stimulée.

Plaçons-nous dans un modèle à une bande et notons |wgj 〉 et |wej 〉, j ∈ Z,
les états spatiaux pour les deux niveaux internes. Pour simplifier, nous sup-
poserons les fonctions d’onde correspondantes identiques, à une transla-
tion près :

wgj (r) = w0(x, y − jb), wej (r) = w0(x− a, y − jb). (6.68)

En absence de laser, on est donc en présence de deux réseaux optiques 1D
découplés, avec l’hamiltonien écrit dans l’approximation des liaisons fortes

Ĥ = Ĥg + Ĥe, Ĥα = −Jy
∑
j2Z
|wαj+1〉〈wαj |+ h.c., α = g, e. (6.69)

Pour coupler ces deux réseaux, considérons un faisceau laser résonnant
avec la transition |g〉 ↔ |e〉, avec un vecteur d’onde k parallèle à l’axe y des
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réseaux. Le couplage atome-laser s’écrit

V̂ =
~κ
2

eiky |e〉〈g|+ h.c. (6.70)

Réécrivons ce couplage à l’aide des |wαj 〉 ; compte tenu de la restriction à
une seule bande, on a la relation de fermeture pour les espaces de Hilbert
interne et externe

1̂ = |g〉〈g| ⊗

∑
j2Z
|wgj 〉〈wgj |

 + |e〉〈e| ⊗

∑
j2Z
|wej 〉〈wej |

 . (6.71)

En insérant cette relation de fermeture à gauche et à droite de V̂ , on obtient

V̂ =
∑
j,j′

Vj,j′ |e, wj〉〈g, wj′ |+ h.c. (6.72)

avec
Vj,j′ =

~κ
2

∫
wej (r) eiky wgj′(r) d2r . (6.73)

Puisque nous nous sommes placés dans l’approximation des liaisons
fortes, les fonctions d’onde wej (r) et wgj′(r) sont bien localisées et on peut
considérer que leur recouvrement est négligeable dès que l’on prend j 6= j′.
On peut alors simplifier le coefficient Vj,j′

Vj,j′ ≈ δj,j′
~κ
2

∫
w0(x− a, y − jb) eiky w0(x, y − jb) d2r

≈ δj,j′ Jx eijkb, (6.74)

où le coefficient tunnel Jx est proportionnel à la fréquence de Rabi et au
recouvrement des fonctions de Wannier pour les états internes |g〉 et |e〉 :

Jx =
~κ
2

∫
w0(x− a, y) eiky w0(x, y) d2r. (6.75)

Pour une fonction w0(x, y) invariante par réflexion y → −y, ce coefficient
Jx est réel :

Jx =
~κ
2

∫
w0(x− a, y) cos(ky) w0(x, y) d2r. (6.76)
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FIGURE 6.13. Simulation d’une double échelle avec un atome à trois niveaux in-
ternes (Celi et al. 2014). Ce schéma de niveau peut donner naissance à un spectre
voisin du papillon de Hofstadter et à des états de bords correspondant à des cou-
rants opposés dans les états |g1〉 et |g3〉.

L’expression (6.74) correspond à ce que l’on cherche : on a un coeffi-
cient tunnel complexe dont la phase croît linéairement avec l’indice j de
sorte que la phase totale accumulée sur le pourtour d’une plaquette est
non nulle :

|g, j〉 Jy−→ |g, j + 1〉 Jxei (j+1)kb

−→ |e, j + 1〉 Jy−→ |e, j〉 Jxe−i jkb

−→ |g, j〉 (6.77)

soit une phase
(j + 1)kb− jkb = kb (6.78)

qui est la même pour toutes les plaquettes : on simule ainsi une échelle à
deux sites avec un champ magnétique uniforme tout le long de l’échelle.

Réseau de dimension artificielle. On peut remarquer que dans la simu-
lation de l’échelle qui précède, rien n’impose à la longueur a d’être non
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nulle. L’échelle peut avoir une double nature, réelle dans l’espace selon la
direction y et fictive (n’impliquant que les degrés de liberté internes) selon
la direction y. La nécessité d’avoir une longueur a non nulle ne viendra que
plus loin, lorsqu’on cherchera à augmenter le nombre de sites dans la di-
rection x. Partant de cette remarque, Celi et al. (2014) ont proposé d’étendre
le traitement précédent à un atome à N états internes, |gn〉, n = 1, . . . , N en
choisissant un couplage atome lumière qui induit les transitions

|gn, j〉 Jxei jkb

−→ |gn+1, j〉. (6.79)

Ceci permet de simuler une échelle dont les barreaux sont situés dans l’es-
pace réel et les N montants sont associés aux N états internes. Pour une
implémentation pratique de ce dispositif, on peut prendre par exemple
N = 3 et prendre pour les |gn〉 les trois états Zeeman m = 0,±1 d’un
niveau fondamental atomique de moment cinétique 1 (figure 6.13).

4-2 Passage à un réseau bi-dimensionnel

Nous allons maintenant chercher à étendre le schéma de l’échelle consi-
dérée ci-dessus à un réseau bi-dimensionnel. Dans ce cas, la longueur a est
bien réelle et on considère une série de réseaux 1D correspondant alterna-
tivement à l’état interne |g〉 et à l’état interne |e〉. On reconstitue ainsi un
réseau à deux dimensions dont les sites (j, l) sont par convention occupés
par un atome dans l’état |g〉 (resp. |e〉) si l’indice j du site est pair (resp.
impair).

En analysant précisément les phases correspondant à l’effet tunnel as-
sisté par laser, on constate que ce réseau correspond en fait à un flux al-
terné. Alors qu’un flux uniforme est obtenu en prenant de manière systé-
matique

|j, l〉 ei lkb

−→ |j + 1, l〉 (6.80)

on a ici (cf. figure 6.14)

|j, l〉 ei lkb

−→ |j + 1, l〉 si j pair (6.81)

car cela correspond à une transition |g〉 −→ |e〉 (similaire à ce qu’on a vu
ci-dessus) et

|j, l〉 e−i lkb

−→ |j + 1, l〉 si j impair (6.82)
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FIGURE 6.14. Réalisation d’un réseau carré à flux alterné : on utilise un seul
faisceau lumineux pour générer l’effet tunnel assisté par laser.

correspondant à une transition |e〉 −→ |g〉. La somme de la phase accu-
mulée quand on parcourt une plaquette a donc un signe qui alterne d’une
colonne à l’autre.

Ce réseau à flux alterné présente des propriétés intéressantes quand on
prend en compte les interactions (Möller & Cooper 2010), mais il ne cor-
respond pas à ce que la simulation du magnétisme homogène recherchée.
Il reste à « rectifier » le champ magnétique pour obtenir un flux de même
signe sur chaque plaquette.

4-3 Rectification du flux

Plusieurs techniques ont été proposées pour passer du flux magnétique
alterné de la figure 6.14 à un flux homogène. La proposition initiale de
Jaksch & Zoller (2003) faisait appel à l’application d’un potentiel supplé-
mentaire linéaire pour lever la dégénérescence entre les différentes transi-
tions |e〉 −→ |g〉 possibles. Une version légèrement différente, mieux ap-
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propriée aux atomes alcalino-terreux qui sont les plus prometteurs pour
ce type d’étude, a été proposée par Gerbier & Dalibard (2010). Son prin-
cipe est esquissé sur la figure 6.15. Grâce à un super-réseau optique selon
la direction x, de période double de celle du réseau principal, on module
l’énergie des états internes |g〉 et |e〉 entre deux valeurs, correspondant aux
disques pleins et aux disques creux de la figure 6.15. Les différentes tran-
sitions |e〉 −→ |g〉 sont assurées par des faisceaux lumineux se propageant
selon +uy ou −uy et de fréquence bien choisie, pour assurer que la phase
accumulée autour de chaque plaquette reste partout la même.

5 Remarques finales

Est-ce utile de mettre en jeu plusieurs états internes ?

Nous avons exploré dans cette section deux approches possibles pour
réaliser un hamiltonien de type Hofstadter. La première n’utilise pas de
transitions entre états internes atomiques et consiste à moduler dans le
temps certains paramètres du réseau ; la phase de cette modulation va être
transférée aux atomes et jouer le rôle de phase Aharonov–Bohm. La se-
conde approche utilise des transitions entre états internes induites par des
faisceaux auxiliaires. Quand un atome absorbe un de ces photons auxi-
liaires, la phase du faisceau s’imprime sur la fonction d’onde atomique, ce
qui génère l’effet recherché.

Comparons maintenant les avantages et inconvénients de ces deux mé-
thodes. La première approche ne fait pas appel à des faisceaux lumineux
proches de résonance et évite donc en principe tout problème de chauf-
fage lié au phénomène d’émission spontanée de photons. En revanche, elle
impose des contraintes assez fortes sur l’amplitude des coefficients tun-
nel réalisables. Pour chiffrer ces contraintes, introduisons le gap ∆ entre
la bande fondamentale avec laquelle on souhaite travailler et la première
bande excitée. Toute notre analyse a été fondée sur un calcul mono-bande
et elle n’est donc valable que si le taux de transfert vers la bande excitée est
négligeable. Pour cela, il faut que le décalage en énergie ~Ω0 entre les deux
fonctions de Wannier localisées sur deux sites adjacents soit petit devant le
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FIGURE 6.15. Simulation d’un flux uniforme avec des atomes à deux états in-
ternes |g〉 et |e〉 piégés dans un réseau optique. Un super-réseau dans la direction
x module l’énergie des états |g〉 entre deux valeurs, représentées par des disques
rouges alternativement pleins et creux. Il en va de même pour les états |e〉. On
génère ainsi 4 fréquences de transitions différentes pour |e〉 −→ |g〉. Deux de ces
transitions, marquées par une double flèche en trait plein, sont induites par le fais-
ceau lumineux venant du bas ; les deux autres, marquées par une double flèche en
trait pointillé, sont induite par le faisceau lumineux venant du haut. De la sorte,
le signe de la phase accumulée sur chaque plaquette est constant, ce qui correspond
au flux uniforme recherché.
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gap entre les deux bandes :

~Ω0 � ∆. (6.83)

Nous avons vu que pour induire de manière efficace un effet tunnel entre
sites adjacents, il fallait choisir la fréquence de modulation Ω voisine de Ω0.
Cette fréquence Ω caractérise la partie rapide de l’évolution de la fonction
d’onde et l’effet tunnel renormalisé

J̄ = J J1(ξ) eiφ (6.84)

caractérise quant à lui la partie lente de cette évolution. Au final, on arrive
donc à la hiérarchie d’inégalités

|J̄ | ≤ J � Ω ≈ Ω0 � ∆. (6.85)

Le désaccord ∆ ne peut pas être pris très grand devant l’énergie de re-
cul, sinon l’effet tunnel J devient négligeable. L’ordre de grandeur des co-
efficients tunnel J̄ que l’on peut réaliser par cette méthode est donc par
construction faible.

Pour des atomes alcalino-terreux, l’utilisation d’états internes peut se
faire sans risque de chauffage par émission spontanée, car la durée de vie
de l’état excité |e〉 est très grande devant toute durée réaliste d’une expé-
rience. La contrainte principale est donc de ne pas peupler une bande exci-
tée dans la transition |g〉 → |e〉, ce qui impose de prendre une fréquence de
Rabi κ petite devant ∆/~. Le coefficient tunnel obtenu est alors de l’ordre
de ~κ, avec un coefficient de réduction qui fait intervenir le recouvrement
entre les fonctions de Wannier pour |g〉 et |e〉. On arrive donc à la série
d’inégalités :

J̄ ≤ ~κ� ∆. (6.86)

Cette série est moins contraignante que (6.85) et on peut donc s’attendre
à des coefficients tunnels potentiellement plus grands pour cette approche
qui tire profit de plusieurs états internes.

Notons pour terminer que nous n’avons pas pris en compte ici les effets
à plusieurs particules ; ces derniers peuvent conduire à des effets notable-
ment différents, selon que tous les atomes sont dans le même état interne
ou que plusieurs états sont occupés, avec la possibilité d’avoir des colli-
sions inélastiques entre atomes.

Tableau récapitulatif

Nous avons exploré au cours des trois derniers cours un certain nombre
de méthodes pour simuler un magnétisme orbital ou un couplage spin-
orbite avec des atomes neutres. Comme nous l’avions annoncé initiale-
ment, ces méthodes peuvent être classées selon au moins deux critères :
(i) utilise-t-on ou non plusieurs états internes ? (ii) l’hamiltonien est-il ou
non dépendant du temps ? Nous avons résumé ces différentes approches
dans le tableau 6.16. Chaque case de ce tableau a été illustrée, parfois de
plusieurs manières, dans ces cours 9. Selon les espèces atomiques considé-
rées et les phénomènes recherchés, on pourra privilégier l’une ou l’autre
de ces approches, aucune ne s’étant encore imposée comme une stratégie
universelle pour étudier l’ensemble des phénomènes liés au magnétisme
orbital.

Bilan&sur&les&méthodes&pour&simuler&un&magné3sme&orbital&

Hamiltoniens&&
indépendant&du&temps&

Hamiltoniens&&
dépendant&du&temps&

pulsa3on&Ω"

Pas&d’u3lisa3on&
d’états&internes&

U3lisa3on&
d’états&internes&

Rota3on&à&moment&&
ciné3que&conservé&&&&&&&&

Phase&de&Berry&
Réseaux&de&flux&

Effet&tunnel&assisté&par&laser&
Couplage&spinDorbite&

⌦ ⇠ !c&&&&&&&&&&&&&&:&rota3on&forcée&
avec&agitateur&tournant&

⌦� !c :&réseaux&secoués&

Couplage&spinDorbite&

But&:&aGeindre&une&fréquence&cyclotron&&&&&&&donnée&ou&un&couplage&spinDorbite&!c

FIGURE 6.16. Classification des procédures pour générer du magnétisme orbital
artificiel (pulsation cyclotron ωc) ou un couplage spin-orbite.

9. à l’exception de la case en bas à droite. Pour cette dernière, on pourra consulter par
exemple Xu et al. (2013); Anderson et al. (2013); Goldman & Dalibard (2014).
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Chapitre 7

Magnétisme artificiel et interactions : condensats en rotation
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Nous allons dans ce dernier chapitre nous intéresser à l’effet combiné
d’un champ magnétique artificiel et des interactions. Il s’agit d’un sujet
extrêmement vaste qui donne naissance à de nombreux phénomènes en
physique de la matière condensée, autant à partir du magnétisme de spin
que du magnétisme orbital : ferro et antiferromagnétisme, effet Hall quan-
tique, supraconductivité et effet Meissner, spintronique, isolants et supra-
conducteurs topologiques, etc. Nous n’allons aborder ici qu’une très faible
partie de ce vaste domaine en nous concentrant sur le comportement d’un
superfluide en présence d’un champ magnétique uniforme.

Le système que nous allons considérer est un condensat de bosons en
interaction répulsive. Nous partirons de l’équivalence

Magnétisme orbital ←→ Rotations
pour étudier le comportement d’un gaz de Bose placé dans un piège har-
monique tournant. Ce système en apparence très simple va nous permettre
d’introduire une série de notions importantes : approximation de champ
moyen, fréquence critique pour la nucléation d’un vortex, réseau d’Abri-
kosov, passage vers des états fortement corrélés. Des phénomènes simi-
laires à ceux que nous allons décrire ici sont attendus également pour des
gaz de fermions en interaction, si ces gaz sont suffisamment froids pour
être décrit par une fonction d’onde macroscopique.

Nous nous intéresserons ici au cas d’une interaction répulsive entre
atomes, qui représente le cas le plus intéressant sur le plan pratique. Nous
nous limiterons à une interaction de contact, et nous renvoyons le lecteur
vers l’article de revue de Cooper (2008) pour une description des phé-
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nomènes susceptibles d’apparaître pour une interaction à longue portée
comme l’interaction dipole-dipole.

Nous allons commencer ce chapitre par une brève présentation de la
description des interactions présentes dans un gaz d’atomes froids, pour
passer ensuite à la description d’un condensat en régime de champ moyen.
Nous verrons comment la notion de niveau de Landau fondamental appa-
raît naturellement dans ce contexte, et nous terminerons par la description
de la transition vers des états fortement corrélés, qui n’a pas encore été ob-
servée expérimentalement pour ces gaz d’atomes froids. Nous allons faire
toute cette présentation pour un gaz à deux dimensions, ce qui permet de
simplifier quelque peu le traitement mathématique tout en conservant les
phénomènes essentiels. On trouvera dans les articles de revue de Bloch et
al. (2008); Cooper (2008); Fetter (2009) de nombreuses références aux phé-
nomènes qui seront évoqués ici.

1 Interactions dans un gaz froid

1-1 Interaction de contact

Nous nous limiterons dans tout ce qui suit à un gaz de particules in-
teragissant via un potentiel à courte portée. Plus précisément, pour deux
atomes séparés par une distance r, le potentiel d’interaction comporte (cf.
figure 7.1) :

– une partie attractive due aux forces de van der Waals

UvdW(r) = ⇔C6

r6
(7.1)

qui est dominant quand r est suffisamment grand pour que le passage
par effet tunnel d’un électron d’un atome à l’autre soit négligeable (ty-
piquement r > 8 Å),

– une partie intermédiaire attractive ou répulsive correspondant à la
liaison covalente (saut de l’électron d’un atome à l’autre), donnant
naissance aux potentiels singulet et triplet.

– une partie répulsive à très courte distance (r < 4 Å) due à la répulsion
électrostatique des cœurs électroniques.
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Fig. 5.1 Sketch of the interaction potentials U(r) as functions of the atomic sepa-
ration r for two ground-state rubidium atoms with electrons in singlet and triplet
states.

For small separations the interactions are dominated by a strong repulsive

core due to the overlapping of electron clouds, but at greater separations the

attractive well is very much deeper for the singlet state than for the triplet

state. The singlet potential has a minimum with a depth of nearly 6000 K

in temperature units when the atoms are about 8a0 apart. By contrast,

the depth of the minimum of the triplet potential that occurs for an atomic

separation of about 12a0 is only a few hundred Kelvin. For large atomic

separations there is an attraction due to the van der Waals interaction, but

it is very weak compared with the attractive interactions due to covalent

bonding.

While the van der Waals interaction is weak relative to covalent bonding,

it is still strong in the sense that for alkali atoms (but not for hydrogen)

the triplet potential has many molecular bound states, as we shall see later

from more detailed calculations. We remark that the electronic spin state

for a pair of atoms in definite hyperfine states is generally a superposition of

electronic triplet and singlet contributions, and consequently the interaction

contains both triplet and singlet terms.

Two-body interactions at low energies are characterized by their scatter-

ing lengths, and it is remarkable that for polarized alkali atoms these are

typically about two orders of magnitude greater than the size of an atom,

∼ a0. Before turning to detailed calculations we give qualitative arguments

to show that the van der Waals interaction can give rise to such large scat-

tering lengths. The van der Waals interaction is caused by the electric

dipole–dipole interaction between the atoms, and it has the form −α/r6,

where r is the atomic separation. The length scale r0 in the Schrödinger

equation at zero energy, which sets the basic scale for the scattering length,

FIGURE 7.1. Représentation simplifiée du potentiel d’interaction entre deux
atomes de rubidium séparés par la distance r. L’unité de longueur est le rayon
de Bohr a0 = 0.53 Å (figure extraite de Pethick & Smith (2002)).

À très basse énergie, l’amplitude de diffusion caractérisant la collision
entre deux atomes de vecteur d’onde relatif k est isotrope et quasiment
indépendante de l’énergie (collision dans l’onde s). La collision se décrit
par un seul nombre, la longueur de diffusion a, dont on déduit les différentes
quantités pertinentes. Par exemple, pour un gaz de bosons tous préparés
dans le même état interne, la section efficace de collision vaut σ = 8πa2.

Puisque seule compte la longueur de diffusion pour décrire les interac-
tions dans un gaz d’atomes froids, il est inutile de connaître la forme exacte
du potentiel représenté sur la figure 7.1. Tout autre potentiel à courte por-
tée conduisant à la même longueur de diffusion donnera naissance à la
même physique. On utilise donc traditionnellement une forme mathéma-
tique très simple, une interaction de contact, pour modéliser le potentiel
réel à trois dimensions :

U (3D)(r) =
4π~2a
M

δ(3D)(r), (7.2)

Remarque : le pseudo-potentiel. En dehors du cas uni-dimensionnel, un
potentiel proportionnel à la distribution de Dirac présente des singulari-
tés qui peuvent conduire à des difficultés mathématiques. Une version lé-
gèrement plus compliquée de l’interaction de contact à trois dimensions
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permet d’éviter ces difficultés ; il s’agit du pseudo-potentiel (Huang 1987)
défini par son action sur une fonction ψ(r) :

U (3D)(r) ψ(r) =
4π~2a
M

δ(r)
∂

∂r
(rψ(r)) . (7.3)

En pratique, nous n’aurons pas à recourir à ce pseudo-potentiel pour le
traitement de champ moyen qui va suivre.

Qu’est-ce qu’un gaz froid pour les collisions ? Nous avons mentionné
que la section efficace devenait isotrope pour une énergie de collision
suffisamment basse. Donnons un critère précis pour cette approximation.
Quand on fait un développement en ondes partielles pour traiter la col-
lision entre particules, on voit apparaître pour chaque onde partielle de
moment cinétique ` la barrière centrifuge

U
(`)
centrif.(r) =

~2`(`+ 1)

2mrr2
, (7.4)

où mr = M/2 est la masse réduite de la paire d’atomes. Pour les collisions
en onde s, cette barrière est nulle. En revanche, dès que l’on considère ` 6=
0, cette barrière vient empêcher les atomes de s’approcher l’un de l’autre et
elle a donc un effet opposé au potentiel attractif de van de Waals.

Regardons la somme de ces potentiels pour l’onde partielle 1 ` = 2 (cf.
figure 7.2) :

U
(`=2)
tot (r) = UvdW(r) + U

(`=2)
centrif.(r) = ⇔C6

r6
+

3~2

mrr2
. (7.5)

Ce potentiel est maximal pour r = ac/2
1/4, où ac est la longueur caracté-

ristique associée à l’interaction de van der Waals :

ac =

(
2mrC6

~2

)1/4

. (7.6)

La hauteur de la barrière en ce point vaut

U
(2)
tot,max =

√
8

~2

mra2c
. (7.7)

1. Pour des bosons polarisés, l’onde partielle ` = 1 est interdite car elle correspond à une
fonction d ’onde antisymétrique par échange des deux particules.

0
 

 

r/ac1

1

�1

0

U
(2)
tot (r)

U
(2)
tot,max

énergie'incidente'

FIGURE 7.2. Trait continu : somme du potentiel de van der Waals et du poten-
tiel centrifuge pour ` = 2, pointillé : potentiel centrifuge uniquement. Pour une
énergie incidente beaucoup plus basse que la hauteur U (2)

tot,max, les particules ne
ressentent pratiquement pas le potentiel de Van der Waals.

Si l’énergie incidente des particules est bien inférieure à cette hauteur, soit

kBT �
~3

(m3
rC6)

1/2
, (7.8)

leur distance minimale d’approche pour cette onde partielle va rester beau-
coup plus grande que ac. Ceci signifie que les particules seront essentiel-
lement sensibles au potentiel centrifuge, et pas au potentiel de van der
Waals.

Pour cette onde partielle ` = 2 (et pour toutes les suivantes qui ont
une barrière centrifuge encore plus grande), tout se passe donc comme si
l’interaction de van der Waals n’existait pas. Seule l’onde s correspondant
à ` = 0, qui ne contient pas de potentiel centrifuge, contribue. Or, la dif-
fusion dans l’onde s est par définition isotrope, d’où le résultat. Pour les
atomes alcalins, on trouve que le membre de droite de l’inégalité (7.8) est
de l’ordre de la centaine de microkelvins, voire davantage, et l’approxima-
tion de collisions dans l’onde s est excellente dans le régime de dégénéres-
cence quantique atteignable expérimentalement (autour ou en dessous du
microkelvin).
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1-2 Approximation de champ moyen

Considérons maintenant une assemblée de N atomes placés dans un
potentiel extérieur V (r) et interagissant par l’intermédiaire du potentiel∑
U(ri ⇔ rj), où ri et rj sont les coordonnées de deux atomes. L’hamilto-

nien total du système s’écrit donc :

Ĥ(N) =

N∑

j=1

(
p̂2i

2M
+ V (ri)

)
+

1

2

∑

i, j
i 6=j

U(ri ⇔ rj) (7.9)

Nous allons chercher l’état fondamental de ce système de manière ap-
prochée, correspondant à l’idée physique que toutes les particules sont
condensées et décrites par la même fonction d’onde. Ceci revient à utiliser
une approximation de champ moyen ; on néglige toute corrélation entre
atomes et on écrit l’état fondamental sous la forme

Ψ(r1, . . . , rN ) = ψ(r1) . . . ψ(rN ), (7.10)

où la fonction d’onde macroscopique ψ est normalisée :
∫
|ψ(r)|2 d3r = 1. (7.11)

Une fois choisie la fonction ψ(r), on peut évaluer l’énergie moyenne du
système

E(N)[ψ] = 〈Ψ|Ĥ(N)|Ψ〉 (7.12)

Les N termes d’énergie cinétique et d’énergie potentielle donnent tous la
même contribution

∫ (
~2

2M
|∇ψ(r)|2 + V (r)|ψ(r)|2

)
d3r, (7.13)

et les N(N ⇔1)/2 termes d’interaction ont également tous la même expres-
sion
∫∫

U(r1 ⇔ r2) |ψ(r1)|2 |ψ(r2)|2 d3r1 d3r2 =
4π~2a
M

∫
|ψ(r)|4 d3r. (7.14)

En prenantN⇔1 ≈ N , on obtient donc dans cette approximation de champ
moyen l’énergie par particule E[ψ] = E(N)[ψ]/N :

E[ψ] =

∫ (
~2

2M
|∇ψ(r)|2 + V (r)|ψ(r)|2 +

2π~2aN
M

|ψ(r)|4
)

d3r (7.15)

qu’il s’agit de minimiser en choisissant la valeur appropriée de ψ, tout en
tenant compte de la contrainte de normalisation.

Équation de Gross–Pitaevskii. La minimisation de l’énergie (7.15) sous
la contrainte que la fonction d’onde doit être normée (7.11) est un pro-
blème variationnel qui peut se résoudre par la méthode des multiplica-
teurs de Lagrange. Les états qui rendent (7.15) extrémale sont les solutions
de l’équation de Gross-Pitaevskii

⇔ ~2

2M
∆ψ(r) + V (r)ψ(r) +

4π~2aN
M

|ψ(r)|2ψ(r) = µ ψ(r), (7.16)

où le potentiel chimique µ est le multiplicateur de Lagrange introduit pour
prendre en compte la contrainte sur la norme. Il correspond physiquement
à l’augmentation E(N+1) ⇔ E(N) de l’énergie de l’état fondamental quand
on ajoute une particule au système à N corps.

Longueur de cicatrisation ξ. Un point important de cette description en
champ moyen est l’émergence d’une longueur caractéristique associée aux
interactions, la longueur de cicatrisation ξ. Pour montrer comment cette lon-
gueur apparaît, considérons un condensat confiné dans le demi-espace
x > 0, avec une paroi dans le plan x = 0 qui impose à la fonction d’onde de
s’annuler sur ce plan. Les interactions répulsives entre atomes vont favori-
ser les états où le gaz occupe un maximum d’espace ; pour ces états, la fonc-
tion d’onde prend des valeurs significatives à des distances arbitrairement
proches de la paroi, donc augmentant lentement depuis le nœud en x = 0.
En revanche, le terme d’énergie cinétique favorise des fonctions d’onde va-
riant lentement dans l’espace. La longueur de cicatrisation émerge comme
le meilleur compromis entre ces deux contraintes.

On peut trouver la solution exacte de l’équation de Gross–Pitaevskii
(7.16) dans le cas qui nous intéresse

ψ(x) = ψ0 tanh(x/ξ), (7.17)
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FIGURE 7.3. Variation (7.17) de la fonction d’onde au voisinage d’une paroi, mo-
délisée comme la surface plane x = 0 sur laquelle ψ(x) doit s’annuler. La longueur
caractéristique ξ, appelée longueur de cicatrisation (healing length) est reliée
au potentiel chimique µ par ξ = ~/

√
Mµ (relation valable aussi bien à 3D qu’à

2D).

avec

ξ =
~√
Mµ

=
1√

4πaρ(3D)
, µ =

4π~2a
M

ρ(3D), ρ(3D) = Nψ2
0 . (7.18)

Cette fonction d’onde s’annule bien en x = 0 et tend vers la constante ψ0

pour x� ξ.

1-3 Passage à deux dimensions

Nous allons désormais nous concentrer sur les propriétés du gaz
d’atomes dans le plan xy. Ce choix est motivé par le fait que le magnétisme
induit par un champ B parallèle à l’axe z se manifeste essentiellement dans
ce plan. Cette restriction va nous permettre de simplifier notablement les
calculs et les notations, tout en conservant les éléments physiquement im-
portants.

Sur le plan mathématique, cette restriction au plan xy se fait en recher-
chant les fonctions d’onde ψ qui minimisent l’énergie (7.15) sous la forme

0
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V (z)
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FIGURE 7.4. Confinement selon la direction z par un potentiel harmonique. L’état
du gaz selon z est supposé « gelé » et décrit par la fonction d’onde χ0(z), d’exten-
sion az . Les interactions dans le plan xy sont alors décrites par le nombre sans
dimension g ∝ a/az (cf. 7.22), où a est la longueur de diffusion à 3D.

factorisée
ψ(x, y, z) = φ(x, y)χ0(z), (7.19)

et en supposant que χ0(z) est figée. Physiquement, un tel régime peut être
atteint en appliquant selon z un régime de confinement très fort de sorte
que les atomes occupent seulement l’état fondamental de l’hamiltonien dé-
crivant le mouvement selon cette direction (figure 7.4).

Nous allons supposer par ailleurs que le potentiel de confinement dans
le plan xy est harmonique et isotrope, de pulsation ω. On se ramène donc
à l’énergie de champ moyen :

E[φ] =

∫ (
~2

2M
|∇φ(r)|2 +

1

2
Mω2r2|φ(r)|2 +

~2

2M
Ng |φ(r)|4

)
d2r,

(7.20)
où la constante d’interaction g (sans dimension) est définie par

g = 4πa

∫
|χ0(z)|4 dz. (7.21)

Si le confinement selon z est harmonique de pulsation ωz et si χ0(z) ∝
exp(⇔z2/2a2z) représente l’état fondamental de cet oscillateur, alors

g =
√

8π
a

az
, (7.22)

où az =
√
~/Mωz . Considérons par exemple un gaz de rubidium confiné

par un piège de fréquence ωz/2π = 5 kHz ; on trouve az = 150 nm, ce qui
combiné avec a = 5.1 nm, conduit à un couplage g = 0.17.
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Interaction effective à deux dimensions. L’énergie en champ moyen à
deux dimensions donnée en (7.20) peut être obtenue formellement en pre-
nant pour potentiel d’interaction entre deux particules

U (2D)(r) =
~2

M
g δ(2D)(r). (7.23)

Dans le cas général, cette distribution de Dirac bi-dimensionnelle peut
conduire à des singularités mathématiques ; pour décrire un processus
de collision à deux dimensions en physique quantique, il faut en prin-
cipe introduire un coefficient de couplage dépendant de l’énergie [voir par
exemple Adhikari (1986); Petrov & Shlyapnikov (2001); Olshanii & Pricou-
penko (2002)]. Toutefois, ces singularités n’interviennent pas dans le trai-
tement de champ moyen que nous considérons ici, ni dans le traitement
au delà du champ moyen, mais restreint au niveau de Landau fondamen-
tal, que nous aborderons au paragraphe 4 (Haldane 1983); dans ces deux
cas, on peut représenter l’interaction entre particules par le potentiel de
contact à deux dimensions (7.23), caractérisé par le coefficient de couplage
constant g, sans introduire de pathologie mathématique.

1-4 Régime de Thomas-Fermi à 2D

Pour progresser dans l’étude de l’état d’équilibre du gaz, commençons
par remarquer que la stabilité du nuage résulte de deux phénomènes anta-
gonistes présents dans l’expression de l’énergie (7.20) :

– Le terme de piégeage en Mω2r2/2 favorise une fonction φ localisée au
voisinage de l’origine pour minimiser l’énergie potentielle.

– Les deux termes d’énergie cinétique et d’interaction ont l’effet
contraire : ces deux énergies diminuent quand on augmente l’exten-
sion de la fonction φ.

Le terme de piégeage joue donc toujours un rôle essentiel dans l’équilibre.
Son effet sera contrebalancé majoritairement soit par l’énergie cinétique,
soit par l’énergie d’interaction. Pour déterminer laquelle de ces deux éner-
gies est dominante pour assurer l’équilibre, introduisons la taille R carac-
térisant l’extension de φ. Puisque φ est normée, on a φ ∼ 1/R sur la zone

où elle prend des valeurs significatives. On en déduit

~2

M

∫
|∇φ(r)|2 d2r ∼ ~2

MR2
,

~2

M
Ng

∫
|φ(r)|4 d2r ∼ ~2

MR2
Ng.

(7.24)
Par conséquent siNg � 1, c’est l’énergie cinétique qui vient contrebalancer
l’énergie potentielle et on peut ignorer les interactions. Dans le cas opposé
Ng � 1, c’est l’interaction répulsive entre atomes qui s’oppose à la force
de piégeage et l’énergie cinétique est négligeable. Ce deuxième cas, qui
correspond au régime de Thomas–Fermi, est aisément atteint en pratique ;
si on reprend la valeur g ∼ 0.2 donnée plus haut, il suffit de placer une
dizaine d’atomes dans le piège.

Si on néglige l’énergie cinétique, (7.20) se simplifie pour donner

Ng � 1 : E[φ] ≈ 1

2
Mω2

∫
r2|φ|2 +

~2

2M
Ng

∫
|φ|4, (7.25)

et l’équation de Gross-Pitaevskii associée devient une équation algébrique

1

2
Mω2r2φ(r) +

~2

M
Ng |φ(r)|2φ(r) = µ φ(r). (7.26)

dont la résolution est simple. En introduisant le rayon de Thomas-Fermi
RTF

µ =
1

2
mω2R2

TF; (7.27)

on obtient

Ng |φ(r)|2 =
1

2a4?
(R2

TF ⇔ r2) si r < R

φ(r) = 0 si r ≥ R. (7.28)

où on a posé a? = (~/Mω)
1/2. Pour terminer notre analyse, il reste à expri-

mer le fait que la fonction φ(r) est normée, ce qui fournit une relation entre
le rayon de Thomas–Fermi et le paramètre Ng :

RTF = a?

(
4Ng

π

)1/4

, µ = ~ω
(
Ng

π

)1/2

. (7.29)
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Une quantité utile pour la suite est la densité surfacique ρ(r), et en parti-
culier sa valeur au centre du condensat :

ρ(0) = N |φ(0)|2 =

√
N

πg
a∈2? . (7.30)

On constate donc que deux effets se produisent lorsque l’on augmente le
nombre d’atomes dans le condensat :

– le rayon augmente comme N1/4, donc la surface comme
√
N .

– la densité au centre augmente elle aussi comme
√
N .

Remarque. Les relations entre potentiel chimique, longueur de cicatrisa-
tion et rayon de Thomas–Fermi :

µ =
~2

Mξ2
, µ =

1

2
Mω2R2

TF = ~ω
R2

TF

2a2?
, (7.31)

peuvent se combiner pour donner

ξ = a?

(
π

Ng

)1/4

, ξ RTF =
√

2 a2?. (7.32)

Pour un piège de fréquence et donc de a? donnés, la longueur de cica-
trisation et le rayon de Thomas-Fermi varient en sens inverse quand on
augmente le nombre d’atomes : ξ diminue et RTF augmente, leur produit
restant constant.

2 Vortex dans un condensat

Nous considérons maintenant un condensat confiné dans un piège har-
monique isotrope de pulsation ω dans le plan xy et mis en rotation avec un
agitateur tournant à fréquence angulaire Ω. L’hamiltonien à une particule
s’écrit dans le référentiel tournant

Ĥ =
p̂2

2M
+

1

2
Mω2r̂2 ⇔ ΩL̂z (7.33)

Nous allons nous intéresser dans ce qui suit à l’état fondamental de ce
condensat en présence d’interactions, dans l’hypothèse où ces dernières
peuvent être décrites par une interaction de champ moyen. Il va donc s’agir
de trouver la fonction φ(x, y) qui minimise la fonctionnelle d’énergie asso-
ciée à (7.33) :

E[φ] =

∫ (
~2

2M
|∇φ|2 +

1

2
Mω2r2|φ|2 ⇔ Ωφ∗

(
L̂zφ

)
+

~2

2M
Ng |φ|4

)
d2r.

(7.34)

2-1 L’apparition du premier vortex

La notion de vortex, ou tourbillon, va jouer un rôle crucial dans la
recherche de l’état fondamental en présence d’un champ de jauge. Nous
avons déjà rencontré cette notion quand nous avons étudié au chapitre 2
les états propres de l’hamiltonien à une particule dans un piège isotrope.
Nous avons montré que l’état fondamental et les deux premiers états exci-
tés étaient donnés par

Fondamental : ψ0(r) = e∈r
2/2a2⊥ , (7.35)

Premier niveau excité : ψ±(r) = r e±iϕ e∈r
2/2a2⊥ (7.36)

Les deux états qui forment une base du premier niveau excité portent un
moment cinétique non nul, en l’occurrence ±~. Ils possèdent toutes les ca-
ractéristiques des vortex que nous allons rencontrer dans ce qui suit :

– Le centre d’un vortex est toujours un point auquel la densité ρ(r) =
|φ(r)|2 s’annule.

– Le long d’un contour fermé entourant le centre du vortex, la phase de
φ(r) évolue continûment pour donner un enroulement de ±2π, ou un
multiple de cette quantité dans le cas d’un vortex de charge multiple.

– Pour un vortex unique au centre d’un condensat, le champ de vitesse
v(r) que l’on déduit de la phase θ(r) de la fonction d’onde

φ(r) = |φ(r)| eiθ(r) → v(r) =
~
M

∇θ(r), (7.37)

varie comme 1/r. Cette propriété existe également pour un fluide clas-
sique, mais la spécificité d’un condensat est la quantification de la cir-
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culation de la vitesse : sur un contour entourant le vortex, on a

v(r) = ± ~
Mr

uϕ,

∮
v(r) · dr = ± h

M
(7.38)

pour un vortex de charge 1.

La modification importante qui va apparaître en présence d’interactions
est la taille du cœur du vortex. Alors que pour les états (7.36), la taille du
cœur (typiquement la largeur à mi-hauteur du trou central de densité) est
de l’ordre de a?, la taille du cœur d’un vortex à l’équilibre en présence
d’interactions est plus petite, d’ordre ξ (ceci ne sera plus vrai quand l’état
fondamental sera restreint au LLL, voir § 3). L’apparition de la longueur de
cicatrisation dans ce contexte n’est pas surprenante. Imposer la présence
d’un vortex en un point donné revient à imposer à la fonction d’onde de
s’annuler en ce point. Quand on s’éloigne du cœur, la densité surfacique
ρ(r) augmente pour reprendre au loin sa valeur en l’absence de vortex.
La taille d’équilibre du cœur, qui résulte d’un compromis en énergie ciné-
tique et énergie d’interaction, est donc naturellement donnée [à un facteur
numérique près, voir par exemple Castin & Dum (1999)] par la longueur
de cicatrisation.

Il est intéressant d’évaluer le nombre d’atomes manquants δN dans un
cœur de vortex dans ce cas bi-dimensionnel. En utilisant (7.30-7.32), on
trouve

δN ∼ ρ(0)πξ2 =
π

g
. (7.39)

Pour la situation physique envisagée en § 1-3 pour des atomes de rubidium
(g = 0.17), on trouve δN ∼ 20. Le déficit en atomes lié à la présence d’un
vortex est donc petit devant le nombre d’atomes typique dans un conden-
sat (de 103 à 106). La situation devient encore plus frappante quand on
augmente la force des interactions pour atteindre une valeur du couplage
g qui dépasse l’unité. Le déficit en atomes δN devient alors inférieur à 1, ce
qui veut dire qu’un vortex ne peut pas être détecté par le trou qu’il créée
dans le gaz in situ. C’est ce qui se produit dans les films d’hélium liquide
par exemple.

Puisqu’un état à un vortex centré correspond à un moment cinétique
de ~ par particule, il provoque un abaissement d’énergie pour au moins
un des termes de E[φ] donné en (7.34), ⇔Ω〈Lz〉. On peut donc s’attendre à

voir un ou plusieurs vortex apparaître dans l’état fondamental du gaz en
rotation.

Toutefois, il y a une énergie cinétique supplémentaire 2 associée au
champ de vitesse du vortex v(r) :

∆E(N) =
M

2

∫
ρ(r)v2(r) d2r, (7.40)

que nous devons évaluer pour déterminer quand l’état à un vortex devient
énergiquement favorable par rapport à l’état sans vortex. Le profil de den-
sité ρ(r) est essentiellement inchangé par rapport à sa valeur en absence
de vortex, excepté au voisinage immédiat du cœur, c’est-à-dire pour r . ξ.
Pour le champ de vitesse v(r) orthoradial (7.38), l’accroissement d’énergie
cinétique par particule vaut

∆E =
∆E(N)

N
≈ M

2N
ρ(0)

∫ RTF

ξ

(
1⇔ r2

R2
TF

)
~2

M2r2
2π r dr. (7.41)

L’intégrale se calcule simplement pour donner

∆E ≈ ~ω
√

π

Ng
ln
RTF

eξ
(7.42)

L’approximation de Thomas–Fermi est valable dans le cas Ng � 1 ; cet
accroissement d’énergie par particule est donc petit 3 devant ~ω, alors que
l’énergie par particule (∼ µ) est quant à elle grande devant ~ω [voir par
exemple (7.31)].

Le coût en énergie cinétique d’un vortex est donc relativement minime
et, grâce au terme en ⇔ΩLz , il suffit d’une faible rotation pour favoriser sa
création sur le plan énergétique. Plus précisément, puisqu’un vortex cen-
tré correspond à un moment cinétique ~, la variation d’énergie ∆E ⇔ ~Ω
devient négative quand Ω dépasse la valeur critique Ωc donnée par (Baym
& Pethick 1996; Dalfovo & Stringari 1996):

Ωc
ω
≈
√

π

Ng
ln
RTF

eξ
� 1. (7.43)

2. On pourra estimer également l’accroissement d’énergie potentielle du nuage du fait
du transfert des particules initialement à une distance r . ξ du centre vers les couches ex-
térieures, et vérifier qu’il est négligeable devant l’augmentation d’énergie cinétique calculée
ici.

3. L’argument du logarithme est au plus de l’ordre du millier, et le logarithme est donc
lui-même de l’ordre de quelques unités.
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horizontal in our setup), while the transverse oscillation
frequency is v!!"2p# ! 219 Hz. For a quasipure con-
densate with 105 atoms, using the Thomas-Fermi approxi-
mation, we find for the radial and longitudinal sizes of the
condensate D! ! 2.6 mm and Dz ! 49 mm, respectively.

When the evaporation radio frequency nrf reaches the
value n

"min#
rf 1 80 kHz, we switch on the stirring laser

beam which propagates along the slow axis of the mag-
netic trap. The beam waist is ws ! 20.0 "6 1# mm and
the laser power P is 0.4 mW. The recoil heating induced
by this far-detuned beam (wavelength 852 nm) is negli-
gible. Two crossed acousto-optic modulators, combined
with a proper imaging system, then allow for an arbitrary
translation of the laser beam axis with respect to the sym-
metry axis of the condensate.

The motion of the stirring beam consists of the super-
position of a fast and a slow component. The optical
spoon’s axis is toggled at a high frequency (100 kHz)
between two symmetric positions about the trap axis z.
The intersections of the stirring beam axis and the z ! 0
plane are 6a"cosu ux 1 sinu uy#, where the distance a is
8 mm. The fast toggle frequency is chosen to be much
larger than the magnetic trap frequencies so that the atoms
experience an effective two-beam, time averaged potential.
The slow component of the motion is a uniform rotation
of the angle u ! Vt. The value of the angular frequency
V is maintained fixed during the evaporation at a value
chosen between 0 and 250 rad s21.

Since ws ¿ D!, the dipole potential, proportional to
the power of the stirring beam, is well approximated by
mv2

!"eXX2 1 eY Y2#!2. The X, Y basis is rotated with
respect to the fixed axes (x, y) by the angle u"t#, and
eX ! 0.03 and eY ! 0.09 for the parameters given above
[30]. The action of this beam is essentially a slight modi-
fication of the transverse frequencies of the magnetic trap,
while the longitudinal frequency is nearly unchanged. The
overall stability of the stirring beam on the condensate ap-
pears to be a crucial element for the success of the experi-
ment, and we estimate that our stirring beam axis is fixed
to and stable on the condensate axis to within 2 mm. We
checked that for V , Vc the stirring beam does not affect
the evaporation.

For the data presented here, the final frequency of the
evaporation ramp was chosen just above n

"min#
rf (Dnrf [

$3, 6% kHz). After the end of the evaporation ramp, we
let the system reach thermal equilibrium in this “rotating
bucket” for a duration tr ! 500 ms in the presence of an
rf shield 30 kHz above n

"final#
rf . The vortices induced in

the condensate by the optical spoon are then studied using
a time-of-flight analysis. We ramp down the stirring beam
slowly (in 8 ms) to avoid inducing additional excitations
in the condensate, and we then switch off the magnetic
field and allow the droplet to fall for t ! 27 ms. Because
of the atomic mean field energy, the initial cigar shape of
the atomic cloud transforms into a pancake shape during

the free fall. The transverse xy and z sizes grow by a
factor of 40 and 1.2, respectively [31]. In addition, the
core size of the vortex should expand at least as fast as
the transverse size of the condensate [31–33]. Therefore,
a vortex with an initial diameter 2j ! 0.4 mm for our
experimental parameters is expected to grow to a size of
16 mm.

At the end of the time-of-flight period, we illuminate the
atomic sample with a resonant probe laser for 20 ms. The
shadow of the atomic cloud in the probe beam is imaged
onto a CCD camera with an optical resolution &7 mm.
The probe laser propagates along the z axis so that the
image reveals the column density of the cloud after expan-
sion along the stirring axis. The analysis of the images,
which proceeds along the same lines as in [29], gives ac-
cess to the number of condensed N0 and uncondensed N 0

atoms and to the temperature T . Actually, for the present
data, the uncondensed part of the atomic cloud is nearly
undetectable, and we can give only an upper bound for the
temperature T , 80 nK.

Figure 1 shows a series of five pictures taken at vari-
ous rotation frequencies V. They clearly show that for
fast enough rotation frequencies we can generate one or
several (up to 4) “holes” in the transverse density distri-
bution corresponding to vortices. We show for the 0- and
1-vortex cases a cross section of the column density of the
cloud along a transverse axis. The 1-vortex state exhibits

FIG. 1. Transverse absorption images of a Bose-Einstein con-
densate stirred with a laser beam (after a 27 ms time of flight).
For all five images, the condensate number is N0 ! "1.4 6
0.5# 105 and the temperature is below 80 nK. The rotation fre-
quency V!"2p# is, respectively, (c) 145 Hz, (d) 152 Hz, (e)
169 Hz, (f ) 163 Hz, (g) 168 Hz. In (a) and (b) we plot the vari-
ation of the optical thickness of the cloud along the horizontal
transverse axis for the images (c) (0 vortex) and (d) (1 vortex).

807

FIGURE 7.5. Tourbillon observé à l’ENS dans un condensat (3D) de rubidium
en rotation (Madison et al. 2000a). Ces images ont été prises après un temps de
vol qui augmente la taille du coeur du vortex, qui devient ainsi observable (pour
une description théorique de l’effet de ce temps de vol, voir par exemple Dalfovo
& Modugno (2000)). Expériences menées avec ∼ 105 atomes de rubidium dans
un piège tel que ω/2π = 220 Hz. À gauche, Ω/2π = 145 Hz, à droite Ω/2π =
152 Hz.

Premières expériences. Nous avons reporté sur la figure 7.5 les pre-
mières observations de vortex dans des condensats atomiques en rotation
(Madison et al. 2000a). On trouve bien qu’au dessus d’une fréquence de
rotation critique, un premier vortex apparaît dans le condensat. Dans cette
première expérience, la fréquence critique Ωc ne correspondait pas à celle
prédite en (7.43), mais était systématiquement plus élevée et égale environ
à ω/
√

2. L’explication quantitative de ce phénomène réside dans le fait qu’il
y a une barrière énergétique à fournir pour faire pénétrer un vortex dans
un condensat. Il ne suffit pas que l’état final avec vortex ait une énergie
plus basse que l’état sans vortex, il faut également qu’il existe un chemin
pour que le vortex initialement à l’extérieur du nuage pénètre à l’intérieur.
L’existence d’un tel chemin est favorisée pour Ω ≈ ω/

√
2, en raison d’une

instabilité dynamique de la surface du condensat autour de cette fréquence
de rotation (Sinha & Castin 2001), [voir également Recati et al. (2001),Lobo
et al. (2004) et les films associés sur la page personnelle d’Yvan Castin].

n0 = 0

n0 = 1

n0 = 2

n0 = 3

�1 0 +1 +2 +3m = �2

~!

~(! � ⌦)
~(! +⌦)

2~!

LLL'

(a)'

(b)'

(c)'

FIGURE 7.6. Augmentation du nombre de vortex avec la fréquence de rotation.
Figure obtenue à l’ENS, extraite de Madison et al. (2000b).

2-2 L’argument de Feynman

Quand le champ magnétique artificiel ou la fréquence de rotation Ω
augmentent, le nombre de vortex au sein du condensat à l’équilibre croît,
comme on peut le voir sur la figure 7.6. Avant d’étudier ce problème spé-
cifiquement quantique, il est utile de commencer par l’étude du problème
classique équivalent. Considérons donc un fluide classique (supposé in-
compressible pour simplifier), de densité ρ et confiné dans une boîte circu-
laire de rayonR. La boîte tourne autour de son axe à la fréquence angulaire
Ω et on suppose que les parois sont suffisamment rugueuses pour mettre le
fluide en mouvement. La recherche de l’état d’équilibre doit donc se faire
dans le référentiel en rotation, puisque ce référentiel est le seul où les forces
agissant sur le fluide sont indépendantes du temps.

Plaçons-nous à deux dimensions et cherchons le champ de vitesse v(r)
du fluide dans le laboratoire, une fois l’équilibre atteint. L’énergie cinétique
du fluide dans le laboratoire est

E(lab)
c =

1

2
Mρ

∫
v2(r) d2r (7.44)

et l’énergie dans le référentiel tournant vaut :

E(rt)
c = E(lab)

c ⇔ ΩLz, avec Lz = ρ

∫
r × v(r) d2r. (7.45)

Cette énergie peut se mettre sous la forme

E(rt)
c =

1

2
Mρ

∫
(v(r)⇔Ω× r)

2
d2r ⇔ 1

2
JΩ2, (7.46)
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avec Ω = Ωuz . La quantité J = M
∫
r2d2r désigne le moment d’inertie

du disque. Il est alors immédiat de constater que le champ de vitesse qui
minimise (7.46) est le champ de rotation rigide :

v(r) = Ω× r. (7.47)

Ce champ de vitesse correspond à une vorticité (rotationnel du champ de
vitesse) uniforme

∇× v(r) = 2Ω. (7.48)

Revenons maintenant au cas d’un superfluide décrit par une fonction
d’onde macroscopique φ(r) = |φ(r)| eiθ(r). Nous avons déjà indiqué que
le champ de vitesse en un point de densité non nulle vaut

v(r) =
~
M

∇θ(r). (7.49)

On en déduit qu’en dehors d’un zéro de densité, la vorticité s’annule
puisque le rotationnel d’un gradient est toujours nul.

Considérons maintenant un vortex centré en r0 ; le champ de vitesse est
orthoradial au voisinage de ce point :

v(r) ≈ ~
M |r ⇔ r0|

u + . . . , (7.50)

ce qui correspond à la vorticité :

∇× v(r) =
2π~
M

δ(r ⇔ r0) + . . . (7.51)

Dans un superfluide, la vorticité est donc concentrée en des points dis-
crets correspondant aux centres des vortex, alors qu’elle est diffuse dans
un fluide classique [cf. eq. (7.48)].

Pour trouver la répartition des vortex dans un superfluide à l’équilibre,
Feynman (1955) a suggéré d’utiliser le principe de correspondance et de
poser que la densité moyenne de vortex ρv doit conduire à une vorticité
après lissage égale à la vorticité d’un fluide classique pour la même rota-
tion. En comparant (7.48) et (7.51), cet argument conduit à

2Ω =
2π~
M

ρv ⇒ ρv =
MΩ

π~
. (7.52)

the surface.
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FIG. 4. The number of vortices within a circular contour
centered at the origin are shown as a function of radius R
(solid lines) for Ω = 0.75 and 0.95. The solid-body predictions
ΩR2 (dashed lines) are shown for comparison. The vertical
dotted lines denote the TF fit for the radial radius.

In order to further explore this issue, consider a model
wavefunction with constant amplitude and phase given
by Φ(x, y) =

∑
x0,y0

tan−1[(y − y0)/(x − x0)], where
(x0, y0) are vortex positions in a centered triangular ar-
ray with lattice constant b. For Nv = 61 (r = 4),
the vortex velocities v = |∇Φ| on successive hexago-
nal rings nr are v = 1

b{3.63, 7.23, 10.69, 13.57}. Since
v(nr = 4) < 4v(nr = 1) by 7%, the angular velocity of
the last ring cannot attain the solid-body value for any
choice of b. For large arrays, this mismatch in veloci-
ties varies as (R/Rρ)

5, and is why significant distortion
of the vortex array from triangular is expected near the
superfluid surface [11].

FIG. 5. The velocity field v in the xy-plane is represented
by arrows for the Ω = 0.95 case. The left and right images
correspond to the lab and rotating frames, respectively.

The question that immediately arises is: why are the
vortex arrays observed in confined condensates so per-
fectly triangular, even very near the surface? One pos-
sible explanation is that a displaced vortex will precess
around the origin even in the absence of other vortices,
due to the inhomogeneous external potential. Neglecting
vortex curvature (which from Fig. 2 is evidently negli-
gible at large Ω), the additional contribution to the ve-

locity is v = [R/(R2
ρ −R2)] ln(ξ/Rρ) in the TF limit [7].

Let us return to the case considered above, with r = 4,
and choose Ω = 0.95 for concreteness. Assuming Rρ =
R0/(1 − Ω2)3/10 and imposing 3.63/b+ v(R = b) ≡ Ωb,
one obtains b = 1.98 and v = {1.88, 3.76, 5.62, 7.37}.
Thus, including the effect of precession, the solid-body
value v = 4 × 1.88 at R = b now exceeds the velocity of
the last ring R = 4b by only 2%.
In conclusion, we have explored the crossover of a con-

fined Bose-Einstein condensate from that of an irrota-
tional superfluid to a solid body with increasing rotation.
The external potential is shown to strongly influence the
density and arrangement of the resulting vortices. Many
related issues remain unresolved, however, among them
the spin-up of the superfluid by the thermal cloud, the
upper critical frequency, and the approach to a quantum
Hall state; these will be the subject of future work.
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FIGURE 7.7. Figure extraite de l’article de Feder & Clark (2001), montrant la
distribution en densité et le champ de vitesse d’un condensat dans le référentiel
du laboratoire (à gauche) et dans le référentiel tournant (à droite). Ces résultats
ont été obtenus pour un condensat de 2 105 atomes de rubidium dans un piège
3D de fréquences ω/2π = 8 Hz et ωz/2π = 5 Hz. La fréquence de rotation est
Ω = 0.95ω.

Cette hypothèse est confirmée par les simulations numériques ; nous
donnons en figure 7.7 le résultat d’un calcul fait par Feder et al. (1999),
montrant l’état d’énergie minimale d’un condensat en rotation. Cet état
contient effectivement des vortex qui s’arrange en un réseau triangulaire
régulier, similaire au réseau d’Abrikosov des vortex dans les supraconduc-
teurs de type II plongés dans un champ magnétique. La densité moyenne
de vortex est en bon accord avec la prédiction de Feynman (7.52) et le
champ de vitesse reproduit correctement le champ de rotation rigide (7.47)
(avec bien sûr des déviations au voisinage du cœur des vortex).

Remarque. Nous nous sommes limités ici au cas de vortex de charge 1,
ce qui est justifié par une analyse de stabilité dynamique ou thermodyna-
mique des vortex de charge plus élevée : ces derniers sont instables et il
est toujours préférable sur le plan énergétique de les séparer en deux (ou
plusieurs) vortex de charge unité (Castin & Dum 1999).
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2-3 La forme d’équilibre du condensat

La distribution d’équilibre des atomes dans un piège en rotation s’ob-
tient (dans l’approximation de champ moyen) en minimisant l’énergie to-
tale (7.20) que nous réécrivons ici dans le référentiel tournant :

E[φ] = Ec[φ] + Ep[φ] + Eint[φ]⇔ Ω〈Lz〉φ (7.53)

avec

Ec[φ] =
~2

2M

∫
|∇φ|2, Ep[φ] =

1

2
Mω2

∫
r2|φ|2 (7.54)

Eint[φ] =
~2

2M
Ng

∫
|φ|4, 〈Lz〉φ = ⇔i~

∫
φ∗ (r ×∇)φ (7.55)

Il s’agit maintenant de trouver une forme approchée de la fonction φ qui
minimise l’énergie totale (7.53). Pour cela, nous allons faire l’hypothèse sui-
vante :

La taille ξ des vortex est petite devant la distance moyenne entre vortex ρ∈2v .

Cette hypothèse nous permet de négliger la variation en densité au voi-
sinage du cœur dans l’estimation de l’énergie cinétique et de l’énergie d’in-
teraction, et de traiter la fonction φ comme une fonction régulière. Grâce à
l’argument de Feynman, on sait par ailleurs que le champ de vitesse v(r)
est donné en bonne approximation par le champ de vitesse de rotation ri-
gide (7.47). On peut alors faire l’approximation :

v ≈ Ω× r ⇒ Ec[φ] ≈ 1

2
MΩ2

∫
r2|φ|2, (7.56)

et ⇔Ω〈Lz〉φ ≈ ⇔MΩ2

∫
r2|φ|2. (7.57)

A partir de ces deux hypothèses, l’énergie (7.53) peut se réécrire

E[φ] ≈ 1

2
M(ω2 ⇔ Ω2)

∫
r2|φ|2 +

~2

2M
Ng

∫
|φ|4 (7.58)

On retrouve alors une fonctionnelle d’énergie standard dans l’approxima-
tion de Thomas–Fermi, la seule modification par rapport à (7.25) étant la
substitution :

ω2 ⇔→ ω2 ⇔ Ω2, (7.59)

qui correspond à la réduction de la raideur du piège du fait du potentiel
centrifuge.

Tous les résultats obtenus dans le premier paragraphe à propos de la
forme d’équilibre d’un condensat dans la limite de Thomas-Fermi restent
donc qualitativement valables : en particulier, le profil de densité moyen
du condensat garde sa forme parabolique, mais le rayon RTF augmente

RTF = a?

(
4

π
Ng

)1/4

⇔→ RTF = a?

(
4

π

Ng

1⇔ Ω2/ω2

)1/4

. (7.60)

Ce rayon croît donc indéfiniment quand Ω augmente et on retrouve la li-
mite centrifuge : le rayon d’équilibre devient infini quand Ω atteint la va-
leur de piégeage ω avec :

Ω→ ω : RTF ≈ a?
(

2

π

Ng

1⇔ Ω/ω

)1/4

. (7.61)

2-4 Observations expérimentales

Nous avons reporté sur la figure 7.8a une observation spectaculaire faite
au MIT d’un réseau de plus d’une centaine de vortex [figure tirée de l’ar-
ticle de Abo-Shaeer et al. (2001)]. Cette expérience a fourni un premier test
de la loi de variation du nombre total de vortex dans le nuage

Nv = ρv πR
2
TF avec ρv =

MΩ

π~
, (7.62)

en fonction de la fréquence de rotation Ω. Cette prédiction (adaptée au cas
3D) est tracée en ligne pointillée sur la figure 7.8b, extraite de Raman et
al. (2001). On constate sur cette figure que le nombre de vortex détecté est
systématiquement un peu plus bas que celui attendu, ce que les auteurs de
Raman et al. (2001) attribuent à un état d’équilibre imparfait du condensat
avec l’agitateur tournant.

Des expériences similaires ont également été menées avec des gaz de
fermions préparés dans un état superfluide dans un régime d’interaction
forte (crossover BEC-BCS). Des réseaux de vortex ont également été obser-
vés, de part et d’autre de la limite unitaire [voir la figure 7.9, tirée de l’ar-
ticle de Zwierlein et al. (2005)].
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slice of atoms in the center of the cloud using spatially
selective optical pumping on the F ! 2 to F ! 3 cycling
transition [10].

By varying the stirring parameters we explored differ-
ent mechanisms for vortex nucleation. A large stirrer,
with a beam waist comparable to the Thomas-Fermi ra-
dius showed enhanced vortex generation at discrete fre-
quencies. Figure 1 shows the number of vortices versus
the stirring frequency of the laser beam using 2-, 3-, and
4-point patterns. The total laser beam power corresponded
to an optical dipole potential between 60 and 240 nK.
The resonances were close to the frequencies of excita-
tion of l ! 2, 3, and 4 surface modes !vl"l ! vr"

p
l#

[13]. A second, higher resonance appeared in the 3- and
4-point data. This could be due to additional coupling to
the quadrupole !l ! 2# mode caused by misalignment of
the laser beams [22]. The extra peaks and the shift of the
resonances from the frequencies vl"l may be due to the
presence of vortices and the stirrer, both of which make an
unperturbed surface mode analysis inadequate.

Our results clearly show discrete resonances in the nu-
cleation rate of vortices that depend on the geometry of
the rotating perturbation. This confirms the role of discrete
surface modes in vortex formation. A dependence on the
symmetry of the stirrer (1-point versus 2-point) has also
been explored in Paris [22]. For longer stirring times and
higher laser powers the condensate accommodated more
vortices at all frequencies, and the resonances became less
pronounced.

A stirrer much smaller than the condensate size could
generate vortices very rapidly —more than 100 vortices
were created in 100 ms of rotation. Figure 2a shows the
number of vortices produced using a 2-point pattern with a
scan radius close to RTF for various stirring times. Above

FIG. 1. Discrete resonances in vortex nucleation. The number
of vortices created by multipoint patterns is shown. The conden-
sate radius was RTF ! 28 mm. Each data point is the average
of three measurements. The arrows below the graph show the
positions of the surface mode resonances vr"

p
l. The stirring

times were 100 ms for the 2- and 3-point data, and 300 ms for
the 4-point data. The inset shows 2-, 3-, and 4-point dipole
potentials produced by a 25 mm waist laser beam imaged onto
the charge-coupled device camera. The separation of the beams
from the center is 25 mm for the 2-point pattern and 55 mm for
the 3- and 4-point patterns. The laser power per spot was 0.35,
0.18, and 0.15 mW for the 2-, 3-, and 4-point data, respectively.

300 ms the angular momentum of the cloud appeared to
saturate and even decreased, accompanied by visible heat-
ing of the cloud.

The maximum number of vortices was roughly propor-
tional to the stirring frequency. For a lattice rotating at fre-
quency V, the quantized vortex lines are distributed with
a uniform area density ny ! 2V"k, where k ! h"M is
the quantum of circulation and M is the atomic mass [12].
Therefore, the number of vortices at a given rotation fre-
quency should be

Ny ! 2pR2V"k (2)

in a condensate of radius R. The straight line in Fig. 2a
assumes R ! RTF and that the lattice has equilibrated with
the drive. In contrast to the large stirrer no resonances
were visible even when the number of vortices had not yet
saturated. This suggests a different mechanism of vortex
nucleation for which further evidence was obtained from
the frequency and spatial dependences.

For our experimental conditions, a numerical calculation
by Feder yields Vs $ 0.25vr ! 21 Hz [24]. With the
small stirrer, we observed vortices at frequencies as low
as 7 Hz. Below this frequency the velocity of the stirrer
was not much larger than the residual dipole oscillation of
the condensate. The rotational frequency below which a
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FIG. 2. Nonresonant nucleation using a small stirrer. (a) Aver-
age number of vortices created using a 2-point pattern positioned
at the edge of the condensate. The beam waist, total power, and
separation were 5.3 mm, 0.16 mW, and 54 mm, respectively.
(b) Effective lattice rotation frequency. The lines in both graphs
indicate the predictions of different models described in the text.
The fewer vortices observed near half the trapping frequency
(42 Hz) are probably due to parametric heating.
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is constant … ! v! " 2#" . For a superfluid,
the circulation of the velocity field, v!, is
quantized in units of $ " h/M, where M is the
atomic mass and h is Planck’s constant. The
quantized vortex lines are distributed in the
fluid with a uniform area density (18)

nv " 2#/$ (1)

In this way the quantum fluid achieves the
same average vorticity as a rigidly rotating
body, when “coarse-grained” over several
vortex lines. For a uniform density of vorti-
ces, the angular momentum per particle is
Nv%/2, where Nv is the number of vortices in
the system.

The number of observed vortices is plotted
as a function of stirring frequency # for two
different stirring times (Fig. 3). The peak near
60 Hz corresponds to the frequency #/2& "
vr/'2, where the asymmetry in the trapping
potential induced a quadrupolar surface excita-
tion, with angular momentum l " 2, about the
axial direction of the condensate (the actual
excitation frequency of the surface mode v "
'2vr is two times larger due to the twofold
symmetry of the quadrupole pattern). The same
resonant enhancement in the vortex production
was observed for a stiff trap, with (r " 298 Hz
and (z " 26 Hz (aspect ratio 11.5), and has
recently been studied in great detail for small
vortex arrays (19).

Far from the resonance, the number of vor-
tices produced increased with the stirring time.
By increasing the stir time up to 1 s, vortices
were observed for frequencies as low as 23 Hz
(!0.27(r). Similarly, in a stiff trap we observed
vortices down to 85 Hz (!0.29 (r). From Eq. 1
one can estimate the equilibrium number of
vortices at a given rotation frequency to be
Nv " 2&R2#/$. The observed number was
always smaller than this estimate, except near
resonance. Therefore, the condensate did not
receive sufficient angular momentum to reach
the ground state in the rotating frame. In addi-
tion, because the drive increased the moment of
inertia of the condensate (by weakening the
trapping potential), we expect the lattice to ro-
tate faster after the drive is turned off.

Looking at time evolution of a vortex lattice
(Fig. 4), the condensate was driven near the

quadrupole resonance for 400 ms and then
probed after different periods of equilibration in
the magnetic trap. A blurry structure was al-
ready visible at early times. Regions of low
column density are probably vortex filaments
that were misaligned with the axis of rotation
and showed no ordering (Fig. 4A). As the dwell
time increased, the filaments began to disentan-
gle and align with the axis of the trap (Fig. 4, B
and C), and finally formed a completely or-
dered Abrikosov lattice after 500 ms (Fig. 4D).
Lattices with fewer vortices could be generated
by rotating the condensate off resonance. In
these cases, it took longer for regular lattices to
form. Possible explanations for this observation
are the weaker interaction between vortices at
lower vortex density and the larger distance

they must travel to reach their lattice sites. In
principle, vortex lattices should have already
formed in the rotating, anisotropic trap. We
suspect that intensity fluctuations of the stirrer
or improper beam alignment prevented this.

The vortex lattice had lifetimes of several
seconds (Fig. 4, E to G). The observed sta-
bility of vortex arrays in such large conden-
sates is surprising because in previous work
the lifetime of vortices markedly decreased
with the number of condensed atoms (3).
Theoretical calculations predict a lifetime in-
versely proportional to the number of vortices
(5). Assuming a temperature kBT ! ), where
kB is the Boltzmann constant, the predicted
decay time of ! 100 ms is much shorter than
observed. After 10 s, the number of vortices

Fig. 1. Observation of
vortex lattices. The
examples shown con-
tain approximately
(A) 16, (B) 32, (C) 80,
and (D) 130 vortices.
The vortices have
“crystallized” in a tri-
angular pattern. The
diameter of the cloud
in (D) was 1 mm after
ballistic expansion,
which represents a
magnification of 20.
Slight asymmetries in the density distribution were due to absorption of the optical pumping light.

Fig. 2. Density profile through a
vortex lattice. The curve repre-
sents a 5-)m-wide cut through a
two-dimensional image similar to
those in Fig. 1 and shows the high
contrast in the observation of the
vortex cores. The peak absorption
in this image is 90%.

Fig. 3. Average number of vorti-
ces as a function of the stirring
frequency # for two different
stirring times, (F) 100 ms and
(!) 500 ms. Each point repre-
sents the average of three mea-
surements with the error bars
given by the standard deviation.
The solid line indicates the equi-
librium number of vortices in a
radially symmetric condensate
of radius Rr" 29 )m, rotating at
the stirring frequency. The arrow
indicates the radial trapping
frequency.
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FIGURE 7.8. Figures obtenues au MIT, tirées des articles de Abo-Shaeer et al.
(2001) et Raman et al. (2001), montrant un grand réseau de vortex pour un
condensat 3D de 50 millions d’atomes de sodium, dans un piège de fréquence
ω/2π = 86 Hz dans le plan xy. La fréquence de rotation pour la figure a est de
60 Hz. La ligne continue dans la figure b montre le nombre de vortex attendu se-
lon la loi ρv = MΩ/π~, en prenant en compte l’accroissement du rayon lié à la
déformation centrifuge.

3 Rotation et niveau de Landau fondamental

Quand on augmente la vitesse de rotation Ω pour approcher la limite
centrifuge Ω = ω et atteindre des champs magnétiques artificiels de plus
en plus grands, on constate que l’hypothèse ayant conduit au régime de
Thomas-Fermi devient incorrecte. Nous avons supposé que la taille ξ du
cœur des vortex était petite devant la distance entre vortex, de sorte qu’on
pouvait négliger le trou de densité correspondant et remplacer la vraie
fonction d’onde du condensat par une fonction d’onde lissée. Or, la lon-
gueur de cicatrisation croît indéfiniment quand la fréquence de rotation Ω
se rapproche de ω. En effet, la densité spatiale au centre du condensat varie
avec la fréquence effective du piège (ω2 ⇔ Ω2)1/2 comme [cf. 7.30] :

Ω→ ω : ρ(0) ∝
(
ω2 ⇔ Ω2

)1/2 ⇒ ξ ∝
(
ω2 ⇔ Ω2

)∈1/4
. (7.63)

L’interprétation de ce résultat est simple : quand on augmente la vitesse de
rotation, la force centrifuge déforme de plus en plus le gaz, dont la taille

FIGURE 7.9. Observation par Zwierlein et al. (2005) d’un réseau de vortex pour
un superfluide fermionique d’atomes de 6Li en rotation. On utilise une résonance
de Feshbach pour se placer au voisinage de la limite unitaire a = ∞. A droite,
le gaz est dans un régime BCS, à gauche dans un régime de condensat de molé-
cules. Cette figure a été obtenue avec 2 millions d’atomes de 6Li dans un piège 3D
correspondant à ω/2π = 57 Hz, pour une fréquence de rotation Ω/2π = 45 Hz.

diverge à la limite Ω = ω. Le gaz étant de plus en plus dilué, les parti-
cules interagissent de moins en moins, le potentiel chimique diminue en
conséquence et la longueur de cicatrisation ξ ∝ µ∈1/2 augmente.

Par ailleurs, dans cette limite de rotation rapide Ω ≈ ω, l’argument de
Feynman conduit à une densité de vortex

ρv =
Mω

π~
=

1

πa2?
, (7.64)

soit une distance entre vortex∼ a?. Il existe donc une fréquence de rotation
pour laquelle ξ devient supérieur à a? :

Ω

ω
& 1⇔ 1

Ng
(7.65)

Au delà de cette fréquence, notre hypothèse initiale n’est plus valable et la
description de la fonction d’onde du condensat est notablement modifiée.
Pour bien préciser le régime susceptible d’apparaître, nous allons d’abord
revenir sur les états à une particule et la notion de niveau de Landau.
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3-1 Rappel : niveaux de Landau en jauge symétrique

Nous avons rencontré au chapitre 2 les états propres de l’hamiltonien à
une particule Ĥ0 correspondant à un oscillateur isotrope bi-dimensionnel.
Rappelons les résultats principaux :

– Les niveaux d’énergie sont repérés par un entier n0 ≥ 0 et s’écrivent :

En0
= (n0 + 1)~ω. (7.66)

– Chaque niveau a pour dégénérescence n0 + 1 : le niveau fondamental
n0 = 0 n’est pas dégénéré, le niveau n0 = 1 dégénéré deux fois, etc.
Ces niveaux à une particule sont représentés sur la figure 7.10a.

– Comme l’hamiltonien à une particule commute avec la composante
selon z de l’opérateur moment cinétique L̂z , on peut trouver une base
propre commune aux deux opérateurs. Rappelons que les fonctions
propres de L̂z = ⇔i~∂ϕ ont une dépendance angulaire en eimϕ, et que
la valeur propre correspondante pour L̂z est m~, où m est un entier
positif, négatif ou nul. Les états de la base propre commune à Ĥ et L̂z
sont donc repérés par les deux nombres quantiques n0 et m, et notés
|n0,m〉.

– Les n0 + 1 valeurs possibles de Lz dans le sous-espace propre de Ĥ
d’énergie (n0 + 1)~ω sont les m~ avec :

m ∈ {⇔n0, ⇔n0 + 2, . . . , n0 ⇔ 2, n0}, soit |m| ≤ n0, n0 ⇔m pair.
(7.67)

En particulier, les états

φm(r, ϕ) ∝ rm eimϕ e∈r
2/2a2⊥ , (7.68)

sont états propres de l’hamiltonien à une particule avec l’énergie (m+ 1)~
et correspondent donc aux états |n0 = m,m〉.

Effectuons maintenant le passage dans le référentiel tournant Ĥ0 →
Ĥ = Ĥ0 ⇔ ΩL̂z . La recherche des états propres de cet hamiltonien à une
particule est calquée sur ce que nous avons vu au chapitre 2 pour le pro-
blème de Landau en jauge symétrique. Plus précisément, les états |n0,m〉
restent états propres de Ĥ avec les valeurs propres (figure 7.10b-c)

En0,m = (n0 + 1)~ω ⇔m~Ω, |m| ≤ n0, n0 ⇔m pair. (7.69)

n0 = 0

n0 = 1

n0 = 2

n0 = 3

�1 0 +1 +2 +3m = �2

~!

~(! � ⌦)
~(! +⌦)

2~!

LLL'

(a)'

(b)'

(c)'

FIGURE 7.10. (a) Niveaux de l’oscillateur harmonique isotrope à deux dimen-
sions. Les points noirs correspondent (qualitativement) aux populations d’un état
de champ moyen dont le potentiel chimique µ est de quelques ~ω. (b-c) : Niveaux
d’énergie de l’hamiltonien d’un oscillateur harmonique isotrope 2D dans le réfé-
rentiel tournant, pour des valeurs croissantes de la fréquence de rotation Ω. (b) :
Ω = 0.4ω, (c) Ω = 0.9ω. Pour (c), on a représenté avec des points noirs les
populations d’un état localisé dans le niveau de Landau fondamental (LLL).
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En particulier, les états φm sont états propres de Ĥ avec les valeurs propres

États φm de (7.68) : En0=m,m = m~(ω ⇔ Ω) + ~ω. (7.70)

Quand la fréquence de rotation Ω est égale à la fréquence de piégeage
ω, les états se regroupent en multiplicités dégénérées, correspondant aux
énergies

Ω = ω : En = (2n+ 1)~ω, n =
n0 ⇔m

2
∈ N, (7.71)

et on retrouve les niveaux de Landau équidistants, avec l’écart ωc = 2ω
entre deux niveaux consécutifs. Le niveau de Landau fondamental, n = 0,
est engendré par l’ensemble des φm.

Si on se limite à Ω voisin de ω, mais quand même légèrement inférieur
pour éviter l’explosion centrifuge, la dégénérescence stricte des niveaux de
Landau est levée, mais le spectre à une particule continue à se regrouper en
multiplicités, avec deux échelles d’énergie bien distinctes (cf. figure 7.10c) :

– une petite échelle d’énergie ~(ω⇔Ω), qui correspond à la distance entre
deux états |n0,m〉 et |n0 + 1,m0 + 1〉 d’une même multiplicité,

– une grande échelle d’énergie ~(ω + Ω) ≈ ~ωc correspondant à la dis-
tance entre les niveaux les plus bas de deux multiplicités adjacentes.

3-2 Fonctions du LLL et vortex

Une fois identifiés les états propres de l’hamiltonien à une particule, on
peut revenir sur la condition

ξ ≥ a? , µ ≤ ~ω (7.72)

qui marque la fin de la validité de l’approximation de Thomas–Fermi tra-
ditionnelle. Il est clair sur le diagramme d’énergie de la figure 7.10c que
l’inégalité µ ≤ ~ω signifie que seuls les états du LLL sont significativement
peuplés dans ce régime. L’entrée dans ce régime correspond à une forme
bien particulière de l’état fondamental du système, qui est maintenant de
la forme :

φ(r) =
∑

m

αmφm(r). (7.73)

Chaque fonction φm(r) s’écrivant

φm(r) ∝ rmeimϕe∈r
2/2a2⊥ = ume∈r

2/2a2⊥ avec u = x+ iy, (7.74)

une fonction du LLL est du type

φ(r) = P (u) e∈r
2/2a2⊥ , (7.75)

où P (u) est un polynôme ou une fonction analytique de la variable com-
plexe u. Limitons-nous pour simplifier au cas des polynômes : explorer le
LLL revient à se donner un degré (arbitraire) mmax pour ce polynôme et
ses mmax + 1 coefficients, ou de manière équivalente, se donner les mmax

zéros u1, u2, . . . , ummax du polynôme et écrire φ(r) sous la forme

φ(r) ∝
mmax∏

m=1

(u⇔ um) e∈r
2/2a2⊥ . (7.76)

La fonction φ(r) possède une structure de vortex autour de chaque zéro
um avec un enroulement de phase positif de +2π. En effet, au voisinage
immédiat d’un zéro donné, par exemple u1, la variation de φ(r) est φ(r) ∼
C(u⇔u1) où C est une constante, ce qui correspond bien à un enroulement
de phase de +2π quand on tourne autour de u1 dans le sens positif.

Il y a dans le LLL une correspondance biunivoque entre la position des
vortex et la fonction d’onde elle-même (Ho 2001). Partant de l’expression
(7.76), la densité atomique ρ et la densité de vortex ρv

ρ(r) = |φ(r)|2, ρv(r) =

mmax∑

m=1

δ(r ⇔ rm), (7.77)

où rm est le point de coordonnées x = Re(um), y = Im(um), sont reliées
par

∆ {ln [ρ(r)]} = 4πρv(r)⇔ 4

a2?
. (7.78)

Cette relation découle directement de l’identité mathématique à deux di-
mensions

∆ [ln |r ⇔ r0|] = 2π δ(r ⇔ r0). (7.79)

Notons un cas limite intéressant de la relation (7.78). Si on se donne une
densité de vortex uniforme dans le plan et égale à 1/(πa2?), alors la den-
sité spatiale est également uniforme. Ce cas correspond à des niveaux de
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Landau exactement dégénérés, où le gaz s’étale dans tout le plan. Cette si-
tuation est équivalente à la limite obtenue en (7.64) en prenant exactement
Ω = ω.

Partant de (7.78), Ho (2001) a fait l’hypothèse ad hoc d’une densité de
vortex uniforme, mais légèrement inférieure à 1/(πa2?). On déduit de (7.78)
que ln [ρ(r)] varie quadratiquement avec r, et donc que ρ(r) est une gaus-
sienne, après moyenne sur les trous causés par la distribution de vortex.
Des analyses plus précises [voir par exemple Cooper et al. (2004); Watanabe
et al. (2004); Aftalion et al. (2005); Matveenko et al. (2009)] sont venues ap-
profondir et corriger quelque peu cette hypothèse de Ho (2001). En fait, le
profil de densité qui minimise l’énergie est (approximativement) une para-
bole inversée et pas une gaussienne. Cette parabole inversée ρ(r) ∝ R2⇔r2
s’annule au delà du rayon :

R = a?

(
2

π

bNg

1⇔ Ω/ω

)1/4

. (7.80)

On retrouve donc la forme de la solution de Thomas–Fermi (7.61), avec un
paramètre multiplicatif supplémentaire noté b. Ce nombre b ≈ 1.1596 est le
paramètre d’Abrikosov. Il décrit le fait qu’en présence d’un réseau de vortex
avec une densité ρv ∼ 1/a2?, les atomes interagissent entre eux un peu plus
que si leur densité était uniforme. Les trous créés par les vortex doivent
être compensés par des zones où la densité est plus élevée, et il y a donc un
prix supplémentaire à payer en terme d’énergie d’interaction en présence
d’un réseau de vortex.

Puisque densité de vortex et densité atomique sont liées par (7.78), le
fait que la densité atomique ne soit pas gaussienne entraine que la densité
de vortex n’est pas uniforme. C’est effectivement ce que donne la minimi-
sation de la fonctionnelle d’énergie. On a représenté sur la figure 7.11 la
distribution des vortex et la distribution atomique correspondante. On y
voit que sur les bords du nuage, le réseau de vortex perd son caractère tri-
angulaire pour se distordre. Plus précisément, la densité de vortex chute,
ce qui a pour effet d’augmenter la courbure de ln [ρ(r)], et donc de faire
chuter cette densité sur les bords du nuage plus vite que pour une fonction
gaussienne.

Notons pour terminer que l’on peut facilement estimer le nombre de
fonctions φm qui sont peuplées significativement dans l’état fondamental.

Une fonction φm étant piquée en r ∼ √ma?, le rayonR du nuage constitue
une mesure de l’indice mmax des fonctions du LLL peuplées. Ce nombre
mmax donne ensuite le nombre de zéros du polynôme caractérisant l’état
du système, donc le nombre de vortex à l’intérieur du nuage :

Nv = mmax ≈
R2

a2?
≈
(

bg N

1⇔ Ω/ω

)1/2

(7.81)

où on a négligé des coefficients d’ordre unité. On peut calculer dans cette
même approximation le moment cinétique moyen par particule

〈L〉 ≈ mmax

3
~. (7.82)

Le nombre d’états peuplés croît donc indéfiniment quand la fréquence de
rotation Ω s’approche de ω. Quand ce nombre mmax devient de l’ordre du
nombre de particules N , l’approximation de champ moyen n’est plus va-
lable et on rentre dans le régime fortement corrélé ; nous aborderons ce
régime dans la partie 4. L’estimation (7.81) prédit que ce nombre d’états
devient comparable à N quand Ω ∼ ω(1⇔ g/N). En reprenant la fréquence
critique pour le premier vortex (7.43) et la condition d’entrée dans le LLL
(7.65), on peut donc séparer les fréquences de rotation en différents do-
maines

Ωc
ω
<

Ω

ω
< 1⇔ 1

gN
: vortex de taille ξ � a?, (7.83)

1⇔ 1

gN
<

Ω

ω
< 1⇔ g

N
: LLL, vortex de taille a?, (7.84)

1⇔ g

N
<

Ω

ω
: en dehors du champ moyen. (7.85)

3-3 Expériences dans le LLL

Nous avons déjà décrit au chapitre 4 la méthode de mise en rotation
par évaporation sélective (evaporative spinup) mise au point par le groupe
de Boulder pour atteindre des vitesses de rotation très élevées Ω = 0.993ω.
Ceci a permis d’atteindre le régime LLL, qui se manifeste expérimentale-
ment par une augmentation importante de la taille du cœur des vortex. On
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sis of the structure of the vortex lattice, based on a minimi-
zation of the Gross-Pitaevskii energy functional within the
LLL. We find that the vortices lie in a bounded domain, and
that the lattice is strongly distorted on the edges of the do-
main. This leads to a breakdown of the rigid body rotation
hypothesis which, as said above, would correspond to a uni-
form infinite lattice with a prescribed volume of the cell. The
distortion of the vortex lattice is such that, in a harmonic
potential, the coarse-grained average of the atomic density
varies as an inverted parabola over the region where it takes
significant values !Thomas-Fermi distribution". A similar
conclusion has also been reached recently in #13,14$. In ad-
dition to the atomic density profile, our numerical computa-
tions give access to the exact location of the zeroes of the
wave function, i.e., the vortices.

An example of relevant vortex and atom distributions is
shown in Figs. 1!a" and 1!b" for n=52 vortices. The param-
eters used to obtain this vortex structure correspond to a
quasi-two-dimensional gas of 1000 rubidium atoms, rotating
in the xy plane at a frequency !=0.99", and strongly con-
fined along the z axis with a trapping frequency "z / !2#"
=150 Hz. The spatial distribution of vortices corresponds to
the triangular Abrikosov lattice only around the center of the
condensate: there are about 30 vortices on the quasi-regular
part of the lattice and they lie in the region where the atomic
density is significant: these are the only ones seen in the
density profile of Fig. 1!b". At the edge of the condensate,
the atomic density is reduced with respect to the central den-
sity, the vortex surface density drops down, and the vortex
lattice is strongly distorted. Our analytical approach allows
us to justify this distortion and its relationship with the decay
of the solution.

The paper is organized as follows. We start !Sec. I" with a
short review of the energy levels of a single, harmonically
trapped particle in a rotating frame, and we give the expres-
sion of the Landau levels for the problem of interest. Then,
we consider the problem of an interacting gas in rotation, and
we derive the condition for this gas to be well described by
an LLL wave function !Sec. II". Sections III and IV contain
the main original results of the paper. In Sec. III, we explain
how to improve the determination of the ground state energy
by relaxing the hypothesis of an infinite regular lattice. We
present analytical estimates for an LLL wave function with a

distorted vortex lattice, and we show that these estimates are
in excellent agreement with the results of the numerical ap-
proach. In Sec. IV we extend the method to nonharmonic
confinement, with the example of a quadratic+quartic poten-
tial. Finally we give in Sec. V some conclusions and perspec-
tives.

I. SINGLE PARTICLE PHYSICS IN A ROTATING FRAME

In this section, we briefly review the main results con-
cerning the energy levels of a single particle confined in a
two-dimensional isotropic harmonic potential of frequency "
in the xy plane. We are interested here in the energy level
structure in the frame rotating at angular frequency ! !$0"
around the z axis, perpendicular to the xy plane.

In the following, we choose ", %", and %% / !m"" as units
of frequency, energy and length, respectively. The Hamil-
tonian of the particle is

H!
!1" = −

1
2

!2 +
r2

2
−!Lz = −

1
2

!!− iA"2 + !1 −!2"
r2

2
!1.1"

with r2=x2+y2 and A="&r. This energy is the sum of three
terms: kinetic energy, potential energy r2 /2, and “rotation
energy” −!Lz corresponding to the passage in the rotating
frame. The operator Lz= i!y"x−x"y" is the z component of the
angular momentum.

A. The Landau level structure
Equation !1.1" is formally identical to the Hamiltonian of

a particle of charge 1 placed in a uniform magnetic field
2!ẑ, and confined in a potential with a spring constant 1
−!2. A common eigenbasis of Lz and H is the set of !not
normalized" Hermite functions:

' j,k!r" = er
2/2!"x + i"y" j!"x − i"y"k!e−r

2
" , !1.2"

where j and k are non-negative integers. The eigenvalues are
j−k for Lz and

Ej,k = 1 + !1 −!"j + !1 + !"k !1.3"

for H. For !=1, these energy levels group in series of states
with a given k, corresponding to the well-known Landau
levels. Each Landau level has an infinite degeneracy. For !
slightly smaller than 1, this structure in terms of Landau
levels labeled by the index k remains relevant, as shown in
Fig. 2. The lowest energy states of two adjacent Landau lev-
els are separated by &2, whereas the distance between two
adjacent states in a given Landau level is 1−!(1.

It is clear from these considerations that the rotation fre-
quency ! must be chosen smaller than the trapping fre-
quency in the xy plane, i.e., "=1 with our choice of units.
Otherwise the single particle spectrum Eq. !1.3" is not
bounded from below. Physically, this corresponds to the re-
quirement that the centrifugal force m!2r must not exceed
the restoring force in the xy plane −m"2r.

B. The lowest Landau level
When the rotation frequency ! is close to 1, the states of

interest at low temperature are essentially those associated

FIG. 1. The structure of the ground state of a rotating Bose-
Einstein condensate described by an LLL wave function !)
=3000": !a" vortex location and !b" atomic density profile !with a
larger scale". The reduced energy defined in Eq. !2.6" is *
=31.410 7101. The unit for the positions x and y is #% / !m""$1/2.
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FIGURE 7.11. Exemple de distribution pour les vortex (à gauche) et pour la densité
atomique (à droite) dans le LLL. Cette figure est tirée de Aftalion et al. (2005) et
correspond à Ng/(1⇔Ω/ω) = 3000. Les longueurs sont données en unité de a?.

a représenté sur la figure 7.12 la fraction de la surface occupée par les cœurs
de vortex en fonction de la vitesse de rotation dans l’expérience de Boulder
(Schweikhard et al. 2004; Coddington et al. 2004). Pour les vitesses de rota-
tion faibles, cette fraction est petite devant 1, comme on s’y attend puisque
ξ � a?. Pour des grandes vitesses de rotation, cette fraction devient très
significative (∼ 20%), puisque la taille du cœur et l’écart entre vortex sont
alors comparables, d’ordre a?. Les paramètres de cette expérience corres-
pondent à une constante de couplage g ≈ 5 10∈3 avec un nombre d’atomes
de l’ordre de 105.

Une autre méthode pour approcher le LLL étudiée à l’ENS consiste à
ajouter un potentiel quartique ηr4 au potentiel harmonique de confinement
mω2r2/2. Ceci permet de choisir des fréquence de rotation Ω proches ou
égales à ω sans risquer de perdre le gaz du fait de la force centrifuge (Bretin
et al. 2004).

4 Au delà du champ moyen

Pour motiver ce dernier paragraphe, revenons sur le critère de vali-
dité du traitement de champ moyen que nous avons utilisé jusqu’ici. Pour
qu’un état de champ moyen soit une bonne approximation de l’état fonda-
mental à N corps, il faut que le nombre d’états propres φm de l’hamilto-

merge in the LLL limit. An alternate treatment due to
Baym and Pethick [8], on the other hand, predicts that A
saturates at 0.225 in the LLL. Our data for A are plotted
in Fig. 4. For !!1

LLL < 0:1 the data agree reasonably well
with our numerical result. For larger !!1

LLL the data clearly
show saturation of A at a value close to the LLL limit [8],
rather than a divergence of A as ~"" ! 1. Further details
on vortex core structure will be provided in a future
publication [25].

In conclusion, we have created rapidly rotating BECs
in the lowest Landau level. The vortex lattice remains
ordered, but its elastic shear strength is drastically re-
duced. In expansion images we find no divergence of
vortex core area as ~"" ! 1, as well as no deviation from
a radial Thomas-Fermi profile. Additionally, our rapidly
rotating BECs approach the quasi-two-dimensional limit.
We remain far from the regime in which quantum fluctu-
ations [14] should destroy the lattice, but observing the
effects of thermal fluctuations [26,27] in this reduced-
dimensionality system may be possible.
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FIG. 4. Fraction of the condensate surface area occupied by
vortex cores, A, measured after condensate expansion
(squares), plotted vs the inverse of the lowest Landau level
parameter, #!LLL$!1 " 2 #h"=!. The data clearly show a satu-
ration of A, as ~"" ! 1. Dashed line: prediction (see text) for
the pre-expansion value at low rotation rate. Dotted line: result
of Ref. [8] for the saturated value of A in the LLL.
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FIGURE 7.12. Fraction de l’espace occupée par les cœrus de vortex en fonction de
la vitesse de rotation Ω. L’entrée dans le régime LLL se traduit par une fraction
non négligeable devant l’unité [figure extraite de Schweikhard et al. (2004)].

nien à une particule significativement peuplés reste petit devant le nombre
d’atomes N . Si ce n’est pas le cas, on peut généralement construire des
états présentant des fortes corrélations entre particules qui conduisent à un
abaissement notable de l’énergie par rapport au résultat de champ moyen.

Pour le problème du gaz de Bose en rotation, nous avons déjà indiqué
en (7.85) que l’entrée dans le régime corrélé correspond à Ω & ω(1⇔ g/N).
L’analyse de ce régime de rotation ultra-rapide présente de fortes analogies
avec celle de l’effet Hall quantique fractionnaire, dans lequel on s’intéresse
aux états corrélés d’un gaz d’électrons en interaction colombienne en pré-
sence d’un fort champ magnétique. Dans les deux cas, les états intéressants
sont généralement limités au LLL et possèdent une propriété remarquable,
l’incompressibilité : l’état fondamental est séparé de tous les états excités
du système par un gap qui est indépendant de la taille du système et qui
est proportionnel à la force des interactions g.
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4-1 État fondamental à N particules dans le LLL

Nous avons vu plus haut que les états à une particule sont de la forme
φ(r) = P (u) exp(⇔r2/2a2?), avec u = x + iy et P (u) un polynôme de la
variable u. Pour un système de bosons sans spin, un état général à N corps
est donc de la forme

Φ(r1, r2, . . . , rN ) = P(u1, u2, . . . , uN ) exp(⇔
∑

i

r2i /2a
2
?), (7.86)

où P(u1, u2, . . . , uN ) est un polynôme symétrique des N variables com-
plexes ui. La recherche des états propres de l’hamiltonien à N corps se
fait généralement par une méthode de diagonalisation exacte pour des
nombres de particules pas trop élevés (de l’ordre de la dizaine).

L’hamiltonien à N corps commute avec l’opérateur moment cinétique
total L̂z et on peut donc chercher une base d’états propres commune aux
deux opérateurs. Nous allons nous intéresser ici à l’état fondamental de
l’hamiltonien pour un moment cinétique total L donné 4. Or le moment
cinétique d’une fonction du LLL à une particule, um exp(⇔r2/2a2?), est di-
rectement donné par la valeur de l’exposant m. Pour le système à N parti-
cules, on va donc chercher le polynôme P donnant l’état fondamental à L
fixé comme une somme de monômes ayant tous le même degré total :

uα1
1 . . . uαN

N avec
∑

i

αi = L. (7.87)

Par exemple, pour un système de 3 particules et un moment cinétique total
L = 3, on cherche le polynôme P correspondant à l’état fondamental sous
la forme

P(u1, u2, u3) = αu1u2u3

+ β
[
(u21(u2 + u3) + u22(u1 + u3) + u23(u1 + u2)

]

+ γ(u31 + u32 + u33).

Le premier terme de cette somme, proportionnel à u1u2u3, correspond à
un état de type champ moyen, plus précisément un vortex centré puisque

4. Dans cette partie, le moment cinétique total est exprimé en unité de ~. La quantité L est
donc un entier positif ou nul.

les trois particules sont dans le même état φ1(r). Les autres termes de la
somme correspondent à des états corrélés des trois particules.

La procédure pour rechercher l’état fondamental à N corps est donc la
suivante :

– On se donne un moment cinétique total L, correspondant à un sous-
espace du LLL pour lequel les polynômes symétriques sont fabriqués
à partir des monômes (7.87).

– On considère dans ce sous-espace l’état fondamental de l’hamiltonien

Ĥ =
∑

i

(
p̂2
i

2M
+

1

2
Mω2r̂2i

)
+

~2

M
g
∑

i<j

δ(2)(ri ⇔ rj). (7.88)

Or la partie à un corps de cet hamiltonien donne le même résultat
(L+N)~ω pour tous les états du sous-espace considéré. On se ramène
donc à la diagonalisation de l’hamiltonien d’interaction

Ĥint. =
~2

M
g
∑

i<j

δ(2)(ri ⇔ rj), (7.89)

dans ce sous-espace.

– Une fois connue l’énergie d’interaction, on obtient l’énergie totale dans
le référentiel tournant en ajoutant le terme (L+N)~ω⇔ΩL à la valeur
propre trouvée pour Ĥint..

4-2 Quelques états remarquables

La description de tous les états corrélés qui ont été identifiés dans cette
procédure de diagonalisation exacte dépasse très largement le cadre de
ce cours et nous renvoyons le lecteur à l’article de revue très complet
de Cooper (2008) pour une présentation détaillée. Nous allons décrire ici
quelques phases remarquables qui ont été identifiées quand on varie le
rapport L/N .

La fonte du réseau de vortex. Partant d’un régime bien décrit par le
champ moyen, augmentons la vitesse de rotation du gaz ; la première dé-
viation attendue par rapport à ce régime de champ moyen est la fonte du
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réseau de vortex du fait des fluctuations quantiques. Cette fonte a été pré-
dite par Cooper et al. (2001) avec une technique de diagonalisation exacte
pour des facteurs de remplissage ν = N/Nv compris entre 6 et 10. Cette va-
leur peut être retrouvée en calculant l’amplitude ∆ des fluctuations quan-
tiques des positions des vortex et appliquant le critère heuristique de Lin-
demann. On s’attend à ce que ces fluctuations déstabilisent le réseau quand
leur amplitude devient de l’ordre du dixième de la distance entre vortex
ρ
∈1/2
v (Sinova et al. 2002).

L’état de Laughlin. Il s’agit d’un état remarquable, fortement corrélé, qui
est un état propre exact de l’hamiltonien à N corps. Le polynôme symé-
trique correspondant à cet état s’écrit

PLau.(u1, u2, . . . , uN ) =
∏

i<j

(ui ⇔ uj)2, (7.90)

de degré total L = N(N ⇔ 1) et s’étendant sur toutes les fonctions à une
particule du LLL de m = 0 à mmax = 2(N ⇔ 1), soit un facteur de rem-
plissage ν = 1/2. L’action de Ĥint sur cet état donne strictement 0, puisque
Ĥint correspond à une interaction de contact alors que l’état de Laughlin
correspond à une probabilité strictement nulle de trouver deux particules
au même endroit.

L’état de Laughlin est incompressible et le gap au premier état excité
de même moment cinétique est ≈ 0.1 g ~ω (Regnault & Jolicoeur 2003; Re-
gnault & Jolicoeur 2004). L’état de Laughlin est caractérisé par une distri-
bution quasi-uniforme des particules sur un disque de rayon a?

√
2N .

Les descendants de l’état de Laughlin. Pour des moments cinétiques
plus grands que celui donnant naissance à l’état de LaughlinL = N(N⇔1),
tout état du type

P(u1, . . . , uN ) = PLau.(u1, . . . , uN ) Q(u1, . . . , uN ) (7.91)

où Q est un polynôme symétrique quelconque de u1, . . . , uN , sera éga-
lement un état d’énergie d’interaction strictement nulle. L’interprétation
physique de ces états dépend du degré de Q. Pour un degré d’ordre 1,
il s’agit d’excitations de bord de l’état de Laughlin ; en choisissant un

degré égal à N , on peut construire des quasi-trous en un point donné
U0 = X0 + iY0 en prenant (Paredes et al. 2001; Paredes et al. 2002)

Q(u1, . . . , uN ) =
∏

j

(uj ⇔ U0) (7.92)

L’état de Moore-Read. Pour N pair, Cooper et al. (2001) ont identifié
l’état de moment cinétique L = N(N ⇔ 2)/2, également appelé Pfaffien :

P(u1, . . . , uN ) = S


 ∏

i<j≤N/2
(ui ⇔ uj)2

∏

N/2<l<n

(ul ⇔ un)2


 (7.93)

comme étant en très bonne approximation un état propre de Ĥint (S dé-
signe l’opérateur de symétrisation). Plus précisément, le recouvrement de
l’état (7.93) avec le véritable état propre déterminé numériquement pour
cette valeur de L est supérieur à 0.88 tant que N ≤ 14 (Chang et al. 2004).
Cet état se décompose sur des états à une particule 5 allant de m = 0 à
m = N ⇔ 2, correspondant à un facteur de remplissage ν = 1. Cet état
est également séparé par un gap ∼ 0.05 g ~ω des états excités de même L
(Chang et al. 2004). Remarquons que pour l’état approché (7.93), la proba-
bilité d’avoir trois particules au même point est nulle.

4-3 Schémas de détection envisageables

Nous terminons ce paragraphe par quelques méthodes qui ont été pro-
posées pour détecter expérimentalement ces états fortement corrélés. Re-
marquons d’abord que l’observation de ces états sera probablement limi-
tée à de faibles nombres d’atomes si on utilise la méthode de rotation d’un
piège harmonique. En effet la relation (7.85) définissant l’entrée dans le ré-
gime corrélé, associée à une force d’interaction g ∼ 1 et une fréquence de
rotation réaliste Ω ≈ 0.99ω donne un nombre d’atomes maximal de l’ordre
de 100.

5. Par exemple, pour N = 4, on a

P(u1, . . . , u4) = (u1 〉 u2)2(u3 〉 u4)2 + (u1 〉 u3)2(u2 〉 u4)2 + (u1 〉 u4)2(u2 〉 u3)2.
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Une première signature d’états à la Laughlin ou à à la Moore-Read se-
rait de voir une réduction des pertes dues aux collisions inélastiques. En
effet, la probabilité d’avoir 3 particules au même endroit est nulle pour
ces états (alors qu’elle n’est pas nulle pour des états de champ moyen).
Une autre voie d’approche est liée à l’incompressibilité de ces états, qui
donne naissance à un profil de densité en forme de « pièce montée » dans
un piège harmonique, chaque plateau de la pièce montée correspondant à
un état incompressible différent. Une troisième possibilité est d’utiliser un
système de détection de très bonne résolution spatiale pour détecter un à
un les atomes du gaz (éventuellement après un temps de vol), et recons-
truire ainsi les fonctions de corrélation spatiales permettant de caractériser
l’état de départ.

Signalons pour terminer une proposition plus ambitieuse (Paredes et
al. 2001). Il s’agit d’étudier la possibilité de créer des anyons dans un gaz
décrit par un état de type effet Hall quantique fractionnaire (Wilczek 1982);
partant d’un état de Laughlin, on creuserait un trou dans le gaz à l’aide
d’un faisceau laser très focalisé, produisant ainsi un état du type (7.92). En
bougeant adiabatiquement ce trou dans le gaz, le système devrait acquérir
une phase géométrique qui pourrait ensuite être mesurée par une expé-
rience d’interférométrie. La mesure de la phase accumulée devrait révéler
le caractère anyonique (ni boson, ni fermion) de la quasi-particule ainsi
créée par le faisceau laser.
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