Le magnétisme artificiel pour les gaz d’atomes froids

Les phénomenes magnétiques jouent un role essentiel en physique
quantique. Des notions ou des phénomenes aussi variés que l'invariance
de jauge, l'effet Hall quantique, le couplage spin-orbite, I'effet Aharonov-
Bohm, les isolants topologiques, trouvent leur origine dans l'interaction
entre des charges en mouvement et un champ magnétique B.

Pour une particule de masse M, de charge ¢ et de vitesse v, cette in-
teraction se décrit en terme de force de Lorentz F' = qv x B ou alors, de
maniére équivalente, par I’'hamiltonien

o (b= gAG)?
2M ’
ol A est le potentiel vecteur dont dérive le champ magnétique B. L'étude
du magnétisme avec des atomes froids constitue un volet important du
programme général de simulation quantique basé sur ces nouveaux gaz.
Mais la neutralité électrique des atomes (¢ = 0) nécessite de recourir a
des « artifices » - par exemple des faisceaux lumineux de fréquences et de
directions bien choisies - pour atteindre des situations équivalentes a celles
rencontrées pour les fluides d’électrons de la matiére ordinaire.

Le cours et les séminaires de cette année feront le point sur cette re-
cherche trés active, tant sur le plan théorique qu’expérimental. Le déroule-
ment du cours, composé de sept séances, sera le suivant :

— Le premier cours sera consacré aux bases de la description du mouve-
ment d'une particule dans un champ magnétique. Partant de la force
de Lorentz, nous en déduirons 1’approche hamiltonienne a ce pro-
bleme ainsi que la notion d’invariance de jauge, a la fois sur le plan
de l'électrodynamique et sur celui de la mécanique quantique. Nous
illustrerons ces concepts en discutant I’effet Aharonov—Bohm ainsi que
les conséquences de I’existence possible de monopoles magnétiques.

— Le deuxiéme cours sera consacré a 1’étude du mouvement quantique

d’une particule chargée dans un champ magnétique uniforme. Nous
discuterons en particulier la forme du spectre d’énergie, quantifié sous
forme de niveaux de Landau. Nous en déduirons la notion d’états de
bord, qui joue un réle crucial pour interpréter I’effet Hall quantique.

Le cours 3 sera consacré a la notion de phase de Berry et de potentiels
de jauges géométriques. Nous partirons de 1’approximation adiaba-
tique pour montrer comment la phase de Berry apparait, et nous fe-
rons ensuite le lien avec la notion de transport parallele. Nous termi-
nerons par une approche a la Born-Oppenheimer pour une particule
a plusieurs états internes, pour laquelle les potentiels de jauge géo-
métriques, vectoriels et scalaires, apparaissent explicitement dans une
équation de Schrodinger réduite a un seul de ces états internes.

Les cours 4 et 5 décriront deux approches possibles a la simulation du
magnétisme avec des gaz d’atomes froids : mise en rotation du gaz
ou utilisation de phases géométriques induite par la lumiére. Nous
décrirons plusieurs expériences récentes sur ce domaine et nous dis-
cuterons les limites issues du chauffage par 1’émission spontanée de
photons quand le champ de jauge est induit par un faisceau lumineux.
Nous aborderons également la réalisation d’un couplage spin-orbite,
a la fois a une et deux dimensions.

Le cours 6 sera consacré a la simulation du magnétisme sur réseau.
Nous discuterons d’abord ses caractéristiques principales, comme la
structure fractale du spectre connue sous le nom de papillon de
Hofstadter. Nous passerons ensuite en revue différentes techniques,
comme les réseaux « secoués » ou l'effet tunnel assisté par laser entre
états internes différents, permettant de simuler ce magnétisme pour
des atomes piégés dans un réseau optique.



— Pour finir, le cours 7 abordera 'effet simultané du magnétisme orbital
et des interactions entre atomes. Nous nous intéresserons essentielle-
ment aux systemes décrits par une fonction d’onde macroscopique,
dans lesquels des vortex peuvent étre nucléés. Nous montrerons com-
ment ces vortex s’arrangent en réseaux réguliers (réseaux d’Abrikosov)
et nous terminerons par quelques éléments sur la physique susceptible
d’apparaitre a treés grand champ, avec I'émergence d’états fortement
corrélés rappelant ceux de I'effet Hall quantique.



Chapitre 1

Le magnétisme d’une particule ponctuelle
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Dans ce premier chapitre, nous allons d’abord rappeler les éléments clés
du magnétisme, d’abord du point des champs magnétiques eux-mémes via
les équations de Maxwell, puis du point de vue du mouvement de parti-
cules chargées. Nous aborderons successivement le formalisme classique
(dynamique newtonienne), puis le formalisme quantique. Dans ce dernier
cas, nous insisterons sur la notion de changement de jauge, a la fois du
point de vue du champ électromagnétique et du point de vue de la formu-
lation quantique du mouvement des particules.

Dans la deuxieme partie de ce chapitre, nous présenterons deux illus-
trations de ce formalisme : nous analyserons l'effet Aharonov-Bohm, qui
donne un nouvel éclairage sur la notion de potentiel vecteur et qui permet
d’introduire le concept de phase géométrique, qui jouera un rdle essentiel
dans le suite de ce cours. Nous discuterons également briévement la no-
tion de monopole magnétique, en reprenant un argument fameux de Dirac
sur le lien entre I'éventuelle existence de ces monopoles et la quantification
de la charge électrique (Dirac Dirac[1948). Nous terminerons par la
présentation tres bréve d’une expérience récente simulant un tel monopole
au sein d’un condensat de Bose-Einstein.



LE MAGNETISME D'UNE PARTICULE PONCTUELLE

§1. Quelques éléments de magnétostatique

Nous n’allons pas aborder dans ce premier chapitre le probléeme im-
portant du mouvement quantique d’une particule chargée dans un champ
magnétique, avec la structure en niveaux de Landau qui joue un role cru-
cial dans les phénomenes liés au magnétisme orbital, comme 1’effet Hall
quantique. Ce développement fera 1’objet du chapitre 2.

1 Quelques éléments de magnétostatique

Nous commencerons ce chapitre par des rappels de magnétostatique :
partant des équations de base vérifiées par le champ magnétique B dans
le cas indépendant du temps, notre but est d"introduire la notion de poten-
tiel vecteur A et de discuter quelques exemples de géométries pertinentes
pour la suite.

1-1 Equations de la magnétostatique

Nous nous intéressons ici au cas d'un champ magnétique B indépen-
dant du temps, mais dépendant de la position r. Ce champ se calcule en
fonction des courants imposés de l'extérieur a partir des deux équations
de la magnétostatique. Ces équations peuvent étre vues comme un cas
particulier des équations de Maxwell pour un champ électromagnétique
indépendant du temps.

La premiere équation de la magnétostatique s’écrit
V-B=0 (1.1)

et traduit I’absence de charge (monopole) magnétique : le flux de B a tra-
vers une surface fermée est toujours nul

La seconde équation relie le champ B aux courants créant ce champ

V x B = 1104, (1.2)

1. Nous reviendrons sur les conséquences de 'existence éventuelle de monopoles magné-
tiques. Sur le plan formel, notons par ailleurs qu'une manieére plus correcte de décrire les
particules connues consiste a dire qu’elles ont toutes le méme rapport charge électrique/charge
magnétique. Une rotation dans les espaces abstraits {E, H} et {D, B} permet alors de se
ramener a la formulation courante, que nous utilisons ici [Jackson (1998), Chap. 6, § 6.11]

Cours 1

ol on a (éventuellement) inclus dans j les « courants microscopiques » ré-
sultant du magnétisme des milieux matériels.

Remarque: Ces deux équations sont a mettre en regard de celles déter-
minant le champ électrique en électrostatique,

v.p-lee g p_y (1.3)

€0

Ol pelec. (") est la densité de charge électrique au point .

1-2 Le potentiel vecteur

La premiere équation de la magnétostatique, V-B = 0, vient mettre une
contrainte forte sur la forme possible des champs de vecteurs B(r) que l'on
peut réaliser. Pour rendre compte de maniére simple de cette contrainte, on
peut montrer (lemme de Poincaré) que le champ B peut toujours se mettre
sous la forme

B(r) =V x A(r). (1.4)

11 est clair que la relation ne définit pas le potentiel vecteur A(r)
de maniere unique. Plus précisément, deux potentiels vecteurs A et A’ tels
que V x (A'— A) = 0 conduiront au méme champ magnétique. Examinons
les conséquences de cette équation dans un volume simplement connexe,
I'espace entier par exemple ; I'équation V x X (r) = 0 peut se résoudre en
X (r) = Vx(r), ou x(r) est une fonction scalaire de r. On en déduit que
I'ensemble des potentiels vecteurs associés a un méme champ magnétique
B forme une classe d’équivalence, dont les différents membres sont reliés
par une relation du type

Al(r) = A(r) + Vx(r). (1.5)

Le passage de A(r) a A'(r) est appelé changement de jauge et la fonction
x(r) est la fonction de jauge associée a ce changement.

page 4



LE MAGNETISME D’UNE PARTICULE PONCTUELLE

§1. Quelques éléments de magnétostatique

1-3 Exemples

Nous présentons ci-dessous quelques exemples qui seront utiles pour
la suite de ce cours. Nous prendrons la notation {u,, u,, u, } pour désigner
un triedre orthonormé direct de 1'espace, avec r = (z,y, z). Nous utilise-
rons également les coordonnées cylindriques (p, p, z) et les coordonnées
sphériques (7,0, ) avec dans les deux cas le vecteur unitaire azimuthal
U,y = Ug COS P + Uy Sin .

Exemple 1: champ B uniforme. Considérons un champ magnétique B
uniforme dans l’espace, orienté par convention selon I’axe z. Un choix pos-
sible de potentiel vecteur (jauge symétrique) est

—By/2
A(r) = | +Bxz/2 | . (1.6)
0

Ce potentiel vecteur peut également s’écrire sous forme vectorielle
1
A(r) = §B X 7. (1.7)

Ce choix de jauge fait jouer des roles (presque) symétriques aux variables
et y, ce qui est satisfaisant compte tenu de la symétrie du probléeme. En re-
vanche, il brise I'invariance par translation du probleme en particularisant
un point de I'espace, l'origine O, ot le potentiel vecteur s’annule.

On utilise souvent le changement de jauge associé a la fonction

B B
X(r) =Sy, Vx =5 (yus +ruy) (1.8)
pour obtenir le potentiel vecteur en jauge de LandauE]
0
A'(r)=|+Bz|. (1.9)
0

Cette forme brise la symétrie entre les axes x et y, mais elle est souvent
commode pour les calculs en physique quantique, nous y reviendrons dans
le prochain chapitre.

2. On peut également prendre la fonction dejauge ) x(r) quiconduita A” (r) =) By u,.

Cours 1

<>
Po

FIGURE 1.1. Solénoide infini d’axe z, conduisant a une champ uniforme a l'in-
térieur du solénoide et nul a l'extérieur. Le courant dans ce solénoide est supposé
étre orthoradial, parcourant une nappe uniforme de rayon ry. Le choix de jauge
conduit au potentiel vecteur orthoradial indiqué sur la figure.

Exemple 2 : solénoide infini. Considérons maintenant le solénoide idéal
et infini de rayon pg et d’axe z représenté sur la figure Les deux équa-
tions de la magnétostatique, associées a I'invariance par translation le long
de I’axe z et a 'hypothese que le champ est nul quand p — oo conduisent
aux conclusions suivantes :

— A lintérieur du solénoide, le champ B est parallele a I'axe z et uni-
forme (d’amplitude notée ci-dessous By).

— Le champ B est nul a I'extérieur du solénoide.

On peut vérifier que ce champ B(r) peut étre obtenu a partir d'un po-
tentiel vecteur orthoradial A(r) = A(p) u, avec, toujours en coordonnées
cylindriques :

A(p) = BO% sip > po, A(p) = By g sip < pg. (1.10)

On utilise souvent la limite d’'un rayon po tendant vers 0, la valeur du
champ B, tendant vers l'infini de maniere a garder constant le flux ® =
7pg By du champ magnétique a travers un plan perpendiculaire a ’axe z.
On parle alors d"une ligne de flux, correspondant a

A(r) = Uy, B(r)=®(z)d(y) u.. (1.11)

2mp
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LE MAGNETISME D'UNE PARTICULE PONCTUELLE

§1. Quelques éléments de magnétostatique

On vérifie immédiatement que la circulation de A sur n’importe quel cercle
centré sur 'axe z et parallele au plan zy vaut @, tout comme le flux de B
a travers le disque correspondant. On note également que le potentiel vec-
teur devient singulier sur 1’axe z pour cette limite d'un solénoide infini-
ment fin. Dans ce qui suit, il sera utile d’écrire ce méme potentiel vecteur
en coordonnées sphériques :

® 1

Alr)= — ——u,.
(r) 27rrsin9u¢

(1.12)

Exemple 3 : monopole magnétique! Le potentiel vecteur a été introduit
pour rendre compte de la contrainte V - B = 0, traduisant 1’absence de
charges magnétiques. Si 1’'on accepte de travailler avec un potentiel vec-
teur présentant des singularités similaires a celle qui apparait dans le cas
du solénoide infiniment étroit [eq. (1.12)], on peut malgré tout (presque)
décrire un monopole magnétique isolé a l’aide de ce potentiel vecteur.

Considérons le potentiel vecteur en coordonnées sphériques

_ qm 1 —cosf

AW () u,. (1.13)

47w rsinf
Ce potentiel est défini en tout point de 1’espace sauf sur la partie négative
de l'axe z, pour laquelle § = 7. Si on applique les formules standard de dé-
rivation pour calculer V x Ay, 1, valables a priori en dehors de la singularité
du demi-axe z < 0, on trouve

B 1 O(Aysind)  0Ap\ g
By = (Vx4 = rsin 6 ( 00 Op >  4mr? (1.14)
1 04, . O0(A
By = (VxA)y=— ( 5 s %ﬁ) =0 (115
1 /0(rA 0A,

11 semble donc que nous ayons réussi a générer le champ magnétique d'un
monopole

B, = Iy (1.17)

m T
4772
a partir de I'équation B = V x A, ce qui semble paradoxal! La solution
de ce paradoxe apparait quand on calcule la circulation de A sur un petit

Cours 1

cercle d’axe z, de rayon rsin 6 ; on trouve

f(A-ugo) dy = %n(l — cos ). (1.18)

Quand on fait tendre le rayon du cercle vers 0, on trouve une circulation
nulle pour un cercle situé sur le demi-axe z > 0 (¢ — 0) et une circulation
égale a ¢, pour un cercle situé sur le demi-axe z < 0 (¢ — ). Ceci si-
gnifie qu’en plus du champ monopolaire (1.17), le potentiel vecteur (T.13)
engendre un champ paralléle a 1’axe z et localisé sur le demi-axe z < 0,
comme celui du solénoide considéré précédemment. Le champ magné-
tique total associé au potentiel vecteur est donc

B (r) = 15t + 40 O(—2)5(2)3(y)u, (119)
472
o1 ©(z) est la fonction de Heaviside On dit qu’au monopole de charge g,
est attachée une corde de Dirac, partant du point ol se trouve le monopole
(r = 0) et s’étendant jusqu’en z = —oo.

On peut également considérer le potentiel vecteur

Gm 14 cosf

AP () = (1.20)

—U,.
4 rsing 7
qui présente une singularité sur le demi-axe z > 0. Le champ magnétique
correspondant contient le méme monopole que (1.19), mais la ligne de sin-
gularité est inversée :

B (r) = 5w, — 4 0(2)5(2)0(y)u.. (121)

Notons que le potentiel vecteur peut étre obtenu en pratique en
considérant une chaine de dipoles magnétiques alignés le long du demi-
axe z < 0 (figure ) ou encore un solénoide semi-infini et de rayon arbi-
trairement petit (figure[T.Tk) (Jackson|1998). Pour (T.20), la chaine de dip6le
s’étend le long du demi-axe z > 0, depuis z = 0 jusqu’a z = +o0.

Remarquons également que la différence entre les deux potentiels vec-
teurs A et AP est exactement égale au potentiel vecteur proposé en

3. 0(2) =1si2>0,0(z) =0siz2 < 0,0(0) =1/2.
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LE MAGNETISME D’UNE PARTICULE PONCTUELLE

§2. Particule classique dans un champ magnétique

pour rendre compte d’"un solénoide infini, avec ¢ = ¢v,, ce qui est ac-
cord avec le fait que ces potentiels vecteurs correspondent chacun a un so-
Iénoide semi-infini, I'un selon z > 0, 'autre selon z < 0, avec des courants
tournant dans des sens opposés. Ceci montre que A} et A(?) ne sont pas
reliés par une transformation de jauge, au moins sur tout l'espace R?, puisque
A A® £ ¥y Nous verrons un peu plus loin comment Dirac a exploité
ce point pour déduire la quantification de la charge électrique a partir de
I’éventuelle existence d"un monopole magnétique.

2 Particule classique dans un champ magnétique

Nous passons maintenant a la description du mouvement d’une par-
ticule ponctuelle chargée, décrite par la mécanique classique, dans un
champ magnétique B(r). Dans tout ce qui suit, nous nous limiterons au
cas non relativiste, la vitesse des particules matérielles étant supposée tres
petite devant la vitesse de la lumiere.

2-1 Force de Lorentz et mouvement cyclotron

Notons M la masse de la particule et ¢ sa charge. Notre point de départ
sera la force de Lorentz qui agit sur la particule de vitesse i = v :

F =quvx B, (1.22)
conduisant a I'équation du mouvement
M# =g 7 x B. (1.23)

Cas particulier. Sile champ B est uniforme, ¢’est-a-dire indépendant du
point de 'espace considéré, le mouvement de la particule dans le plan per-
pendiculaire a B est circulaire uniforme (mouvement cyclotron), de pulsa-
tion

we = qB/M. (1.24)

Le mouvement est rectiligne uniforme le long de 1’axe du champ B.

Cours 1

Pour préparer le terrain pour la description quantique, nous allons
maintenant exprimer la loi fondamentale de la dynamique (1.23) dans le
cadre des formalismes lagrangien et hamiltonien.

2-2 Equations de Euler-Lagrange

Pour une particule ponctuelle, le formalisme lagrangien revient a se
donner une fonction L(r, 7, t) pour décrire la dynamique de la particule. A
partir de cette fonction de Lagrange (ou lagrangien), on calcule pour toute
trajectoire continue dans l'espace (r(t), 7(t)) 'action

S— [ L) #(0).4 dt.

t1

(1.25)

On pose que la trajectoire effectivement suivie par la particule pour aller du
point de départ (¢, ) au point d’arrivée r(t,) est celle qui minimise l’action.
Ce principe variationnel conduit aux équations d’Euler-Lagrange :

oL d (0L o
Bri_dt (97’1 ’ "= Y2

(1.26)

Une remarque importante pour ce qui va suivre est la constatation sui-
vante : si on ajoute a un lagrangien donné une dérivée totale par rapport
au temps

L(r,7,t) — L(r,7,t) + %Q(r,t), (1.27)

les équations de Euler-Lagrange correspondantes ne sont pas modifiées.
En effet

d o0 o0
—Q(r,t) = — o 12
=g+ D " or, (128)
J=2,y,2
ce qui conduit a ajouter la méme quantité
9*Q 9*Q
> W (1.29)

ot 8ri (97"i 87’]‘

JI=T,Y,2

aux deux membres de 1’équation (1.26).
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LE MAGNETISME D'UNE PARTICULE PONCTUELLE

§2. Particule classique dans un champ magnétique

2-3 Lagrangien dans un champ magnétique

Pour une particule libre, en absence de champ magnétique, le mouve-
ment est rectiligne uniforme et correspond au choix

1
Lijpre(r,7) = §M7'°2. (1.30)

En présence d'un champ magnétique B(r), y a-t-il un lagrangien qui
permet de retrouver 1’équation du mouvement ? La réponse est (mul-
tiplement) positive : pour tout potentiel vecteur A associé au champ ma-
gnétique B, on peut considérer

L(r,7) = %M%Q +qi- A(r) (1.31)

et vérifier que les équations de Euler-Lagrange sont bien identiques a
(1.23).

Le fait de retrouver I'équation du mouvement garantit que le
choix (1.31), bien que faisant intervenir explicitement de la jauge, ne
conduit pas a des prédictions qui dépendraient de ce choix de jauge. C’est
bien stir essentiel et on peut chercher & prouver ce résultat sans passer par
I'écriture explicite des équation de Euler-Lagrange. Considérons un chan-
gement de jauge

A(r) — A'(r) = A(r) + Vx(r), (1.32)
correspondant au changement de lagrangien
L(r,7) — Ly(r,7) = L(r,7) +q 7 - V(7). (1.33)

On constate immédiatement que les deux lagrangiens L et L, different
d’une dérivée totale par rapport au temps

L,(r,7)=L(r,7) + %Q(r) avec Q(r) = qx(r), (1.34)

et ils doivent conduire effectivement aux mémes équations du mouve-
ment.

Cours 1

2-4 Le principe d'une théorie de jauge

On peut inverser le fil du raisonnement précédent, en se mettant a la
place d'un physicien n’ayant jamais entendu parler de force de Lorentz,
mais trés imaginatif. Partant du lagrangien d’une particule libre (1.30),
L = M7?/2, ce physicien peut tirer parti de I'invariance des équations
du mouvement par ajout d’une dérivée totale par rapport au temps. Cette
invariance lui garantit que tous les lagrangiens du type

L(r,7) = %Mfia2 + qir - A(r) (1.35)

avec le champ de vecteurs A(r) tel que
A(r) = Vx(r), (1.36)

décriront également le mouvement d"une particule libre. A ce stade, il s’est
contenté de compliquer un peu gratuitement le formalisme dont il dispose,
mais il peut alors se poser la question suivante : quel type de systéme phy-
sique obtiendra-t-il s’il généralise le probléeme en considérant des lagran-
giens du type (1.35), mais en ignorant la contrainte (1.36) ? La réponse est
immédiate compte tenu de ce qui précede : il inventera/découvrira le ma-
gnétisme orbital, c’est-a-dire le mouvement d’une particule de charge ¢
dans un champ magnétique, avec B(r) = V x A(r).

2-5 Hamiltonien dans un champ magnétique

Le passage du formalisme lagrangien au formalisme hamiltonien se fait
en définissant d’abord les moments canoniques

oL

P = —, 1.37
Pi = 5 (1.37)
puis en considérant la transformation de Legendre

H(Tapat) :p"iifL(r,'iqat)v (138)

ol la vitesse 7 est supposée étre exprimée en fonction du moment p par
inversion de (1.37). Le mouvement de la (ou les) particule(s) est alors dé-
terminé par les équations de Hamilton

. _OH . 0H

r, = api’ pPi = — ari . (139)
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LE MAGNETISME D’UNE PARTICULE PONCTUELLE

§ 3. Particule quantique dans un champ magnétique

Pour le lagrangien d'une particule chargée dans un champ magnétique
proposé en (1.31), le moment conjugué vaut

p=V.L(r,7)= M7+ qA(r) (1.40)
et I’'hamiltonien s’écrit donc, apres réarrangement des termes :

(p—gA()”

H(r,p) = 51

(1.41)
On pourra vérifier que les équations de Hamilton (1.39) redonnent alors
bien 1’équation fondamentale de la dynamique (1.23) dont nous sommes
partis.

On constate immédiatement que le moment canonique p donné en (1.40),
encore appelé impulsion ou impulsion généralisée, n’est pas une quantité phy-
sique indépendante de la jauge. Ce moment est notamment différent de la
quantité de mouvement

™= Mr, (1.42)

puisque
p=m+qA(r). (1.43)

Cette distinction est le prix a payer pour obtenir une force dépendant de la
vitesse dans le formalisme hamiltonien.

3 Particule quantique dans un chp. magnétique

3-1 Quantification canonique

L’intérét du formalisme hamiltonien classique est qu’il se préte bien au
passage a la mécanique quantique, par l'intermédiaire de la regle de quan-
tification canonique dans laquelle la position 7 et 'impulsion p deviennent
des opérateurs 7 et p obéissant a

[Fj,7k] = 0, [Fj, Dr] = iRk, [p;, Pr] = 0. (1.44)

Commengons par rappeler comment ces relations de quantification
viennent imposer une forme bien particuliére de 'action des opérateurs
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position # et impulsion p sur les fonctions d’onde (Dirac|1958). A ce stade,
nous ne supposons rien sur la présence ou I'absence d’'un champ magné-
tique.

Considérons une particule ponctuelle dont I’état est décrit par une fonc-
tion d’onde complexe ¢ (r), donnant la densité de probabilité de présence
P(r) au point r :

P(r) = [¢(r)[*. (1.45)

I s’agit de déterminer l'action des opérateurs 7 et p sur cette fonction
d’onde, compte tenu des relations (1.44).

On pose par convention que l'action de 1'opérateur position 7 sur ¢ ()
est la multiplication par la variable r elle-méme :

Pl(r)] = ri(r), (1.46)

ce qui satisfait bien stir la premiére relation de commutation [}, 7] = 0 de
(1.44). La deuxiéme relation de commutation, qui relie les composantes de
7 et p, entraine alors que

Pipk[Y ()] = Pr[rjb(r)] + ik 65k ¥ (r), (1.47)

dont la solution est
p=—ihV + X(r), (1.48)

ol X (r) est a ce stade un champ de vecteur quelconque. Enfin la troisieme
relation de commutation [p;, pr] = 0 vient imposer une contrainte sur le
champ de vecteur X avec

8Xj _ an
ory Oz,

VxX=0 = X=VQpr), (1.49)

ou {2 est une fonction scalaire quelconque de 7. La regle de quantification
canonique revient donc a imposer 1’action des opérateurs r et p sur une
fonction d’onde :

<>
<
—
<
=
|

r(r), (1.50)
pl(r)] = —ihVi(r) + (VQ(r)) p(r). (1.51)
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§3. Particule quantique dans un champ magnétique

3-2 Transformation de jauge pour la mécanique quantique

Le choix de la fonction (2 dans est arbitraire, mais sans consé-
quence physique (Dirac|1958). En effet, pour un choix donné de 2, on peut
introduire la transformation unitaire, appelée transformation de jauge (et non
reliée a ce stade a un changement de jauge électromagnétique)

Y(r) — TY(r),  avec T = expliQ(#)/h], (1.52)

qui ne modifie pas la densité de probabilité P(r). Dans cette transforma-
tion, les opérateurs opérateurs et p deviennent

P — =TT =7, (1.53)
p =—-ikV+VQr) — p=TpT" =-inv, (1.54)

ce qui élimine la fonction 2. Dans toute la suite (qu'un champ magné-
tique soit présent ou non), on supposera cette transformation effectuée et
on prendra donc la convention habituelle

Plp(r)] =ri(r),  ply(r)] = -1hVi(r). (1.55)

3-3 Hamiltonien quantique

Une fois construits les opérateurs 7 et p, on peut en déduire 'opérateur
associé a toute quantité physique dépendant de la position et de I'impul-
sion, en particulier '’hamiltonien d"une particule de charge électrique g en
présence d'un champ magnétique statique

- p— qA(7))? —ihV — qA(r))?
o (P—aA()? _ (SIhV — gA(r)? (156
2M 2M
C’est la forme que nous utiliserons dans tout ce cours et que nous allons
en particulier chercher a simuler pour des particules non chargées électri-
quement.

Comme son équivalent classique, cette écriture dépend explicitement
de la jauge choisie pour déterminer le potentiel vecteur. Considérons une
fonction d’onde (7, t) solution de 1’équation de Schrodinger

200t _ (ShY — gA(r))?

5 = Sip W(r,1). (1.57)

Cours 1

Un changement de jauge électromagnétique
A(r) — A'(r) = A(r) + Vx(r), (1.58)

va modifier ’hamiltonien et ¢)(r, t) ne sera plus solution de 1’équation de
Schrédinger écrite avec le potentiel vecteur A'. En revanche, si on accom-
pagne ce changement de jauge électromagnétique de la transformation de

jauge quantique similaire a (1.52)
W(r,t) — ' (r,t) = T(r 1), avec T =expligx(®)/h],  (1.59)

alors la fonction d’onde ¢’ (7, t) que 1’on obtient est bien solution de 1'équa-
tion de Schrodinger pour le potentiel vecteur A’ :

oY (—inV —qA'(r))?
ot 2M

in Y (r,t). (1.60)
Ceci montre le lien profond entre la symétrie de jauge de 1’équation de
Schrodinger, exprimée par la transformation unitaire (1.52)), et 'invariance
de jauge des équations de Maxwell considérées ici sur le plan de la magné-
tostatique (Cohen-Tannoudji et al. (19733)), chapitre 3, complément Hiyy).

3-4 Invariance de jauge quantique + électromagnétique

On peut inverser la démarche précédente pour arriver a une formu-
lation de la mécanique quantique dans laquelle le magnétisme (ou 1'élec-
tromagnétisme) apparait naturellement via I'ajout d’une condition de sy-
métrie de jauge locale. Nous avons déja esquissé ce raisonnement dans le
cadre classique (§ et nous le transposons ici au cadre quantique.

Considérons une particule libre, de masse M, de charge ¢ et de fonction
d’onde ¥ (r, t) solution de I’équation de Schrodinger

ih— = Hy (1.61)

sans donner la forme de I a ce stade. Imposons uniquement la condition
supplémentaire suivante, correspondant a la symétrie de jauge localeﬁ:

4. Nous ne faisons pas ici de transformation équivalente sur les observables, sinon 1'uni-
tarité de la mécanique quantique rendrait cette transformation triviale.
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La physique doit rester la méme si on fait la transformation de jauge

= =Ty  avec T = expligx(#)/h). (1.62)
Clairement, le choix
N h2
H=—-—V*+V(#) (1.63)
2m

ne convient car I'équation satisfaite par ¢ ne fera pas intervenir un hamil-
tonien gardant la méme structure. En revanche, il est clair d’apres ce qui
précede que le choix générique

fr = 1Y~ A ()

+V(r) (1.64)

associé a la modification de A

A(r) = A(r) + Vx(r) (1.65)

convient.

Pour assurer cette symétrie de jauge locale, il est suffisant de se limiter
a des potentiels vecteurs A(r) égaux au gradient d’une fonction scalaire
Q(r). Mais le physicien imaginatif évoqué plus haut peut s’interroger sur
ce qui se produit si on étend ce choix d’hamiltonien « généralisé » a un
potentiel vecteur A quelconque (pas nécessairement de rotationnel nul).
La réponse est la encore simple : notre physicien découvrira le magnétisme
orbital quantique !

4 T’effet Aharonov—-Bohm

Dans leur célebre article de 1959, intitulé Significance of Electromagnetic
Potentials in the Quantum Theoryﬂ Aharonov et Bohm ont proposé une ex-

5. Le point qui nous intéresse ici est le fait que les champs E et B sont tous deux nuls dans
la région accessible aux particules, révélant ainsi I'importance des potentiels de jauge. Des
variantes de cet effet relaichent une partie de ces contraintes, comme l'effet Aharonov-Casher
ott la présence d'un champ électrostatique modifie par une phase géométrique la fonction
d’onde d'un dip6le magnétique (Aharonov & Casher|1984).

Cours 1

,
e
—
—
—

FIGURE 1.2. Géométrie envisagée par Aharonov et Bohm.

périence de pensée qui met en évidence un fait remarquableﬂ : on peut
détecter la présence d'un champ magnétique par des mesures faites sur
des particules quantiques, méme si ces particules ne sont jamais trouvées
dans des régions ot B(r) # 0 (Aharonov & Bohm [1959).

La géométrie proposée par Aharonov et Bohm utilise le solénoide in-
fini déja considéré en (I-3), que I'on place au milieu d’un interférometre a
deux voies situé dans le plan xy. Le solénoide lui-méme est entouré d’une
barriere de potentiel de sorte que les particules n'y pénetrent pas; l'inter-
férence observée sur 1'écran de détection résulte donc de la superposition
des deux ondes 1), (1) et ¢q(7), passées respectivement a gauche et a droite
du solénoide. Le résultat crucial est que la figure d’interférence n’est pas
la méme selon qu'un courant circule ou non dans le solénoide, bien que le
champ magnétique dans la région accessible aux particules (I'extérieur du
solénoide) soit nul dans les deux cas.

6. Nous prenons ici la terminologie standard d’« effet Aharonov-Bohm », bien qu’Ehren-
berg et Siday, dans un article de 1949, aient proposé une expérience de pensée similaire et
aient abouti a la méme conclusion : The irremovable anisotropy of the field-free region as a whole
emphasizes the fact that the electron-optical refractive index contains the vector potential and not the
magnetic field strength. (Ehrenberg & Siday|1949)
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4-1 L’argument de Aharonov et Bohm

Notons wéo) (r) et w((io) (r) les deux ondes de matiére en absence de cou-
rant dans le solénoide, correspondant au choix de jauge A = 0 dans tout
I'espace. Quand un courant circule dans le solénoide, le potentiel vecteur
A(r) n’est plus nul a l'extérieur du solénoide, mais le champ magnétique
B(r) = V x A(r) reste nul sur la région accessible aux particules. On a
donc dans cette région

V x A(r) =0. (1.66)

Comment intégrer cette équation différentielle ? Dans une région « sans
trou » (simplement connexe), la solution est simple. Il existe une fonction
scalaire x(7) telle que

A(F) = Vx(r). (1.67)

En effet, dans une région sans trou, on a pour tout circuit C fermé
VxAr)=0 = ?{A(T) -dr =0, (1.68)
c
ce qui permet de poser de maniere non ambigué

x(r) = x(0) + /OT A(r') - dr’, (1.69)

oil on s’est donné une origine notée 0 et ot1 on a fixé la valeur x(0) de x en
ce point.

En revanche, ce raisonnement n’est pas valable pour la géométrie de
Aharonov-Bohm car la zone accessible aux particules n’est pas simplement
connexe; on a en effet 6té du plan xy la région occupée par le solénoide.
Toutefois, on peut considérer deux régions de 1’espace notées I et II sur la
figure correspondant aux « trajectoires » passant a gauche et a droite
du solénoide. Pour chacune de ces régions, on peut résoudre sous la

forme (1.67) et écrire :
zonel: Ai(F) = Vxi(r), zonell: Ap(7) = Vxu(r). (1.70)

Considérons alors I'onde 1, qui se propage uniquement dans la région
I. Pour cette onde, le branchement du courant dans le solénoide revient a

Cours 1

O O

zonel:  Ap(r) = Vxi(r) zonell:  Ar(r) = Vxu(r

FIGURE 1.3. Deux zones (patch) sur lesquelles le potentiel vecteur en présence de
courant peut s’écrire comme A(7) = Vx(r). Attention, la fonction x n’est pas la
méme pour les deux zones !

faire le changement
A(r) =0 — Af(r) = Vxi(r), (1.71)

ce qui correspond a un simple changement de jauge. Ce dernier doit sac-
compagner d'une modification de la fonction d’onde [c.f. Eq. (1.65)]

O (1) — g(r) = expligxi(r) /] vV (r). (1.72)

De la méme facon, le branchement du courant dans le solénoide revient a
changer 'onde 14 de la manieére suivante :

D) — valr) = expligyu(r) /B ¢ (7). (1.73)

Prenons la convention x1(0) = x11(0) = 0. L'interférence des ondes de
matiére en un point de I'écran r fait intervenir

4i(r) vi(r) = exp(liaCaa(r) — xa(m)/m o (1) 0(r). (174
et 'argument du préfacteur peut se réécrire
® = x1(r) — xu(r) = A(r)-dr — A(r) - dr, (1.75)
0,Cr 0,Cux

ot Cy et C1 sont deux chemins quelconques allant de 0 & r et respectivement
situés a l'intérieur des régions I et II. Introduisons un chemin fermé C allant
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de 0 a r par la région I et revenant de r a 0 par la région II; ce chemin fait
donc un tour du solénoide et on a

o= /CA(’I“) ~dr = //Uz - B(r') %'

ce qui montre que ® n’est autre que le flux de B a travers le solénoide.
La phase relative des deux ondes de matiére arrivant sur 1’écran fait donc
intervenir ce flux, alors méme que les particules ne péneétrent pas dans la
région ol régne le champ! Notons que la phase ¢® /I peut étre qualifiée
de topologique car elle reste la méme quand on déforme contintiment le
contour C, pourvu que celui-ci ne traverse pas le solénoide.

(1.76)

4-2 Argument fondé sur I'intégrale de chemin

Dans ce paragraphe, nous allons retrouver le résultat de Aharonov et
Bohm par une méthode légerement différente, ne faisant pas appel aux
deux potentiels vecteurs A; et Ay, mais utilisant le lagrangien d’interaction
entre la particule chargée et le champ via le formalisme de l'intégrale de
chemin (Feynman & Hibbs|1965).

Dans ce formalisme, on calcule le propagateur donnant I'amplitude de
probabilité pour qu'une particule issue de 0 a I'instant ¢; atteigne le point
de I'écran a I'instant ¢,. Ce propagateur est donné par la somme des e'%/",
ou Sr est l’action associée a un chemin donné ffiallant de (0,t1) a (7, t2)

to
KOt t) o S exp(iSe/h), Sk = / Lir(t), #(t), 1] dt.
chemins I' t1
(1.77)
Les lagrangiens en absence et en présence de champ magnétique sont res-
pectivement

LO@ ) et LO(r#)+qi- A(r), (1.78)

ot I'on a inclus dans L(%) le potentiel V(r) servant a guider la particule de
part et d’autre du solénoide. On remarque alors que le terme additionnel
dans I’action d’un chemin donné

r

q/ ) r(t)- Alr(t)] dt = ¢ A(r') - dr’ (1.79)

t1 o,r
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prend la méme valeur 6.51(r) pour tous les chemins ffj restreints a la zone
I, et une autre valeur 4.511(r) pour tous les chemins ffi; restreints a la zone

IT [c.f. (1.68) et (1.69)].

Ce résultat remarquable permet d’évaluer la modification du signal
d’interférence lié au branchement du courant dans le solénoide, méme s’il
est a priori tres difficile de calculer le propagateur K en absence de cou-
rant. Pour cela, négligeons la contribution des chemins « exotiques » fai-
sant un ou plusieurs tours complets du solénoide en allant de la source a
I’écran. En absence de courant, on peut alors écrire le propagateur de (0, ¢;)
a (r,t2) comme la somme K () ~ Ki(r)+ Ki1(r) des contributions passant
a gauche ou a droite du solénoide. En présence du courant, ce propagateur
est modifié et devient

K(r) = K (T‘) + Kp(r) —  Ki(r) lS1(m)/h + KH(’I") el0Sm(r)/h (1.80)

La modification de la phase relative entre K7 et K11 due au courant est donc

%(55’1(7")—5811(7“)) = Z( "Awyar— [ A(r’)-dr’)
0, 0,11
= % 7( A(r') - dr' = q®/h, (1.81)
C

ot C est un circuit fermé encerclant le solénoide. On retrouve bien le résul-
tat du paragraphe précédent.

Nous avons donc développé deux lignes de raisonnement pour trouver
le déphasage dans une expérience de type Aharonov-Bohm :

1. On peut considérer des domaines de 'espace (patches) sur lesquels on
définit des potentiels vecteurs A(r), Ani(r), ..., et on recolle ces mor-
ceaux (i) au point 0 en posant x1(0) = x11(0) = 0 et (ii) au point 7, le
déphasage recherché apparaissant lors de ce deuxiéme recollement.

2. On peut tirer parti du fait que 'on connait pour cette géométrie le

potentiel vecteur dans tout I'espace et on utilise alors le lagrangien
d’interaction particule-champ pour calculer le déphasage.

Nous verrons un peu plus loin, dans le paragraphe consacré au monopoles
magnétiques, que I'on n’a pas toujours le choix entre ces deux possibilités
et que la premiere méthode, celle du recollement entre deux ou plusieurs
zones, est parfois incontournable.
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Ifalsceau. Aimant
4 .
électronique / toroidal
III
/
II
/
Biprisme Biprisme
Ecran de
A . ]
détection

FIGURE 1.4. Gauche : expérience de biprisme (électrostatique) de Fresnel mene
avec un faisceau d’électrons. Un aimant torique est placé dans une des deux voies
de l'interférometre. Droite : figure d’interférence obtenue avec 'aimant torique.
Le déplacement des franges entre les particules passées a l'intérieur du tore et
celles passée a 'extérieur est la signature de I'effet Aharonov-Bohm (figure tirée
de Tonomura et al.|1982).

4-3 Mise en évidence expérimentale

Des la publication de I’article de Aharonov et Bohm, des vérifications
expérimentales de cet effet ont été mises en ceuvre [voir par exemple
Chambers (1960)]. Les résultats de ces expériences ont fait 1’objet de dé-
bats, issus de la difficulté d’estimer quantitativement les effets de bords :
il faut s’assurer que la force de Lorentz due aux champs magnétiques de
fuite joue effectivement un réle négligeable. Dans une série d’expériences
menées dans les laboratoires d’Hitachi entre 1982 et 1986, A. Tonomura et
son équipe ont adopté une géométrie permettant de bien maitriser ces ef-
fets de bords (Tonomura et al.|1982; Tonomura et al. [1986)). Leur solénoide
n’est pas rectiligne comme dans l’expérience de pensée de Aharonov et
Bohm, mais toroidal, ce qui permet de minimiser les champs de fuite.

Les expériences de Tonomura utilisent un faisceau collimaté d’élec-
trons, qui est dirigé sur un écran de détection apres étre passé a travers
un bi-prisme de Fresnel (Tonomura|1987). Une version tres schématisée est
représentée sur la figure[I1.4} En absence de perturbation, ceci conduit a des
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franges d’interférences rectilignes. Dans I'expérience de 1982, Tonomura et
al. ont disposé sur un des deux chemins un aimant toroidal de Permalloy,
de forme carrée, avec des cOHtés extérieurs de 3 microns et intérieurs de
1 micron. Compte tenu des propriétés magnétiques du Permalloy, le dé-
phasage attendu entre une trajectoire passant a I'extérieur du tore et une
autre passant a l'intérieur correspond a une différence de chemin de 6 ),
ot1 la longueur d’onde A des électrons vaut A = 0.03 Angstréms pour une
tension d’accélération des électrons de 150 kV. L'expérience confirme quan-
titativement ce déphasage, avec une différence de phase mesurée de 5.5\

(figure[T.4).

Cette expérience a été raffinée en 1985, en déposant un autre matériau
(niobium) a la surface du tore en Permalloy. Quand on abaisse la suffisam-
ment la température, le niobium devient supraconducteur, ce qui a pour
effet d’écranter le champ magnétique du permalloy. La quantification du
flux dans une boucle de supraconducteur entraine que le déphasage entre
trajectoires intérieures ou extérieures au tore ne peut plus prendre que les
valeurs 0 ou w (modulo 27). Cet effet de quantification du flux magnétique
a bien été mis en évidence dans les interférogrammes produits par ce bi-
prisme de Fresnel (Tonomura et al.[1986).

5 Monopole magnétique et physique quantique

Nous terminons ce chapitre avec une question soulevée par Dirac, por-
tant sur la conséquence de l'existence éventuelle de monopoles magné-
tiques. Rappelons qu’a ce jour, aucun monopole n’a été observé; toute-
fois, Dirac a remarqué qu’il suffirait qu'un seul monopole existe pour que,
dans le formalisme quantique, la charge électrique soit quantifiée (ce qui
semble étre le cas expérimentalement) (Dirac(1931; Dirac(1948). Dans ce qui
suit, nous allons esquisser brievement le raisonnement de Dirac, en suivant
d’assez pres le traitement de Sakurai & Napolitano (2011). Nous termine-
rons par la description d"une expérience récente, simulant la création d’un
monopole magnétique dans un condensat de Bose-Einstein spinoriel.
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5-1 Quantification de la charge électrique

Supposons qu'un monopole magnétique de charge magnétique ¢, soit
présent et positionné a I'origine des coordonnées, créant le champ

Bom= -1 4. (1.82)
mr

On va s’intéresser a la fonction d’onde d’une autre particule de charge élec-
trique ¢, en mouvement autour du monopole, un électron par exemple.

Remarquons pour commencer qu’il ny a pas de potentiel vecteur A(r)
défini sur tout I'espace sauf au point du monopole, qui permettrait de re-
trouver By, via By, = V x A. En effet, on trouve pour une sphere S centrée

sur l'origine
// n- B d%r = ¢y, (1.83)
s

alors que le flux d’un rotationnel a travers une surface fermée est nul.

On pourrait légitiment craindre que notre formalisme lagrangien ou ha-
miltonien, fondé sur l'existence du potentiel vecteur, devienne inopérant.
Toutefois, on peut « sauver » ce formalisme en tirant parti du fait que I'on
n’a pas vraiment besoin de disposer d’une version unique du potentiel
vecteur sur ’ensemble de I'espace. On pourra continuer a utiliser ce for-
malisme si on arrive (i) a paver I'espace de zones ot un type de potentiel
vecteur est bien défini et (ii) a recoller ces zones entre elles. C’est en fait une
technique que nous avons déja présentée pour étudier 'effet Aharonov—
Bohm. Ici, nous allons découper I'espace en deux zones notées I et 1II, et
définir un potentiel vecteur Aj(r) et Ayr(r) sur chaque zone. C’est du re-
collement des fonctions d’onde associées a A;(r) et Ai(r) que viendra la
condition de quantification de la charge ge.

Un choix possible pour les potentiels vecteurs A;(r) et Aji(r) a déja été
donné plus haut. Rappelons-le ici :

_ Gm 1—cosd gm 14 cosf

AI(’I") AH(T‘) =

= _ . 1.84
47 rsind Yo (1.84)

= - u
4r  rsing ¥
On sait que A ne doit pas étre utilisé au voisinage du demi-axe z < 0,
car il donne naissance a cet endroit a une corde de Dirac allantde z = 0 a
z = —o0o. De méme Ajr ne doit pas étre utilisé au voisinage du demi-axe
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région 1 région 11

FIGURE 1.5. Représentation graphique des régions I et 11, définies ici par leurs
angles polaires en coordonnées sphériques.

z > 0, pour la méme raison (corde s’étendant de z = 0 a z = +00). Pour
fixer les idées, prenons donc les régions suivantes (voir figure [1.5)

— La région I est définie comme 1’ensemble des points r de I'espace, de
coordonnées sphériques 0 < 6 < 3w/4 et r # 0.

— Larégion II est définie comme 1’ensemble des points r de I’espace, de
coordonnées sphériques 7/4 < § < wetr # 0.

Dans la zone de recouvrement I N II, c’est-a-dire la zone autour de
I’équateur correspondant a 7/4 < 6 < 3n/4, les deux potentiels vecteurs
décrivent le méme champ magnétique et sont donc reliés par une trans-
formation de jaugelﬂ En l'occurrence, la transformation de jauge faisant
passer de Aj(r) a Ajr(r) est simple :

_ _Om ! _
Aqn(r) — Ar(r) = or ren gt = Vx(r) (1.85)
avec x(r) = xo0 — q—mgo, relInll, (1.86)

2T

Considérons maintenant une particule quantique et notons respective-
ment 1 et ¢r1 les fonctions d’ondes correspondant au choix de jauge A (7)
et Api(r). Dans la zone INII, ot1 'on passe d'une jauge a I’autre par l'inter-
médiaire de , les deux fonctions d’onde vy et 911 doivent elles aussi
étre reliées par cette transformation de jauge

Yri(r) = 9X(M/h vy p e INTI, (1.87)

7. Ce n'est pas vrai pour 'espace entier, car Aj(r) et Arr(r) correspondent a des champs
différents sur I'axe z.
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Il est alors simple de conclure : il faut d’apres les postulats de la mécanique
quantique que les fonctions d’onde 1(r) et ¥y (r) soient monovaluéesﬂ
Ceci impose en particulier qu’elles ne changent pas de valeur quand on
fait le changement de coordonnées sphériques (r, 8, ¢) — (1,0, ¢ + 27) :

1/)1’11 (7“, 9, ©w+ 27‘() = QZJLH(T, 9, QD) (188)
Ceci impose que e'%X(")/" ne change pas non plus quand ¢ — ¢ + 2, soit

(- Gdedm
exp (i

) =1 =  qugm=nh, (1.89)

ol n est un entier quelconque et h = 2xh. C’est la quantification annon-
céefl!

On pourra trouver dans le livre Classical Electrodynamics de Jackson une
approche différente du problémem ol on calcule d’abord le moment ciné-
tique du champ électromagnétique créé par la superposition de la charge
électrique ¢. et de la charge magnétique ¢y,, puis on pose que ce moment
cinétique doit étre quantifié en multiples de /2.

5-2 Simulation d"un monopole dans un condensat

Au cours de ces derniéres années, on a mis en évidence dans plusieurs
systéemes de matiere condensée des structures du parametre d’ordre qui
rappellent celle d'un monopole magnétique. Il ne s’agit bien stir que d’une
analogie : ces monopoles ne génerent pas de champ magnétique réel et
n’impliquent en rien la quantification de la charge électrique pressentie
par Dirac. Néanmoins, leur étude est intéressante car elle révele la topo-
logie caractéristique des monopoles, avec la corde de Dirac qui leur est
attachée. Les premieres de ces expériences ont été menées dans des ma-
tériaux de type glace de spin (spin ice) (Castelnovo et al.|[2008; Morris et al.
2009; Fennell et al. 2009). Nous allons décrire ici une expérience tres ré-
cente menée aux USA (Ambherst College) par D. S. Hall et son équipe sur

8. Rappelons que c’est ce postulat qui permet de prouver que les moments cinétiques
orbitaux sont entiers, et pas demi-entiers comme la théorie générale du moment cinétique
aurait pu le laisser supposer.

9. I est intéressant d’étudier I'effet Aharonov-Bohm pour les demi-solénoides suscep-
tibles de créer les potentiels vecteur A et Ayy, si la quantification est vérifiée.

10. Nos notations se raccordent a celles de Jackson en posant gm = 47g, ge = e/c.

Cours 1

des atomes froids. Ces chercheurs ont mis en évidence une « texture de
spin » dans un condensat de Bose-Einstein, qui conduit pour la fonction
d’onde de ce condensat a une équation d’évolution de type Schrédinger en
présence d'un monopole (Ray et al. 2014).

Nous n’allons pas développer ici tout le formalisme nécessaire pour
analyser quantitativement 1’expérience de Ray et al. (2014), mais nous en
indiquons les quelques éléments indispensables pour comprendre com-
ment un champ magnétique artificiel monopolaire peut émerger dans le
contexte d’un condensat spineur. Ces éléments sont d’ailleurs voisins des
développements que nous rencontrerons plus tard dans ce cours, quand
nous étudierons la génération de champs artificiels a partir de la phase de
Berry.

Pour présenter le contexte théorique, nous allons nous inspirer d"un ar-
ticle pionnier de Ho & Shenoy (1996), qui ont montré comment le spin non
nul des atomes alcalins utilisés dans les expériences de condensats gazeux
permettait d’envisager une physique plus riche que celle d’'un condensat
scalaire, comme I’hélium superfluide. Considérons un condensat atomique
formé d’atomes de spin 1. Nous supposerons que tous les atomes sont dans
le méme état qui s’écrit sous forme d’une fonction d’onde macroscopique

C1(r) +1
¥(r) = u(r) Co(Z“) avec Y [Gn(r) =1. (1.90)
C—l r m=—1

La fonction d’onde scalaire 1) (r) représente l'amplitude de probabilité
pour trouver un atome au point r, indépendamment de son état de spin;
le spin normaliSéE |¢) donne la répartition de la population entre les trois
états de spin. Notons que 1’écriture n’est pas unique, car on peut
multiplier ¢ par et X(") et |¢) par e7X("), T'état total ¥ restant inchangé.

Considérons I’équation d’évolution de ¥(r, t), en nous limitant a I'éner-
gie cinétique, qui est le terme pertinent pour faire émerger le champ de
jauge requis. Partons de

LY h?

11. Onnote ici avec un ket les vecteur de 1'espace de Hilbert du spin et en caracteére gras les
vecteurs de l'espace euclidien R3.
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La dérivée par rapport au temps du membre de gauche de et le la-
placien du membre de droite donnent respectivement

e . O ., 010
1ha 1hE|C> + ik s
AV = A([Q)) = (AY)|Q) +2(VY) - (V) + ¥ (A[Q)).

Multiplions maintenant (1.91) par le bra (vecteur ligne)

<C‘ = (C-T—l(r) 5 C(T(T) ) C—l(r)) .

En utilisant (¢|¢) = 1 [cf. (1.90)], on arrive a une équation d’évolution pour
1 qui se met sous la forme

(1.92)

2

ihaa—f = —;—MAdH—i%VdJ-A—H.. avec A(r) =i ((|(VI()), (1.93)
oll on a omis les termes proportionnels a v elle-méme. On voit donc appa-
raitre dans 1'équation d’évolution de + un terme en p - A, caractéristique
d’un potentiel vecteur : c’est exactement ce type de terme qu’il s’agit de
créer si on veut générer un champ de jauge artificiel. Ce terme s’accom-
pagne d’autres contributions que nous n’avons pas écrites, plus standards,
correspondant a un potentiel scalaire agissant sur les particules. Nous re-
viendrons sur ces contributions dans les prochains cours via un formalisme
plus général.

A ce stade, I'écriture d’une équation du mouvement pour ¢ peut ap-
paraitre comme quelque peu artificielle, puisqu’elle ne représente qu'une
partie de I'évolution des degrés de liberté de 'état V. Il faut donc en prin-
cipe la compléter par une équation d’évolution pour |{) et la dynamique
est alors complexe a analyser. Il existe toutefois une classe de problemes
oll cette deuxiéme étape n’est pas nécessaire : il suffit pour cela de « geler »
le degré de liberté de spin, en préparant le systeme dans un état de spin
donné et en s’assurant que les atomes vont suivre adiabatiquement cet état
si on varie le champ magnétique extérieur appliqué au systeme.

C’est ce qui a été fait dans I'expérience de Ray et al. (2014). Les auteurs
sont partis d'un condensat initialement dans 1'état |F' = 1,m, = +1) dans
un champ magnétique homogeéne et parallele al’axe z. IIs ont ensuite ajouté
une composante non homogene a ce champ, correspondant a un champ

Cours 1

FIGURE 1.6. A gauche : entrée du zéro de champ magnétique (le point noir) dans
un condensat, obtenu en variant le champ By dans I'équation . A droite :
texture de spin mesurée (haut) et calculée (bas) quand le zéro du champ est amené
jusqu’au centre du condensat. Vert : m, = —1, bleu : m, = 0, rouge : m, = +1.
On distingue le sillon créé par le passage du zéro du champ dans les composantes
m, = —letm, =0 (Ray et al.[2014).

quadrupolaire, pour obtenir un champ total de la forme

Va
B(r,t) = by
—20'z + By(t)

(1.94)

Ce champ s’annule au point z = y = 0, z = By/2b'. En diminuant len-
tement By(t), les auteurs ont fait bouger ce zéro du champ magnétique le
long d’une ligne verticale, arrivant par le dessus du condensat pour 1’ame-
ner jusqu’en son centre (figure a gauche). Ceci provoque un bascule-
ment adiabatique des spins dans la partie supérieure du condensat, o1 les
atomes se retrouvent finalement dans 1’état |’ = 1,m, = —1). Dans la par-
tie centrale, les atomes sont majoritairement dans l'état |F = 1,m, = 0)
et ils sont restés essentiellement dans l'état |F' = 1,m, = +1) dans la par-
tie inférieure. Nous avons reproduit sur la droite de la figure [1.6] quelques
résultats de Ray et al. (2014), montrant cette répartition spatiale des compo-
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FIGURE 1.7. Structure du champ magnétique artificiel B = V x.A, oii le potentiel
vecteur artificiel A se déduit de la texture de spin par l'intermédiaire de
(Ray et al.2014).

santes de spin dans le condensat une fois le zéro du champ placé au centre
du condensat. On y voit notamment le sillon créé par le passage du zéro du
champ dans la partie supérieure du condensat, au sein des composantes de
spinm, = —letm, = 0.

Une fois le zéro du champ arrivé au centre du condensat, on peut mon-
trer que la texture de spin |{) du condensat conduit a un potentiel vecteur
artificiel if (¢| (V]¢)) identique a celui envisagé pour créer un mono-
pole :
1+ cosf

rsind

A(r) « Uy (1.95)

On trouve donc une structure de champ monopolaire pour B = V x A
(figure [L7). Physiquement, ces champs de vecteurs A(r) et B(r) sont re-
liés au champ de vitesse superfluide et a sa vorticité (Ho & Shenoy [1996).
L’évolution de la fonction scalaire 1 est en principe la méme que celle d'une
charge électrique quantique placée dans le champ d"un monopole magné-
tique. En pratique, la dynamique a long terme est compliquée par le fait
que le spin des atomes risque de ne pas suivre adiabatiquement le mouve-
ment de leur centre de masse dans les régions de tres faible champ.

12. apres homothétie sur la coordonnée z.
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Chapitre 2

Mouvement d’une particule dans un champ magnétique
uniforme : les niveaux de Landau
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Ce chapitre est consacré a un probléeme essentiel dans 1’étude du ma-
gnétisme, le mouvement d’une particule chargée dans un champ ma-
gnétique uniforme. Aprés avoir rappelé brievement les résultats obtenus
en physique classique (dynamique newtonienne), nous passerons au cas
quantique, que nous traiterons de plusieurs maniéres correspondant a dif-
férents choix de jauge. Nous dégagerons en particulier la notion de niveaux
de Landau pour les sous-espaces propres de ’hamiltonien ; nous verrons
que ces niveaux ont une dégénérescence macroscopique, qui croit linéai-
rement avec l'aire de 1’échantillon. Nous nous intéresserons tout particu-
lierement au niveau de Landau fondamental (LLL pour Lowest Landau Le-
vel), pour lequel nous donnerons deux expressions explicites pour une base
d’états propres.

La derniere partie du chapitre sera consacrée a quelques effets phy-
siques particulierement importants qui apparaitront comme une consé-
quence directe de cette quantification en niveaux de Landau. Nous déga-
gerons en particulier la notion d’état de bord, qui joue un réle central dans
la physique de I’effet Hall quantique. Nous illustrerons cette notion en dé-
crivant une expérience d’interférométrie entre deux circuits électroniques
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§1. Le mouvement cyclotron classique

menée par Ji et al. (2003). Enfin, nous présenterons une proposition d’expé-
rience permettant de mettre en évidence ces états de bord pour des atomes
froids confinés dans un réseau optique (Goldman et al.[2013).

1 Le mouvement cyclotron classique

1-1 Mouvement circulaire uniforme

Quand une particule de masse M et de charge g, décrite par la physique
newtonienne, est plongée dans un champ magnétique, son mouvement
s’analyse en résolvant 1’équation fondamentale de la dynamique M# = F7,
ou F, est la force de Lorentz [voir par exemple Jackson (1998), chapitre
12]:

Fi,=qv x B. (2.1)

Prenons le champ B aligné avec 'axe z, B = Bwu,. Le mouvement se-
lon l’axe z est alors un mouvement de translation uniforme 2 = 0 et nous
pouvons restreindre notre analyse au mouvement projeté dans le plan zy.
Dans ce plan, ’équation du mouvement s’écrit :

Mbv=quvxB : T = wey, 1 = et (2.2)
otl on a introduit la pulsation cyclotron

_ 9B

e (2.3)

We
Le systeme différentiel & deux équations (2.2) se résout simplement en

v v
2(t) = Xo ©— cos(wet), y(t) = Yo + — sin(wet), (2.4)
We We

ce qui correspond a un mouvement circulaire uniforme de pulsation w,

parcouru dans le sens des aiguilles d'une montre si w. > 0. Dans (2.4),

I'origine des temps a été choisie a un instant ot1 le vecteur vitesse est pa-

rallele a ’axe y. Le centre (X, Yy) de ce cercle est quelconque, et son rayon
vaut

ro = Vo /We. (2.5)

Cours 2

FIGURE 2.1. Gauche : orbite cyclotron dans un champ magnétique uniforme.
Droite : mouvement de dérive le long de y en présence d'une force extérieure F'
parallele a I'axe x.

Cette relation se retrouve en égalant force de Lorentz et force centrifuge :
quoB = M3 /ro.

L’invariance par translation du probléeme est manifeste sur le résultat
général : pour une vitesse initiale donnée, les parametres de la trajec-
toire circulaire (rayon et pulsation) seront les mémes quelle que soit la po-
sition initiale dans le plan. On peut donc considérer que le fait d’appliquer
un champ magnétique sur la particule revient a la localiser dans 1’espace
des phases associé au mouvement dans le plan xy, sa position et sa vitesse
étant confinées dans une région centrée en (X, Yy) et d’extension

[Ar x Ap]2 ~ [ro x (MUO)]2 avec 1y = vp/we. (2.6)

Pour une vitesse initiale vy donnée, cette région est d’autant plus faible
que le champ magnétique B est grand. La mécanique quantique, avec sa
contrainte liée a 1'inégalité de Heisenberg Ar; Ap; > h/2 (i = x,y), va venir
modifier ce résultat simple.

page 2
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1-2 Le courant de Hall

Supposons maintenant qu'une force uniforme F', indépendante de la
position et de la vitesse, vient s’ajouter a la force de Lorentz F';,. Cette force
peut par exemple étre créée par un champ électrique uniforme. Pour sim-
plifier les notations, prenons cette force parallele a 'axe x : F' = F u,. Cette
force ne change pas le caractere uniforme du mouvement selon z et 1'équa-
tion du mouvement projetée sur le plan zy devient

M3 =qBy+F,  Mij=<qBi. 2.7)

En absence de champ magnétique, I’effet de la force est bien stir d’accélérer
la particule le long de I’axe . En présence de champ magnétique, la nature
du mouvement change radicalement. La solution générale de 1’équation
du mouvement est

z(t) = Xo s cos(wet), y(t) =Y+ ‘o sin(wet) @%t. (2.8)
q

We We
Cette solution représentée en figure 2.1 correspond a la composition

— du mouvement circulaire uniforme correspondant au mouvement cy-
clotron trouvé en 1’absence de force F,

— du mouvement de translation uniforme (mouvement de dérive) a vi-
tesse ©F'/(¢B), dans la direction y perpendiculaire a la force F'.

Quand la force F' est due a un champ électrique extérieur (F' = ¢ E), ce
mouvement de dérive est appelé courant de Hall.

2 Le spectre d’énergie en physique quantique

Avant de passer a la description quantitative du mouvement d’une par-
ticule chargée dans un champ magnétique, on peut utiliser les résultats
classiques précédents en les associant a 1'inégalité de Heisenberg pour pré-
voir les échelles de position et de vitesse du probleme. Partons de la rela-
tion entre position et vitesse indiquée en , weTo = vg ; en utilisant le fait
que dans un état fondamental du mouvement quantique, on a en général

M Az Av ~ k, (2.9)

Cours 2

on en déduit les échelles de longueur et de vitesse pertinentes pour une
orbite cyclotron en physique quantique :

h | h hioe
e_,/MwC_ B ”m_‘/M' (2.10)

La longueur ¢ est appelée longueur magnétique. Pour un électron libreE] dans
un champ magnétique de 1 Tesla, on trouve w. /27 = 28 GHz, { ~ 26 nm et
v ~ 4000m/s.

Il existe de multiples chemins pour passer au stade quantitatif et trou-
ver les énergies et les états propres de ’hamiltonien d"une particule dans
un champ B uniforme :

. 12
& (PeqA(r))

H= Y V. avec V x A= Bu,. (2.11)

Une des raisons de cette grande variété de techniques réside dans l'inva-
riance de jauge : des potentiels vecteurs A a priori tres différents (jauge de
Landau ou jauge symétrique par exemple) peuvent donner lieu a des cal-
culs eux aussi éloignés, méme si ils conduisent au final au méme spectre
d’énergie et aux mémes sous-espaces propres. Dans la mesure oti nous au-
rons besoin de ces techniques pour décrire des situations plus complexes
dans la suite du cours (en présence d’un potentiel extérieur par exemple),
nous allons maintenant les passer en revue.

2-1 Le spectre obtenu par la méthode algébrique

Cette méthode permet de trouver le spectre de ’hamiltonien sans faire
de choix de jauge particulier. Considérons pour commencer 'opérateur
hermitien quantité de mouvement :

M =p; =qA;(7),  j=wzy p==hV, (212)
avec lequel on peut réécrire I’'hamiltonien
v L (e e
= (HI + Hy) 2.13)

1. Pour un électron dans la bande de conduction de GaAs, la masse M et donc la pulsation
cyclotron we sont considérablement modifiées : M}, ~ 0.07 M. Pour une discussion détaillée,
incluant les effets magnétiques de spin, voir par exemple Eisenstein (2005).
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Contrairement a ce qui se passe pour les deux composantes x,y de I'opé-
rateur position 7 ou de 'impulsion p, les deux composantes de 1'opérateur
II ne commutent pas:

[11,,11,] = i hgB. (2.14)

La recherche des états propres de (112 + 112)/2M, sachant que le com-
mutateur de ces deux opérateurs hermitiens est une constante, est un pro-
bleme tres similaire a celui de la diagonalisation de ’hamiltonien d"un os-
cillateur harmonique (P24 X?)/2 avec [X, P] = i. Nous allons donc utiliser
une méthode similaire a celle développée par Dirac pour résoudre le pro-
bleme de l'oscillateur harmonique.

Introduisons les deux opérateurs annihilation et création

= ﬁ (. +im,),  af= ﬁ (I <ill,).  (@15)

La relation de commutation
[a,af] =1 (2.16)

et ’expression de I'’hamiltonien
. 1
H=hw|a'a+ 3 (2.17)

sont identiques a celles obtenues pour les opérateurs d’un oscillateur har-
monique de pulsation w.. On en déduit que les valeurs propres de H sont
nécessairement de la forme

1
E, = (n + 2) hwe , avec n entier positif ou nul. (2.18)

Ces niveaux d’énergie, réguliérement espacés de la quantité Aw., sont ap-
pelés niveaux de Landau.

Pour rechercher la forme des états propres, il faut choisir une jauge pour
exprimer le potentiel vecteur, ce que nous ferons dans les paragraphes sui-
vants. Notons d’ores et déja que puisque nous étudions ici un probleme
bi-dimensionnel et qu’on trouve que les énergies sont repérées par un seul
nombre quantique n, on peut s’attendre a ce que les niveaux d’énergies

Cours 2

?J'T Yy
ll/fr‘\ 1y :
N4
N\
P [ ()2 | m =12
A\

0 )

FIGURE 2.2. Gauche : représentation du potentiel vecteur en jauge symétrigue.
Droite : densité de probabilité pour une fonction propre de I'hamiltonien en jauge
symétrique appartenant au LLL. La densité de probabilité r |1, (z,y)|* est maxi-
male pour r,, = +/2m+14; on a tracé ici cette densité de probabilité pour
m = 12.

soient dégénérés. Nous verrons que c’est effectivement le cas, la dégéné-
rescence étant en fait macroscopique pour chaque niveau F,, : le nombre
d’états propres croit proportionnellement a la surface accessible a la parti-
cule dans le plan zy.

2-2 Etats et énergies propres en jauge symétrique
Nous prenons dans ce paragraphe la jauge symétrique (cf. figure[2.2)

Ay(r)=eBy/2, Ay(r)=Bz/2, A.(r)=0. (2.19)
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Notons que ce choix de jauge brise l'invariance par translation du pro-
bleme, mais respecte l'invariance par rotation autour du centre. L’hamilto-
nien H se développe alors pour donner :

A=PatP | Lyrage L gn 0% Gh cgp). (2.20)
2M 8¢ : 2 Y T
ce qui peut encore se mettre sous la forme
= HO@%EZ, avec Hy = %+8Mw2r2 L. = ipycipe. (221)

Discutons d’abord séparément les deux composante de H , C’est-a-dire
Hy et L.. U'hamiltonien H, décrit un oscillateur harmonique isotrope a
deux dimensions, de pulsation w./2. On peut chercher une base d’états
propres de H, en écrivant Hy = HO ++Hy .y, ol H, _j est’hamiltonien d'un
oscillateur & une dimension selon la direction j = z,y. Une base d’états
propres est alors obtenue en considérant les états |n,, n,), ott on a déposé
n; quanta d’excitation selon la direction j, 'énergie associée étant :

1 hwc 1 h/wc h(‘uC
("”2) 2 *(”WQ) 3~ Mo+ 5m mo=mnatny. (222)

En particulier :
— l'état fondamental |0, 0) d’énergie fiw./2 est non dégénéré;
— le premier niveau excité d’énergie 3/uv./2 est de dégénérescence 2 et
engendré par les deux états |1,0) et |0,1);
— le deuxiéme niveau excité d’énergie 5w, /2 est de dégénérescence 3 et
engendré par les trois états |2,0), |1, 1) et |0, 2), etc.
Plus généralement, la dégénérescence du niveau ny est ng + 1 (voir fi-
gure cadre du haut). La fonction d’onde associée a un état |n,,n,) est
Py, ()7 /4% P, (y)e€¥*/4, ot les P, sont les polynomes de Hermite
(de degré n).
L'opérateur L. est la composante selon z du moment cinétique orbital.
Son expression en coordonnées polaires est simple
0

L, = <ih— (2.23)
Op

Cours 2

et ses fonctions propres sont donc du type F(r) €™ ot1 m est un entier re-
latif et F' une fonction quelconque de la variable radiale. Notons que I'état
fondamental de H,, de fonction d’onde e€7°/4€ ast bien de cette forme
avecm = 0.

Cherchons maintenant une base propre commune a Hy et L, qui consti-
tuera donc également une base propre de H. On peut travailler par sous-
espace propre de Hy :

— Nous venons de noter que l'état fondamental e€ /48 est un état

propre commun a HoetL..
— Dans le premier niveau excité de H,, les états ny = 1,n, = 0) et
Iny = 0,n, = 1) ont pour fonctions d’onde respectives ze€r/A
et ye€7/4¢ ; ils ne sont donc pas séparément des états propres de
L,, mais il est facile de trouver deux combinaisons linéaires qui
conviennent :

€ip o€ r2 /402

2 /402
)GET /4L —re

et (x+iy) €A otie eETZ/MQ,
(2.24)

(r<iy

associées respectivement a m = <l et m = +1.

— Plus généralement, dans un sous-espace propre donné de Hj associé
au nombre quantique ny = n, + n,, on peut identifier ny + 1 états

propres indépendants de L, associés aux nombres quantique azimu-
taux

m = &ng, <Ny + 2,...,N0 <2, ng. (2.25)

L’écriture générale de ces états est assez compliquée, sauf pour les
deux états extrémes m = +ny qui ont pour fonctions d’onde :

m = xng : (xtiy)"e €r’/al® _ pm otime ger? /462 (2.26)

Maintenant que nous disposons d’une base commune a HO et Ez, le
probleme de la diagonalisation de H est résolu. Un état propre commun a
Hy et L., de valeur propres (ng+1)hw./2 et mh, sera également état propre
de H avec la valeur propre

MC@mMC
2 2’

Eng,m = (n0+1) avec m = &ng, Sng+2,...,n052,ng.

(2.27)
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ce qui s’écrit encore

5 entier positif ou nul. (2.28)

E, = (n + 1) hwe, avec n = 1o <2:>m
On retrouve donc la structure de '’hamiltonien en niveaux de Landau ré-
gulierement espacés (voir aussi la figure[2.3} cadre du bas). On note de plus
que chaque niveau de Landau est infiniment dégénéré, au moins si la parti-
cule peut explorer tout le plan zy. Il existe en effet une infinité de facon
d’atteindre tout entier n a partir de couples (ng, m) si on ne restreint pas
les valeurs de ng et m réalisables.

2-3 Le niveau de Landau fondamental (LLL)

Cette procédure fournit un moyen systématique pour trouver une base
d’états propres de H. Intéressons nous ici au niveau de Landau fondamen-
tal n = 0 (Lowest Landau Level, LLL en anglais), obtenu en prenant systéma-
tiquement ny = m dans (2.28). Nous avons donné en la forme des
fonctions d’onde correspondantes, que nous reproduisons ici :

Yngmm, m (,9) 0 (x + iy)™eST /A6 = pmeimeoSrt/AL (2.29)

Nous avons tracé sur la figure la densité de probabilité radiale
7|tm|?, associée a un état v, du LLL (oublions I'indice ny puisqu’il est
de toute facon égal a m pour le LLL). Cette densité de probabilité est inva-
riante par rotation autour de 1’axe z et elle est maximale sur un cercle de
rayon

ron = VI AT (2.30)
Sa largeur a mi-hauteur est indépendante de m et d’ordre
Ar ~ L. (2.31)

Une particule préparée dans un état v,,, donné est donc localisée sur un
anneau étroit, la réunion de tous ces anneaux recouvrant le plan. On trouve
par ailleurs

(m|r?|thm) = (2m + 2)¢%. (2.32)

Cours 2

TLoi4
TLO:3
ng =2
1’1,():1
Wzl
— nO:(]
m=—2 -1 0 +1 +2 +3
L n_2
eee =1
hwe
see n=20
m=-2 -1 0 +1 +2 +3

FIGURE 2.3. Haut : structure des niveaux d'énergie de I'hamiltonien Hy décrivant
un oscillateur harmonique 2D, avec des niveaux (ng + 1)hw./2, ng entier positif
ou nul. La dégénérescence d'un niveau est ng + 1, et les états propres peuvent
étre repérés par les deux nombres quantiques, ng et m, oit mh est la valeur de la
composante selon z du moment cinétique L. Les fleches grisées indiquent l'action
de <w.L, /2 sur certains niveaux. Bas : structure des niveaux d’énergie de I'ha-
miltonien H décrivant une particule dans un champ magnétique uniforme. Cette
structure se déduit de celle du haut en déplagant un niveau (ng, m) de I'énergie
Shwem/2.
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L’orthogonalitéE] des différents v, est assurée par leur dépendance dif-
férente vis a vis de I'angle polaire ¢ :

/¢jn(?“)¢m/ (r) d*r /eei"weim/‘p do =276, - (2.33)

Introduisons maintenant la variable
u=x+iy. (2.34)

On déduit de (2.29) que I'on peut écrire un état quelconque du niveau de
Landau fondamental sous la forme

Y@ y) =Y Conth (2, y) = Fu) e /4 (2.35)

F(u) = Z Cpu™ (2.36)

est un polyndome (ou une fonction analytique) quelconque de la variable
u. La restriction au niveau de Landau fondamental correspond donc & un
passage effectif d’un espace a deux dimensions vers un espace a une seule
dimension. Avant restriction au LLL, les états possibles sont des fonctions
d’onde des deux variables indépendantes x et y, ou de maniere équiva-
lente, des fonctions des deux variables complexe u = z + iy et & = z ©1iy.
Apres restriction au LLL, les états sont décrits par des fonctions de la seule
variable v = z + iy et ne dépendent plus de u (sauf en ce qui concerne la

. 2 2 _ o
gaussienne e€7 /46" = g€ un/46T),

Quel moment cinétique orbital pour un état du LLL? Le fait que les
états de base soient états propres du moment cinétique canonique L.
avec des valeurs propres m#h toutes différentes pourrait laisser supposer
qu’ils n’ont pas tous le méme moment cinétique « physique » moyen. Ce
n’est pas le cas; tout comme l'impulsion p n’est pas égale a la quantité de
mouvement M#, I'opérateur L = 7+ x p ne décrit pas la quantité physique
moment cinétique orbitalEIM P xb=7xIL

2. Les ., normalisés ont pour expression ¥, (1) = mr’"ei"“"e*ﬂ/u2 avec N, =
[n!m (20)"F1] 12,

3. Enanglais, on appelle L canonical angular momentum et r x II kinetic angular momentum.

Cours 2

Calculons la valeur moyenne de la composante selon z de cette quantité
physique. Partant de

rxl'[:rxp@qrxA:L@g(szryQ)B (2.37)

et en utilisant (2.32), on trouve
(V| (r X II), |t0y,) = mh < (m + 1)k = <A, (2.38)
ce qui donne un moment cinétique orbital moyen égal a <% pour tous les

états du LLL.

Retour sur la méthode algébrique. La forme H = (afa + 1/2)hw, de
I’hamiltonien obtenu par la méthode algébrique (cf. (2.17)) permet de re-
trouver simplement la structure des états du LLL. Pour le choix de jauge
symétrique, le niveau fondamental correspond aux états |1)) tels que

av) =0, avec a= \/2;? (ﬁz +ip, + %(@ @iﬁc)) . (239)

Ré-exprimons cet opérateur en termes des variables u et u, considérées
comme indépendantes, et de leur dérivées :

1 1
u=z+iy, t=zeiy = auzi(ax@iay), 511:5(5:1;4-15;,)-
(2.40)

= @i\/g (aﬁ ¥ 4%) (2.41)

et les fonctions ¢ (x,y) = ¥ (u, u) solutions de (2.39) sont telles que

Ona

ap(u, @) =0 = p(u,a) = F(u)eSwH/4 (2.42)

ce qui redonne bien (2.35).

Notons pour terminer qu’il est alors possible de construire les états du
premier niveau de Landau excité (puis les autres niveaux de Landau) en
faisant agir 'opérateur a' sur les états du LLL que nous venons de trouver.
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2-4 Dégénérescence du LLL.

Supposons que le mouvement dans le plan zy de la particule soit res-
treint & un domaine de surface S. On supposera bien str que S > ¢? pour
qu’on puisse y placer plusieurs orbites cyclotrons. La question liée a la dé-
générescence est donc : combien d’orbites indépendantes peut-on y loger,
ou encore quelle est la dégénérescence du LLL en fonction de S? La ré-
ponse rigoureuse a cette question n’est pas simple. Il faut passer du plan
vers une spheére ou un tore et prendre les conditions aux limites appro-
priées [voir par exemple Cooper (2008)].

Nous nous contenterons ici d"un raisonnement approché en prenant un
domaine en forme de disque de rayon R, avec S = mR?. Nous utilisons
comme précédemment la jauge symétrique, en prenant pour origine r = 0
le centre du disque. La densité de probabilité radiale r|¢(z,y)|* pour une
fonction de base est maximale au rayon r = v/2m + 1 £ et décroit ra-
pidement (sur une distance ~ ¢) de part et d’autre de ce rayon. Pour que
cette fonction de base intervienne de maniére significative dans le déve-
loppement d'un état physique de la particule, il faut que la région ot elle
prend une valeur significative soit a l'intérieur du disque, ce qui impose :

RQ
n< o (2.43)

La dégénérescence D du LLL est donc donnée par ce nombre

R? S S @

202 " 2702 " 27h/qB

D~ (2.44)

ot ® = BS est le flux du champ a travers la surface S et ®q le quantum de
flux :
Oy = —. (2.45)

En d’autres termes, on peut considérer que la surface occupée par une or-
bite cyclotron est 2m¢?> = h/qB et que D représente le nombre d’orbites
indépendantes logeables dans la surface S.

Nous avons donné plus haut la valeur £ = 26 nm pour un électron dans
un champ magnétique de 1 T. Pour un échantillon typique de 100 ym?, ceci
correspond a une dégénérescence D = 24 000.

Cours 2

3 Jauge de Landau et courant de probabilité

3-1 Séparation de I’hamiltonien en jauge de Landau

Pour la suite de ce cours, il sera utile de considérer le probleme aux va-
leurs propres de I'hamiltonien pour une autre jauge couramment utilisée,
la jauge de Landau, définie par (voir la figure 2.4)

A = Bru,. (2.46)

L’hamiltonien de la particule plongée dans le champ magnétique B s’écrit
alors

. . 2
Py (by ©qB2)

E[ =
2M 2M

(2.47)

Mouvement selonl’axe y. Puisque I'hamiltonien ne dépend pas de
l'opérateur position gy, mais seulement de 1'opérateur impulsion p,, nous
pouvons chercher ses états propres sous forme d’ondes planes e*¥, multi-
pliées par une fonction 1)y, a ce stade inconnue de la variable z :

HU, = EV,, avec Uy(r) = ¢r(x) ehy, (2.48)
I est commode de supposer que 1’échantillon a une taille finie L, le long
de I’axe y et de prendre des conditions aux limites périodiques le long de
cet axe[ﬂ Dans ce cas, le nombre d’onde k décrivant le mouvement selon y
est quantifié

2m

k= —n,,

avec ny € Z. (2.49)
L?/

Mouvement selon I'axe z. La fonction v (z) introduite en (2.48) décri-
vant le mouvement selon 1’axe z est solution de

2 T 2
em @) + PEZIBD ) = B ) 2.50)

4. Ceci revient formellement a considérer une surface cylindrique percée par un champ
magnétique radial plutdt qu'une surface plane.
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A YA

— - - - - - -~

Uz, )2 P

FIGURE 2.4. Gauche : représentation du potentiel vecteur en jauge de Landau.
Droite : densité de probabilité pour une fonction propre de I'hamiltonien en jauge
de Landau appartenant au LLL, W(t) = vy (z) €'Y, 0@t 1)(z) est une gaussienne
de largeur ( et centrée en x, = hk/(qB) = k(2.

ce qui peut se mettre sous une forme plus parlante :

K2 1
@szg (z) + §wa (z wxp)’ Yr(z) = E () (2.51)
avec
ok
=g = ko2, (2.52)

On reconnait I’équation aux valeurs propres d'un oscillateur harmonique,
de pulsation w, et centré au point x.

Cours 2

3-2 Le spectre de Landau retrouvé

Puisqu’on a ramené 1’hamiltonien a celui d"un oscillateur harmonique
a une dimension, on connait bien stir son spectre :

1
Epn = (n + 2) hwe. (2.53)
On retrouve bien le résultat obtenu par la méthode algébrique (cf. (2.18)).
Plusieurs remarques sont a faire sur ce résultat :

— Bien que le nombre d’onde % associé au mouvement selon y soit gé-
néralement non nul, il n’y a pas d’énergie cinétique h%k?/2M associé
a ce nombre d’onde! La présence du champ magnétique fait que la
«seule » influence de ce nombre d’onde est de décentrer 1'oscillateur
selon la direction z. Nous allons revenir sur ce point plus loin, en éva-
luant la vitesse moyenne selon y pour une particule dans l'état Uy

— Le LLL est obtenu en prenant les fonctions d’onde des différents os-
cillateurs associés aux nombres d’onde k dans leur état fondamental ;
chacune de ces fonctions d’onde est une gaussienne centrée en z;, et de
largeur ¢. La base de fonctions du LLL que 'on obtient ainsi est donc
de la forme

Uy (r) o e€ (wexk)?/26% giky (2.54)

— L'orthogonalité des différentes fonctions ¥, ainsi trouvées provient de
leur dépendance différente vis a vis de la variable y :

/\Il;;(r) Ty (r) d?r o /eeikyeik/y dy = Lydn, n: , (2.55)

ot n, et n; sont les deux entiers caractérisant la quantification des
nombres d’onde k et £/, selon la loi donnée en (2.49).

— Deux valeur consécutives de k, séparées de 27/L,, conduisent a des
centres d’oscillateurs tres voisins :
2 2T

l
Ty ST = 27TL—y si kek' = I’ (2.56)

ce qui est trés petit devant ¢ si la taille L, de1’échantillon est elle-méme
grande devant /.
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Dégénérescence des valeurs propres. On peut finalement retrouver la
dégénérescence d’'un niveau de Landau donné, par exemple le LLL. Pla-
¢ons la particule dans une boite rectangulaire de taille L, x L,. Pour que
la fonction ¥(z,y) soit pertinente, il faut que le centre z; de l'oscillateur
soit situé a l'intérieur de cette boite, ce qui impose une contrainte entre le
nombre d’onde k et la taille L,

Ly

0<ap <L, = 0<k<

(2.57)

Par ailleurs, nous avons vu que la valeur finie de la taille L, impose que
k ne peut prendre que des valeurs discretes, espacées de 27 /L, [cf. (2.49)].
Ceci donne un nombre total de valeurs possibles compte-tenu de (2.57) :

L, L, S

X5 5 T o (2.58)

oit S = L,L, représente l'aire du rectangle. A chacune de ces valeurs de
k est associé un oscillateur harmonique pertinent, dont 1’état fondamental
fait partir du LLL. On retrouve ainsi la dégénérescence obtenue pour la

jauge symétrique en (2.44).

3-3 Courant de probabilité dans un état de Landau

Pour comprendre pourquoi il n'y a pas de terme d’énergie cinétique
h?k?/(2M) qui apparait dans I'énergie totale d’un état Uy, nous allons éva-
luer la quantité de mouvement moyenne d’une particule préparée dans cet
état. Rappelons que 'opérateur décrivant la quantité physique « quantité
de mouvement », ¢’est-a-dire Mwv, s’écrit

Il = p =qA(#)  avec p=<«iV. (2.59)
Considérons un état donné du LLL de la forme donnée en (2.54)) :
Uy (r) = ¢p(x) ehY o o€ (@E)?/267 Giky (2.60)

et intéressons-nous a la quantité de mouvement moyenne

M (%) = / Ui (r) (GihV <qA(r)) Yi(r) d*r. (2.61)

Cours 2

La composante selon = de cette quantité de mouvement est nulle. En effet
A, = 0 et la valeur moyenne de I'impulsion p, dans 1’état fondamental de
I’hamiltonien réduit selon z, donné en (2.50), est également nulle.

Le raisonnement selon 1'axe y est plus subtil. L'action de p, sur U (r)
fait apparaitre hk de sorte que

M, (k) = / Ui (r) (hk <qA,) Ui(r) d?r. (2.62)

Cette quantité peut se calculer explicitement pour donner apres intégration
selon y

0y (k) = <0, / e ()2 (& ) da. 2.63)

Pour 1'état fondamental ¢ (x) de l'oscillateur harmonique centré en xy,
cette intégrale est nulle, car I'état fondamental est symétrique par rapport
au point . On constate donc que malgré la présence du terme en e'*¥ dans
I'expression de 1’état propre, la vitesse moyenne — ou la quantité de mouve-
ment moyenne — associée a cet état est nulle : la contribution de I'opérateur
impulsion est exactement compensée par celle du potentiel vecteur.

3-4 L'originalité de la structure en niveaux de Landau

Nous avons donc a ce stade complétement caractérisé le spectre d’une
particule quantique chargée, en mouvement dans un plan zy perpendi-
culaire a un champ magnétique. Nous avons trouvé un spectre en éner-
gie composé de niveaux discrets, équidistants, avec une séparation /..
Chaque niveau est macroscopiquement dégénéré. Plus précisément, le
nombre d’états indépendants composant chaque niveau, c’est-a-dire la
dimension du sous-espace propre, croit linéairement avec la surface de
I’échantillon.

Ce résultat est a premiere vue tres similaire a celui obtenu pour une par-
ticule placée dans un réseau périodique, dans la limite des liaisons fortes
(figure 2.5). Assimilons chaque site du réseau a un puits harmonique de
pulsation w; en 1’absence d’effet tunnel, le spectre en énergie de la parti-
cule est composé d’états discrets séparés par 1'énergie fiw. La juxtaposition
de tous ces spectres pour les différents sites du réseau donne un résultat
formellement identique a celui du spectre en niveaux de Landau, avec une
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® B O (I
C Iy
C e =

FIGURE 2.5. Deux systemes physiques conduisant au méme spectre. A gauche,
une particule dans un champ magnétique uniforme. A droite, une particule dans
un réseau périodique dans la limite d'un couplage tunnel J entre sites voisins qui
tend vers 0. Le spectre est alors formé de bandes étroites séparées de hw, oit w est
la pulsation de I'oscillation en chaque site du réseau.

dégénérescence de chaque énergie qui croit linéairement avec 1'aire (ou le
nombre de sites) du systeme. En présence d’effet tunnel, les bandes d’éner-
gie du réseau acquierent une certaine largeur, mais celle-ci reste faible tant
que I'élément de matrice tunnel est petit devant hw.

Nous arrivons donc a la question importante suivante :
Y a-t-il une différence entre le probleme d’une particule mobile dans un plan or-
thogonal a B et celui d'une particule évoluant dans un réseau 2D de grande pro-
fondeur ?

La réponse est positive : les propriétés d'un systeme ne se résument
pas au spectre de son hamiltonien, et la structure des sous-espace propres
joue un role essentiel. Méme si on se restreint au cas d'une particule indi-
viduelle, les niveaux de Landau ne sont pas des bandes ordinaires. Elles
ont une propriété topologique non triviale, caractérisée par un nombre de
Chern non nul. La manifestation la plus simple de cette propriété est ob-
tenue pour un systeme de taille finie, dans lequel des états de bord, de
chiralité déterminée, sont nécessairement présents. Nous allons illustrer ce
point dans le paragraphe qui suit.

Cours 2

4 FEtats de bord et applications

Notre but dans ce paragraphe est de montrer une caractéristique essen-
tielle du magnétisme orbital quantique, la présence d’états de bord suscep-
tibles de transporter un courant dans un échantillon. Une conséquence tres
importante de l'existence de ces états est la présence de plateaux dans 1'ef-
fet Hall quantique entier, que nous allons tres brievement évoquer. Nous
allons suivre ici une approche inspirée de Girvin (2000), Yoshioka (2002) et
Goerbig (2009).

4-1 Modélisation d’un échantillon de taille finie

Nous allons considérer un échantillon de taille finie, en forme de rec-
tangle. Nous allons utiliser la jauge de Landau introduite au paragraphe
précédent :

A = Bz u,, (2.64)

qui fait jouer des roles différents aux directions z et y. Selon 1'axe y, le
domaine accessible a une longueur y et nous prendrons comme précédem-
ment des conditions aux limites périodiques selon cet axe. Selon 1'axe z,
nous supposons que les particules sont soumise a un potentiel V'(z), confi-
nant la particule dans la zone comprise entre <L, /2 et L,/2. La forme
exacte du potentiel n’a pas beaucoup d’importance et la seule condition
que nous mettrons est que la distance sur laquelle V' (z) remonte est petite
devant L, (voir figure[2.6).

Le traitement que nous avons développé précédemment pour trouver
le spectre de I'hamiltonien et une base d’états propres reste valable. On
peut toujours chercher les états propres sous la forme

. 2
Up(r) = gu(z) e, k= Liny n, €7, (2.65)
)

ot la fonction d’onde ¥, (x) est désormais solution de

2
Sy Ul@) + |5 Me? (@ on V@) | ) = Ba(e) (260

avec xj, = k(2.
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I T >
—L,/2 L,/2

FIGURE 2.6. Potentiel V (x) confinant les particules selon la direction x.

4-2 Les états de bord

Pour simplifier notre traitement mathématique, nous supposerons ici
que le potentiel V' (z) varie doucement sur 1’échelle de longueur ¢ qui carac-
térise l'extension de I'état fondamental du potentiel harmonique Mw?z? /2.
On peut alors, a k fixé, linéariser le potentiel V() au voisinage de z, :

V(z) = V(zg) + (x ©ap) V' (z) (2.67)

ce qui permet de réécrire I'équation aux valeurs propres sous la
forme

2
o U (@) 4 | g M2 (1 sy 500 + x| Yi(e) = Enla) - (268)

oll on a introduit le décalage du centre de 1'oscillateur harmonique induit
par la force dérivant du potentiel V' (z)

V'(xk)
et le déplacement en énergie
1
er = V() (:>§Mw3(5:(;k)2 ~ V(xg). (2.70)

5. Cette hypothése n’est pas essentielle, comme expliqué par exemple dans Yoshioka
(2002).

Cours 2

Ly

Uy(kl) =0

Uy(k‘g) >0

FIGURE 2.7. Densité de probabilité des fonctions propres en jauge de Landau, en
présence d’'un potentiel V (x). Les centres des fonctions d’onde sont déplacés de
dxy, [cf. ] dans les régions oil le potentiel varie (V' (z) # 0). A ce déplace-
ment du centre est associée une vitesse moyenne non nulle le long de la direction

Y.

La derniére approximation est valable si on se limite a des potentiels a
bords suffisamment mous pour que dz;, < /.

Intéressons-nous maintenant a la vitesse moyenne associée aux états
propres v, compte tenu de la présence du potentiel V(). Si le potentiel
V (z) est choisi a fond plat, la force <V’ (z) est nulle sur toute 1’étendue de
ce fond et il en va de méme pour le décalage dzy.

— Pour les états dont le centre xy, est situé dans cette partie plate du po-
tentiel, 'argument développé au paragraphe précédent reste valable :
la vitesse moyenne, donnée par

o) = 20, [ @) (x <50) da. @.71)
est nulle car la densité de probabilité de |1, (z)|* est symétrique par

rapport a xy,.

— En revanche, pour les états dont le centre z;, est situé sur les bords de
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I’échantillon,
xp ~ £L,/2, (2.72)

la force <V’(xy) et donc le décalage dx), sont non nuls. Plus précisé-
ment, I'intégrale (2.71) donne en utilisant le fait que 1, est normée :

V'(xk)

Mw,
Il y a donc une vitesse v, non nulle associée aux états situés sur les bords
de I’échantillon. Pour w. = ¢B/M > 0, cette vitesse est négative pour les
états au voisinage du bord © = <L, /2 et positive sur 'autre bord =z =
L, /2. Ceci correspond donc a une rotation de la particule sur les bords
de I’échantillon dans le sens direct (inverse des aiguilles d’une montre),
alors que le mouvement cyclotron se fait pour les mémes conditions dans
le sens horaire. L'existence de ces états de bords chiraux, dont la vitesse a
un signe déterminé par l'orientation du champ magnétique, constitue une
différence essentielle entre la dynamique sur un réseau « usuel » et celle
obtenue pour les niveaux de Landau. Elle s’interprete classiquement en
terme « d’orbites sautantes », ou en « festons » (skipping orbits en anglais).
Il s’agit de trajectoires cyclotrons interrompues par un choc sur le bord de
I'échantillon (figure 2.8).

vy (k) = we ((z) ©a) = wdr, = (2.73)

On notera que la direction et la valeur de cette vitesse des états de bord
sont en relation directe avec I’analyse que nous avions faite pour le courant
de Hall dans le cas classique. Le potentiel de confinement crée un force
F = &V’ selon la direction x et les particules acquiérent une vitesse de
dérive &F/(Mw,) = <F/(¢B) dans la direction y [cf. 2.8)].

Indiquons un autre moyen pour retrouver la vitesse associée a un état
de bord. L'énergie de l'état ¢, solution de 1'équation différentielle
vaut

Ek)=n+1/2)hw. + e, ~ (n+ 1/2)hw + V(z). (2.74)
Cette relation peut étre vue comme une relation de dispersion : la vitesse
de groupe qui lui est associée est dirigée selon y et vaut

1dE _1dV(z) 1 (dV dz
o ldE 1 _ 1 [fdV el 2.75
Vg.y (k) hdk ~ h dk h\de ), _,  dk @
soit 1 /dVv
o L (dV 2.76
'Ug,y( ) qB ( €T ) T=x) ( )
Cours 2

gqB/M >0

—L,/2 4L,

FIGURE 2.8. Orbites classiques correspondant aux états de bords quantiques.

ce qui est bien identique a (2.73) puisque w. = ¢B/M.

4-3 Le courant de bord pour des fermionsa 7 =0

Supposons maintenant que I'on dispose d'un gaz de fermions sans in-
teraction et sans spin, et que ce gaz soit a température nulle (état fonda-
mental). Cet état fondamental est obtenu en remplissant tous les niveaux
a une particule jusqu’a I’énergie de Fermi correspondant au potentiel chi-
mique . Intéressons nous au cas ot 1'énergie de Fermi est située entre
deux niveaux de Landau, par exemple entre le LLL, d’énergie 7uv./2, et le
premier niveau de Landau excité, d’énergie 3hw, /2.

On va donc remplir sur les deux bords de 1’échantillon des états de
bords dont I'énergie varie entre hw./2 et . Cherchons a évaluer le courant
total circulant sur le bord de I’échantillon. Chaque état occupé ¥, contribue
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FIGURE 2.9. Remplissage a température nulle des états du LLL en absence (haut)
et en présence (bas) d’une différence de potentiel chimique entre la gauche et la
droite de I'échantillon. Chaque point représente un état peuplé U, repéré ici par
son centre xy. On a supposé (1 < 3hw./2 pour pouvoir négliger les autres niveaux
de Landau.

Cours 2

au courant de particulesﬂpar la quantité v, (k)/L,, puisque la particule est
délocalisée tout le long de l'axe y. Le courant est obtenu en sommant la
contribution de tous les états de bord concernés, par exemple pour le bord
de droite autour de z = L, /2

1
Jya =1 > vy (k), (2.77)
Yok

ol la somme porte sur tous les états k£ dont le centre x, est situé dans la
région montante de V(z). On peut remplacer la somme discrete sur k par
une intégrale

Ly
k
ce qui conduit a
1L, 1 1
yd = — — ") dk = — (z) d 2.7
ha= 1 5t i [viega=y [V em

soit finalement
Jy.a =AE/h, (2.80)

ot AE = p & hw./2 représente la différence d’énergie entre I'énergie de
Fermi et 1’énergie du LLL dans la partie plate du potentiel. On trouve
la méme valeur du courant, avec un signe opposé, pour l'autre bord de
I’échantillon, en = <L, /2. Les deux courants se compensent donc exac-
tement, cette compensation se produisant méme si la forme ou la raideur
des bords n’est pas la méme a gauche ou a droite.

Ce résultat remarquable indique que le bord de I'échantillon se com-
porte comme un conducteur calibré, parcouru par un courant indépendant
de sa taille et de la valeur du champ magnétique, pourvu que B soit as-
sez grand pour la longueur ¢ soit microscopique et que la notion d’états
de bords qui conditionne le traitement précédent soit Valableﬂ Nous nous
sommes restreints ici a un échantillon rectangulaire, avec des conditions
aux limites particulieres, mais on peut généraliser ce résultat a un échan-
tillon de forme quelconque, la valeur étant universelle.

6. Nous parlons ici de courant de particules, et pas de courant électrique. Ce dernier se
déduit de J; en le multipliant par la charge (négative) de 1’électron.
7. Merci a M.-O. Goerbig pour une discussion éclairante sur ce sujet !
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FIGURE 2.10. Schéma idéalisé d"une expérience de mesure de conductivité de Hall.
Deux électrodes « idéales » imposent des potentiels chimiques différents sur les
bords gauche et droit de I'échantillon. Ceci vient rompre I'équilibre entre les cou-
rants de bords correspondants (Jyq # Jy ) et un courant J, arrive et repart
des électrodes. Les zone encerclées sont celles oit un processus dissipatif se produit
pour maintenir le systéme dans un régime d’équilibre.

Cours 2

4-4 Circuiterie a effet Hall

Conservons la géométrique précédente et supposons que 1'on insere le
gaz électronique bidimensionnel entre deux électrodes composées d'un
métal tri-dimensionnel conventionnel, situées en haut et en bas du rec-
tangle. On injecte un courant de particules J, dans I'électrode inférieure
(1) et on récupere ce courant dans 1’électrode supérieure (2). Les niveaux
de Fermi dans les électrodes sont donc différents, avec p11 > 2. En suppo-
sant les contacts électrode—gaz d’électrons parfaitsﬂ les états de bord situés
a droite de 1’échantillon vont se remplir jusqu’au niveau pq = p1, et ceux
sur la gauche de I’échantillon vont se remplir jusqu’a g = fi2.

Pour simplifier 'analyse, nous supposons toujours que seul le LLL joue
un role dans ce qui suit. Le calcul du paragraphe précédent continue a
s’appliquer avec désormais des courant de bords différents a gauche et a
droite de I’échantillon, ce qui correspond a ’apparition d"un courant résul-
tant non nul :

Jy = Jyaedyg
1 1
= 7 (ma Shwe/2) 4 (ug Shwe/2)
= (a ©pg)/h. (2.81)

Si I’on revient au courant électrique I, = ¢J, et la différence de potentiel
Ve = (pa ©pg)/q, on obtient la relation

I,=0,,Ve avec oy =q*/h. (2.82)
correspondant a une résistance de Hall
Ry = h/q* = 25812.807557(18) Q2. (2.83)

8. La double hypothése sous-jacente est (i) que des électrons jusqu’al’énergie 11 sont four-
nis au bord droit autant qu’il est nécessaire par 1'électrode 1, et (ii) que tout électron d’énergie
supérieure a po sur le bord gauche est immédiatement transporté jusqu’a I'électrode 1 qui
I’absorbe. L'irréversibilité associée a cette double hypothese se traduit par une dissipation
d’énergie aux deux zones marquées par un cercle rouge : en bas a gauche oi1 des électrons
d’énergie ~ p1 entrent dans des états de bords qui ne contiennent que des électrons d’énergie
< pe, et en haut a droite ot des électrons d’énergie allant jusqu’a p1 rentrent dans 1’élec-
trode au potentiel chimique p2. Pour une étude allant au dela de ce modele « d’électrodes
parfaites », voir par exemple Yoshioka (2002).
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Cette formule se généralise simplement au cas ot plusieurs niveaux de
Landau sont remplis et participent a la conduction : on trouve que la
conductivité o,, est simplement multipliée par le nombre de niveaux de
Landau en jeu. Cette valeur du « quantum de conductivité » égale a e*/h
est identique au résultat prédit pour un conducteur uni-dimensionnel re-
liant deux électrodes tri-dimensionnelles (formule de Landauer-Biittiker,
voir par exemple Akkermans & Montambaux (2004) et Imry (1997)). On
peut donc considérer le bord d'un gaz bidimensionnel d’électrons dans le
LLL comme un conducteur uni-dimensionnel.

Remarque. Ce résultat reste valable si on modifie légerement le champ
magnétique autour de la valeur correspondant a la figure Supposons
par exemple que l'on augmente légerement B. La distance entre deux
centres adjacents x;, va diminuer, et le nombre d’états N disponibles dans
la surface L, x L, va donc augmenter

WLely po oy ppon = Pelup el s o gy

N== h h

Si ce changement d.V est inférieur au nombre d’états situés dans la zone de
transition ot le potentiel V() varie, la figure[2.9|reste valable et le résultat
également. On s’attend donc a trouver un plateau ot la résistance de
Hall garde cette valeur quand B varie.

En pratique, la largeur du plateau que l'on déduit a partir de ce rai-
sonnement est beaucoup plus faible que les plateaux effectivement obser-
vés. La raison en est que ces derniers sont considérablement élargis par
le désordre présent dans les échantillons. La présence de désordre dans le
potentiel ressenti par les particules au cceur du matériau permet de pro-
duire une densité relativement importante d’états localisés dans le gap
entre deux niveaux de Landau, par exemple |fiw. /2, 3fiw./2[. Ce désordre
ne détruit pas la relation de quantification tant qu'il reste suffisam-
ment faible pour ne pas créer de connexion entre les deux bords de 1’échan-
tillon (voir par exemple la discussion détaillée de Girvin (2000)).

Cours 2
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FIGURE 2.11. Gauche : Interféromeétre de Mach—Zender électronique de i et al.
(2003). L’échantillon est plongé dans un champ magnétique de 5.5 T perpendicu-
laire au plan de la figure. Droite : en bleu, signal observé en fonction du temps lié
a la variation de la phase Aharonov—Bohm quand le champ magnétique appliqué
décroit (variation relative sur 3 heures : 7105, Le signal en rouge est obtenu en
modifiant les trajectoires des états de bord grice a des électrodes auxiliaires. L'aire
de l'interférometre est environ 60 um?.

4-5 Un interférometre de Mach-Zender électronique

Une belle application de ce conducteur monocanal fourni par les états
de bord d'un gaz 2D d’électrons sous champ magnétique a été démon-
trée par Ji et al. (2003). Il s’agit d"un interférometre a deux voies de type
Mach-Zender pour les électrons émis par une électrode source (figure[2.1T).
Apres leur parcours dans l’échantillon, ces électrons sont détectés sur une
des deux électrodes D1 et D2. Pour aller de la source vers les détecteurs,
deux chemins sont possibles pour les électrons, avec des séparateurs de
faisceaux formés par des contacts ponctuels quantiques (Quantum Point
Contact en anglais, QPC) qui peuvent transmettre ou réfléchir les électrons
de maniere cohérente avec une probabilité ajustable.

Du fait de la présence du champ magnétique perpendiculaire a I'échan-
tillon (B = 5.5T), il y a une différence de phase entre les deux chemins
liée a l'effet Aharonov—-Bohm vu au cours précédent. Cette différence de
phase est proportionnelle au flux du champ a travers le circuit dessiné par
les états de bord, et est de I'ordre de 60 000 x 2.
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La figure (droite) montre un exemple de signal d’interférence ; on
a tracé le courant dans le détecteur D1 en fonction du temps. La modu-
lation du signal avec le temps provient du fait que le champ magnétique
auquel est soumis 1’échantillon décroit lentement (0.12 mT par heure). 1l
s’agit d'un changement tres faible en valeur relative sur la durée de l'ex-
périence (7 10€° environ), mais qui change la phase entre les deux bras de

710%° x 60000 x (27) ~ 4 x (27), (2.85)

ce qui correspond a 4 oscillations complétes du signal. On trouvera dans
l'article de Ji et al. (2003) une description détaillée des mécanismes pos-
sibles de décohérence dans ce type d’interféromeétre.

4-6 Ftats de bords avec des atomes froids ?

Nous terminons ce chapitre par une breve discussion des possibilités
offertes par les expériences d’atomes froids pour mettre en évidence de
maniere directe ces états de bord. Nous allons supposer possible la réalisa-
tion d’un hamiltonien de type (p <q¢A(#))?/2M pour des atomes neutres,
ou A correspond a un champ magnétique uniforme (cette réalisation sera
décrite dans les chapitres suivants). On peut alors mettre en évidence les
états de bord en changeant brutalement le confinement du gaz et en regar-
dant la trajectoire ultérieure des atomes.

Un exemple tiré de l'article de Goldman et al. (2013) est montré sur
la figure On part d’atomes fermioniques qui remplissent les états du
LLL dans une certaine zone de l'espace, en 'occurrence un petit disque
situé sur la gauche de 1’échantillon. A I'instant ¢ = 0, on relache brutale-
ment une partie du confinement et les atomes sont alors libres d’occuper
un deuxieme disque beaucoup plus grand que le premier, ces deux disques
étant tangents. On résout 1'équation de Schrodinger pour déterminer la
densité de probabilité aux instants ultérieurs.

Les résultats de la figure[2.12) confirment I'intuition que 1’on a des états
de bord : les particules se propagent de maniére chirale le long du bord
du grand disque, alors que la migration directe vers le centre de ce grand
disque est quasiment inexistante sur 1’échelle de temps regardée. Cette
non-migration est une conséquence du fait que le LLL est plat, et qu’il n’y

Cours 2
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FIGURE 2.12. Proposition de mise en évidence d'états de bord dans une expé-
rience d’atomes froids. Des atomes fermioniques sont initialement confinés dans
un petit disque situé a gauche. Aprés suppression d’une partie du confinement,
les atomes peuvent s’étendre librement et occuper un disque beaucoup plus grand.
Ces calculs sont faits pour des atomes bougeant sur un réseau carré de pas a dans
U'approximation des liaisons fortes, avec un flux de 2w /5 par cellule unité. Les
atomes sont préparés dans la sous-bande fondamentale, qui est une bonne approxi-
mation du LLL (de largeur presque nulle comparée au coefficient tunnel J). On a
pris p = <1.5 J et le rayon du grand disque est 32 a.

a donc pas de mouvement quantique associé & une superposition impli-
quant seulement ces états. L'évolution montrée en figure révele donc
simultanément deux caractéristiques essentielles du LLL : un spectre plat
pour les états localisés dans le coeur de 1'échantillon, et une vitesse chirale
pour les états de bord.
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Phase de Berry et potentiels de jauge géométriques

Il est fréquent d’avoir recours en physique, classique ou quantique, a
la notion d’évolution adiabatique pour un systeme dont 1’état dépend de
parametres extérieurs, volume d’'une boite confinant un fluide, champs
extérieurs appliqués au systeme, etc.. Considérons ce type d’évolution et
intéressons-nous plus particulierement a une « trajectoire fermée » des pa-
rametres extérieurs. On entend par la une évolution telle que ces para-
meétres extérieurs, représentés de maniere générique par un vecteur A, évo-
luent lentement de l'instant 0 a I'instant 7" pour reprendre a l'instant 7" la
valeur qu’ils avaient a I'instant 0 :

A(0) & A(t) &= A(T) = A(0). 3.1)

Il est alors naturel de penser que le systeme étudié est a l'instant 7" dans
le méme état qu’a l'instant 0. Toutefois, le résultat est parfois un peu plus
complexe que cette simple identité. Un exemple bien connu est le pendule
de Foucault. Supposons que le pendule oscille linéairement & 'instant ini-
tial en un point de latitude donnée. A l'instant T = 24 heures, correspon-
dant a une rotation compleéte de la Terre sur son axe, le plan d’oscillation
du pendule ne sera pas le méme. Il aura tourné d"une quantité qui dépend
de la latitude du lieu o1 I'expérience est faite.

Le but de ce chapitre est de tirer partie de cette « anholonomie », c’est-
a-dire cette possibilité qu’ont certaines variables de ne pas revenir a leur
valeur initiale alors que d’autres variables, qui pilotent le mouvement des
premieres, parcourent un cycle fermé. Nous nous intéresserons principa-
lement au cas quantique, qui nous permettra de dégager la notion de
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phase de Berry et de générer de cette maniére ’équivalent d"une phase de
Aharonov-Bohm méme si la particule ne possede pas de charge électrique.

1 L’approximation adiabatique

1-1 Position du probleme et notations

On consideére dans cette partie un systéme quantique décrit par un ha-
miltonien 7/ (\) dépendant d’un parametre continu A. On suppose pour
I'instant que ce parametre est contr6lé par un opérateur extérieur au sys-
teme. Ce peut étre un nombre réel ou un ensemble de nombres réels repré-
sentés par un vecteur, d’ot1 la notation générique A.

Pour chaque valeur de A, on suppose connus les états propres [, (X))
de H(A) et leurs énergies associées E,, () :

H(X) (X)) = En(A) [1hn(N)). (3.2)

On supposera dans la suite que les |1, (A)) forment une base orthonormée
de 'espace de Hilbert pour toute valeur de A. On va chercher a déterminer
I'évolution dans le temps du vecteur d’état [¢(t)) du systeme quand le
parametre A dépend lui-méme du temps. On va s’intéresser en particulier
aux évolutions lentes de A(¢) (en un sens que nous allons préciser).

Exemple 1. Considérons une particule dont le moment magnétique est
décrit par I'opérateur fx. On suppose la particule immobile et localisée en
un point, de sorte que son seul degré de liberté est ce moment magnétique.
Le champ magnétique B a l'emplacement de la particule joue ici le rdle du
parametre A. L'hamiltonien est donc :

A=B, H\)=H(B)=<j-B, (3.3)

le champ magnétique B pouvant dépendre du temps, comme dans une
expérience de RMN.

Exemple 2. Quand on décrit l'interaction d’un atome avec le rayonne-
ment, on a souvent recours a ['approximation semi-classique, qui consiste a

Cours 3

décrire quantiquement les degrés de liberté internes de 'atome, et clas-
siquement ses degrés de libertés externes (position r et impulsion p du
centre de masse de 'atome). Considérons le cas simple d'un atome «a
deux niveaux internes », un niveau fondamental |g) et un niveau excité
le), séparés par l'énergie fuvy. Supposons que le champ lumineux est mo-
nochromatique, de pulsation w et quasi-résonnant avec 1’atome

Al < wg avecle désaccord A = w Swy. (3.4)

Limitons-nous pour simplifier & un atome au reposE] au point r. On peut
utiliser ’'approximation du champ tournant et mettre 1’hamiltonien dé-
crivant le couplage atome-champ sous forme matricielle dans la base

{lg),le)}:
H(r) = g (Hé) ﬁ£)> : (3.5)

oil k(r) est la fréquence de RabiE]caractérisant le couplage de I’atome avec
le champ lumineux au point r, proportionnelle au champ électrique en ce
point pour un couplage dipolaire-électrique. Le role du parametre A est
alors joué par la position r du centre de masse de 1’atome.

1-2 Evolution du systéme

Considérons le cas oil le parametre A dépend du temps. A chaque ins-
tant ¢, on décompose le vecteur d’état |1(¢)) sur la base des états propres
instantanés de 1’'hamiltonien H[A(t)] :

() =D ealt) [alA®)])- (3.6)
Reportons cette expression dans I'équation de Schrodinger

L dY) s
ih = = HA@)] [(0)). 3.7)

1. ou alors bougeant suffisamment lentement pour que l’effet Doppler joue un role négli-
geable.

2. Notons que 'approximation du champ tournant nécessite I'inégalité || < wo, qui est
en pratique trés bien vérifiée dans toutes les expériences menées avec des atomes froids.

page 2
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La dérivée du membre de gauche de cette équation fait intervenir :

a N den) )
Lo [0 = o [n (A ey T2 avee SEEEL = X[V (X))

t t
(3.8)
ot on a utilisé la notation compacte pour le gradient d"un état propre par
rapport aux composantes du vecteur A :

[Vihe(A)) = Va[[ee(N))].- (3.9)
On aboutit au systeme différentiel vérifié par les ¢, (¢) :

ihén = En(t) ca(t) < hY_ omo(t) colt), (3.10)
[
oll on a posé

B 6) =00l (1)) =0 A- (5, NITA). @D

La quantité Oénlg(t) caractérise la vitesse a laquelle « tournent » les vec-
teurs propres de H (). Elle peut s’exprimer a l'aide de la dérivée par rap-
port au temps de ’'hamiltonien lui-méme. En effet, 'équation aux valeurs
propres conduit a:

4z,

Won+ i (flo0) = g+ (o) 1)

soit en multipliant par (¢,,| pour n # ¢ :

(0ol G ) = (B Bl (100) = (313

ot on a introduit la pulsation de Bohr instantanée entre les états n et £

heon,o(t) = Eu[A()] ©EoA®)] (3.14)

Cours 3
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FIGURE 3.1. Variation dans le temps des énergies E,, associées aux états propres
|tn,) de I'hamiltonien H[A].

1-3 Principe de I'approximation adiabatique

Dans ce paragraphe, nous reprenons l'approche du livre de Messiah
(2003). Pour simplifier I’analyse, commengons par prendre en compte di-
rectement 1’évolution liée au terme d’énergie dans le systeme différentiel
(3.10). Pour cela, nous introduisons les coefficients ¢, (t)

en(t) = o En(D A0 e, 1), (3.15)
de sorte que le systeme différentiel (3.10) peut se réécrire

i =) ¢ Jown et o (1) E(t). (3.16)
L

Supposons que 1'état initial du systeme [¢(0)) soit un des états propres
|1he) de I’hamiltonien (cf. figure[3.1)

ce(0) =1, cn(0) =0 sin# /. (3.17)

Si le parametre A est constant, les coefficients «, ¢ sont nuls et la solution
du systeme (3.16) est immédiate :

A=0 = &) =0ns (3.18)

page 3
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Si A évolue lentement dans le temps, on peut envisager une solution du
systeme différentiel en puissances de A, avec a I’ordre le plus bas pour les
coefficients n # £ :

P16 = el JEwne(t)) dt’ (2, ¢ (0) = 0. (3.19)

Pour estimer I’évolution des amplitudes de probabilité c,, pour les états
Yy, tels que n # ¢, considérons d’abord le cas simple ot ni la pulsation de
Bohr w, ;, ni «la vitesse de rotation » «,, ; ne dépendent du temps. Dans ce
cas, la solution de est trés simple :

1 .
anlt) = — (et 1) ap,. (3.20)

B

En particulier, si le parametre \ évolue « lentement », le coefficient o, ¢ est
petit et 'amplitude c,, va rester faible a tout instant :

n#l: IZ"‘: <1 = |ealt) <1 W (3.21)
n,l

Dans le cas général, les quantités w,, ; et a,,; varient dans le temps, mais
on peut imposer la condition suffisante suivante pour que la population
de chaque état v,,, avec n # /, reste petite :

max

o vitesse angulaire maximum de
| = : grare V1 (B
wy- | pulsation de Bohr minimum associée a v,

Notons que cette condition exclut le cas o1 I'état initialement occupé 1,
devient momentanément dégénéré avec un autre état ¢,,.

Quand la condition (3.22) est remplie, on peut donc supposer en bonne
approximation que le systéeme suit adiabatiquement 1'état 1, c’est-a-dire
qu’il reste avec une probabilité voisine de 1 dans cet état v, :

lee()| ~ 1 V. (3.23)

La question qui reste & étudier est celle de la phase du coefficient c,(t), et
elle fera I'objet de la section suivante.

3. Il y a bien sfir une certaine dose d’optimisme dans cette affirmation. Si la dimension
de l'espace de Hilbert est élevée, voire infinie, on peut tres bien imaginer des situations ot la
population de chaque état individuel 1, reste faible, mais la population de 1’état de départ
1y tombe notablement en dessous de 1.

Cours 3
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FIGURE 3.2. Gauche : basculement d"un champ magnétique selon la loi .
Droite : énergies des états propres de H(t) donné en pour uBy > 0. Ces

énergies forment les deux branches d’une hyperbole (cf. .

v

1-4 Exemple

La condition de validité prend une forme remarquablement
simple si on considere I'exemple déja mentionné plus haut d'un moment
magnétique p plongé dans un champ magnétique dépendant du temps.
Considérons un champ B(t) variant selon (cf. figure[3.2) :

B(t) = By (ug + (t/7) u.) . (3.24)

Ce champ pointe donc dans les directions +u, a t = Foo et bascule en
un temps ~ 27 entre ces deux directions, avec une direction parallele a
u, au temps intermédiaire ¢ = 0. Supposons que le moment magnétique
p est associé a un spin 1/2 de sorte que I’'hamiltonien s’écrit dans la base

{l4)= [€2:}

H(t) = < B(t) = <uB, <t/17 (:; /T> . u>0. (3.25)

Les deux énergies propres varient dans le temps en formant les deux
branches d'une hyperbole (figure[3.2) :

1/2

EL(t) = £uBy (1 +t%/77) (3.26)

Considérons le cas ot le spin est préparé dans 1'état [<), a t = “o0
(branche d’hyperbole inférieure). Cherchons la probabilité pour que ce

page 4
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moment magnétique reste sur 1'état correspondant a cette branche d’hy-
perbole au cours du temps, pour finir par conséquent dans l’état |+), a
t = +o0. Il est simple d’évaluer le critere dans ce cas. La pulsation
de Bohr (ici pulsation de Larmor) minimale est obtenue a l'instant ¢ = 0
et elle vaut wy = 2uBy/h . La vitesse de rotation des axes propres de H
est maximale au méme point et vaut 1/(27) d’apres (3.13). Le critere (3.22)
s’écrit donc a un facteur multiplicatif pres

wor > 1. (3.27)

Pour que l'approximation adiabatique soit valable, il faut que le moment
magnétique effectue de nombreuses rotations pendant la durée 7, caracté-
ristique du temps de basculement du champ magnétique.

2 Laphase de Berry

Nous allons suivre dans ce paragraphe une démarche trés proche
de celle présentée par Michael Berry dans son article fondateur (Berry
1984). Indiquons toutefois que des précurseurs de cette phase géométrique
étaient apparus avant le travail de Berry dans différentes branches de la
physique :

— En optique avec les travaux de Pancharatnam (1956). Ce dernier s’était
intéressé au changement de phase d"une lumiere polarisée de vecteur
d’onde donné, quand le faisceau lumineux traverse une série de pola-
riseurs, la polarisation revenant a son état initial en sortie du systeme
optique.

— En physique moléculaire, avec 1’analyse par Mead & Truhlar (1979)
de certaines subtilités dans 1’approximation de Born—-Oppenheimer.
Mead avait notamment introduit la notion d’effet Aharonov-Bohm mo-
léculaire en 1980.

L’histoire de 1’élaboration de ces différents concepts est retracée dans les
articles de Berry (1989) et de Mead (1992), avec de nombreuses références
aux articles « pressentant » 1’existence de la phase géométrique.

Cours 3

2-1 Phase dynamique et phase géométrique

Nous considérons ici un systéme quantique équivalent a celui de la sec-
tion précédente, et nous supposons que l’approximation adiabatique est
valable. Le systeme est préparé a 'instant initial ¢ = 0 dans un état propre
¢ de 'hamiltonien H[A(0)] et on suppose qu'il reste dans cet état a chaque
instant

[0(1) = D ealt) [Pn[AD)]) & colt) [e[AD)]). (3.28)
Le coefficient ¢, est solut?on de I'équation déduite de
ihép = [Eg(t) SihA - <w|vw>] e,
- [Eg(t) SA- Ag()\)} e, (3.29)

ol I’on a introduit le vecteur réel[ﬂ appelé connexion de Berry
Ay(X) = ih (Y| Vi), (3.31)

Cette connexion de Berry va jouer le role de potentiel vecteur dans ce qui
va suivre.

L'équation d’évolution (3.29) pour I'amplitude ¢, s’integre simplement
pour donner :

co(t) = 0 P ¢ () (3.32)
ol on a introduit la phase dynamique
1 t
QI (t) = o / Eyt') dt’ (3.33)
0
et la phase géométrique
1 t . 1 A(t)
e () = — [ A(t) - Ag[A()] dt’ = = Ag(A) -dA. (3.34)
h Jo i Jao)

La derniere intégrale est prise le long de ligne A(t'), pour ¢’ allant de 0 a ¢.

Cette distinction entre les deux phases est assez naturelle :

4. Pour montrer que Ay est réel, utilisons le fait que le vecteur [¢)¢(A)) est normé :
<¢g|’¢g> =1 = (V’L[Jg"d}d -+ <’¢’[|V’¢1g> =0 = <¢Z|V’¢’[> imaginaire. (3.30)

page 5
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1. La phase dynamique est la phase habituelle qui apparait méme pour
un systéme indépendant du temps; c’est elle qui est responsable du
«mouvement » en mécanique quantique, quand un systéme donné est
préparé dans une superposition d’états propres d’énergies différentes.

2. La phase géométrique ne dépend que de la « trajectoire » suivie par le
parametre A au cours de I’évolution. Elle ne dépend pas du temps mis
pour aller de A(0) a A(¢), pourvu que ce temps soit suffisamment long
pour assurer la validité de ’approximation adiabatique.

2-2 Le cas d’un circuit fermé

Un cas particulier important de 1’analyse qui précéde est celui d'une
boucle fermée C pour le parameétre A :

A(0) S A(t) & A(T) = A(0). (3.35)

La phase géométrique est donnée par alors l'intégrale de la connexion de
Berry sur cette boucle

peeom- () = % fc Ay(A) - dA, (3.36)

expression qu’il est évidemment tentant de rapprocher de la phase de

Aharonov-Bohm rencontrée a un chapitre précédent. L'approfondisse-
ment de cette analogie va nous occuper dans le reste de ce cours.

Signalons tout de suite la propriété essentielle suivante : la phase géo-
métrique $&°°™ (C) obtenue pour un circuit fermé est indépendante du choix
de jauge utilisé pour la définition des états propres |¢,,). Supposons que
I'on fasse la transformation

(X)) i (A) = 2 B (N)). (3.37)
La connexion de Berry est alors modifiée de la maniere suivante :
AN = AN\ & VQN) (3.38)

Dans une intégrale sur un circuit fermé, la contribution du terme addition-
nel

& 7{ VQ(A) - dA (3.39)

Cours 3

est nulle, ce qui assure I'invariance de jauge de ®8°°™ (C). Cette phase géo-
métrique est donc une quantité physique intrinseque du systéme et de son
histoire, qui répond a la question
«Par ol1 est passé le systeme lors de son voyage? »
alors que la phase dynamique (elle aussi invariante de jauge puisqu’elle
ne dépend que des valeurs propres, mais pas des états propres) fournit la
réponse a 'autre question :
«Combien de temps a duré ce voyage ? »

2-3 Courbure de Berry et champ magnétique artificiel

Nous allons supposer a partir de maintenant que le parametre A évolue
dans un espace a trois dimensions :

A= (A1, A2, Ag). (3.40)

C’est notamment le cas quand ce parametre représente la position du
centre de masse d’un atome ou la quasi-impulsion d'une particule dans
un potentiel périodique. On peut alors utiliser la formule de Kelvin-Stokes
pour transformer l'intégrale curviligne par une intégrale sur une sur-
face S s’appuyant sur le contour C :

1
Peeom-(C) = — // B, -d*8 (3.41)
h s
ot on a introduit la courbure de Berry :
B =V x A, (3.42)

Le calcul du rotationnel se développe sans difficulté

Oh (Ve|O190e) (0290|O31be) <>(03v¢|Datpr)
By =ih | 02 | x | (¥e|02ve) | =ik e (3.43)

03 (Ve|O31e)
avec 9; = 6%@' ce qui peut encore s’écrire sous forme compacte :
By = ih (Vipe| x |V1hy), (3.44)

o1 B, est une quantité réelle, dont on pressent 1’analogie avec un champ
magnétique. Pour approfondir ce point, nous allons regarder l'influence
d’un changement de jauge quantique sur cette quantité.

page 6
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2-4 Influence d'un changement de jauge

Nous avons déja noté que dans la transformation

(X)) S () = Ny (X))

la connexion de Berry était modifiée de la maniere suivante
AN e AN = A\ evaQ.

En prenant le rotationnel de cette équation, il est alors immédiat d’en dé-
duire _
Bi(\) > By(\) =B\ (3.45)

La courbure de Berry B,(\) étant invariante de jauge, on peut considérer
qu’il s’agit d'une quantité physique du systéme, tout comme la phase de
Berry attachée a un circuit fermé C. Toutefois, a la différence de la phase
géométrique qui caractérise une trajectoire dans l'espace de A, la courbure
de Berry est une quantité locale, tout comme le champ magnétique en élec-
tromagnétisme classique.

Les résultats trouvés pour ®&°™, A, et B, présentent donc une simi-
litude profonde avec ceux obtenus pour une charge se déplagant dans un
champ magnétique. Dans le cas particulier ou1 le parametre A désigne la
position r de la particule, on a la correspondance directe

A—r, Ay qA, By «— ¢B. (3.46)

et la connection de Berry A, a dans ce cas la dimension d"une impulsion.

Pour les calculs explicites, il peut étre utile de disposer d"une expression
de By pour laquelle l’invariance de jauge est manifeste. Pour cela, repar-
tons de l'expression (3.43) et introduisons une relation de fermeture dans
les différents termes :

(Oa3pe|O31)e) (D31l Patbe) = > (Datbulthn) (¥ |O510) (D31t tbn) (Y| D).

n
(3.47)
Remarquons que le terme n = ¢ de la somme a une contribution nulle, en
raison de la relation

(Velhe) =1 = (952belabe) 4 (10e|Oj2be) = 0. (3.48)

Cours 3

Par ailleurs, 'équation aux valeurs propres H|i;) = Ey|ib;) donne apres
différenciation :

(0, H) o) + H|0j10) = (9;E¢)[1he) + Ee|0j10e) (3.49)
soit, pour n # ¢ :
(|0 H i) = (B¢ < Ep)(tn]05100). (3.50)

En reportant cette expression dans (3.47), puis dans (3.43), on arrive a I'ex-
pression suivante pour la courbure de Berry :

(3.51)

(Ve| VH|1hn) x (| V H|1he)
B hz Eé <:>En) ’

Sous cette forme, I'invariance de jauge est manifeste puisque chaque terme
de la somme est inchangé quand on modifie la phase d'un ou plusieurs
états propres |¢,,). Cette expression est bien appropriée aux calculs nu-
mériques, dans lesquels il n’est pas toujours facile d’imposer une phase
réguliere aux différents états propres issus de la diagonalisation de H.

Remarque 1. On a supposé dans tout ce qui précede que 'approxima-
tion adiabatique était valable, ce qui nécessite que 1’état 1, ne soit jamais
de méme énergie qu'un autre état 1,,. On voit plus précisément sur (3.51)
que si I'énergie de l'état ¢, se rapproche de celle d'un état v, le terme
correspondant de la somme va devenir trés important, voire diverger s’il
existe un point A ot1 les deux énergies ont égales.

Remarque 2. Nous avons défini une courbure de Berry pour chaque état
propre 1, de ’hamiltonien. Considérons maintenant la quantité

> Bu(N). (3.52)
L

Il est clair d’apres (3.51) que cette quantité est toujours nulle. En effet
chaque couple d’états propres (¢, 1, ) contribue deux fois a la somme, ces
deux contributions étant opposées.

page 7
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3 Exemples

3-1 Spin dans un champ magnétique extérieur

Un des exemples les plus simples dans lesquels la phase de Berry ap-
parait porte sur le cas déja évoqué plus haut d'un moment magnétique £
associé aunspin S =1/2:

p=upo, (3.53)
ot les 6;, 1 = x,y, z sont les trois matrices de Pauli :
(01 . (0 &\ . (1 0
"'”_(1 0)’ ”@f—(i 0)’ ”Z_<0 @1>' (3.54)

Ce moment magnétique est plongé dans un champ magnétique extérieur
B. Nous avons déja introduit '’hamiltonien de couplage

~ hw
H=<B - j=—mn-o&

5 (3.55)
ot1 la pulsation de Larmor w est définie par
fiw
5 = “ub, (3.56)

ou n est le vecteur unitaire repérant la direction du champ magnétique
(n = B/B). Les états propres de I'hamiltonien sont notés |+ : n) et ont
pour énergie +/iw/2. Dans ce probleme, le champ extérieur joue le role du
parametre X de sorte que

A=B, VH-=<j. (3.57)

Le calcul de la courbure de Berry définie en (3.51) est alors simple puis-

qu’un seul terme figure dans la somme sur n # £ :

(+:nlple:n) x (e:n|p]+:n)
(hw)? ’

B, =ih Bc=<B,. (358
Le calcul du numérateur de cette expression est un peu technique, mais ne
pose pas de difficulté de principe. Pour le simplifier, supposons que n est

parallele a I'axe z. On a alors :

(+:uz|p]e: u.) = plug +iuy), (3.59)

Cours 3

de sorte que le numérateur est égal a 2 (u, +iuy) x (u, Siu,) = <i2p2 u,.
En revenant a une orientation quelconque pour B, on trouve :

B
By =+h-—, Be=<xh

555 (3.60)

2B3°

Cette formule permet d’évaluer directement la phase de Berry acquise
par le moment magnétique quand le champ magnétique B effectue lente-
ment un contour fermé

C: B(0) — B(t) — B(T) = B(0). (3.61)
Le résultat général (3.41) s’écrit dans ce cas particulier
1 B Q
PE™(C) = — PSS =4 || = d*S =+— 62
e = [ Beas—x [ Troes-2l e

otl la surface S s’appuie sur le contour C, et ot €2 désigne 'angle solide
sous-tendu par C depuis l'origine B = 0.

L'expérience a été menée peu de temps apres la proposition de Berry
sur un jet de neutrons par Bitter & Dubbers (1987). Les neutrons de vitesse
v = 500m/s se propagent a l'intérieur d’un solénoide long de 40 cm dans
lequel régne un champ magnétique hélicoidal, avec une composante uni-
forme selon z et tournant dans le plan zy (figure 3.3). L'enroulement est
tel que le champ B fait un tour complet sur la longueur du solénoide :
on a bien une trajectoire fermée dans 'espace des parametres. L’état de
polarisation des neutrons a 'entrée du solénoide est ajustable et peut se
décomposer sur les deux états propres locaux |£). La différence entre les
phases accumulées par chaque composante se traduit par une rotation de
la polarisation en sortie de solénoide. L'expérience a donné des résultats en
excellent accord avec la prédiction de Berry : la phase accumulée est pro-
portionnelle a I’angle solide décrit par le champ magnétique B le long de
la trajectoire des neutrons. Cette expérience a ensuite été reprise avec des
atomes neutres par Miniatura et al. (1992).

5. Rappelons encore une fois I’hypothese suivante : il n'y a pas de dégénérescence entre
les niveaux d’énergie de H, ce qui signifie dans ce cas que le contour ne passe pas par le
champ nul B = 0. Si le contour passait par ce point, il ne serait pas possible d’utiliser I'ap-
proximation adiabatique et le résultat perdrait son sens.
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Bz/By
FIGURE 3.3. Haut : Solénoide utilisé par Bitter & Dubbers (1987) pour mettre en
évidence la phase de Berry sur le spin d’un jet de neutrons se propageant selon la

direction z. Bas : comparaison de la phase de Berry accumulée par un neutron et
I'angle solide décrit par le champ magnétique le long de la trajectoire.

3-2 Lien avec le transport parallele

Nous avons obtenu l'expression de la phase de Berry en utilisant des
concepts quantiques : équation de Schrodinger, phase d'un vecteur d’état,
etc. Néanmoins, des notions équivalentes apparaissent en physique clas-
sique (Hannay 1985); nous allons en donner un exemple basé sur la notion
de transport parallele.

Considérons une sphere centrée en » = 0, par exemple la surface de
la Terre, et donnons-nous un vecteur e; en un point initial donné r; de la
sphere, repéré par sa latitude 6; et sa longitude ¢;. On définit la notion
de transport parallele de ce vecteur vers un autre point r de la sphere en

Cours 3

imposant :

— que le vecteur transporté reste tangent a la sphere, soite - r = 0 a
chaque instant,

— qu’onn’induise pas de torsion normale & la surface de la sphére durant
le transport. Etant donné le triedre direct

{e,e',r} avec e =r xe, (3.63)

le vecteur 2 décrivant a chaque instant la rotation de ce triedre par
I'intermédiaire de

e=0xe, T=0x7r, &=Qxe¢€, (3.64)
doit vérifier
Q-r=0. (3.65)

En d’autres termes, I’évolution des vecteurs e et e’ doit vérifier
e-é& =0, ée-e =0. (3.66)

Supposons que 'on fasse un transport parallele le long d'un circuit
fermé C a la surface de la sphere. Partant d'un vecteur e;, le calcul (non
trivial) montre que le vecteur ey auquel on aboutit apres transport sur ce
circuit a tourné autour de r d'un angle a(C), qui n’est autre que 1’angle
solide sous-tendu par C depuis le centre de la sphére. La méme rotationE]
apparait pour le vecteur e}, ce qui permet de mettre ce résultat du transport
paralléle sous une forme tres voisine de la phase géométrique de Berry :

C: W,=e+ie] &> ¥y = e;+ie}

= (e;cosa+ e sina) + i(<e; sina + €] cos a)
eSlow, . (3.67)

Nous n’allons pas prouver cette relation dans le cas général (voir par
exemple Berry (1989)), mais vérifions-la sur un exemple (figure [3.4). Par-
tons du point r situé sur 1'équateur avec une longitude ¢; = 0 et prenons
e; pointant vers le pole et €] aligné avec 1'équateur :

Départ sur l'équateur, o = 0 : e =u,, e, =-4%cu,. (3.68)

6. C’est forcément la méme puisqu’on a imposé que le triedre {e, €, 7} reste orthogonal
et direct lors du transport.
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FIGURE 3.4. Transport paralléle : on a représenté en haut la situation de départ
présentée a I'équation (3.68). Le dessin du bas représente 6 étapes du transport dé-
crit dans le texte. Quand on complete la boucle apres I'étape 6, la paire de vecteurs
e, €’ ne coincide plus avec les vecteurs de départ e;, e},

Cours 3

Suivons le chemin qui monte le long du méridien depuis 1'équateur jus-
qu’au pdle nord. On a alors :

Pole nord : e=%cu,, € =<u, (3.69)

Une fois au pole, redescendons le long d’un autre méridien, plus précisé-
ment celui de longitude ¢ = 7/2. On voit qu'une fois arrivés sur 1’équateur,
les vecteurs e, e’ ont été transportés en

Equateur, p = /2 : e=<u,, e =+u,. (3.70)

our fermer le circuit, il reste a effectuer un quart de tour sur 1'équateur,
P f 1 t, il rest ffect tdet I t
qui ne change pas €’ et qui envoie e sur u,, :

Fin sur I'équateur, ¢ = 0 : ef=uy, €;=u.. (3.71)

Les deux vecteurs e et €’ ont donc tourné d'un angle /2 lors de ce trans-
port parallele le long du contour C. Ce résultat est en accord avec la for-
mule générale (3.67), puisque ce contour fermé sous-tend un angle solide
(négatif) de valeur absolue égale a 1/8*™ de 4x, donc 7/2 :

U, = u, Siu, — U5 =u, +iu, = ™2V, (3.72)

3-3 Le pendule de Foucault

Un exemple célébre de transport parallele, et par conséquent de phase
géométrique, est le pendule de Foucault. Rappelons que dans I'expérience
de Foucault, on considere un pendule suspendu en un point lié au référen-
tiel terrestre et on voit le plan d’oscillation du pendule tourner avec une
vitesse angulaire

Q= Qysin A (3.73)

ol 2 est la vitesse angulaire de rotation sur elle-méme [1/(24 heures)] et A
la latitude du lieu. Sur I’équateur, il n’y a pas de précession du plan d’oscil-
lation ; aux poles, la précession se fait en 24 heures La précession se fait
dans le sens horaire dans '’hémisphere nord et dans le sens anti-horaire
dans I’hémisphere sud.

7. Le phénomene est alors trivial, puisque le point d’accroche du pendule ne bouge pas.
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us

FIGURE 3.5. Repérage d'un point a la surface de la Terre pour I'analyse du mou-
vement du pendule de Foucault.

Rappelons le traitement mathématique de 1’oscillation du pendule. On
commence par se donner un référentiel fixe u;, uq, us (cf. figure , puis
un référentiel 1ié a la Terre, u,, uy, u,, la verticale étant orientée selon w..
Dans le plan horizontal, on peut prendre par exemple u, pointant vers 'est
et u, pointant vers le nord

<y sin(Qot) + ug cos(Qot),
<luy cos(Qot) + ug sin(Qot)] sin A + ugcos A

U, —

(3.74)
(3.75)

uy -

L'oscillation du pendule a lieu quasiment dans le plan horizontal et 1’équa-
tion du mouvement dans ce plan s’écrit en bonne approximation :

i = «w?r + 29y, i = ew?y <204, (3.76)
oll w est la pulsation du pendule et ol1 le terme proportionnel a 2 est dii
a la force de Coriolis. Dans le régime (réaliste) ot 2 < w, on résout ces

Cours 3

équations en introduisant la variable complexe v = x + iy, qui obéit a
I'équation

i + 20 4+ w?u =0 (3.77)
et on cherche une solution approchée en u(t) = a(t)e“*, ou @ déter-
mine l'orientation du plan d’oscillation du pendule et évolue lentement :
a(t) =~ @(0) e¥%. Plus précisément, I'oscillation se fait le long de la droite
de vecteur directeur

iwt

U =TRe(@)u, + Im(a)u,. (3.78)

On peut alors vérifier que le vecteur U déterminant le plan d’oscillation du
pendule évolue en subissant un transport parallele. Si on note V' le vecteur
du plan horizontal orthogonal a U, les expressions précédentes conduisent

N

a
dU dv
T V=0, U- a5 = 0.
Apres un tour complet de la Terre sur elle-méme, le vecteur U ne revient
donc pas en son point de départ : il tourne d'une quantité égale a I'angle
solide décrit par la verticale au niveau du pendule, ¢’est-a-dire 27 (1<sin \).

C’est précisément le résultat trouvé par Foucault.

(3.79)

3-4 Lumieére dans une fibre optique

Un autre exemple dans lequel la phase géométrique se manifeste de ma-
niere tres claire est la propagation d’une lumiére polarisée dans une fibre
monomode isotrope. Si la fibre est rectiligne, la polarisation ne tourne pas,
tout est simple. Si la fibre est courbée, mais planaire, 1a encore la situation
est facile a analyser. L’axe de polarisation perpendiculaire au plan est pré-
servé, et par conséquent I'autre axe de polarisation, contenu dans le plan,
tourne avec la fibre.

La situation est plus subtile quand la fibre subit une torsion et qu’elle
n’est plus planaire. C’est le cas de la géométrie envisagée par Tomita et
Chiao et reproduite en figure ot1 la fibre est enroulée de maniere héli-
coidale sur un cylindre (Tomita & Chiao [1986). L'enroulement est tel que
les vecteurs tangeants a la fibre en entrée et en sortie sont égaux.

On envoie une polarisation linéaire en entrée de fibre et on détecte en
sortie de fibre une polarisation elle aussi linéaire. Mais cette derniere a
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FIGURE 3.6. Expérience de Tomita & Chiao (1986): de la lumiére linéairement
polarisée est envoyée dans une fibre optique enroulée sur un cylindre. En sortie
de fibre, la lumiere est toujours polarisée linéairement, mais le vecteur polarisa-
tion a tourné. L'angle de rotation est directement relié a I'angle solide balayé par
le vecteur tangent a la fibre, comme attendu compte tenu des équations du trans-
port parallele qui régissent la propagation dans la fibre. Les différents symboles
correspondent a différents types d’enroulement.
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tourné par rapport a la polarisation initiale, d'un angle directement relié a
la phase de Berry, c’est-a-dire I’angle solide décrit par le vecteur tangent a
la fibre le long de I'enroulement (figure3.6). Tomita & Chiao (1986) ont vé-
rifié que cette rotation de la polarisation dépendait de I’angle solide, mais
pas de la régularité de I'enroulement sur le cylindre.

Tomita & Chiao (1986) ont initialement interprété leurs résultats en
termes quantiques, fondés sur un traitement similaire a celui que nous
avons présenté ci-dessus : la polarisation correspond au spin du photon
et 'expérience — méme si elle est menée avec un grand nombre de photons
préparés dans un état cohérent — révele cette phase quantique. Certains au-
teurs comme Haldane (1987) ont contesté cette interprétation quantique,
en insistant sur le fait qu’il s’agissait d'un simple effet lié a la géométrie
différentielle (voir également la réponse de Chiao & Tomita (1987)). Une
synthese instructive de ce débat a été faite par Berry (1990) qui souligne
deux points :

— On peut montrer explicitement a partir des équations de Maxwell que
la propagation de la lumiére dans une fibre se fait en suivant les lois
du transport parallele pour la polarisation de la lumiere (Berry (1987).
Le lien avec la phase géométrique classique en découle naturellement.

— La question de savoir s'il s’agit d'un phénomene classique ou quan-
tique est selon Berry un « pseudo-probléme » et il appuie cette conclu-
sion en citant Feynman : The photon equation is just the same as Max-
well’s equations. En d’autres termes, pour les processus en jeu ici, les
équations classiques et quantiques sont les mémes et le débat n’a pas
lieu d’étre.

4 Approche ala Born-Oppenheimer

Nous avons jusqu’ici considéré deux types de variables pour paramé-
trer notre systéme. D'une part, nous avons décrit de manieére quantique
une partie de la dynamique de ce systéme, les variables associées étant par
exemple I'opérateur moment magnétique f dans (3.55). D’autre part, nous
avons supposé l’existence de variables extérieures au systeme, traitées ici
comme des parameétres classiques, et regroupées sous la dénomination gé-
nérique .
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Nous allons dans la suite de ce cours nous intéresser a des situations
ol ces variables A sont elles-mémes quantiques. L'exemple prototype est
le suivant : considérons un atome susceptible de bouger dans un champ
lumineux. On peut s’intéresser a un traitement classique du mouvement
du centre de masse de 1’atome, en lui assignant une position r (i.e. A = r).
L’évolution des variables internes de 1’atome, c’est-a-dire la dynamique de
son cortege électronique, est alors décrite par un hamiltonien iy (r) dé-
crivant le couplage de I'atome au point r avec le champ lumineux. Mais on
peut également avoir besoin d"une description quantique du mouvement
du centre de masse des atomes, par exemple lorsque ces derniers sont suffi-
samment froids pour que le caractére ondulatoire de leur mouvement joue
un rdle important dans la dynamique considérée. La position r devient
alors un opérateur, #, conjugué a I’'opérateur position p.

La question qu’il nous faut alors aborder est la suivante : comment
les résultats précédents, comme 1’existence d’une courbure de Berry, se
transposent-ils au cas d"une description quantique ? Nous allons voir que
cette transposition est en faite tres directe, et que I'on aboutit a un hamilto-
nien en parfaite analogie avec celui d"une particule chargée en mouvement
dans un champ magnétique (Berry 1989; Mead & Truhlar 1979; Moody et
al. [1989): la phase de Berry fournit bien un moyen de générer un champ
magnétique artificiel.

4-1 Traitement quantique des « variables lentes »

Nous allons considérer dans ce qui suit une particule de masse M,
d’opérateurs position et impulsion 7 et p = «iiV,, dotée d'une dyna-
mique interne décrite par 1’hamiltonien Hj, (7). La dépendance en r de
cet hamiltonien interne est due au fait que la particule peut posséder un
dipole électrique ou magnétique (permanent ou induit), et que ce dipole
peut interagir avec des champs électromagnétiques imposés de 'extérieur.
L’hamiltonien total décrivant le mouvement de cette particule est donc

~2

A p -~ R
Hiot = —— Q@ Ling + Hint(7).

SiF (3.80)

Le point de départ de notre traitement va étre similaire a ce qui précede.
Nous supposons qu’en tout point r de I’espace, nous pouvons diagonaliser
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I’hamiltonien interne H;; :

Hint (P (1)) = En(r) [0 (r)). (3.81)
En tout point 7, I'ensemble {|1,, (7)) } forme une base orthonormée de l'es-
pace de Hilbert associé aux degrés de liberté internes de la particule. En
pratique, cet espace de Hilbert sera de dimension finie : dimension 2 dans
le cas de la modélisation la plus simple d’un « atome a deux niveaux », di-
mension (2J4+1)+(2J. +1) dans le cas plus réaliste d"une transition entre
un niveau fondamental de moment cinétique J,; couplé par un champ lu-
mineux a un niveau excité de moment cinétique J.. Notons que pour sim-
plifier, nous supposons que ’hamiltonien interne H;,; est indépendant du
temps. Les états propres |1, (7)) et les énergies associées sont donc égale-
ment indépendants du temps.

L’état quantique fotal de la particule a un instant ¢, caractérisant a la fois
ses degrés de liberté internes et externes peut s’écrire :

U(r,t) = énlr,t)ihn(r)). (3.82)

La caractérisation de la dynamique de 'atome se ramene alors a la déter-
mination des amplitudes de probabilité ¢, (r,t) pour trouver la particule
au point r dans 1’état interne |1, (r)).

Commengons par injecter cette expression dans I'équation de Schrédin-
ger :
ov 2

ih=— = Hyoy U(r,t) = (@LA + Iffmt(r)> (r,t)

ot 2M (3:83)

et projetons cette équation sur un état interne donné en la multipliant par

(thn] :

im0 _ o2 S 1A (b)) + B
81& - 2M - n l 2 n¥n

(3.84)
oll nous avons omis les dépendances explicites en r et ¢t pour simplifier
I'écriture. A ce stade, aucune approximation n’a été faite et la résolution
du systeme d’équations aux dérivées partielles (3.84) permet en principe
d’extraire la dynamique compléte de la particule.

page 13



PHASE DE BERRY ET POTENTIELS DE JAUGE GEOMETRIQUES

§4. Approche a la Born-Oppenheimer

4-2 Equation de Schrodinger effective

Supposons maintenant que la particule est préparée initialement dans
un des états internes v, et que la dynamique de cette particule soit telle
que l'on peut supposer en bonne approximation que seul ce état i, reste
appréciablement occupé au cours de temps :

vt : /|¢n(r,t)\2 d*r <1 sin#l. (3.85)
Il s’agit de I’équivalent de I'approximation adiabatique utilisée plus haut.
La validité de cette approximation dépend a la fois de 1’état initial ¢¢(r,t =
0) (les vitesses correspondantes sont-elles suffisamment basses ?) et de la
structure de I’hamiltonien Hi,, (le niveau ¢ ne devient-il pas quasi dé-
généré, les accélérations possibles ne sont-elles pas trop fortes?). Si cette
approximation est correcte, ce que nous allons supposer, nous pouvons
conserver uniquement le terme n = ¢ dans le systeme d’équations :

20— Il 18 ) + o 6.56)
Vi = e (e 1 Pe ePe :
11 reste a expliciter I’action de I'opérateur laplacien :

A (dultpe)) = (Ade) [voe) + 2V de - [Vibe) + e (Althe)) (3.87)

quantité qu’'on multiplie par le bra (¢|. Le premier terme du membre
de droite donne simplement A¢, et le deuxiéme terme fait apparaitre la
connexion de Berry :

Ae(r) = ih{the| V). (3.88)
En utilisant p = «ihV, le deuxiéme terme de (3.87)) s’écrit
2 .
2V e - (e Vipy) = 72 (A¢-p) b (3.89)

Finalement, 1’équation du mouvement pour 1’amplitude de probabilité
¢e(r,t) peut se mettre sous la forme d’une équation de Schrodinger ef-
fective :

000 _ | (b Adr)”

ih = AT (3.90)

+ E@(’r‘) + Vz("') (bl('rv t)7
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ot on a introduit le potentiel scalaire V, qui regroupe tous les termes fonction
de r venant multiplier ¢,(r,¢) :

2 2
) = i A e D T al)
h2
= oap (Ve - [ Vi) S{Vielthe) - (e[ Vir)
h2
= ouf 2 [(Teeln) (3.91)
n#l

La forme pour l'équation du mouvement de ¢,(r,t) est trés sug-
gestive. Elle est identique a celle régissant le mouvement d’une particule
chargée évoluant dans un champ magnétique B(r) dérivant du potentiel
vecteur A(r). Plus précisément, la connexion de Berry A(r) joue le role
du potentiel vecteur A(r) si on donne par convention une charge ¢ =1 a
la particule. Ceci vient confirmer I'analogie déja pressentie entre la phase
®A€B de Aharonov-Bohm et la phase géométrique de Berry

PAEB(C) = %jﬁA(r) R AR = %%:Az(r) ~dr  (3.92)

En plus du magnétisme orbital artificiel qui apparait dans (3.90), deux
termes viennent contribuer a la dynamique de la particule. Le premier est
simplement 1’énergie E,(r), associée & 1’état interne |¢),) de la particule.
L'origine de ce terme, qui était également & l'origine de la phase dyna-
mique (3.33), est bien claire et nous ne la commenterons pas. L'origine du
potentiel scalaire V(r) est plus subtile et mérite d’étre explorée, ce que nous
allons faire dans le paragraphe qui suit.

4-3 Interprétation physique du potentiel scalaire

Pour comprendre I'origine du potentiel scalaire V,(r) apparaissant dans
(3.90), nous allons revenir au formalisme semi-classique, qui consiste a trai-
ter quantiquement les degrés de liberté internes de la particule, mais classi-
quement ses degrés de liberté externes (position r et impulsion p du centre
de masse).
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Commengons par définir I'opérateur force F(r) déduit de I'hamiltonien
initial :
F= v, (ﬁtot) — oV, (ﬁm(r)). (3.93)

Nous remarquons qu’une particule préparée dans I'état interne v, est dans
un état propre de H;pi, mais pas dans un état propre de F. En d’autres
termes : )

(F7) # (F)?, (3.94)
ce qui signifie que la force agissant sur I'atome subit des fluctuations quan-
tiques autour de sa valeur moyenne. Nous allons voir que ces fluctuations
se produisent aux fréquence de Bohr w;, = (E; < E;)/h du mouvement
quantique interne. L’approximation adiabatique tire parti du fait que ces
fréquences sont beaucoup plus élevées que les fréquences caractéristiques
du mouvement du centre de masse. Par conséquent, les fluctuations quan-
tiques de la force créent un micro-mouvement de la particule, semblable a
celui qui se produit pour des particules chargées dans un piege de Paul.
L’énergie cinétique de ce micro-mouvement joue le role d"une énergie po-
tentielle pour le mouvement du centre de masse, qui est a ’origine du po-
tentiel scalaire V(r) (Aharonov & Stern 1992} Cheneau et al.|2008).

Opérateur force. Partant de I’expression suivante pour Hiy ()
ﬁint(r) = ZEH(T) Pn(r) avec Pn(r) = [Yn(r))(n(r)],  (3.95)

on obtient I'expression de I'opérateur force :

F(r) =Y (VE,) P+ B, (V) (3.96)

n

avec A
VP, = ‘an><"/}n| + \%)(V%\ (3.97)

Force moyenne. Il est simple de calculer la valeur moyenne de F quand
la particule est dans 1’état ¢,. Le fait que

(Welhe) =1 = (Vabelabe) + (10| Vape) = 0 (3.98)
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entraine que la contribution du terme en V P, dans (3.96) s’annule et on
obtient simplement

(0| Flpe) = €V Ey. (3.99)

Ce résultat est facilement interprétable : la particule se trouvant sur un
niveau interne d’énergie E; (), son centre de masse subit le champ de force
dérivant de cette énergie. On retrouve d’ailleurs cette contribution sous
forme d’énergie potentielle dans (3.90).

Fluctuations de la force. Les fluctuations de I'opérateur force quand la
particule est préparée dans 1’état interne v, sont caractérisées par la fonc-
tion de corrélation

Clt ) = %(6F(r,t) S YY) + 5F(r,t) - 5F(r,t),  (3.100)

ott on posé JF = F < (F) et ot les opérateurs dans (3.100) sont calculés
en point de vue de Heisenberg. Rappelons ce point de vue; les opérateurs
tels que

Que(r) = [t (1)) (e(7)] (3.101)
dépendent du temps selon 1’équation

ihQ =[Q, H (3.102)

ce qui donne
Qne(r,t) = Que(r,0) enet. (3.103)

Un calcul relativement long, mais sans difficulté conduit alors a :

C(r)= Z C), cos (wneT) (3.104)
n#L

ollonaposé T =t <t et

Cn = hzwie (e V) | . (3.105)
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Micro-mouvement. Pour analyser les conséquences des fluctuations
quantiques de la force, considérons le probleme classique équivalent ; sup-
posons qu’une particule classique est soumise a une force stochastique
F(t) telle que :

Ft)=0, F(t)-F()=C(tst). (3.106)

La transformée de Fourier f(w) de F(t) est telle que

fw)=0,  f'(w) fw)=0dwew)Bw) (3.107)
ou 1
B(w) =3 > Co [5(w + wne) + 6(w Swn)] (3.108)
n#l

est la transformée de Fourier C(7). La solution de I'équation du mouve-
ment p = F est

p(t) = / %‘:’) et dw (3.109)

ce qui correspond a une impulsion moyenne nulle. En revanche, I'énergie
cinétique moyenne associée est strictement positive et égale a

P8, LG
oM / oMe? T onr W2, (3.110)
n#£l T
12 ,
= mn#\de?ﬁnﬂ =Vu(r). (3.111)

Dans le calcul explicite de , la contribution du dénominateur en w<?
se compense avec les termes w,,, qui apparaissent dans 1’expression
de C,,. Finalement, on retrouve exactement le résultat pour le po-
tentiel scalaire, ce qui justifie I'interprétation de ce potentiel comme une
énergie cinétique associée au micro-mouvement.

En conclusion, aussi bien le potentiel vecteur A, que le potentiel sca-
laire V, peuvent étre compris comme des signatures de l'existence d’un
espace de Hilbert interne associé a la particule. Quand on fait 'approxi-
mation adiabatique et que 1'on considére que la particule suit le niveau
t¢, on pourrait naivement croire que la seule chose importante est le profil
d’énergie E,(r). Cen’est pas le cas : 'existence des autres états internes 1,,,

Cours 3

méme s’ils ne sont pas peuplés, se manifeste au travers de ces deux poten-
tiels, en venant donner une phase quantique non nulle sur une trajectoire
fermée reliée au flux de la courbure de Berry B, et en modifiant le
profil énergétique par l'intermédiaire du potentiel scalaire V; (3.91).
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Chapitre 4

Magnétisme artificiel pour un atome isolé (partie 1)
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A l'issue des cours précédents, nous disposons désormais de pistes
pour simuler et caractériser le magnétisme orbital d"une assemblée de par-
ticules neutres. Nous souhaitons arriver a un hamiltonien du type :

H="""""7 4 == 2 (4.1)

oll le potentiel vecteur est « non trivial », c’est-a-dire que
B=VxA#0. 4.2)

En particulier, le cas trés important en pratique d'un champ magnétique
uniforme peut étre réalisé a partir de potentiels vecteurs qui s’écrivent en
jauge symétrique ou en jauge de Landau :

A () = Ty, + ),

Albandaw) gy — B Uy. (4.3)

Pour structurer la présentation des principales approches qui ont été
explorées récemment dans ce champ de recherche, on peut commencer par
cerner plusieurs questions :

— Quel confinement pour les atomes ? Nous envisagerons deux réponses
possibles a cette question. On peut tout d’abord s’intéresser a des
atomes libres ou confinés dans un piege harmonique de raideur assez
faible, pour lesquels on va retrouver quasiment a 1'identique la notion
de niveaux de Landau que nous avons déja rencontrée. On peut a I'in-
verse considérer une ou plusieurs particules confinées dans un réseau
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optique a I'approximation des liaisons fortes ; cette « discrétisation de
I'espace » change quelque peu la nature du probléme, qui se raméne
alors a I'étude des propriétés topologiques des bandes d’énergie per-
tinentes.

~ Souhaite-t-on tirer parti de la structure interne des atomes ? A la différence
des électrons dans les solides, nos atomes possedent une série d’états
internes que 1’on peut coupler entre eux par l'intermédiaire de fais-
ceaux lumineux. Ce degré de liberté permet en particulier d’envisager
la notion de suivi adiabatique d’un niveau habillé, avec la phase de
Berry et le champ de jauge géométrique qui vient avec.

— L’hamiltonien dépend-il explicitement du temps ? Cette possibilité de mo-
duler temporellement le potentiel agissant sur les atomes est égale-
ment un degré de liberté fort utile. Ce potentiel peut avoir une fré-
quence du méme ordre que la fréquence cyclotron w, que I'on cherche
a faire apparaitre, c’est ce que nous allons rencontrer avec la mise
en rotation d'un systeme. Cette fréquence de modulation peut éga-
lement étre beaucoup grande que w,, le champ de jauge apparaissant
alors comme un terme séculaire résultant d’'un micro-mouvement bien
choisi. Nous en verrons des exemples pour des atomes confinés dans
un réseau optique.

Il n’existe pas (a notre connaissance) de critere universel permettant de
privilégier une approche plutot que 'autre. L'utilisation de plusieurs états
internes est par exemple un outil de grande flexibilité, mais ouvre la ques-
tion de possibles collisions inélastiques entre atomes, qui ne sont pas un
probleme si les atomes sont tous confinés dans 1’état interne d’énergie mi-
nimale. Nous allons donc comparer, au fur et a mesure de notre progres-
sion, les avantages et les inconvénients liés a chacune de ces méthodes.
Dans ce chapitre, nous allons donc nous concentrer sur des atomes libres
ou confinés dans un piege harmonique isotrope, de pulsation w. Nous al-
lons passer en revue deux méthodes permettant d’aboutir & I’hamiltonien
modele (4.1), la premiere fondée sur la mise en rotation du systéme et la se-
conde sur l'utilisation explicite de plusieurs états internes atomiques. On
pourra consulter I’article de revue récent de Goldman et al. (2013) pour ap-
profondir les notions développées dans ce chapitre [voir aussi l'article de
Dalibard et al. (2011) pour une revue plus succinte].

Cours 4

1 Physique dans un référentiel tournant

Partant d'un fluide composé de particules neutres de masse M, une des
méthodes les plus simples sur le plan conceptuel pour simuler un magné-
tisme orbital consiste a le « faire tourner ». On considere une assemblée de
particules neutres, et on s’arrange pour que leur environnement (le piege
qui les confine) tourne autour de ’axe z avec une vitesse angulaire €2 : 1'ha-
miltonien décrivant les forces extérieures agissant sur les atomes est donc
modulé dans le temps avec cette pulsation 2. On peut alors montrer que la
dynamique des particules du fluide est équivalente a celle de particules de
charge g plongées dans un champ magnétique tel que

qB =2MQ, avec Q= Qu,. (4.4)

Cette similarité entre magnétisme orbital et rotation se comprend aisément
quand on compare la force de Lorentz responsable du magnétisme et la
force de Coriolis qui apparait dans un référentiel en rotation :

FLorentz =qUu X B7 FCoriolis =2M v x €. (45)

Le but de ce paragraphe est de formaliser cette similarité dans le cadre du
formalisme hamiltonien de la physique quantique, et de dégager la signi-
fication physique des observables pertinentes.

1-1 Mise en rotation d’un systéme quantique

Considérons pour commencer une particule unique, de masse M, sou-
mise dans un référentiel galiléen R au potentiel indépendant du temps
V (r). Le mouvement quantique de la particule est décrit par I'équation de
Schrodinger avec un hamiltonien indépendant du temps :

oY A © P
ih—=H avec H=-—+V(7). 4.6
00—y P V() 6)
Le potentiel V(7-) décrit I’ensemble des facteurs extérieurs agissant sur la
particule : potentiel de confinement dans le cas d"une expérience avec un
gaz piégé, miroirs et séparateurs de faisceaux dans le cas d"une expérience
d’interférométrie. En particulier, pour ’étude d'un gaz de particules et tant

page 2



MAGNETISME ARTIFICIEL POUR UN ATOME ISOLE (PARTIE 1)

§1. Physique dans un référentiel tournant

s .
=

]Y
8

FIGURE 4.1. Gauche : courbes équipotentielles pour V (r). Droite : courbes équi-
potentielles a un instant donné pour W (r,t), correspondant i une rotation i vi-
tesse angulaire Q@ du potentiel initial V (7).

que 'hamiltonien est indépendant du temps, la procédure habituelle de
la physique statistique quantique s’applique : recherche des états propres,
écriture d'un état d’équilibre thermique, calcul des différentes grandeurs a
I'équilibre, etc.

Supposons maintenant que 'on fasse tourner le potentiel autour de
I'axe z a vitesse angulaire constante 2. L’hamiltonien a une particule dans
le référentiel R dépend alors explicitement du temps :

~2

A(t) = 2% + W (1) (4.7)

avec (cf. figure 4.1) :
W(z,y,z,t) = V]xcos(Qt) + ysin(t), —xsin(Q) + ycos(Q), z]. (4.8)

Des lors que 1'hamiltonien dépend explicitement du temps, il n’est plus
possible d’appliquer la démarche habituelle pour construire un état d’équi-
libre thermique. Néanmoins, on peut dans ce cas se ramener a un pro-
bleme indépendant du temps via une transformation unitaire : les mé-
thodes usuelles de la thermodynamique quantique redeviendront alors
utilisables.

Remarque. Nous supposons ici que le potentiel V() n’est pas invariant
par rotation autour de 1’axe z. Sinon, le potentiel W (r,t) ne dépend effec-
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tivement pas du temps et le référentiel R est un référentiel légitime pour
appliquer les concepts de la physique statistique.

1-2 Transformation unitaire

Rappelons tout d’abord les principes généraux d’une transformation
unitaire . Partons d’un systeme décrit par un hamiltonien H (t) dépendant
du temps, et un état évoluant selon I’équation de Schrodinger :

ih——=t = H(b)[¢(t)). (4.9)

Ol (1))
ot

On se donne un opérateur U(t) et on construit les états transformés

[5() = U)(1)). (4.10)

L/équation d’évolution de |1)(t)) est donnée elle aussi par une équation de
Schrodinger, avec ’hamiltonien H :

L) _ & - o et 40
ih=ps =" = H[Y(t),  H=UHU"+ih--U". (4.11)

Notre but dans ce qui suit est de proposer un opérateur U tel que le trans-

formé H de I'hamiltonien donné en (4.7-4.8) soit indépendant du temps.

Posons
~ A ~ “ A R . a
U(t) = exp (1Qth/h) avec L, =3p, — ps = _lh?’ (4.12)
¥

ol la derniere expression fait référence aux coordonnées cylindriques
(r,p,z) avec * = rcosy, y = rsine. L'action de U sur une fonction

1. Nous adoptons dans tout ce paragraphe un point de vue quantique, bien adapté aux
applications que nous envisagerons ensuite. Notons toutefois qu'un traitement classique a
partir du formalisme lagrangien donne des résultats formellement identiques. Pour un tel
traitement, on pourra consulter par exemple le livre de Landau & Lifshitz (1982), § 39, ainsi
que le cours au College de France de C. Cohen-Tannoudji de I’année 2001-02 (diapos 80-85).
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U(r, ¢, z) est

Ub(r,p,2) = exp <Qt§p> W(r, ¢, 2)

_ 00 | 1 g
= z/;(r,go,z)-l—ﬂt&p—i-Q(Qt) 8s02+"'

P(r, o + Qt, z). (4.13)

Examinons comment les différents opérateurs intervenant dans (4.7) se
transforment sous l'action de U. Commengons par & et § pour lesquels on
trouve :

UzU" = & cos(Qt) — §sin(Qt), UyU"T = & sin(Qt) + §cos(Qt).  (4.14)

Pour démontrer ces identités, considérons par exemple l'action de UzU"
sur une fonction ¥ (r, ¢, z) :

(U&%ﬁT) Y(ryp,z) = (U:%) Y(r,o —Qt, z)
U [r cosp o(r, o — Qt, 2)]

= rcos(p+ Q) Y(r,p,2)
= (xcos(Qt) — ysin(Q)) Y(r,p,z). (4.15)

Le résultat (4.14) peut étre inversé pour donner

U (& cos(Qt) + gsin(u) U =2, U (—asin(Q) + §sin()) U =3,

(4.16)

et donc
UW(#, ) UY = UV [ cos(Qt) + §sin(Q)t, —&sin(Qt) + §cos(Qt), 2 UT
= V(&.3.%) (417)

qui est indépendant du temps.

Considérons maintenant le terme d’énergie cinétique p*/2m de (4.7).
En utilisant I'opérateur laplacien en coordonnées cylindriques :

o T ror T oy

~2 2 2 2
p h (92 18 1 9
VAR Vil 2M< (@19
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on voit que cet opérateur commute avec L, = —ihd,, ce qui est logique
puisque ce terme d’énergie cinétique est invariant par rotation.

Le dernier terme a calculer pour obtenir I'expression de H est

du - i, o\ - .
i 5 Ut =in ( - U) U OL,, (4.19)

lui aussi indépendant du temps.

Au final, on obtient pour i I'expression suivante
2 152 -
H= ot V(r)—QL., (4.20)

qui est bien indépendante du temps : on va pouvoir utiliser cet hamiltonien
comme base d'une étude de thermodynamique a 1’équilibre.

1-3 Interprétation physique

La transformation unitaire décrite au paragraphe précédent correspond
au changement de repeére bien connu, faisant passer du référentiel galiléen
R au référentiel tournant a la vitesse angulaire Q autour de I’axe z, noté R'.

Pour montrer cette correspondance, partons d'une base u; (j = ,y, 2)
liée au repere R. Introduisons la base u/; liée a R’ (cf. figure 4.2) :

ul, = cos(Q)u, +sin(Qt)uy, wy, = —sin(U)u, + cos(U)u,, u, =u..
(4.21)
Un point M de coordonnées (z, y, z) dans la base u; a pour coordonnées :

2 = cos()z +sin(Qt)y, v = —sin(Qt)z +cos(Q)y, 2=z (4.22)
dans la base u/, ce qui assure que
Uy + yuy + 2u, = 'ul + y'uy + 2l (4.23)

La comparaison de (4.22) avec le résultat obtenu en (4.16)

U (i cos(Qt) + §sin(Qt)) UT = 2
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FIGURE 4.2. Base fixe (u., u,) du référentiel galiléen R et base tournante u/,, u;,
liée au référentiel en rotation R'.

conduit alors a l'interprétation suivante : I'opérateur & dans la « nouvelle
représentation », c’est-a-dire celle obtenue apres transformation unitaire,
correspond a l'opérateur & cos(2t) + ¢sin(Q2t) dans I'ancienne représenta-
tion. Or, d’apres (4.22), cet opérateur n’est autre que 'opérateur position
associé a la coordonnée 2’ dans la base u/; du référentiel tournant.

L'action de U correspond donc bien a un changement de référentiel, les
nouveaux opérateurs position correspondant a la quantité physique « posi-
tion dans la base u; liée au référentiel R' ».

La présence du terme —QL, vient, comme pour I’hamiltonien magné-
tique, modifier la relation usuelle entre vitesse et impulsion. On peut défi-
nir I'opérateur vitesse a partir de I’hamiltonien (4.20) en se placant en point
de vue de Heisenberg :

dr i,z
b= — = —[H,7 .
b= h[ , 7 (4.24)
ce qui conduit a
N " S T N
Uy = — + Q, Uy = — — QF, e =77 (4.25)

En d’autres termes, dans la nouvelle représentation, l'impulsion p et la
quantité de mouvement Mo sont reliées par la relation

p=Mb+ MQX 7. (4.26)

Pour interpréter ce résultat, revenons un instant a la cinématique classique.
Une particule de coordonnées (x,y, z) dans la base u; liée a R a pour vi-
tesse dans ce référentiel

VR = TUy + YUy + ZU. (4.27)

Cours 4

Dans la base u; liée au référentiel R/, les coordonnées de la particule sont
(2',y, 2’) et sa vitesse vaut :

R = i'uy, + gluy, 4 2ul (4.28)

Le lien entre v et vr: se fait en prenant en compte la rotation des u; par

rapport aux u; :

du, ,
dont on déduit

Uy +yuy + 2u, = a'u, +y'uy + 2, = vr =vr +Qx 1 (4.30)

Cette loi de composition des vitesses permet d’interpréter la relation (4.26).
Dans (4.26), 'opérateur v est associé a la quantité physique vitesse dans le
référentiel tournant puisque c’est la dérivée de l'opérateur position dans le
référentiel tournant. On déduit de (4.30) que l'opérateur impulsion p dans
la nouvelle représentation est associé a la quantité physique masse x vitesse
dans le référentiel galiléen R.

Pour terminer, examinons 1’opérateur « composante du moment ciné-
tique selon z ». Il est clair que L, commute avec U, soit

UL.U =1L.. (4.31)

L'opérateur L, correspond donc toujours au moment cinétique dans le ré-
férentiel galiléen R.

1-4 Lien entre magnétisme orbital et rotation

Nous disposons désormais de tous les éléments pour montrer 1'équi-
valence entre magnétisme orbital et rotation. Considérons ’hamiltonien
d’une particule chargée dans un champ magnétique uniforme B = Bu,
et faisons le choix de la jauge symétrique :

A(r) = g(—yux + zuy) (4.32)

ce qui donne (cf. chapitre 2) :

o (ﬁ—qA(’;'))z _ p? 1 2.2 Wcp
H= i =51 + 8ch7 5 L,. (4.33)
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avec w, = ¢B/M. L'hamiltonien dans le référentiel tournant (4.20) pos-
séde une structure identique a cet hamiltonien magnétique pourvu que
l'on prenne

Q=w/2 (4.34)
et qu’on choisisse le potentiel extérieur V (r) tel que
Loroa 1, 000

V(r) = —Mwzr® = -MQ*r=. (4.35)

Ce choix signifie que la force de rappel associée a V (r) compense exacte-

ment la force centrifuge.

Meéme si on ne prend pas le potentiel V(r) exactement opposé au po-
tentiel centrifuge, on peut toujours écrire I’'hamiltonien dans le référentiel
tournant (4.20) comme

(P — qA(#))?
e PmaAT) vy (4.36)
oM
avec
1
qA = MQ(—yu, + zu,), Veentrit. (1) = —§M(22r2 (4.37)

ce qui veut dire que I'on simule ainsi le mouvement d’une particule char-
gée plongée dans un champ magnétique uniforme associé a la fréquence
cyclotron w. = 212, et soumise en plus au potentiel total V' + Veenyis.-

2 Gaz en rotation

2-1 Anisotropie tournante

Pour mettre un gaz d’atomes froids en rotation, une méthode simple
consiste a partir d'un piege isotrope dans le plan zy, correspondant au
potentiel statique

Vo(r) = %Moﬂ(:ﬁ + %) (4.38)

Cours 4

FIGURE 4.3. Gauche : condensat de Bose-Einstein d’atomes de rubidium confinés
dans un piege isotrope dans le plan xy. Droite : Réseau de vortex obtenu en ajou-
tant une anisotropie tournante (Egs. 4.38-4.39) avec € ~ 0.1. Figure extraite de
Madison et al. (2000).

et a ajouter une légere anisotropie tournant a la fréquence angulaire 2 :

V(wyt) = M [y () ' (t)]
= %sz [(— sin(Qt)z + cos(Qt)y)® — (cos(Qt)x + sin(Qt)y)Q]
= %sz [cos(2Qt) (y* — 2°) — 2sin(20¢) zy] (4.39)

oll le parametre e caractérise I’amplitude de I’anisotropie. Dans le référen-
tiel tournant, on obtient un potentiel statique légérement anisotrope :

V(z,y) = Vo(z,y) + 6V (z,y) = %Moﬂ (1—e2®+ (1+€y?) (440)

En pratique, ce potentiel tournant peut étre créé par un faisceau laser
elliptique ou par un gradient de champ magnétique dépendant du temps.
Nous montrons en figure 4.3 un résultat obtenu avec un gaz de rubidium
mis en rotation par un agitateur laser. La présence d"un réseau régulier de
vortex est la signature incontestable de cette mise en rotation, comme nous
aurons 1'occasion de l’expliciter dans un prochain chapitre.
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2-2  Peut-on atteindre la rotation critique 2 = w?

Nous avons expliqué a la fin du paragraphe précédent que le cas idéal
d’une particule libre plongée dans un champ magnétique uniforme était at-
teint quand le potentiel de confinement V' () compensait exactement le po-
tentiel centrifuge. C’est dans ce cas, et dans ce cas seulement, que le spectre
a une particule de ’hamiltonien est constitué de niveaux de Landau dégé-
nérés, cette dégénérescence étant un ingrédient important de 1’'obtention
d’états fortement corrélés en présence d’interactions.

La présence de l’anisotrope € va venir empécher d’atteindre ce régime.
Plus précisément, on peut montrer que la zone de rotation

Q/well —e1+¢ (4.41)

correspond a une instabilité dynamique pour le mouvement des particules
(Rosenbusch et al. 2002). Ce résultat s’obtient assez simplement en dyna-
mique newtonienne en écrivant les équations du mouvement dans le réfé-
rentiel tournant, en prenant en compte force de Coriolis et force centrifuge,
ainsi que la force liée au potentiel V) + 0V :

i—20 4+ [w(1—€)—Q%|z=0,
4290+ [w(1+e) — Q%] y=0

La recherche des valeurs propres de ce systeme conduit au résultat an-
noncé. Par exemple, si on choisit exactement 2 = w, on trouve que la quan-
tité = + y diverge comme exp(ewt/2). Un exemple de cette divergence est
montrée sur la figure 4.4.

Cette instabilité vient donc empécher de prendre la fréquence angulaire
de rotation () aussi prét qu’on le souhaiterait de la pulsation w du piége :
on est limité a @ < w(1l — ¢€). Cela ne serait pas bien grave si ¢ pouvait
étre lui-méme arbitrairement petit. Mais un piége réel n’est jamais parfai-
tement isotrope et il est donc caractérisé par une anisotropie statique non
nulle et . Pour que le passage dans le référentiel tournant soit pertinent, il
faut que I'anisotropie tournante e soit grande devant cette anisotropie sta-
tique, ce qui impose en pratique de prendre des parametres ¢ de quelques
pour cents. Nous verrons dans un cours prochain que cette contrainte nous
laisse relativement éloignés de la physique de I’effet Hall quantique.

Cours 4

displacement (um)

1 1
20 30 40 50 60 20 30 40 50 60
stirring time {ms}

FIGURE 4.4. Instabilité dynamique d’un nuage d’atomes froids (non condensé a
gauche, condensat quasi-pur a droite) pour une fréquence de rotation égale a la
fréquence de piégeage ) = w. On observe une croissance exponentielle de I'écart
entre le centre du piege et le centre de gravité du nuage. Le parametre d’aniso-
tropie € vaut 0.09 pour cette expérience menée avec des atomes de rubidium 37 Rb
(w/(2m) = 180 Hz). Figure extraite de l'article de Rosenbusch et al. (2002).

2-3 Systémes invariants par rotation

Il existe une alternative intéressante au passage dans le référentiel tour-
nant pour générer le terme en —Qﬁz, réinterprété ensuite comme un terme
en —p - A(7). Cette alternative consiste a injecter un moment cinétique to-
tal moyen non nul (L,) dans un gaz confiné dans un piege approximati-
vement invariant par rotation. On laisse ensuite le gaz atteindre un état
thermodynamique stationnaire, compte tenu de ce moment cinétique qui
est une quantité conservée.

L’approche standard pour la recherche de cet état stationnaire est la
technique des multiplicateurs de Lagrange, décrite par exemple dans le
livre de Diu et al. (1989), complément IL.E (on pourra consulter aussi 1'ou-
vrage de Landau & Lifchitz (1984), § 26 et § 34). Supposons que l'on s’in-
téresse a I’état a température nulle, c’est-a-dire 1’état fondamental compte
tenu de la contrainte sur le moment cinétique. On introduit un parametre
de Lagrange (2 pour rendre compte de cette contrainte et on cherche I'état

V¥ qui minimise la valeur moyenne de I'énergie
E(Q, V) = (U|Hq|yp)  avec Ho=H —QL.. (4.42)

La valeur de Q est ensuite déterminée de maniére a assurer que la moyenne
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de L. soit bien celle qu’on a injectée. On est donc amener a travailler avec
le méme hamiltonien que celui obtenu par passage dans le référentiel tour-
nant, méme si l'interprétation physique de §2 est différente : dans un cas,
il s’agit de la fréquence angulaire de rotation imposée de l'extérieur ; dans
l'autre, c’est un parametre intrinseque du systeme qui s’ajuste pour rendre
compte du moment cinétique injecté initialement.

Remarque. Nous avons supposé ici que ’hamiltonien / est invariant par
rotation et commute avec L.. Si le systeme considéré est suffisamment pe-
tit pour qu’une diagonalisation exacte de H soit possible, le passage via
Hg n’est pas nécessaire : on peut simplement chercher une base propre
commune a Het L., puis ne considérer que les états propres qui sont dans
le secteur correspondant au moment cinétique injecté. En revanche, si on
doit avoir recours a des approximations de type champ moyen, c’est bien
a partir de la fonctionnelle E(2, ¥) qu’il faut travailler.

Comment injecter du moment cinétique? Une fois identifiée cette ap-
proche alternative a la rotation forcée, cette question se pose naturellement.
Parmi les méthodes qui ont été proposées, nous en présenterons ici deux.

— La premiere est la méthode d’évaporation sélective, mise en place par
Eric Cornell et son groupe (Schweikhard et al. 2004). L'idée est de
mettre dans un premier temps le nuage en rotation par la méthode
«classique » avec un agitateur tournant. Ensuite, on débranche cet
agitateur et le nuage se retrouve confiné dans un piege avec une trés
bonne symétrie de rotation autour de I'axe z : le groupe de Boulder es-
time que l'anisotropie résiduelle de leur piege est inférieure a 0.1%. On
procede alors a une évaporation sélective, en enlevant des atomes qui
se trouvent au voisinage de 'axe z, et qui portent donc moins de mo-
ment cinétique que la moyenne. Cette évaporation a pour effet d’aug-
menter le moment cinétique moyen par atome restant dans le piege (fi-
gure 4.5). Le parametre de Lagrange (2, qui représente ici la fréquence
de rotation effective, peut atteindre dans ces expériences 0.993 w, ce
qui constitue un record pour un piége purement harmonique. La fonc-
tion d’onde macroscopique peuple de maniere significative des états
de moment cinétique allant jusqu’a 120 .

Cours 4

FIGURE 4.5. Mise en rotation d'un nuage par évaporation sélective. Les photos
sont prises selon un axe perpendiculaire a 'axe de rotation z. En enlevant des
atomes avec un moment cinétique inférieur a la moyenne, on augmente la vitesse
de rotation du nuage restant dans le piege. La figure a correspond 4 un gaz au
repos, la figure b 4 un gaz apres évaporation radiofréquence, la figure ¢ apres une
combinaison d’évaporation radiofréquence et lumineuse (un faisceau lumineux se
propageant selon I'axe z éjecte les atomes situés au voisinage de cet axe). La quan-
tité Q désigne QJw. Pour la fréquence de rotation trés rapide obtenue en (c), la
force centrifuge déforme considérablement le nuage, qui est alors compleétement
aplati dans le plan xy. Cette figure est extraite de 'article de Schweikhard et al.
(2004).

- La seconde méthode consiste a transférer du moment angulaire a par-
tir de faisceaux lumineux. On utilise pour cela une transition Raman
induite par des faisceaux lumineux de type Laguerre-Gauss. Dans
l'expérience de Moulder et al. (2012), les atomes sont initialement
confinés dans un piége annulaire dans un état interne |a) (en 1’occur-
rence l’état Zeeman |F' = 1,m = 1) du 8"Rb). Une transition absorption
— émission stimulée fait passer les atomes de 1’état |a) vers un autre état
interne |b) (ici |[FF = 1,m = 0)). Un des faisceaux porte un moment
cinétique angulaire pouvant aller jusqu’a 10% alors que l’autre est un
faisceau gaussien de moment cinétique orbital nul. Lors de la transi-
tion Raman, chaque atome gagne donc un moment cinétique allant lui
aussi jusqu’a 10 f. On réalise ainsi un courant permanent en circula-
tion dans un anneau (figure 4.6).
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FIGURE 4.6. Courant permanent dans un piege annulaire, réalisé a partir de fais-
ceaux laser dans un mode de Laguerre—Gauss. On transfert un moment cinétique
déterminé aux atomes par une transition Raman stimulée, ce moment cinétique
pouvait atteindre la dizaine de h par atome. Une fois créé, ce courant permanent
a une longue durée de vie. Le graphe montre qu’un moment cinétique initial de
3h/atome peut subsister pendant une minute environ. On mesure ce courant a
partir de la taille du trou central dans le nuage dans une expérience de temps de
vol. Ce figures sont extraites de Moulder et al. (2012) (groupe de Z. Hadzibabic a
Cambridge). Des expériences similaires sont menées dans le groupe de G. Camp-
bell au NIST.

Cours 4

3 Le couplage d’'un atome au rayonnement

Nous avons vu lors du chapitre consacré a la phase de Berry comment
l'utilisation d’une structure interne des particules, accompagnée d"un suivi
adiabatique d’un état interne dépendant de l’espace, pouvait conduire a
une phase géométrique et un champ de jauge non nuls. Nous avons déja
indiqué que le cas d'un atome éclairé par un faisceau lumineux cohérent
permettait en principe de mettre cette stratégie en ceuvre, en exploitant
I'existence de plusieurs états internes atomiques couplés entre eux par le
rayonnement et I'émergence d’états habillés dépendant de la position.

Pour bien comprendre les possibilités ouvertes par cette approche ainsi
que ses limitations, nous allons commencer par passer en revue les princi-
paux éléments qui permettent de décrire le couplage atome-lumiére et la
maniere dont il peut étre mis en ceuvre pour différentes espéces atomiques.
Nous examinerons ensuite, dans ce chapitre et dans celui qui suivra, la
mise en pratique de ce suivi adiabatique.

3-1 Le modeéle d’un atome a deux niveaux

Nous considérons dans ce qui suit un atome éclairé par un faisceau
lumineux monochromatique de pulsation w. Nous assimilons 1’atome a un
systéeme a deux niveaux, notés |g) et |e), séparés par 1'énergie hw, (figure
4.7), dont I'’hamiltonien en absence de lumiere s’écrit :

0= "2 (le)el ~ lgb ) 443)

Nous supposons que la fréquence du faisceau lumineux est choisie relati-
vement proche de la résonance atomique :

A < wo, w avec A =w —wy. (4.44)

L’hamiltonien décrivant la dynamique interne de 1’atome est la somme de
Hj et du couplage atome-laser Va1, (t) :

Hinterne(t) = IA{O + VAL“) (445)
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FIGURE 4.7. Modélisation d’un atome par un systeme a deux niveaux.

La forme de ce couplage peut étre simplifiée grace a 'approximation du
champ tournant? pour s’écrire (Cohen-Tannoudji et al. 1989):

~ hk it hr*

VaL(t) = 5 e 5
ot la fréquence de Rabi complexe r caractérise la force du couplage atome-
lumiere, que nous supposerons ici de nature dipolaire électrique. En parti-
culier, le terme (hr/2) e~“|e)(g| décrit le passage de |g) & |e) par absorption
d’un photon dans ’onde lumineuse incidente, et le terme (%ik*/2) €'“!|g)(e|
décrit le passage de |e) a |g) par émission stimulée d'un photon dans cette
onde.

et g) (el. (4.46)

e)gl+

Le passage dans le référentiel tournant vis a vis des variables internes
permet de se ramener a I’hamiltonien indépendant du temps > :

Hinterne = Ho + Var, (4.49)
avec

fo="2 () tal ~ e)e). V= "le) ol + Pl el. a50)

2. Cette approximation consiste a négliger les termes qui auraient une contribution en
eF1(Wtwo)t pour ne garder que les termes en e1(w—w0)t (cf. cours 2012-13).
3. Ce passage se fait via la transformation unitaire associée a ’opérateur

U(t) = expli(le) (el —lg){g]) wt/2] (447)
et I'hamiltonien transformé (ici indépendant du temps) est obtenu via :
H=00A0U ) + iﬁ%it) Ut (t). (4.48)
Cours 4

soit, sous forme matricielle dans la base {|g), |e)} :

2 h (A k*
Hinterne - 5 (IQ —A) . (451)

C’est cet hamiltonien Hipterne que nous utiliserons dans la suite, en omet-
tant le signe = pour simplifier 1’écriture quand il n’y aura pas d’ambi-
guité. Les caractéristiques en intensité et en phase du faisceau lumineux
sont contenues dans l’expression de la fréquence de Rabi complexe &.
En particulier, lorsqu’on étudiera le mouvement du centre de masse de
I'atome, « sera une fonction de la position de ce centre de masse et notée
k(r). Par exemple, pour un atome éclairé par une onde plane progressive,
on aura :

Onde laser plane de vecteur d’onde k : K(r) = Ko el® T, (4.52)

ot 'amplitude xg sera proportionnelle au champ électrique de 'onde laser,
donc a la racine carré de son intensité.

Pour étre utile dans le probleme qui nous intéresse ici, a savoir la géné-
ration de champs de jauge artificiels, ce couplage entre état électronique
fondamental et état électronique excité doit pouvoir se faire sans émis-
sion spontanée de photons. De tels processus d’émission spontanée sont
en effet incohérents et constituent des sources de chauffage pour le gaz
atomique que I'on cherche & manipuler. L'utilisation d"un état électronique
excité n’est donc possible que pour des classes d’atomes pour lesquels il
existe des états excités de trés longue durée de vie, bien supérieure a la
durée typique d"une expérience.

En pratique, les atomes adéquats sont des atomes a deux électrons ex-
ternes comme Mg, Ca, St, Hg, Yb : leur état fondamental est un état singulet
de spin et certains états excités peuvent alors étre métastables, s’ils corres-
pondent a un triplet de spin. L’atome d’Ytterbium par exemple a pour état
fondamental un état 6s6s 'Sy et possede un état excité 6s6p 3Py de durée de
vie estimée a plus de 10 secondes, qui convient parfaitement pour ce type
d’expérience, au moins a des densités suffisamment faibles pour que les
collisions inélastiques impliquant des atomes dans I'état excité soient né-
gligeables [pour une étude de ces collisions, voir par exemple Scazza et al.
(2014)]. L'utilisation de réseaux optiques, dans lesquels on peut rendre trés
faible la probabilité d’avoir plus d'un atome par site, permet également de
contourner cette difficulté liée aux collisions inélastiques.
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l91)

FIGURE 4.8. Excitation d'une transition Raman entre deux sous-niveaux fonda-
mentaux |g1) et |g2).

3-2 Le modeéle d’une transition Raman

Nous avons considéré dans le paragraphe ci-dessus une transition entre
I’état fondamental |g) et un état excité |e), couplé a |g) par une transition
dipolaire électrique. Pour la plupart des especes atomiques, notamment
les atomes alcalins, les états |e) de ce type ont une durée de vie par émis-
sion spontanée de 1’ordre de quelques dizaines ou quelques centaines de
nanosecondes. Cette durée de vie est beaucoup trop courte pour que la
transition |g) <> |e) puisse étre utilisée telle quelle pour générer un champ
magnétique artificiel utilisable.

On peut contourner cette difficulté en tirant parti du fait que le niveau
fondamental est lui-méme composé de plusieurs sous-niveaux, et en utili-
sant des transitions Raman entre ces sous-niveaux (figure 4.8). Considérons
deux sous-niveaux |g1) et |g2), séparés par 1'énergie E5 — E1, et supposons
qu’on éclaire I’atome par deux ondes lumineuses de pulsations respectives
w, et wy avec :

h(wa — wb) ~ E2 — El. (453)
Les deuxniveaux |g1) et |g2) peuvent étre couplés de maniere cohérente par

I'intermédiaire d’une transition impliquant un (ou plusieurs) états excités
électroniques. Dans le cas ot un seul état |e) est impliqué, le couplage peut

Cours 4

s’écrire (apres passage dans le référentiel tournant) :

~ hkg
Var = 5

€ (or] + "2 e} (go| + huc. 454)

On peut alors éliminer 1’état excité pour se ramener a un hamiltonien
effectif agissant dans le sous-espace engendré par les deux états |g1) et |g2).
Par exemple, le couplage permettant de passer de |g1) a |g2), par absorp-
tion d'un photon dans l’onde «, puis émission stimulée d’un photon dans
I'onde b, est donné a 1’ordre le plus bas par la fréquence de Rabi effective :

hkeg ( hkg ) 1 ( hkj )
= X X | —= (4.55)
2 2 gree hAA, 2 g

L’hamiltonien décrivant la dynamique interne de 1’atome dans le sous-
espace {|g1), |g2)} est une matrice 2 x 2 de structure similaire & (4.51), out
I'on remplace le désaccord A = w — wy par le désaccord Raman :

A= ﬁ(wa - wb) - (E2 - El) (456)

et k par keg. En particulier, si les ondes a et b sont des ondes planes de
vecteurs d’onde k; et ks, cette fréquence de Rabi effective s’écrit

Ondes planes k,, ks : Kot (1) = kg e (Fa=ko) T, (4.57)

En modifiant I'angle entre les vecteurs d’onde k, et k;, on peut ajuster le
transfert d’'impulsion dans cette transition Raman depuis une valeur quasi-
nulle (quand k,, et k;, sont colinéaires 4 jusqu’a 2k = 2wp/c, quand k, et
ky, sont opposés. Cette flexibilité dans le choix du transfert d’impulsion,
a désaccord A donné, est un élément tres appréciable de ces transitions
Raman.

Les déplacements lumineux. Quand on utilise une transition Raman, il
faut compléter 'hamiltonien précédent (4.51) en ajoutant aux coefficients
diagonaux les déplacements lumineux des états |g1) et |g2). Ces déplace-
ments correspondent aux processus absorption—émission stimulée partant de

4. On retrouve alors le résultat que ’on obtiendrait en induisant la transition g1 <+ g2 par
une micro-onde.
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et revenant sur |g;) (et idem pour |g2)). Dans le modele d’atome a trois ni-
veaux adopté ici, ils valent |x;|? /4A. (j = 1,2), de sorte que 'hamiltonien
effectif dans le sous-espace {|g1), |g2) } s'écrit :

. h <A+ |kal?/2A Kpkb /20 >

o\ kaki/280 —A T |m2/24, (4.58)

H; interne —
Quand les ondes a et b sont des ondes planes, ces déplacements lumineux
sont uniformes dans 'espace et peuvent donc étre réintégrés dans la défi-
nition des énergies E; et E; des sous-niveaux |g;) et |g2).

Signalons un cas particulier remarquable pour un désaccord Raman A
nul. Dans ce cas, I’hamiltonien effectif

. h (|kal®> Kikp
Hinterne - m <f€aﬂz ‘ﬂb‘Q . (459)

est facile a diagonaliser. En particulier, une de ses deux valeurs propres
vaut 0 et le vecteur propre associé est I'état noir (Arimondo 1996):

|¢noir> X ’ib|gl> - 5a|92>7 (460)

dont on peut vérifier immédiatement qu’il n’est pas couplé a I'état excité
le) par le couplage (4.54).

3-3 Transitions Raman : alcalins vs. lantanides

Comme nous l'avons indiqué, I'utilisation d"une transition Raman entre
états issus du niveau fondamental est un moyen tres efficace pour réduire
le chauffage et la décohérence dus aux processus d’émission spontanée.
Toutefois, cette réduction n’est pas forcément suffisante pour les atomes
les plus « populaires » dans les expériences d’atomes froids, a savoir les
atomes alcalins. Une classe d’atomes beaucoup plus favorable est tirée de
la catégorie des lantanides, erbium ou dysprosium par exemple. Les ré-
sultats de plusieurs expériences manipulant ces atomes ont récemment été
publiés (Aikawa et al. 2012; Lu et al. 2012) et nous allons brievement ex-
pliquer en quoi ces espéces atomiques sont tres prometteuses par rapport
aux alcalins. Nous allons pour cela nous intéresser au facteur de mérite

M = Eett (4.61)
v

Cours 4
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FIGURE 4.9. Transition de résonance d'un atome alcalin, avec la structure fine
de I'état excité et la structure hyperfine du niveau fondamental, représentée ici
pour un spin nucléaire I = 3/2 (cas de "Li, 23Na, 3°K,**K,8Rb). Le clivage des
sous-niveaux Zeeman représenté sur la figure de droite est induit par un champ
magnétique extérieur.

oll 7y est le taux d’émission spontanée lié aux faisceaux créant le couplage
Raman. Notre discussion suivra d’assez prét celles de Nascimbene (2013)
et Cui et al. (2013).

Les atomes alcalins. Considérons un atome alcalin, de niveau fondamen-
tal électronique |g) = |ns), éclairé par un faisceau lumineux de fréquence
relativement proche de la raie de résonance de 'atome ns <+ np. On rap-
pelle que le premier niveau excité est en fait clivé en deux sous-niveaux
npi /2 et nps /o du fait de I'interaction de structure fine, ce qui donne nais-
sance a deux raies de résonance D; et D, (le fameux « doublet jaune » du
sodium par exemple). Par ailleurs, le spin I du noyau étant non nul, le
niveau fondamental ns et les niveaux excités np, /5 et nps/, sont égale-
ment clivés par l'interaction de structure hyperfine. En particulier, le ni-
veau fondamental se décompose en deux sous-niveaux de moment angu-
laire FF = I +1/2 (figure 4.9).

Supposons qu'un champ magnétique extérieur soit appliqué pour le-
ver la dégénérescence entre les différents états Zeeman. Quand on éclaire
I'atome par deux faisceaux lumineux de fréquence et de polarisations bien
choisies, des transitions Raman résonantes peuvent se produire entre états
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Zeeman adjacents (figure 4.9 a droite) :

19, Fym) < lg, Fymp £1). (4.62)
L’ordre de grandeur de 1’élément de matrice correspondant est
1 1
2 S pu—
Keoff ~ K (A2 A > (4.63)

ol Ay = w —w; et Ay = w — wo sont les désaccords du laser par rapport
aux transitions de résonance D; et Ds. Les contributions de ces deux tran-
sitions apparaissent avec des signes opposés dans (4.63), ce qui correspond
a une interférence destructive entre les deux chemins allant de |g, F, mp) a
lg, F,mp £ 1), en passant par np1/2 OU NP3 /2.

Rappelons 1'origine de ce phénomene, discuté plus en détail dans le
cours de ’an dernier. Le couplage atome-lumiere est de type dipolaire élec-
trique, en ¢r - €, ot r est la position de 1’électron externe de 'atome et €
le champ électrique lumineux. Ce couplage porte donc uniquement sur les
variables orbitales de I’électron et ne concerne pas son spin. Le fait que 'on
puisse malgré tout basculer le spin de 1’électron dans une transition Ra-
man provient du couplage spin-orbite responsable de la levée de dégéné-
rescence entre np; /, et nps /. Or, quand on prend un désaccord lumineux
grand devant la structure fine (A; ~ A,), l'effet de ce couplage spin-orbite
devient négligeable et il est normal que le couplage Raman tende vite vers
0 (comme 1/A?), plus rapidement qu’on aurait pu le supposer naivement
a partir de (4.55).

Le taux d’émission spontanée pour un atome alcalin vaut quant a lui (a
des facteurs numériques pres)

ot (L 1)
v~Tk (A% + AZ) (4.64)
ouI'"! désigne la durée de vie radiative des niveaux excités np, /2 etnpso.
L’élément de matrice Raman et le taux d’émission spontanée sont donc
tous deux proportionnels a I'intensité lumineuse (x?), si bien que le facteur
de mérite M ne dépend pas de cette intensité, mais simplement du désac-
cord. Le facteur de mérite optimal est obtenu en prenant un faisceau laser
tel que A; = —Ay, ce qui conduit a

As.f.

MNF,

(4.65)
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oll Ags = Ay — Ay représente 1'écart de structure fine entre les niveaux
npyi/2 et nps .

Pour l'atome de rubidium, une fois les facteurs numériques correcte-
ment pris en compte, ce facteur de mérite vaut environ 1.5 10°, ce qui
correspond & un chauffage d'une quinzaine de nanokelvins par seconde
si on prend I'élément de matrice Raman égal a I'énergie de recul h2k?/2M
(valeur minimale pour générer des champs de jauge dans 1’approximation
adiabatique). Si ’on souhaite travailler avec des atomes fermioniques, il
faut se tourner vers le potassium 40; le facteur de mérite est alors beau-
coup plus faible et le taux de chauffage pour kg = FE; atteint 700 nK/s
(Nascimbene 2013). Ces taux de chauffage sont notablement trop grands
pour les recherches portant sur les états fortement corrélés; nous verrons
en effet que les énergies caractérisant ces états sont elles-mémes de 1’ordre
de la dizaine de nanokelvins, et les temps nécessaires pour atteindre 1'état
d’équilibre thermodynamique peuvent dépasser la seconde.

Lantanides : erbium, dysprosium. Considérons maintenant des espéces
atomiques comme 'erbium et le dysprosium. Les propriétés électroniques
de ces atomes sont tres différentes de celles des alcalins. On peut dans
une certaine mesure considérer ces atomes comme ayant deux électrons
externes (niveau 6s* pour Dy), mais leur état fondamental n’est pas de mo-
ment cinétique orbital nul en raison des électrons disposés sur la derniere
couche interne incomplete (4f' pour Dy, conduisant & un moment ciné-
tique orbital L = 6). Le bas du spectre d’énergie de ces atomes comporte
donc des raies correspondant a I’excitation de I'un des deux électrons ex-
ternes ou d’un électron de cette couche interne.

Nous avons reporté sur la figure 4.10 quelques niveaux pertinents du
dysprosium [pour l'erbium, une étude détaillée est présentée par Lepers
et al. (2013)]. On trouve tout d’abord une raie bleue intense, correspon-
dant a la transition de résonance 6s*> —6s 6p de largeur naturelle ', /27 =
30 MHz. Cette raie est clivée par l'interaction de structure fine en trois com-
posantes de longueurs d’onde 405, 419 et 421 nm. Si cette raie était seule
présente, on rencontrerait le méme probléeme que pour les atomes alcalins
pour générer un élément de matrice Raman important : quand le désac-
cord du laser est grand devant 1’écart entre ces raies, ’élément de matrice
décroit comme le carré du désaccord et le facteur de mérite M ne serait
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410 6s6p

bleu
405,419
& 421 nm

4f°5d 6s2

rouge
741 nm

4110 652

FIGURE 4.10. Quelques niveaux pertinents du Dysprosium : la raie de résonance
principale, clivée par la structure fine, est dans le bleu. Un couplage Raman efficace
entre états Zeeman de I'état fondamental est obtenu en prenant un laser proche de
la résonance avec une raie étroite située dans le rouge, par exemple la raie a 741
nm.

pas tres bon. Mais il existe également de nombreuses raies étroites dans
le spectre du dysprosium atomique, comme la raie rouge correspondant a
I’excitation d’un électron de la couche interne 4f'° —4f°5d a 741 nm (terme
°K°®), de largeur I',. /21 ~ 2kHz (Cui et al. 2013).

L’idée est alors de prendre une transition Raman proche de la résonance
avec ce niveau étroit, avec un désaccord optimisant le facteur de mérite.
Plus précisément, le couplage Raman est d’ordre

(d-€)?
Ay

(4.66)

Reff ™~

(ot I'indice r fait référence a la transition rouge) alors que le taux d’émis-
sion spontanée est obtenu en sommant les contributions des raies rouge et

Cours 4

bleue?® :
(d,€)?
A?

(dbf)Q.

T
+bAf

N~ T, (4.67)
Dans ces expressions, on a introduit les dipoles atomiques d, et d,- associés

aux transitions bleue et rouge, avec

r, d2
— ~ . 4.68
R (4.68)
L’optimisation du facteur de mérite est alors simple et conduit a un désac-
cord tel que

A~ 2] £ (4:69)
b
Comme le rapport I, /T, est tres petit devant 1 (~ 10*4), cela revient a
choisir un laser pour le couplage Raman désaccordé d’'un dixieme de na-
nometre environ par rapport a la raie rouge. Le facteur de mérite est alors
simplement
Ay
Iy’
ce qui est beaucoup plus grand que le résultat pour les alcalins car A,
est de l'ordre d'une fréquence optique. Une fois tous les facteurs numé-
riques pris en compte, on trouve un taux de chauffage inférieur au nano-
kelvin/seconde pour un couplage Raman égal a 1’énergie de recul, aussi
bien pour des isotopes bosoniques que fermioniques; cela semble nette-
ment plus prometteur que le cas des atomes alcalins (Nascimbene 2013).

M ~ (4.70)

4 Potentiels vecteur et scalaire pour un atome

La premiere transposition des concepts de potentiels de jauge géomé-
triques au cas d’un atome en mouvement dans une onde laser est due a
Dum & Olshanii (1996), qui s’intéressaient au mouvement d'un atome dans

5. Nous donnons ici des expressions de type « approximation de champ tournant », alors
que pour les grands désaccords en jeu pour la transition bleue, les termes anti-résonnants
peuvent avoir une contribution significative. Nous ne pouvons donc espérer obtenir ici que
I'ordre de grandeur du facteur de mérite. Un calcul plus précis est bien str possible, au prix
d’expressions mathématiques moins transparentes.
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un réseau optique. Ils ont établi les expressions générales des potentiels de
jauge, puis se sont concentrés sur le cas du potentiel scalaire : un point clé
de leur approche est qu'un état « noir », combinaison linéaire d’états in-
ternes en principe non couplée a la lumiere, ressent néanmoins une force
non nulle due au gradient du potentiel scalaire géométrique.

Dans ce paragraphe, nous allons commencer par établir une expression
générale pour ces potentiels, puis particulariser notre discussion a la situa-
tion la plus simple, le cas d’un atome a deux niveaux. Nous terminerons
par une description de la premiére expérience ayant mis en évidence le po-
tentiel géométrique scalaire sur un atome, faite par Dutta et al. (1999) dans
le prolongement de la proposition de Dum & Olshanii (1996).

4-1 Expressions générales

Au paragraphe précédent, nous avons mis 1’'expression de 1’hamilto-
nien interne de I’atome couplé au rayonnement sous forme d"une matrice
(2F 4+ 1) x (2F + 1). Par exemple, pour une atome a deux niveaux, nous
avons écrit cet hamiltonien dans la base {|g), |e) } sous la forme

. h(A  k*
Hinterne — 5 (KJ —A) . (471)

Cette matrice peut dépendre a priori de la position du centre de masse de
I’atome par l'intermédiaire de plusieurs parametres :

— la phase du ou des faisceaux lasers incidents sur 1’atome, qui apparait
dans la phase du coefficient &,

— l'intensité du faisceau laser, qui est proportionnelle a |x|?,

— un gradient de polarisation du faisceau lumineux,

— une possible variation spatiale du désaccord A, obtenue par exemple
en plongeant I'atome dans un champ magnétique non homogene.

La procédure générale que nous avons suivie au chapitre précédent
pour dégager la notion de connexion de Berry s’applique telle quelle dans
ce cas. Pour toute position r du centre de masse, on peut diagonaliser la
matrice Hipterme €t Obtenir ses 2F + 1 états propres |¢, (7)), d’énergies no-
tées E,,(r), que nous appellerons états habillés. Supposons 1’atome préparé

Cours 4

a l'instant initial ¢ = 0 dans un de ces états habillés :

U(r,0) = ¢e(r,0) [the(r)). (4.72)

Si les conditions nécessaires a 'approximation adiabatique sont remplies
et si on peut négliger les processus d’émission spontanée, I’atome suivra
adiabatiquement cet état habillé et on aura a chaque instant :

\I/(’I“,t) = ¢Z(T’t) |¢e(7“)> (4.73)

Nous avons vu au chapitre précédent que le mouvement externe de
’atome, décrit par 1'évolution de la fonction d’onde ¢;(r,t) est donné par
une équation de Schrodinger pour une particule scalaire (sans structure
interne) soumise au potentiel vecteur (connexion de Berry) :

Ag(r) = 11{the| Vo), (4.74)

cette équation de Schrodinger effective s’écrivant ici

o 2
% - % + Eg(r) + Ve(r) | de(r,2), (4.75)

ih
o1 Vy(r) est le potentiel scalaire additionnel, apparaissant lui aussi du fait
de I'approximation adiabatique :
h? 9
= — . 4.7
o7 2 0l (476)

Vi(r)

4-2 Le résultat pour un atome a deux niveaux

Nous pouvons expliciter les résultats (4.74) et (4.76) pour le cas de
I’atome & deux niveaux en mettant la matrice 2 x 2 donnée en (4.71) sous
la forme

4.77)

int = — . .
mterne 2 \e?sinf —cosh

N 19} < cosf® e ?gin 0)

avec pour la fréquence de Rabi généralisée (), I'angle de mélange 6 et
I'angle de phase ¢ :

Q=A%+ k|2, cos = %, sinf = %, k= |K|e?, (4.78)
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ou 2, 6 et ¢ sont des fonction de r, avec § € [0, 7]. Les deux états habillés

sont alors
~( cos(8/2) B sin(6/2)
|¢+> - (eiqb sin(9/2)) ) |7/}—> - (_eid) COS(9/2)) ) (4-79)

avec les énergies associées :

La connexion de Berry pour chacun de ces états se calcule aisément et vaut

As(r) = g (=1 £ cost) V. (4.81)

I1 faut donc que I'onde lumineuse présente un gradient de phase pour don-
ner naissance a un potentiel vecteur géométrique non nul. En particulier,
une onde lumineuse stationnaire conduit toujours a A = 0.

Le potentiel scalaire vaut quant a lui
h2
) =5

et il crée une bosse de potentiel aux points ot les états habillés varient vite
avec la position .

[(VW +sin26 (Vo)?], (4.82)

Remarque : changement de jauge. La valeur de A dépend du choix de
jauge, c’est-a-dire de la phase locale qu’on choisit pour écrire les états |/ ).
Dans (4.79), nous avons pris une convention qui permet un raccord facile
(sans phase additionnelle) a I’état |g). Un autre choix « naturel » consiste a
favoriser plutot le raccord a |e) et prendre ainsi

;v (e % cos(0/2) ;o (€?sin(6/2)
[v5) = ( sin(6/2) ) o) = (—005(6‘/2)> (4.83)
ce qui conduit a
A, (r) = g (1+cosf) V. (4.84)

On peut également panacher et prendre (par exemple) la valeur (4.79) pour
|+ ) etlavaleur (4.83) pour |¢/”)... En d’autres termes, l'invariance de jauge
se manifeste ici par la possibilité d’ajouter ou retrancher a A+ un terme
proportionnel seulement & V¢. Le potentiel scalaire est quant a lui inva-
riant de jauge.
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4-3 Le potentiel scalaire dans un réseau « gris »

Pour mettre en évidence le potentiel scalaire V, Dutta et al. (1999) ont
utilisé un réseau optique a une dimension. Suivant l'idée initiale de Dum &
Olshanii (1996), ils ont choisi une configuration ot le niveau habillé E; ()
était quasiment plat, pour que la force due au potentiel scalaire géomé-
trique Vi (r) constitue une modification importante de la dynamique des
atomes.

Le réseau 1D est constitué de deux ondes lumineuses contre-
propageantes le long de 1’axe z. Ces deux ondes ont des polarisations li-
néaires croisées €, et €, (figure 4.11a). Quand on additionne de maniere
cohérente les champs électrique de ces deux ondes, on obtient une intensité
constante, mais une polarisation résultante qui varie le long de 1’axe z. En
certains points, cette polarisation est linéaire et orientée a 45° par rapport
aux axes z,y. A une distance \/8 de ces points, la polarisation est circulaire
droite ou circulaire gauche. Entre ces points particuliers, la polarisation est
généralement elliptique.

Le laser est choisi presque résonnant avec la transition de la raie D
de I'atome de rubidium (isotope 87), plus précisément avec la transition
reliant |g, F' = 2) et e, F' = 2) (figure 4.11Db). Si cette transition était la seule
en jeu, on peut montrer qu'un des états habillés serait « noir » en tout point
de l'espace, c’est-a-dire que 'énergie F1 (z) du niveau habillé |1, (z)) serait
nulle. Ceci se comprend simplement pour quelques points particuliers de
laxe z:

— La ou la polarisation est circulaire o4, I'état |¢1(z)) correspondant a
E, = 0 est I'état polarisé |g, F' =2, m, = £2).

- La ot1la polarisation est linéaire, on peut prendre 1’axe u de cette pola-
risation comme axe de quantification et I'état |1, (z)) correspond alors
alg, F =2, m, = 0). En effet, pour F entier, le coefficient de Clebsh-
Gordan reliant les deux états |g, F,m = 0) et |e, F, m = 0) est toujours
nul.

Par conséquent, si cette transition |g, F' = 2) et |e, F' = 2) était la seule en
jeu, on en déduirait que E; (z) = 0 pour tout z, ce qui veut dire que la dyna-
mique serait uniquement due au potentiel scalaire V(z) : son identification
serait facile.

La proximité du niveau excité |e, F' = 1) vient perturber un peu ce rai-
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sonnement. Si les états |g, F' = 2, m, = +2) restent noirs 1a ot1 la lumiere
est 04, il n’en va pas de méme pour les points ol la lumiere est polarisé
linéairement : I'état |g, F' = 2, m,, = 0) devient légérement couplé a la lu-
miere par l'intermédiaire du niveau |e, F' = 1,m,, = 0). Il en résulte que
I'énergie E;(z) est légerement modulée le long de 1’axe z, comme repré-
senté sur la figure 4.11c. Néanmoins, cette modulation résiduelle de l'éner-
gie E (z) est suffisamment faible pour que le potentiel scalaire V(z) joue un
role tres significatif pour le niveau habillé fondamental. Ces deux fonctions
sont tracées a la méme échelle sur la figure 4.11 et elles ont effectivement
des amplitudes comparables.

Pour étudier la dynamique des atomes dans ce réseau, Dutta et al.
(1999) ont préparé les atomes par pompage optique dans les puits cor-
respondant a la polarisation o, ces atomes étant en majorité dans le ni-
veau habillé d’énergie le plus bas®. Ils ont ensuite étudié la dynamique du
transfert des puits o vers les puits o_ du fait de I'effet tunnel a travers la
barriére créée par la superposition E (z)+V(z). L'oscillation tunnel corres-
pondante est montrée sur la figure 4.11d, avec une simulation numérique
reproduisant remarquablement bien le résultat expérimental.

On déduit de cette oscillation une période caractéristique ; Dutta et al.
(1999) ont mesuré cette période pour différentes puissances de I’'onde sta-
tionnaire et leur résultat est reporté sur la figure 4.11e. Si le potentiel E; (z)
était le seul présent, on s’attendrait a ce que la période augmente avec 'in-
tensité, puisque la hauteur de la barriére serait proportionnelle a cette in-
tensité. Mais le potentiel scalaire géométrique V(z) est pratiquement indé-
pendant de l'intensité : c’est donc lui qui domine la dynamique tunnel a
basse intensité, ce qui explique pourquoi le temps tunnel tracé en figure
4.11e ne change que trés peu quand on varie l'intensité lumineuse par un
facteur 5 environ. Méme si cette démonstration reste qualitative et repose
sur des comparaisons assez sophistiquées avec un modele théorique pour
étre convaincante, elle a constitué un premier pas dans la mise en évidence
de l'influence des potentiels géométriques sur le mouvement d’atomes.

6. Dutta et al. (1999) n’utilisaient pas de condensat, et comptaient uniquement sur le re-
froidissement lumineux pour assurer cette préparation, ce qui ne leur facilitait pas la tache...

Cours 4

& (a) &y (b)
:l: +k -k » le, F = 2)
=T
lin oy lin o_ lin

N NN e
YU/ l9.F=2)

Z:O )\/8 )\/4 3)\/8 )\/2 87Rb, raie D1
357 -
1 n=3 (c) :
307 *
25] =
~
ShoTo
> 4
oy
215]
LIJ -
] 2007
104 7 1
] 3 ]
] =
51, otwell . o-well .| 150]
O = = ]
0 01020304 - 100:'|"'|H'|"'|'"|"w"'|"'|H
2 4 6 1012 14 16
z () I, (mW/cm?)

1

FIGURE 4.11. Mise en évidence du potentiel scalaire par Dutta et al. (1999). (a)
Configuration laser 1D avec deux ondes laser contre-propageantes et des polarisa-
tions linéaires croisées. La polarisation résultante oscille le long de I'axe z, en pas-
sant de linéaire a circulaire avec une période A /2. (b) Schéma de niveau utilisé : raie
Dy de 87Rb, le laser étant quasi-résonnant avec la transition Fy = 2 < F, = 2.
(c) Variations de la position des niveaux d’énergie habillés les plus bas en fonction
de la position. Le potentiel scalaire est tracé en pointillé. (d) Taux de transition
tunnel d’un puits de polarisation o vers un puits de polarisation o_ (théorie et
expérience). (e) Variation du taux tunnel en fonction de l'intensité lumineuse.
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Chapitre 5

Magnétisme artificiel pour un atome isolé et couplage spin-orbite
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Nous continuons dans ce chapitre notre exploration de la physique
des potentiels géométriques telle qu’elle peut étre implémentée pour des
atomes couplés au rayonnement. Nous allons montrer ici qu’il est vérita-
blement possible de créer un potentiel vecteur non trivial sur un gaz ato-
mique, correspondant a l'apparition d'un magnétisme orbital. La preuve
de l'existence de ce magnétisme orbital sera, comme dans le cas d"une mise
en rotation, I'observation de vortex quantifiés lorsque le gaz est dans un ré-
gime superfluide.

Nous aborderons ensuite un autre type de magnétisme, correspondant
a un couplage spin-orbite. Il s’agira de remplacer le couplage magnétique
envisagé jusqu’ici :

p- A7) (6.1)

ol A(r) est une fonction statique, par un terme du type

p-S (5.2)
oit les S;, i = z,y,2 sont les opérateurs aux composantes de spin de
I'atome. Ce couplage spin-orbite peut conduire a de nombreux phéno-
meénes originaux, a la fois sur le plan fondamental avec la possibilité de si-
muler des nouvelles phases de la matiére comme les isolants topologiques,
et sur le plan appliqué avec des analogies fortes avec les dispositifs de spin-
tronique.
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l91)

FIGURE 5.1. Couplage de deux états |g1) et |go) issus d’un niveau fondamental
atomique, par une transition Raman. Si le désaccord a I'état excité |e) est grand
devant les fréquences de Rabi k, et ky caractérisant le couplage aux ondes lumi-
neuses, on peut éliminer perturbativement |e) et se ramener a un probléeme « a
deux niveaux » dans le sous-espace |g1), |gz)-

1 Rappel des principales notions

1-1 Hamiltonien atomique interne

Nous allons considérer dans ce qui suit un atome « a deux niveaux in-
ternes ». Ce systéme modélise par exemple la configuration représentée
sur la figure sur laquelle on a isolé deux états |g1) et |g2) du niveaux
fondamental, ces deux états étant couplés par une transition Raman im-
pliquant I'absorption d'un photon d'un faisceau laser depuis |g:), passage
dans un état excité |e) et émission stimulée dans un autre faisceau pour al-
ler vers |g2). Comme expliqué dans le chapitre précédent, nous supposons
ici que les faisceaux lumineux ne sont pas résonnants avec les transitions
lg:) <> |e), de sorte que 1'état excité |e) n’est jamais significativement peu-
plé dans ce processus. On peut alors restreindre la dynamique interne de
I’atome au sous-espace de dimension 2 engendré par {|g1), |g2)}

Nous noterons & la fréquence de Rabi effective associée a cette transi-
tion, qui fait intervenir les fréquences de Rabi associées & chaque faisceau
ainsi que le désaccord par rapport au niveau excité |e) (cf. chapitre précé-

Cours 5

dent) :
Kakj,
= —_—\ 5.
K= A, (5.3)
Le couplage atome-laser s’écrit donc :
~ hk hr*
Var = - lg2){orl + =191 (g2l (54)

Nous introduisons également le désaccord AA entre 1’énergie de la transi-
tion atomique Ey — E; et l'énergie i(w, — wp) fournie par la lumiere dans
une telle transition. Apreés élimination des termes dépendant explicitement
du temps a la pulsation w, — wp (« passage dans le référentiel tournant »),
I'hamiltonien interne atomique s’écrit dans la base {|g1), [g2)} sous forme

d’une matrice 2 x 2:
N AN
Hinterne = 5 <:‘<L —A) . (55)

Rappelons que cette matrice peut dépendre a priori de la position du centre
de masse de l’atome par l'intermédiaire de plusieurs parametres :

— les phases des faisceaux lasers incidents sur I'atome, qui apparaissent
dans la phase du coefficient «,

— l'intensité lumineuse proportionnelle a |«|?,

— une possible variation spatiale du désaccord A, obtenue par exemple
en plongeant I’atome dans un champ magnétique non homogeéne.

1-2 Les états habillés

Nous appelons états habillés les états propres de 1’'hamiltonien interne
(5.5). Pour trouver ces états habillés, il est commode de mettre ’hamilto-
nien interne sous la forme

A hQ < cosd e€%sin 9>
)

Cterme = —— (o8
mterne 2 \el?sinf® —cosd

(5.6)

avec pour la fréquence de Rabi généralisée (2, I'angle de mélange 6 et
l'angle de phase ¢ :

Q=(A*+ |I€|2)1/2 ) cosf =

2>

, sinf = %, k= |k|e?, (5.7)
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)
91) T
— couplage

v laser

lg2) - v
[¥-)

cos(6/2)|g2) — e ¢ sin(0/2)|g1)

FIGURE 5.2. Couplage entre les deux états « nus » (apres le « passage dans le
référentiel tournant » a la pulsation w, —wy), donnant naissance aux états habillés
|t1), combinaisons linéaires des états nus avec des amplitudes dépendant du point
de I'espace considéré.

ou 2, 6 et ¢ sont des fonction de r, avec 6 € [0, 7].

Les deux états habillés sont alors (& une phase pres)

o= (D) e = (Cas) e

qui se raccordent respectivement a |g1) et |g2) quand la pulsation de Rabi
« tend vers 0, avec A > 0. Les énergies associées sont (voir figure[5.2)

1-3 Les potentiels géométriques

Nous prenons maintenant en compte le mouvement du centre de masse
de l'atome, que nous décrivons quantiquement. Nous allons restreindre
notre analyse au cas ol 'atome est préparé a I'instant initial dans un de
ces états habillés, par exemple |¢)c ) :

U(r,0) = g (r,0) e (7). (5.10)

Cours 5

Nous supposerons que les conditions de validité de I’approximation adia-
batique sont remplies (nous y reviendrons) et I'atome suit donc adiabati-
quement cet état habillé & chaque instant :

\I/(’I”, t) = e (’I", t) |¢e (’I")> (5.11)

L'évolution de la fonction d’onde ¢c (r,t) est donnée par 1'équation de
Schrodinger :

O¢e _ (15—-'46(7"))2
ot 2M

ik + Ec(r)+Ve(r)| ¢c(r,t), (5.12)

avec les potentiels géométriques vecteurs et scalaires

2
Aclr) =ih(e| Vi), Ve(r) = ol Vool (613

En utilisant I’expression explicite des états habillés donnée en (5.8), on ar-
rive a
Aclr) ="V (- cost),  Velr)= 1o [(V0)? +5in? 0 (V)?]
) ? | ) M 6 i4)

2 Le cas des ondes planes

Nous allons considérer dans cette section le cas le plus simple d’atomes
a deux niveaux plongés dans une onde laser plane progressive. D"une cer-
taine mesure, ce cas est trivial car le potentiel vecteur que nous allons in-
duire est uniforme dans 1’espace. Il ne s’agit donc pas a proprement parler
d’un hamiltonien magnétique. Néanmoins, 1’'étude de ce cas sera instruc-
tive car elle nous permettra de discuter les principales échelles d"impulsion
et d’énergie du probléme, de comparer notre approximation adiabatique a
un traitement exact et d’en déduire son domaine de validité. L'approche
que nous allons développer nous sera également tres utile quand nous
nous intéresserons au couplage spin-orbite.

Dans le cas d'un couplage par onde plane, '’hamiltonien interne de
chaque atome est la matrice 2 x 2 donnée en avec A indépendant
deret

k(r) = ko 2T avec 2k =k, — ky, (5.15)
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de sorte que 2hk désigne I'impulsion transférée a I’atome par les faisceaux
laser, quand il subit une transition de |g1) vers |g2). La connexion de Berry
donnée en (5.14) est alors indépendante du point r et vaut

A
Ac = hk (1 — cosb) avec cosf = ——. (5.16)
A? + K3
Le potentiel scalaire Ve donné en (5.14) est lui aussi uniforme dans 1’espace
et égal a E, sin® 0, avec E, = h?k?/2M.

2-1 Que peut-on mesurer?

La connexion de Berry (potentiel vecteur) dépendant de la jauge, il n’est
pas question de la « mesurer » dans 1’absolu. Néanmoins, pour un choix de
jauge donné, il est possibleE] d’avoir une manifestation expérimentale de sa
présence dans une expérience de temps de vol [voir aussi Méller & Cooper
(2010)]. Un moyen pour cela est de s’intéresser a 1’état fondamental de 1'ha-
miltonien et de déterminer sa vitesse. Pour expliciter ce point, nous allons
comparer cet état fondamental en absence et en présence de couplage laser.

Prenons par exemple un désaccord A > 0 pour le couplage Raman et
considérons d’abord un nuage d’atomes préparés dans 1'état interne |go)
en absence de laser. L’angle de mélange vaut § = 0 et le potentiel vecteur
(5.16) est nul. L'état fondamental externe correspond a I'impulsion nulle
p = 0, ce qui donne pour I’état global (externe+interne) :

Quand on branche les faisceaux laser, 1’état fondamental de ’hamiltonien
interne correspond a I'état habillé |¢)c ) donné en :

[te (1)) = cos(0/2)]gz) — e“* %7 sin(0/2)|g1) (5.18)

et le potentiel vecteur prend la valeur non nulle Ac = hik (1 — cos ) [cf.
(©.16)]. 'hamiltonien externe décrivant I'évolution de I'amplitude associée

o (r) est

5 (- A hQ
o oA M, (5.19)
2m 2
1. On pourra vérifier que les expressions et sont inchangées si on change la
phase des états habillés |4+ ), ce qui correspond un changement de jauge dans notre pro-
bleme.

Cours 5

L’état fondamental global (externe + interne) correspond donc a 'impul-
sion p = Ac et s’écrit

U(r) = &P/ e (r)) = MM ye (r))
M=/ (cos(0/2)]g2) — €12 sin(0/2)]g1)) . (5.20)

Supposons que l'on coupe alors brutalement le laser et qu’on laisse
les paquets d’ondes correspondant aux deux états internes |g1) et |g2) se
propager. On va trouver deux classes de vitesses peuplées, séparées de la
quantité 2hk /M :

— Une classe de vitesses a pour poids cos?(0/2), elle correspond a 1’état
|g2) et est centrée sur
Ac hk

=37 = M(l —cosb). (5.21)
— Une autre classe de vitesses a pour poids sin?(/2), elle correspondant
al'état |g;) et est centrée sur
Ac —2hk hk

v = ET = _M(l + cos6). (5.22)
Chacune de ces vitesses permet donc de remonter a la valeur de Ac en
présence de laser. En particulier le décalage en vitesse des atomes dans
I'état |g2) entre la situation sans laser v = 0 et la situation avec laser
v = v:(1 — cosB) (cf. |5.21) peut atteindre la vitesse recul v, = hk/M. Le
décalage maximum est obtenu quand 6 approche /2, c’est-a-dire quand
la fréquence de Rabi xq devient grande devant le désaccord A.

2-2 Mise en évidence expérimentale

La premiere expérience ayant pour but affiché de mettre en évidence
un potentiel vecteur géométrique pour un atome dans une onde plane lu-
mineuse a été effectuée au NIST par Lin et al. (2009a). Puisqu'un potentiel
vecteur uniforme peut toujours étre créé ou éliminé par une transforma-
tion de jauge, on peut bien stir débattre de 1’antériorité de certaines autres
expériences. Disons que 1’expérience de Lin et al. (2009a) a été la premiere
a poser en termes de champ de jauge le gain d’impulsion d'un atome une
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fois qu’on I’a « habillé » par un laser. Par ailleurs, le schéma utilisé par Lin
et al. (2009a) se préte bien a une généralisation a un potentiel vecteur non
uniforme, générant une courbure de Berry (champ magnétique) non nulle.

Lin et al. (2009a) ont utilisé des atomes de rubidium 8"Rb préparés dans
leur niveau hyperfin fondamental F' = 1. Les atomes sont placés dans un
champ magnétique statique parallele a l'axe z, axe que nous choisirons
comme direction de quantification. Les états propres de I’'hamiltonien in-
terne atomique en absence de laser sont donc les trois sous-niveaux Zee-
man |m, = —1), |m, = 0) et |m, = +1) avec pour énergies —hwz, 0, +hwz
(nous négligerons ici I'effet Zeeman du deuxiéme ordre).

Un couplage par effet Raman stimulé entre ces trois sous-niveaux est
produit par une paire de faisceaux (notés a et b) contre-propageant le long
de I'axe = (figure b). Le faisceau a, de vecteur d’onde k& = kwu,, est
polarisé linéairement le long de 1’axe z, ce qui donne une composante de
moment cinétique nulle le long de cet axe (polarisation ). Le faisceau b,
de vecteur d’'onde —k, est polarisé linéairement le long de l'axe y, ce qui
donne aux photons de ce faisceau une composante de moment cinétique
+h le long de 1’axe de quantification z (polarisation o). On choisit les deux
faisceaux avec des fréquences w, et w; telles queE]

A = (wg —wp) — wz, Al € wz. (5.25)

Bien qu'il s’agisse maintenant d’un systéme a 3 niveaux au lieu de
2, la méthode suivie précédemment s’applique. En passant dans le réfé-
rentiel tournant associé a cette approximation résonnante, l’hamiltonien
d’un atome en interaction avec le rayonnement peut s’écrire dans la base

{‘mz =—1),|m. =0),|m, = +1>} :

+A Ko e€ 2ikz/\/§ 0
Hinterne = h Ko e+2ikw/\/§ 0 Ko eS 2ik:w/\/§ s (526)
0 Ko e+2ikw/\/§ —A

2. En pratique, wz /2 est de 'ordre de 3MHz, alors que A /27 est de I’ordre de la dizaine
de kHz. De la sorte, seuls les processus

Im, = —1,p — 2hkuz) <> |m. = 0,p) <> |m. = +1,p + 2hkus) (5.23)
sont quasi-résonnants (a A pres), alors que les autres processus tels que
Im, = —1,p + 2hkuz) <> |m, = 0,p) > |m, = +1,p — 2hkuy) (5.24)

sont non résonnants et peuvent étre négligés.

Cours 5

€
€
:]; +k k.
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FIGURE 5.3. (a) Configuration laser utilisée par Lin et al. (2009a) (b) Schéma
de niveaux avec les transitions laser quasi-résonnantes. (c) Résultats d'une expé-
rience de temps de vol en présence d'un gradient de champ magnétique (Stern et
Gerlach). (d) Décalage en impulsion 0p,, de I'état fondamental révélant la présence
d’un potentiel vecteur A (figure extraite de Lin et al. (2011a)).

On détermine les trois états propres |¢c1), [1o) et |141) associés aux trois
énergies By = 0 et By = £h (A% + /@%)1/ ?. On trouve par exemple pour
I’état habillé d’énergie la plus basse :

(VATF A2 — A) eSlike

1 /
[Ve1) = ———= —V/2 Kge€2ike (5.27)
2\/A2+f12 (’A2+K/2+A)
dont on déduit le potentiel vecteur

A ih{e1|Viper) = 2hk(1 — cos ) avec cosf 4

=1 = — - .

© e VAZ T 2
(5.28)

Ce résultat est tres proche de celui trouvé pour un atome a deux niveaux
dans une onde plane, & un facteur 2 pres [cf. eq.(5.16)]. Ce facteur 2 est dti
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au fait qu’on est passé d'une situation ot 'on considérait un spin effectif
1/2 (espace de Hilbert a deux dimensions) a une situation avec un spin 1.

L’expérience menée par Lin et al. (2009a) a consisté a préparer les
atomes (en pratique un condensat de Bose-Einstein) dans 1’état habillé
|the) pour un désaccord Raman A = 0, puis a augmenter la valeur de
ce désaccord jusqu’a une valeur donnée. Cette augmentation se fait len-
tement, de sorte que les atomes restent dans 1’état fondamental de 1’hamil-
tonienf’

g (P A)

H="—7""7"--—+...
2M +

Une mesure en temps de vol, dans laquelle on coupe brutalement les fais-
ceaux Raman, révele ensuite les composantes d'impulsion occupées par
les atomes (figure5.3f). Cette expansion balistique se fait en présence d'un
gradient de champ magnétique, ce qui permet de mesurer simultanément
la population des trois sous-niveaux Zeeman. On obtient en général trois
populations non nulles, dont les poids sont obtenus a partir du dévelop-
pement dans la base des sous-niveaux Zeeman. Chaque composante
a une impulsion décalée d'une méme quantité dp, par rapport a la valeur
trouvée pour A = 0. Si les atomes sont dans 1'état fondamental de (5.29),
on s’attend a trouver dp, = Ac, ce qui est effectivement le cas expérimen-

talement (figure [5.3d).

(5.29)

2-3 Traitement exact pour ’onde plane

Dans le cas particulier d'une onde laser plane et progressive, on peut
en fait mener un traitement quantique exact, ne nécessitant pas le re-
cours a l'approximation adiabatique [voir aussi Lin et al. (2009a)]. Si on
prend en compte de maniére quantique le mouvement externe du centre
de masse de I'atome, une base de I'espace de Hilbert total est donnée par
{lg1,P), lg2,P")}. On peut regrouper cette infinité d’états sous forme de
familles que l'interaction atome-laser laisse globalement invariantes :

F(p) = {lg1,p — hk), |g2,p + hk)}.

3. Pour que cette hypothese soit valable, il faut briser I'invariance par translation, ce qui
se fait en pratique en confinant le nuage dans un piége harmonique. Sinon, pour un atome
isolé, 'impulsion commute a chaque instant avec ’hamiltonien et est donc une constante du
mouvement.

(5.30)

Cours 5

E/E,

) hko/Er = 0,1,8,12/

1 1 1 1 p/ hk
T T T T
4 2 0 2

FIGURE 5.4. Niveau d'énergie fondamental Ec (p) de I'hamiltonien H (p) donné
en pour hA = 6 E, et pour des valeurs croissante de k. La fleche signale
le minimum de la courbe de dispersion, correspondant a l'impulsion p = Ac, la
connexion de Berry Ae étant donnée en (5.35).

L’hamiltonien total (interne+centre de masse) restreint a la famille F(p)
prend la forme d'une matrice 2 x 2:

. ((p — 1k)?/2M + hA/2

H(p) = o2 Ao/ ) (5.31)

(p+ hk)?/2M — hA /2

que I'on peut diagonaliser pour toute valeur de p (voir figure 5.4). Quand
ko = 0, les énergies propres E4 (p) sont les deux paraboles usuelles pour
la relation de dispersion d’une particule libre. Quand &, est non nul , les
deux valeurs propres de la matrice deviennent :

. 911/2
/-@(2)+<A—2]\f) ] ,

ol on a introduit I'énergie de recul E, = h*k*/2M.

2 h
BEip)=2 +B + =

= o1 5 (5.32)

Considérons par exemple la branche d’énergie la plus basse E¢ (p)

comme dans le paragraphe § 2-1] (figure [5.4). Le résultat (5.32) redonne
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bien le spectre de I'hamiltonien

o (P—Ae)2 _hQ
R (5.33)

en prenant la limite kp/M < Q = (k3 + A?)'/2 et en utilisant cos§ = A/ :

2 1/2
P hQ 4Ak - p
Be0) = gyt B g |

2

L P hk-p 2

~ om o sl
2
P p-Ac  hQ

~ 2 _Pfe L 34
oM M 2 (5:34)

On retrouve donc le résultat de 'approximation adiabatique a partir du
traitement exact. Notons qu’on a pris ici le choix de jauge

Ac = —hkcos b, (5.35)

qui differe par le terme constant 2k du résultat (5.16) obtenu avec I'écriture
(5.18) de I’état habillé |)c ). Le choix de jauge fait ici est obtenu en écrivant
I’état habillé |i)¢ ) sous la forme

[Ye) = e* 7 cos(0/2)|g2) — e T sin(0/2)]g1), (5.36)

choix qui est en correspondance avec la définition de la famille F(p) qui
fait jouer des roles symétriques a |g1) et |g2).

Ce cas exactement soluble permet par ailleurs de tester la validité de
I'approximation adiabatique; rappelons que ce critere de validité est que
la vitesse angulaire des états propres doit étre petite devant les fréquences
de Bohr du systeme. Dans le cas présent, cette fréquence de Bohr est
donnée par la fréquence de Rabi généralisée Q2. La vitesse angulaire des
états propres s’obtient en étudiant comment le mouvement a vitesse v de
I’atome modifie les états habillés. Or, ces états habillés varient a 1’échelle
de k€1 = \/(27), en raison du coefficient e!*" qui entre dans leur expres-
sion. La vitesse angulaire recherchée, calculée dans un point de vue semi-
classique, est donc

[(Weldbe)| ~ kvcos*(8/2) S kv, (537)

Cours 5

ce qui donne comme critere suffisant pour que l'approximation adiaba-
tique soit satisfaite

kp
kv < Q — <1 5.38
TR ou encore 70 < (5.38)
ce qui justifie le développement (5.34). Comme une échelle minimale de
vitesse pour ce probleme est donnée par la vitesse de recul ik /M, le critere
ci-dessus implique en particulier

hk?
VA <0 ou encore L, < . (5.39)

3 Lacourbure de Berry B

Nous abordons maintenant le cas vraiment intéressant ot non seule-
ment le potentiel vecteur (connexion de Berry), mais aussi le champ ma-
gnétique (courbure de Berry) est non nul. Le paragraphe précédent, dans
lequel nous avons décrit comment générer un potentiel vecteur uniforme,
va nous servir de guide. Nous avons vu que pour un transfert d'impulsion
entre atome et lumiere se produisant dans la direction =, nous obtenons un
potentiel vecteur aligné avec I'axe z, A = Au, [cf. 5.16], dont 'amplitude
A dépend du rapport entre fréquence de Rabi et désaccord. L’hamiltonien
est alors

H="—""—+_—"—+... 4
Wi +2M+ (5.40)

Pour obtenir un véritable hamiltonien magnétique, il faut que A dépende
de la position. Par exemple, un potentiel vecteur A o y nous permettra de
réaliser un hamiltonien correspondant & un champ magnétique en jauge
de Landau.

3-1 Le résultat général pour un atome a deux niveaux

Partant de 'expression générale

A =ih (Y[V), (5.41)
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olt 1)) est1’état habillé suivi adiabatiquement par 1’atome, on vérifie facile-
ment que l’expression de la courbure de Berry peut se mettre sous la forme

B=V x A=ih (V| x |[Vi) (5.42)

Pour le cas de l'atome a deux niveaux abordé plus haut (§, cette
courbure de Berry s’écrit pour les deux niveaux habillés d’énergie +1£2/2

BL.=VxAL= igV(cos 0) x V. (5.43)

Pour avoir une courbure non nulle, il faut avoir a la fois :

— un gradient de la phase ¢ du couplage laser (une onde purement sta-
tionnaire ne fera pas l'affaire),

— un gradient de I'angle de mélange 6 obtenu en prenant
— soit une intensité laser qui varie dans l'espace,

- soit un désaccord dépendant du point ot se trouve 1’atome, ce qui
peut étre obtenu par exemple en plagant I’atome dans un champ
magnétique extérieur.

I1 est intéressant de remarquer que l'on retrouve ici deux ingrédients
caractéristiques des forces que peut exercer un faisceau lumineux sur un
atome « a deux niveaux ». Le gradient de phase de I'onde lumineuse est a
I'origine de la force de pression de radiation, alors que le gradient d’inten-
sité de I'onde lumineuse donne naissance a la force dipolaire. Pour avoir
un champ magnétique artificiel non nul, il faut que ces deux ingrédients
soient réunis, avec en plus la contrainte que les deux gradients ne soient
pas colinéaires. Notons toutefois que le rapprochement avec les forces ra-
diatives n’est pas complet. La force de pression de radiation n’existe qu’en
présence un processus dissipatif additionnel, comme I'émission spontanée
de photons. Au contraire, dans le cas du magnétisme artificiel qui nous
intéresse ici, aucun processus dissipatif n’entre en jeu.

3-2 Onde plane + gradient de désaccord

Considérons un atome a deux niveaux |g;) et |g2), avec un couplage
Raman créé par deux ondes lumineuse planes induisant un transfert d’im-
pulsion de 24k le long de l'axe « :

K(r) = Ko 2P (5.44)

Cours 5
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FIGURE 5.5. Configuration laser et spectre atomique conduisant a une courbure
de Berry non nulle.

ce qui donne un gradient de phase V¢ = 2ku,. Supposons que le désac-
cord entre 1’atome et I'onde lumineuse varie linéairement avec la position
le long de l'axe y :

A(r)=A'y (5.45)

ott A’ est une constante (figure [5.5). Comme indiqué plus haut, une telle
variation peut étre obtenue en utilisant l'effet Zeeman dans un gradient de
champ magnétique (bien réel, lui!) ou alors un déplacement lumineux du
niveau |g) ou |g2) produit par un faisceau laser auxiliaire. Introduisons la
longueur caractéristique du probleme

0= o)A (5.46)

qui est la distance a 1’axe y pour laquelle le désaccord devient (en valeur
absolue) égal a la fréquence de Rabi xo. Un calcul simple donne alors pour
la courbure de Berry

B(r) = By L3*(y) u, (5.47)
avec . .
By = R L(y) = T+ 2/ (5.48)

Le champ magnétique effectif est donc invariant par translation le long de
I'axe x et maximal sur cet axe. Il décroit de part et d’autre de cet axe et tend
vers 0 comme |y|<3 quand y — oc.
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X 4
, 0L ¢
—ko A}(y) x
Ko
) Sy
Y

FIGURE 5.6. Représentation en fausses couleurs du module du champ magnétique
généré par la configuration onde plane + gradient de désaccord. La phase de
Aharonov-Bohm—Berry a travers le contour C est d’ordre 2.

Comment mesurer I'amplitude de ce champ magnétique? L'amplitude
By donne l'ordre de grandeur du champ magnétique artificiel que nous
pouvons créer par cette méthode. Elle est d’ordre # (la constante de Planck)
divisée par le carré d'une longueur, en I’'occurrence M. Cette amplitude ne
se mesure pas en Tesla; en effet, il n'y a pas de charge électrique a mettre
en face de By. La maniére naturelle pour évaluer 'amplitude By est de se
donner un circuit fermé C et d’évaluer la taille que doit avoir ce circuit pour
qu’une phase de type Aharonov—Bohm prenne une valeur significative (~
7). Nous savons que cette phase v(C) est proportionnelle au flux de B a
travers une surface S s’appuyant sur ce contour :

72(7?:2//53-ud2r, (5.49)

et elle sera donc d’ordre 27 pour le circuit d’aire 2\¢ représenté sur la fi-
gure Nous verrons dans un chapitre ultérieur que le flux de B exprimé
en unité de h donne également le nombre de vortex quantiques qui sont
nucléés en régime stationnaire dans un superfluide en interaction, localisé
a l'intérieur du circuit C. Les grands champs magnétiques correspondront
donc a des petites valeurs de ¢, c’est-a-dire des forts gradients de désac-
cord.

En regle générale, les valeurs maximales accessibles pour ces champs

Cours 5
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FIGURE 5.7. Déviation d’une trajectoire par la force de Lorentz due a la courbure
de Berry.

artificiels correspondent au cas ot ¢ et # varient tous deux significative-
ment & 'échelle de la longueur d’onde, ce qui conduit a un champ ma-
gnétique d’ordre hk?. Un autre critere pertinent est d’évaluer la pulsation
cyclotron. Quand le champ magnétique artificiel By devient de I'ordre de
hk2, on a

By  h*k*

Mo =30 Y M

~ E,. (5.50)

Courbure de Berry et force de Lorentz. Il est intéressant de retrouver
sur cet exemple un concept classique du magnétisme orbital, la force de
Lorentz. Prenons par exemple un atome se déplacant le long de l'axe y a
vitesse v = vou, (donc de trajectoire y(t) = wvot) en absence de champ
magnétique artificiel (figure[5.7). En présence de ce champ, qui est dirigé
selon z, la force de Lorentz va dévier la trajectoire de la particule dans le
plan zy. Plus précisément, 'atome va acquérir une impulsion le long de
I'axe = donnée par

+ +
Ap, = / F, dt = / voB.(t) dt. (5.51)
€ S
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Cette intégrale se calcule analytiquement pour la forme de B trouvée en
(5.47), si on suppose que la déviation de la trajectoire est faible :

+ 1
vob / L+ @oope @

+ 1
Byl —d
o [ e
= 2Byl
= 2hk.

Ap r =

(5.52)

L’explication de la déviation par la force de Lorentz est donc tres simple
dans ce cas : I’atome entre dans le faisceau laser préparé dans I'état habillé
qui se raccorde a [g1) en y = —oo; il en ressort en étant passé adiabatique-
ment vers 1’état |g2), donc en ayant encaissé I'impulsion 22k communiquée
par la transition Raman.

Le (problématique) potentiel scalaire. Le potentiel scalaire se calcule lui
aussi simplement a partir des expressions générales données plus haut. En
utilisant (5.14), on trouve :

V(y) = % (ﬁ(y) + k21£2£2(y)> : (5.53)
Supposons que I'on cherche a atteindre des effets de type effet Hall quan-
tique, avec les atomes accumulés dans le niveau de Landau fondamental.
L’échelle d’énergie pertinente du probléme est alors fiw. qui, comme nous
l'avons vu ci-dessus, est typiquement d’ordre E,. Le potentiel scalaire a
une amplitude du méme ordre et son influence doit étre prise en compte
de maniere précise. Un exemple d’étude détaillée est donné par Julia-Diaz
et al. (2011); on y montre que les états fortement corrélés caractéristiques
de l’effet Hall quantique peuvent étre fortement affectés, voire détruits, par
ce potentiel scalaire.

3-3 Mise en évidence expérimentale

Dans la lignée de leur premiére expérience ayant mis en évidence le po-
tentiel vecteur associé a une transition Raman, le groupe du NIST a rendu

Cours 5

-80 0 80
X position after TOF (um)

FIGURE 5.8. Observation de vortex par Lin et al. dans une configuration
impliquant une paire de faisceaux Raman qui transferent de I'impulsion selon une
direction, et un gradient de la fréquence de résonance atomique selon une autre
direction.

ce potentiel vecteur « non trivial », en ajoutant un gradient de champ ma-
gnétique comme indiqué ci-dessus. Ce gradient est de l'ordre de quelques
gauss/cm, correspondant a £ de quelques dizaines de longueur d’onde op-
tique A (Lin et al. 2009b). Ceci leur a permis d’observer la formation de
vortex quantifiés qui sont, comme nous 'avons déja indiqué dans le cas
des rotations, la manifestation naturelle d"un magnétisme orbital pour un
superfluide. Un exemple de résultat obtenu par Lin et al. est donné
en figure

Les vortex observés par le groupe du NIST, s’ils constituent une preuve
incontestable de la présence d’une courbure de Berry non nulle, ne pré-
sentent pas 'ordre spatial attendu pour un réseau d’Abrikosov. Lin et al.
(2009b) attribuent cette absence d’ordre au chauffage lié aux processus
d’émission spontanée. Rappelons que pour les atomes alcalins, ces proces-
sus sont difficiles & éviter : les transitions Raman nécessaires a 1’apparition
d’un champ de jauge n’ont une amplitude importante que si les lasers qui
les induisent ne sont pas trop désaccordés par rapport a 1'écart de structure
fine de la raie de résonance, et ce faible désaccord entraine une émission
spontanée relativement importante.
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4 Champs de jauge non abéliens

Nous abordons maintenant une extension de la notion de potentiel de
jauge géométrique et cherchons dans quelles conditions on peut utiliser la
notion de suivi adiabatique dans le couplage atome-lumiere pour générer
un hamiltonien a une particule du type

2

H (ﬁ - Am) 5.54
ot A(r) n’est plus simplement un champ de vecteurs, mais un ensemble
de trois matrices A = (A., Ay, A.) agissant également dans l'espace de
Hilbert interne de I'atome :

Au(r) = [AL ()], Ay(r) = [AT"D ()], As(r) = [A ()],
(5.55)
ol les indices m, n repérent une base de I'espace de Hilbert interne.

Le caractere non-abélien est lié au fait qu’en un point  donné, deux
composantes de cette matrice ne commutent généralement pas :

(A (r), Ay(r)] # 0. (5.56)

On comprend intuitivement que ce caractére non-abélien peut enrichir
les phénomenes susceptibles d’apparaitre dans une expérience de type
Aharonov-Bohm par exemple. Pour le cas abélien, la présence d’un champ
magnétique entraine que la particule acquiert une phase géométrique
quand elle parcoure une trajectoire fermée C. Dans le cas non abélien,
cette phase est remplacée par une matrice agissant dans 1’espace interne :
I'atome, méme s’il parcourt la boucle C a vitesse arbitrairement lente, ne se
retrouvera pas dans le méme état interne a la fin de cette boucle.

L’idée de générer des potentiels non abéliens de maniere géométrique
remonte a l'article de Wilczek & Zee (1984). Dans ce travail, les auteurs
s’intéressent a une généralisation du théoréme adiabatique au cas ot1 I'ha-
miltonien du systéme possede un groupe d’états propres qui restent, au
cours de I’évolution, dégénérés (ou quasi-dégénérés) et bien séparés des
autres états. Cette analyse a été suivie d’applications dans de nombreux
domaines allant de la physique moléculaire a la matiere condensée (Bohm
et al. 2003} Xiao et al. 2010) [voir également Goldman et al. (2013)].

Cours 5

4-1 La force de Lorentz dans le cas non-abélien

Pour bien discerner la classe de champs de jauge non-abéliens qu’il est
intéressant de générer, nous allons revenir sur la force de Lorentz qui agit
sur une particule en mouvement lorsque I’hamiltonien de cette particule
s’écrit

(5.57)

et A est un opérateur agissant dans 1'état interne de la particule. Nous
nous plagons pour cela en point de vue de Heisenberg et nous définissons
I'opérateur vitesse comme la dérivée par rapport au temps de I'opérateur
position :

dr i - D — A7)

b= = [H,#] =

w7 (5.58)

L'hamiltonien (5.57) peut donc s’écrire dans le cas bi-dimensionnel qui
nous intéresse ici :

M, ., .
H== (02 4 02). (5.59)

Notons que l'opérateur vitesse agit ici a la fois sur les degrés de liberté
externes de la particule, via p, et sur ses degrés de libertés internes, via la
matrice A.

Nous définissons ensuite 1'opérateur force agissant sur la particule
comme le produit de la masse par la dérivée de I'opérateur vitesse :

Fondt 1

— = = [H, M) (5.60)

Un calcul simple utilisant la forme (5.59) donne :

. 1. .

F—g(va—va) (5.61)
ou 'opérateur champ magnétique est défini par

BB, B=0e O

i
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Ce résultat est une généralisation de la force de Lorentz; dans le cas abé-
lien, les composantes A, et A, commutent et le champ magnétique inter-
venant dans la force de Lorentz est simplement le rotationnel du po-
tentiel vecteur. Dans le cas non-abélien, une contribution supplémentaire
au champ magnétique apparait, proportionnelle au commutateur [A,, A, ].

Ce commutateur permet de générer des effets magnétiques intéres-
sants, liés a une force de Lorentz non nulle, méme quand le potentiel vec-
teur est uniforme. C’est précisément ce qui se produit dans le couplage
spin-orbite que nous allons rencontrer plus loin. Nous aurons alors :

A=nS (5.63)

ou S est I'opérateur spin de la particule et  une constante. Le commu-
tateur générique pour un opérateur moment cinétique [S;,S,] = ihS,
conduira a un opérateur champ magnétique uniforme

B=1’5.u.. (5.64)

La particule ressentira un champ magnétique non nul et aligné selon 1’axe
z, dont I'amplitude n*mh dépend du nombre quantique m donnant la pro-
jection de son spin sur l'axe z.

4-2 Emergence de potentiels non abéliens

Pour montrer comment un hamiltonien du type peut apparaitre,
nous allons prendre une nouvelle fois une situation caractéristique de
l'optique quantique, avec un atome a N + 1 niveaux internes couplés
par un champ lumineux. En tout point r de 'espace, on suppose que
l'on peut écrire I’hamiltonien décrivant la dynamique interne de I'atome
sous la forme d’une matrice Hipterne(r) indépendante du temps, de taille
(N + 1) x (N + 1). Pour une position r donnée, on peut diagonaliser la
matrice Hipgerne(T) €t obtenir N + 1 états habillés indépendants, que nous
noterons |, (r)), avec leur énergie E,(r) (n = 1,..., N + 1). Notre hypo-
thése de départ sera que parmi ces N +1 états habillés, un nombre ¢ d’entre
eux (les g premiers par exemple) forme un sous-espace (presque) dégénéré
&, et que ces niveaux sont bien séparés des autres (figure[5.9).

Cours 5

couplage —
plag ———3
laser
niveaux niveaux
nus habillés

FIGURE 5.9. Quand un sous-espace £, dégénéré ou presque apparait dans le
spectre de I'atome habillé, la restriction de la dynamique a ce sous-espace peut
générer des potentiels non abéliens.

L'état quantique de l’atome incluant a la fois les degrés de liberté in-
ternes et son centre de masse peut s’écrire

N+1

U(r) =Y éulr) [tn(r) (5.65)

n=1

ol chaque ¢,, est la fonction d’onde décrivant le mouvement du centre
de masse pour l'atome dans I'état interne |1),,). Nous nous intéressons a
la dynamique de 1’atome quand il est initialement préparé dans le sous-
espace &,;. En négligeant les transitions en dehors de ce sous-espace, nous
pouvons projeter 1'équation de Schrodinger complete sur &, et arriver pour
le vecteur colonne

¢1(r)

O(r) = : (5.66)

q(r)
a une équation fermée qui prend la structure d’une équation de Schrodin-
ger

o[- A .o

ihoe = | HE@) + V()| 2, (5.67)
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ot1 E(r) est la matrice diagonale ¢ x ¢ formée a partir des énergies propres
E.(r)(n=1,...,q).

Cette équation rappelle fortement 'équation de Schrodinger trouvée
dans le cas scalaire Eq. . Néanmoins, la connexion de Berry A et le
potentiel additionnel V sont désormais des matrices ¢ x ¢ qui ont pour
éléments

y (n,m) .
A = 1h(n(r) |V (r), (5.68)
1R ) m)
Sm) L QD) o
v o D A AT (5.69)
l=q+1
avec n,m € (1,...,q). Dans le cas ol on se limite a un sous-espace &, a

une dimension, on vérifie que I'on retrouve le résultat obtenu pour le cas
abélien.

La courbure de Berry associée a .A est également une matrice ¢ x ¢ :

1 T
Bi = gein i, Fra = OpAr — O Ax — ﬁ[Ak; Al (5.70)
Comme mentionné plus haut, le champ magnétique artificiel B peut étre

non nul méme si le potentiel vecteur A est uniforme dans 1’espace.

4-3 Le schéma de niveau multipode

Une maniere générique pour obtenir un sous-espace dégénéré dans une
interaction atome-laser est de partir de la situation représentée sur la figure
oll un unique état excité |e) est couplé a N niveaux fondamentaux |g;)
(j = 1,...,N) [figure[5.10]. Chaque couplage |g;) <> |e) est assuré par un
faisceau laser de pulsation w; et de fréquence de Rabi complexe «;. Ce
schéma de niveau se produit par exemple quand on considére une transi-
tion atomique entre un niveau fondamental de moment cinétique J, = 1
et un niveau excité de moment cinétique J. = 0, correspondant a N = 3.
En considérant des transitions Raman entre états hyperfins, on peut égale-
ment construire explicitement des schémas permettant de réaliser N = 4
pour des atomes alcalins (Juzelifinas et al. 2010).

Nous supposerons ici que les couplages Raman entre les différents

Cours 5
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FIGURE 5.10. Configuration multipode : un état atomique excité |e) est couplé a
N états atomiques différents |g;) (j = 1, ..., N) par N champs lasers résonnants.
On peut réécrire ce couplage en introduisant un état brillant |B(r)) et un sous-
espace noir, de dimension N — 1.

sous-niveaux sont tous résonants, c’est-a-dire que
Ey, + hwj = E. + hA, (5.71)

ou A est indépendant de j. L’hamiltonien décrivant la dynamique interne
de l'atome s’écrit alors a I'approximation du champ tournant :

N
hrj(r)
Hinterne = —hA|e){e| + ; ( 32 le)(g;] + h.c.) . (5.72)
Cet hamiltonien peut étre réécrit :
hi(r
Hineene = —h8le)e] + "5 (1e)(B() +BEe) . 679
ol on a introduit I'état brillant
1 X
IB(r) = —> g, (5.74)
j=1

et défini la fréquence de Rabi totale « (réelle positive) par

N
K= |k (5.75)
j=1
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La diagonalisation de Hinterne(r) en un point r donné permet de dé-
terminer les états habillés |, ). L'expression de ces états se calcule simple-
ment :

— Le couplage entre I’état brillant et 1’état excité donne naissance a deux
états habillés, combinaisons linéaires de |e) et | B) avec des amplitudes
qui sont fonctions de A et x, comme pour un atome a deux niveaux.

- Le sous-espace du niveau fondamental de dimension N — 1 et ortho-
gonal a | B(r)) forme un sous-espace propre de Hipterne pour la valeur
propre 0.

On est donc bien dans la situation requise pour voir apparaitre un champ
de jauge non abélien. On a formé un sous-espace propre &, de dimension
g = N — 1. Puisque l'état brillant dépend du point r, le sous-espace ortho-
gonal &, dépend lui aussi de la position du centre de masse de 1’atome.

Nous n’allons pas développer ici le calcul général de la matrice .A don-
nant la connexion de Berry pour cette configuration multipode, mais nous
allons l'illustrer sur un cas simple correspondant au couplage spin-orbite.

5 Le couplage spin-orbite

5-1 Comment générer un couplage spin-orbite 2D

Reprenons la configuration atomique de la section précédente et
intéressons-nous plus particulierement au cas d"un tripode, qui peut étre
réalisé expérimentalement en couplant un niveau fondamental de moment
cinétique J, = 1 avec un état excité de moment cinétique J. = 0. Suppo-
sons par ailleurs que les trois faisceaux lasers qui induisent les trois cou-
plages |g;) <> |e), 7 = 1, 2,3 sont des ondes planesE]se propageant dans le
plan zy en formant des angles de 120°, de vecteur d’onde :

Ky = ku,, ko= —g (uz - \/§uy) ks — —g (uz + \/§uy) . (5.76)

4. On choisit les trois polarisations linéaires et orthogonales entre elles, formant un triedre
X,Y, Z. Les états |g;) sont alors les sous-niveaux |[mx = 0), |my = 0), |mz = 0) du niveau
|g ) g = 1>'
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FIGURE 5.11. Couplage d'un état fondamental de moment cinétique 1 a un état
excité de moment cinétique nul avec trois faisceaux lumineux (ondes planes) co-
planaires. Ce couplage donne naissance a un effet spin-orbite a deux dimensions.

Les trois fréquence de Rabi complexes sont donc

Kkj = —= eFi T (5.77)

L’état brillant s’écrit dans la base {|g1), |g92), |g3)} :

1 eeikl-’l‘
B(r)) = — [ e€ik2T 5.78
B = 75 | oo 678)

et on peut écrire explicitement une base orthogonale {|N1),|N2)} (parmi
une infinité d’autres) du sous-espace « noir », orthogonal a 1’état brillant :

eeik:l-’l‘ eeik:l-’l‘

|N1> — eei(k2”"+2ﬂ'/3) , |N2> — eei(kQ-re 27 /3) ) (5_79)
eei(k3~r+47r/3) eei(k3~re47r/3)

On peut ensuite calculer la matrice donnant la connexion de Berry, compo-

page 14



MAGNETISME ARTIFICIEL POUR UN ATOME ISOLE ET COUPLAGE SPIN-ORBITE §5. Le couplage spin-orbite

sante par composante. On trouve ainsi 5-2 La physique du couplage spin-orbite

(1,1) .
A = I(Ni[VN) Le couplage spin-orbite est un phénomene bien connu en physique ato-

kye=tr mique et en physique de la matiére condensée. Son origine est généra-
h iki-r i(ke-r+27/3) i(ks-r+4mw/3) k c€i(ke-r+27/3) S . 2 N oos 2
2 \& 7 e )€ | Ree lement relativiste : une particule chargée bouge a vitesse v dans une ré-

3 kgeSi(kardm/3) gion ol régne un champ électrique €. Dans le référentiel de la particule,
= ki+ko+ks un champ magnétique motionnel B « v& apparait. L'interaction entre ce
- 0, (5.80) champ magnétique et le moment magnétique de la particule, lui-méme
proportionnel au spin S, donne naissance au couplage spin-orbite.
o (2.1) . En physique atomique, le champ électrique £ auquel est soumis un élec-
A = ih(N2|V]Ny) tron est le champ colombien créé par le noyau et le couplage spin-orbite
5 kqe€ikim peut s’écrire apres réarrangement comme o L - S, olt L = r X p est le mo-
= — (eikw" gilkare2n/3) gi(ksre 477/3)) | kgeSilkzr+2m/3) ment cinétique orbital de 1’électron considéré. Dans les solides, le champ
3 kge€i(ks rtam/3) électrique apparait par exemple a l’interfaceﬂ entre deux matériaux, la out
— Ryt ko /34 e i27/3 un gaz d'élec.tror} bi—dimensionnel est réalisé [coupla}gg de Rashba, voir par
b . exemple Galitski & Spielman (2013) pour plus de détails].
- 9 (ug +iuy) (5.81) Les applications du couplage spin-orbite en physique des matériaux
De méme, on trouve donnent lieu actuellement a des recherches intenses autour de la spintro-
nique, tirant parti du contrdle que I'on peut avoir entre le spin et I'impul-
AN _ %k (uy — i), A% _ 0, (5.82) sion des électrons de conduction grace a un champ électrique extérieur.

Sur le plan fondamental, le couplage spin-orbite peut également débou-

de sorte que la matrice connexion de Berry prend une forme simple en utili- . . .
d yP P cher sur de nombreux effets spectaculaires parmi lesquels on peut citer :

sant les matrices de Paulif]:
hk . . hk — Le couplage spin-orbite peut donner naissance a des matériaux ap-

A= 9 (Gatte + Gytiy) = o 7 (5.83) pelés isolants topologiques, qui sont des isolants dans le cceur, mais

conducteurs en surface (Hasan & Kane [2010). Les propriétés de
conduction en surface sont topologiquement robustes, d"une maniere
analogue (surtout pour le cas 2D) aux états de bord que nous avons
rencontrés pour l'effet Hall quantique. Toutefois, a la différence de

On trouve donc ici une situation simple ot1 la connexion de Berry est uni-
forme dans l'espace, mais correspond a une courbure non nulle. L'expres-
sion générale (5.70) donne dans ce cas particulier

B— LkQ P (5.84) I'effet Hall, il n’y pas ici de champ magnétique extérieur qui brise

2 ) I'invariance par renversement du temps. Par ailleurs, les conditions

c’est-a-dire un champ uniforme dans l'espace dont 'orientation dépend de de température nécessaires pour atteindre ces états d'isolants topolo-
’état interne de I’atome. giques sont moins contraignantes que celles requises pour l'effet Hall

quantique (Hasan & Kane 2010).

5. Rappelons leur définition :

N 0 1 . 0 —i . 1 0
Tz = (1 0) N (i 0 ) v T2 = (0 _1) : 6. Un champ électrique peut également apparaitre dans le cceur du matériau si celui-cin’a
pas la symétrie d’'inversion, le couplage spin-orbite étant alors de type Dresselhaus.
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— Pour une particule de spin S, ’hamiltonien spin-orbite

2
a L _ nS) 5.85

=5 (5.85)
possede un niveau fondamental infiniment dégénéré. En effet, tous les
états d’'impulsion p telle que |p| = 1S sont d’énergie nulle si on choisit
correctement l'orientation du spin. Pour des bosons, cette dégénéres-
cence infinie de I'état fondamental change radicalement la nature de
la transition de Bose-Einstein (Zhou & Cui[2013).

— Considérons une interaction de contact (onde s) pour un gaz de fer-
mions; on sait que si le gaz est polarisé, le résultat de cette interaction
est nul du fait du principe de Pauli. En présence de couplage spin-
orbite, une interaction effective apparait méme si le gaz est contraint
a occuper une seule bande dans le diagramme d’énergie. Ceci permet
d’envisager la formation de superfluides de type p,. +ip, a partir d’in-
teractions « traditionnelles » en onde s (Zhang et al.|[2008).

— Pour un gaz de Fermi en contact avec un supraconducteur, le couplage
spin-orbite peut donner naissance dans un échantillon a deux dimen-
sions a des états a topologie non triviale, avec des modes de Majorana
d’énergie nulle au sein d’un vortex (Sau et al. 2010). Ces modes de Ma-
jorana peuvent encore étre présents & une dimension (Oreg et al.|[2010;
Lutchyn et al. 2010) et 1’expérience récente de Mourik et al. (2012) a
donné des signatures de leur existence, méme si ces résultats restent
encore débattus.

5-3 La version 1D du couplage spin-orbite

Le couplage spin-orbite a deux dimensions que nous venons d’envi-
sager n'a pas encore été réalisé avec des atomes froids. En revanche, une
version simplifiée uni-dimensionnelle, initialement identifiée par Higbie &
Stamper-Kurn (2002), a été observée par plusieurs groupes, a commencer
par le groupe du NIST pour un gaz de bosons (Lin et al. 2011b), puis par
Cheuk et al. (2012)) et Wang et al. (2012) pour des fermions.

Cette version 1D est en fait implicite dans le traitement exact que
nous avons déja présenté de l'interaction atome-lumiére dans une onde

Cours 5

plane (§2). L'origine du couplage entre degrés de libertés externes (I'im-
pulsion de l’atome) et internes (le niveau occupé) est simplement l'effet
Doppler. Notons tout de suite une différence majeure avec le cas multi-
dimensionnel : le couplage obtenu dans ce cas est abélien.

Nous pouvons reprendre telle quelle la forme de I'’hamiltonien corres-
pondant a la transition Raman |g;) <> |g2) considérée en début de chapitre

hHo/Q

. (p— hk)?/2M + hA /2
( 3 (p+ hk)?2/2M — hA/Q) - (586)

H(p) = Fikg /2

ot l’écriture est faite dans la base des « familles » :

F(p) = {lg1,p — hk), |g2,p + hk)}. (5.87)
Cet hamiltonien peut se réécrire en termes des matrices de Pauli :
~ 1 2 AA " hlio N o ~
H(p) = oM (P - A) + 5 0= + — 0o avec A= hks,. (5.88)

ce qui correspond, presque trivialement, a la forme recherchée! 1l est clair
que les trois composantes de .A commutent entre elles. Comme A ne dé-
pend par ailleurs pas de la position, la courbure de Berry B définie en
est nulle dans ce cas particulier.

Malgré le passage a une dimension, certaines caractéristiques du cou-
plage spin-orbite restent pertinentes. Par exemple, pour A = 0 et une
amplitude assez faible du couplage Raman, on conserve la non-unicité de
I'état fondamental de I’hamiltonien a une particule. On a tracé sur la figure
b.12]1a variation du niveau d’énergie le plus bas de

L 971/2
Ec(p) m3+4(]\5>] .

2
P g (5.89)

= — EI‘_
2M+

On trouve que cette énergie est minimale en deux impulsions symétriques
non nulles p et —p tant que la pulsation de Rabi vérifie

hro < 4E.. (5.90)

Au dela de cette valeur, le minimum de E¢ (p) est situé en p = 0 et on se
retrouve approximativement dans la situation de I'approximation adiaba-
tique étudiée en section [2} Le cas intéressant du point de vue spin-orbite,
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E/E, .

+4 1

21 Tt hko/E, = 0,1,4,6

FIGURE 5.12. Niveaux d’énergie de pour un désaccord A = 0 et pour des
valeurs croissantes de la fréquence de Rabi k.

hro < 4E,, est donc l'opposé du cas o1 'approximation adiabatique est
valide. Notons que chacun des minima est associé a un état interne pré-
pondérant, I'état |g2) pour le minimum en p < 0 et I'état |g;) pour le mini-
mum en p > 0. On a reporté sur la figure des résultats obtenus dans
le groupe du NIST qui ont pleinement confirmé cette image simple pour
des atomes de rubidium en isolant deux sous-niveaux Zeeman (mp = 0 et
mp = —1) duniveau F = 1.

Au niveau de la particule unique, 'obtention et la description du cou-
plage spin-orbite 1D est donc extrémement simple et releve davantage
d’une réinterprétation du diagramme habituel en énergie d'un atome ha-
billé que d’une nouvelle configuration. En revanche, dés qu’on cherche a
prendre en compte les interactions entre particules, le couplage spin-orbite
enrichit considérablement le probléme ; de multiples questions sont encore
ouvertes sur les phases susceptibles d’apparaitre aussi bien dans les gaz
de Bose (voir par exemple Li et al. (2012)) que pour des fermions, avec
la possibilité déja mentionnée de générer des particules de Majorana aux
extrémités d'une chaine atomique dans un état supra-conducteur topolo-
gique (Oreg et al. 2010; Lutchyn et al.[2010).
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FIGURE 5.13. Résultats tirés de Lin et al. (2011b) montrant I'évolution de la
positions des minima de E¢ (p) avec la pulsation de Rabi ko. La couleur code les
populations relatives des deux sous-niveaux Zeeman en jeu mp = 0 et mp = —1.
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Chapitre 6

Magnétisme dans un réseau périodique
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Nous nous sommes intéressés jusqu’ici a la génération d’'un champ de
jauge artificiel pour un atome se déplagant librement dans 1’espace ou
confiné dans un potentiel harmonique. Une autre classe trés importante
de problemes porte sur le magnétisme orbital en présence d'un potentiel
spatialement périodique. Ce type de question peut apparaitre par exemple
quand on étudie l'effet d'un fort champ magnétique sur le fluide d’élec-
trons d’un cristal.

La richesse de ce probleme est liée a I'existence de deux échelles de
longueur qui peuvent étre du méme ordre. La premiere est la maille a du
réseau périodique, que I'on peut prendre carré pour fixer les idées, la se-
conde est la longueur magnétique que nous avons déja rencontrée

¢=/h/qB. 6.1)

Le rapport de ces deux longueurs peut s’écrire en terme du flux ® = Ba?
du champ magnétique au travers d'une cellule unité, exprimé en unité du
quantum de flux &y = h/q:

a®>  qBad? o

— o 2
2 h "D, 6.2)

Rappelons que cette quantité peut étre comprise comme la phase
Aharonov-Bohm accumulée par la fonction d’onde de la particule qui se
déplacerait sur le bord d’une des cellules du réseau.
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Tant que le flux @ reste petit devant ®(, on ne s’attend pas a des modifi-
cations spectaculaires de la physique rencontrée pour une particule libre :
le pas du réseau est beaucoup plus petit que la taille typique des orbites
cyclotron, qui ne devraient donc pas étre tres affectées par la discrétisation
de I’espace. Ce régime ¢ < @, correspond au cas des solides « ordinaires »
(maille a de quelques angstroms) et des champs réalisables en laboratoire
(quelques dizaines de Teslas au maximum).

En revanche, pour les grands champ magnétiques tels que ® ~ &y, la
« compétition » entre ces deux échelles de longueur va induire une phy-
sique radicalement nouvelle, avec un spectre & une particule dont nous al-
lons voir qu'il possede une structure fractale. Ce régime peut étre exploré
avec des matériaux « synthétiques » et/ou des champs magnétiques artifi-
ciels, en particulier des atomes froids confinés dans un réseau optique. Ce
probleme du mouvement quantique en présence simultanée d'un potentiel
périodique et d'un champ magnétique a fait ’objet de plusieurs séminaires
attachés a cette série de cours. Dans ce chapitre, nous allons nous concen-
trer sur quelques points marquants, sans chercher a étre exhaustif sur ce
probléme a la fois riche et complexe.

1 Champs de jauge sur réseau

1-1 Rappels: modele des liaisons fortes

Nous commencerons notre étude par quelques rappels sur le modele
simple d'un réseau 1D ou 2D dans le régime des liaisons fortes, en nous
restreignant a une seule bande d’énergie. Ce probleme a été étudié en détail
dans le cours de I'an dernier et nous allons donc nous borner a en donner
les éléments utiles pour la suite.

Considérons un réseau uni-dimensionnel périodique, de période spa-
tiale a (figure[6.1). On note |w;) 1’état de 1'atome lorsqu’il est localisé sur
le site situé en z; = ja (j € Z). La dynamique de I'atome dans le réseau
est caractérisée par le coefficient tunnel J, qui donne I’amplitude de pro-
babilité pour sauter du site j vers un des deux voisins j + 1. Lhamiltonien
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FIGURE 6.1. Réseau 1D en régime des liaisons fortes (Hubbard), avec une bande
d’énergie de largeur 4J.

décrivant le mouvement de I’atome est donc
H=—J (T + TT) 6.3)
ot1 'opérateur 7" translate la particule d’un site vers la droite

T = |wjr){wl. (6.4)
iz

Les états propres de cet hamiltonien sont les fonctions de Bloch, que I'on
peut voir comme la transposition de la notion d’onde plane a cet espace

discrétisé : -
[g) = > €7 wy), (6.5)
J

le quasi-moment ¢ étant choisi par convention dans la zone de Brillouin
q €] — m/a,m/a]. L'énergie d'un état |1),) est donnée par

E(q) = —2J cos(aq), (6.6)
ce qui conduit a une bande d’énergie centrée en 0 et de largeur 4.J.

Le cas bi-dimensionnel est une généralisation directe de ce qui précede,
au moins dans le cas d'un réseau carré. Un site est maintenant repéré par
deux entiers j, [, correspondant aux deux directions d’espace z, y. Lhamil-
tonien (séparable) s’écrit

H=H,+H, avec H,=-J (TV+TJ>, v=g1y, 6.7)
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+4J

—4J

FIGURE 6.2. Réseau carré 2D en régime des liaisons fortes (Hubbard), avec une
bande d’énergie de largeur 8J.

ou encore, de maniere explicite :

H=-7> (Jwjs11)(wj

Jil

+ |wj 1) (w;]) + hee. (6.8)

Ses vecteurs propres sont des fonctions de Bloch |¢4) repérées maintenant
par un vecteur g = (g, gy) et ayant pour énergie E(q)

[hg) = D Vs ),

VR

E(q) = —2J (cos(ag,) + cos(agy)) , (6.9)

soit une bande d’énergie centrée en 0 et de largeur 8.J.

1-2 Réseau sous champ magnétique

En présence d’un champ magnétique perpendiculaire au plan du ré-
seau, I’hamiltonien doit étre modifié pour prendre en compte la phase
de Aharonov-Bohm

o(r —7') = ;fi/ A-dr (6.10)

le long des chemins qui menent d’un site r = (j,!) aux quatre sites voi-
sins ' = (j £ 1,1) et (4,1 £ 1). Une maniére approchée pour ce faire est

Cours 6

la substitution de Peierls qui consiste & assigner — dans ce modele de liai-
sons fortes — des phases différentes aux coefficients tunnel le long des liens
horizontaux et verticaux qui forment le réseau carré 2D :

—J i) wil  — =TT T ) (wy| (6.11)

avec bien sr

pour garantir que I’'hamiltonien reste hermitien.

1-3 Choix de jauge

Tout comme il existe un arbitraire de choix de jauge pour une particule
mobile dans le plan continu zy, il existe également un arbitraire de jauge
dans le choix de ces phases. Pour nous en convaincre, considérons d’abord
le modele a 4 sites de la figure correspondant a ’hamiltonien

H=-J (ei¢1|a> (d| + €92 |b) (a] + €'?%|c) (b] + ei¢4|d><c|) +hec  (6.13)

Considérons le changement de base suivant, qui consiste simplement a
redéfinir la phase des états utilisés :

@) = eta), [b) =N FED|), [8) =l P1Fet ey |d) =|d).
(6.14)
On voit immédiatement que ’hamiltonien (6.13) se réécrit
H=—J (|a><a?| + 5@ + &) (B] + ¢®|d) <5|) +he. (6.15)
avec
O = ¢1 + d2 + ¢3 + Pa. (6.16)

Dans ce cas particulier, on a donc pu choisir tous les coefficients tunnel
réels sauf un d’entre eux, qui concentre la phase totale des coefficients ini-
tiaux. Nous avons placé ce coefficient complexe sur le lien supérieur de la

1. Pour des charges bougeant dans un réseau en présence d’'un champ magnétique, le
passage de 'hamiltonien de base a cet hamiltonien modéle avec des coefficients tunnels com-
plexes est loin d’étre évident. Les limitations de cette substitution de Peierls ont été discutées
par plusieurs auteurs (Luttinger [1951; Nenciu [1991) ; toutefois, dans le contexte de la simu-
lation du magnétisme par des atomes froids, ces limitations ne sont pas pertinentes car nous
allons chercher a reproduire directement ’hamiltonien modele .
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FIGURE 6.3. Principe d’un changement de jauge, ol on redéfinit les états de la
particule pour « concentrer » la phase des coefficients tunnels sur un lien particu-
lier de la cellule.

plaquette, mais on peut bien stir choisir de placer ce coefficient tunnel .Jel®
sur n'importe quel autre coté, l'important étant que sa phase soit égale a ©.

En généralisant cet argument, on peut montrer que les quantités inva-
riantes de jauge pour un réseau carré infini sont les sommes
4q

-

s = G0l = JH LD+ o+ LT j+ 11+ 1)

+ o+ LI+1 =41+ +6(,l+1—3,0). (6.17)

Chaque somme représente la phase accumulée dans le trajet autour d’une
plaquette donnée du réseau (figure [6.4), en I'occurrence la plaquette avec
le site (4,1) dans son coin inférieur gauche. Tous les choix des ¢(j,1 —
jx1,0),¢(4,0 = j,l£1) conduisant au méme ensemble {®P, ;} seront équi-
valents. La signification physique de ®;; est, comme dans le cas continu,
le flux du champ magnétique a travers la plaquette considérée.

Pour montrer comment ce résultat peut étre mis en pratique, adoptons
une stratégie directement inspirée de ce que nous avons fait pour la pla-
quette carrée isolée de la figure Partons d'un réseau carré infini, sur
lequel chaque lien correspond a un coefficient tunnel 4 priori complexe.

— Partant du site (j,1) = (0,0) (figure[6.5p), on peut commencer par mo-
difier la phase de tous les sites de la ligne horizontale I = 0 (sauf le site
|wo,0) qui sert de point de départ)

lwj,0) = [@j0), J#0, (6.18)
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FIGURE 6.4. Pour chaque plaquette, les phases ¢(j,1 — j',l") intervenant dans
les éléments de matrice tunnel entre proches voisins peuvent étre sommées pour

ormer la quantité invariante de jauge (q/h) ®;;, cf. (6.17). La quantité @, ; re-
q jaug Js q 7,
présente le flux du champ magnétique a travers cette plaquette.

avec par exemple

"Lbl O> _ ei(ﬁOOHl,O‘wl O>> ‘wz 0> _ ei(¢00ﬁ1,0+¢1,0~>2,0)|w2 O>

de sorte que les coefficients tunnels de cette ligne horizontale I = 0
deviennent réels.

— L'expression de chaque état |w; o) étant alors fixée, on peut considérer
chaque ligne verticale et redéfinir la phase des coefficients des sites le
long de chaque ligne

lwji) = [Wj0), 1#0, (6.19)
pour que les coefficients tunnels associés a tous les liens verticaux

soient également réels (figure[6.5p).

Au terme de cette procédure, la phase de chaque état |w;;) a été redéfinie
de maniere unique ; tous les liens verticaux sont réels, et la phase des liens
horizontaux est fixée de maniére unique (en accord avec (6.17)), avec une
phase nulle pour la ligne horizontale [ = 0.
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FIGURE 6.5. Procédure pour fixer la phase des coefficients tunnels de maniere
unique dans un réseau carré. (a) On redéfinit la phase des états de la ligne hori-
zontale | = 0 pour que les coefficients tunnel le long de cette ligne soient réels. (b)
On redéfinit la phase des états en dehors de la ligne [ = 0 pour que tous les coeffi-
cients tunnels le long des liens verticaux soient réels. Les phases liées i la présence
du champ magnétique sont alors concentrées sur les liens horizontaux (en dehors
de la ligne l = 0).

1-4 Jauge de Landau

Considérons a partir de maintenant un champ magnétique uniforme
B, pour lequel tous les flux ®;; sont identiques. On peut faire un choix
similaire & la jauge de Landau, selon laquelle le potentiel vecteur est aligné
selon une direction de I’espace, z ou y. Choisissons par exemple le potentiel
vecteur parallele a 1'axe  dans (6.10), ce qui correspond pour le cas continu
a A = (—By,0,0). Ceci revient a prendre toutes les phases des transitions
verticales ¢(j,! — 7,1+ 1) nulles et a choisir les phases dans la direction
horizontale ¢(j,1 — j £ 1,1) linéaires vis a visde [ :

é(J,l = J,l+1)=0, ¢, 1 = j£1,1) = £2ral. (6.20)
L’hamiltonien que nous allons considérer dans la suite s’écrit donc :

H=—7Y ("™ w1 ) (wji| + |wjis1)(wiil) + he (6.21)
7,0

L’incrément de phase 27 « caractérise entierement le probleme. Puis-
qu'une phase est définie modulo 27, on peut restreindre « a l'intervalle

Cours 6

[0,1] (voire méme [0,1/2] puisque « et 1 — « représentent des situations
équivalentes par inversion z — —x). Ce nombre « est directement relié au
flux ® du champ magnétique a travers une plaquette :

1q P
a= %fii@iaf (6.22)
déja introduit en (6.2). Comme nous 'avons signalé en introduction, pour
des réseaux cristallins « réels », la maille du réseau est de 1’ordre de 1’ang-
strom et les champs magnétiques les plus grands sont de ’ordre de 50 Tes-
las, ce qui restreint « a des valeurs (~ 105%) faibles devant 1. Les atomes
froids dans des réseaux optiques constituent un moyen (parmi d’autres),
pour aller explorer une partie plus grande du domaine de variation de «.

2 Le papillon de Hofstadter

L’hamiltonien en présence de champ magnétique est remarqua-
blement proche de la version a champ nul . Néanmoins, le facteur de
phase ¢! 27! modifie considérablement le spectre en énergie et la forme des
états propres. Nous n’allons pas résoudre entierement ce probléme, mais
nous allons donner quelques indications ainsi que les résultats principaux.

2-1 L’équation de Harper

Notons tout d’abord qu’avec le choix de jauge de Landau que nous
avons fait, nous n’avons pas brisé 'invariance par translation de « le long
de I’axe horizontal. On peut donc toujours chercher les fonctions propres
de I’'hamiltonien sous forme de fonctions de BlochP|selon I’axe z :

(@) =) Cr el w; ), (6.23)
7l

les coefficients C; étant a ce stade inconnus. Pour les déterminer, on écrit
I’équation aux valeurs propres pour |U) et on obtient I'équation de Harper

Cie1 + 2C; cos(2ral — agy) + Cip1 = —(E/J) Cy. (6.24)

2. tout comme on avait cherché les états propres en jauge de Landau sous forme d’ondes
planes dans une direction.
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On s’est donc ramené a la diagonalisation d"'une matrice tri-diagonale, bien
adaptée a une résolution numérique.

2-2  Le spectre de Hofstadter

Une classe importante de solutions porte sur le cas ot o est un nombre
rationnel : @ = p'/p, ol p et p’ sont deux entiers. On constate alors que
le probleme redevient également invariant par translation le long de 1’axe
vertical, mais avec une période spatiale augmentée, pa au lieu de a. En
effet, on a dans ce cas

¢, l+p — j+1,14+p) = 2ra(l+p) = 2ral+27p" = ¢(j, 1 — j+1,1) (6.25)

ot1 la derniere égalité est vraie modulo 27. On retrouve alors un probleme
de particule en mouvement dans un réseau périodique, mais avec une cel-
lule unité de taille a x (pa) et p sites par cellule unité. On sait alors que
la bande fondamentale de largeur 8J va se fragmenter en p sous-bandes,
généralement séparées par des gapsﬂ

Exemple du flux 1/3. Pour illustrer la méthode générale, considérons
I'exemple du flux a = 1/3. La cellule unité, qui a pour taille a selon la
direction z et 3a selon la direction y, comporte 3 sites, notés |A), |B), |C)
sur la figure Chaque cellule est repérée par les indices j,!, avec par
convention le site A au point a(ju, + 3lu,). Cherchons les états propres de
I'hamiltonien sous la forme d’une fonction de Bloch repérée par le vecteur
de Bloch q = (¢z,¢y) :

(Wg) =Y e Uat3n) (o A; ) + B|B;1) +4ICj)) (6.26)
gl
avec
Gz €] — 7/a,7/al, qy €] — 7/(3a),7/(3a)]. (6.27)

Les coefficients «, 3,7 se déduisent de 1'équation aux valeurs propres
H|U) = E|¥), ce qui revient a chercher les états propres de ’hamiltonien

3. Ce gap est parfois remplacé par un contact de type point de Dirac. C'est par exemple le
cas pour o = 1/2.
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FIGURE 6.6. Choix d’une cellule unité de taille a x 3a pour un flux magnétique
tel que o = 1/3. On a représenté a droite les trois sous-bandes résultant de la
fragmention de la bande initiale de largeur 8.J.

dans I’espace réciproque :

) 2 COS(Cqu) 1 ei3a<1y
H(q) = —J 1 2 cos(aqy + 27/3) 1 (6.28)
e€i3agy 1 2 cos(agy + 4m/3)

écritici dans labase {|A), |B), |C)}. La diagonalisation de cette matrice 3 x 3
donne trois valeurs propres fonctions de gq. Quand on fait varier ¢, et ¢,
dans les intervalles (6.27), on voit apparaitre 3 bandes d’énergie représen-
tées sur la figure Le spectre d’énergie est symétrique par rapport a
E = 0 et sa largeur totale est réduite par rapport a la valeur 8J trouvée
en l'absence de champ magnétique. La sous-bande fondamentale a pour
largeur ~ 0.7.J et elle est séparée de la sous-bande intermédiaire par la
largeur ~ 1.3 J.

Forme générale du spectre. Le résultat général pour le spectre de 'hamil-
tonien est tracé sur la figure Ce spectre présente une structure fractale
tres particuliere appelée papillon de Hofstadter (Hofstadter [1976). On peut
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comprendre l'apparition de cette structure fractale en comparant deux va-
leurs tres proches de flux, par exemple 100/300 et 101/300 et en remarquant
qu’elles conduisent a des spectres tres différents, 1'un avec 3 sous-bandes
(figure[6.6), I'autre avec 301 sous-bandes. On pourra trouver une étude dé-
taillée de cette structure fractale, de sa self-similarité et de ses symétries,
ainsi que de nombreuses références sur le site web de Gilles Montambauxlﬂ

Vers des champs magnétiques faibles: « = 1/p. On trouve dans ce cas p
sous-bandes, et la largeur des sous-bandes tend vers 0 quand p augmente.
Les bandes les plus basses sont a peu pres équidistantes, avec un écart qui
tend également vers 0, mais moins vite que leur largeur. Le spectre devient
donc presque discret, ce qui rappelle bien sir la structure en niveaux de
Landau d’une particule libre. On peut vérifier quantitativement ce lien, en
prenant pour masse de la particule la relation déduite de en bas de
bande :

h2q2 h2
E(q) =~ Ja?q® = Mg = ——
(@)~ Ja'q" =50 = M =575

et en vérifiant que I'écart entre niveaux est bien égal a la pulsation cyclo-
tron w, = ¢B/Meg, qui s’écrit ici

(6.29)

b
hwe = 2] —. (6.30)
Dq

2-3 Le nombre de Chern

Nous voyons sur le spectre de Hofstadter que les niveaux de Landau
apparaissent naturellement comme la limite asymptotique ® — 0 des sous-
bandes trouvées pour un flux & 1/p, ol p est un entier. Pour aller au-dela
de cette simple remarque visuelle, il faut caractériser de maniere quantita-
tive les propriétés de ces sous-bandes pour voir dans quelle mesure elles
conduisent globalement aux mémes propriétés physiques que les niveaux
de Landau pour une particule libre.

Une propriété remarquable des niveaux de Landau, indépendante de
la forme précise de 1’échantillon, est 1’existence d’états de bords chiraux,

4. www.equipes.lps.u-psud.fr/Montambaux/cours-seminaires/hofstadter-tutorial. pdf

Cours 6

FIGURE 6.7. Papillon de Hofstadter : spectre en énergie d’une particule bougeant
sur un réseau carrée dans l'approximation des liaisons fortes, en présence d'un
champ magnétique. Le flux ® du champ magnétique a travers une plaquette du
réseau est tel que 2o = ® /o (Hofstadter|1976).

que nous avons pu relier a la notion de courant de Hall. Rappelons le ré-
sultat principal; prenons un échantillon rectangulaire et considérons une
situation ot le niveau de Landau fondamental est completement rempli
de particules fermioniques sans interaction ; les autres niveaux de Landau
sont supposés vides. Si on applique une différence de potentiel AE, entre
les deux bords de I’échantillon selon 1’axe «, alors un courant de particules
apparait dans la direction y, de valeur N, = AE, /h. Obtient-on la méme
propriété pour des particules sur réseau ?

La réponse a cette question, trouvée par Thouless et al. (1982) [voir aussi
Kohmoto (1989)], est contenue dans la valeur d’un invariant topologique,
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le nombre de Chern C défini par :

F,, (6.31)

ol F, est une force uniforme appliquée sur le réseau dans la direction x
et Jy le courant de particules dans la direction perpendiculaire y. Quand
on suppose la bande fondamentale remplie de fermions n’interagissant pas
les uns avec les autres et les autres bandes vides, ce nombre de Chern vaut :

1
o

=y [ 0.a)da dg, (632)
ZB

ot I'intégrale de la fonction €2, (q) porte sur la premiére zone de Brillouin.
La définition de la fonction de Q,(g) est la transposition directe a l'es-
pace réciproque de la notion de courbure de Berry que nous avons intro-
duite dans I’espace des positions (Xiao et al.|2010). Puisqu’on dispose d"un
hamiltonien périodique, on peut chercher ses états propres sous forme
d’ondes de Bloch. En se restreignant a la bande fondamentale qui est par
hypothése la seule peuplée, ces ondes de Bloch sont notées

Ty (r) = ™ Tugy(r), (6.33)

oll uq(r) est une fonction périodique sur le réseau. On définit alors la
connexion de Berry
A(q) = i{uq|Vqug), (6.34)

qui permet d’évaluer la phase géométrique accumulée par une particule
qui parcourt une boucle fermée dans l’espace des quasi-moments. La cour-
bure de Berry est

Q(q) = Vg x A(q). (6.35)

On peut montrer que le nombre de Chern ainsi défini est un entier posi-
tif, négatif ou nul. Quand cet entier est nul, le réseau est topologiquement
trivial : une force appliquée selon z n’induit aucun courant macroscopique
selon y. En revanche, s’il est non nul, on est en présence d’'un phénomene
du type courant de Hall, oti une force dans une direction induit un courant
dans une direction perpendiculaire.

Pour avoir une intuition de la signification de cet entier, revenons a un
effet bien connu de la force appliquée F, : elle va créer un phénomene

Cours 6

(a) (b) ()

Aluminium

FIGURE 6.8. Systémes utilisés expérimentalement pour explorer les propriétés
magnétiques liées au papillon de Hofstadter (a) : Pannetier et al. (1984); (b) :
Albrecht et al. (2001); (c) : Dean et al. (2013).

d’oscillations de Blochﬂ selon la direction z, avec le défilement du quasi-
moment ¢, = F,/hi. Pour un réseau de cellule unité rectangulaire a x b, la
période de l'oscillation de Bloch correspond au temps pour parcourir toute
la zone de Brillouin (largeur 27/a), soit 75 = h/Fa. Intéressons-nous au
nombre de particules § IV qui traversent une cellule unité, soit un segment
horizontal de largeur a le long de I'axe x, en une période de Bloch 73 :

ON =aJytB =0 (CFI> ( f ) =C. (6.36)

h F.a

Le nombre de particules qui traversent une cellule unité en une période
Bloch est donc quantifié, et le nombre de Chern donne la valeur de ce quan-
tum. Pour les valeurs rationnelles particulieres 1/p du flux par plaquette,
on trouve que le nombre de Chern de la sous-bande fondamentale vaut
1, tout comme pour le niveau de Landau fondamental trouvé en absence
de réseau. Ces deux systémes ont donc la méme structure topologique et
conduisent a des propriétés de conduction électrique équivalentes [voir
Kohmoto (1989) pour une discussion du cas général o = p’/p].

5. Des propositions de mesure du nombre de Chern exploitant cette dynamique dans des
expériences d’atomes froids ont été faites par Price & Cooper (2012) et Dauphin & Goldman
(2013).
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2-4 Expériences sur des super-réseaux

Comme nous l'avons indiqué en introduction, la maille d'un réseau
cristallin ordinaire est trop petite pour permettre d’atteindre le régime
® /Py ~ 1 avec des champs magnétiques réalistes. Au cours des trente der-
niéres années, plusieurs classes de systemes — en dehors des gaz d’atomes
froids — ont été étudiées pour approcher la physique du papillon de Hof-
stadter. Signalons en ici trois (cf.figure[6.8) :

— Pannetier et al. (1984) ont fabriqué un réseau carré de bandes d’alumi-
nium de 2 um de large et espacées de 6 um. Le réseau de surface 1 cm?
contient plus de 2 millions de sites a priori identiques. La mesure de la
température critique de supraconductivité 7. (B) a montré des varia-
tions rapides pour des valeurs rationnelles simples (1/2,2/5,1/3, ...)
du flux par plaquette.

— Albrecht et al. (2001) ont utilisé un gaz d’électrons bi-dimensionnel
confiné dans une hétérostructure GaAs/AlGaAs. Un réseau pério-
dique (période 120 nm) de NiCr/Au est déposé sur 1’échantillon pour
moduler spatialement le potentiel ressenti par les électrons. La me-
sure de la conductance de Hall a révélé la fragmentation du spectre en
sous-bandes, comme attendu théoriquement.

— Dean et al. (2013) ont utilisé deux feuilles de graphéne légerement
tournées 1'une par rapport a ’autre pour réaliser une figure de Moiré,
avec une périodicité de 15.5 nm. Ils utilisent eux aussi une mesure de
la conductivité de Hall pour explorer le spectre d’énergie du papillon
et mettre en évidence sa structure récursive.

3 Les réseaux optiques secoués

Pour implémenter I'hamiltonien avec un gaz d’atomes froids
dans un réseau optique, il faut trouver une procédure pour modifier le co-
efficient tunnel J et le rendre complexe, avec une phase qui dépend de I'in-
dice repérant la direction verticale /. Nous avons déja rencontré une tech-
nique similaire dans le cours de 'an dernier lorsque nous nous sommes
intéressés a la localisation dynamique : nous avions vu que le coefficient
tunnel dans un réseau 1D secoué pouvait étre notablement modifié, voire

Cours 6

méme changer de signe. C’est cette méme technique que nous allons passer
en revue maintenant.

Notons qu'il existe des méthodes différentes pour simuler un champ
magnétique sur un réseau. Tout d’abord, on peut faire tourner physique-
ment le réseau dans l'espace : le passage dans le référentiel tournant ga-
rantit, comme pour un gaz homogene, 1'apparition d'un champ magné-
tique effectif (Tung et al. 2006). On peut également moduler de maniere
chirale les parametres d’un réseau de maniére a simuler une rotation : par
exemple, pour un réseau composé de cellules hexagonales, donc avec trois
orientations possibles des cotés, on peut en principe moduler séparément
les trois coefficients tunnels correspondants et obtenir aprés moyenne sur
le temps un hamiltonien avec champ magnétique effectif (Kitagawa et al.
2010) [voir aussi l'article de Serensen et al. (2005) pour une proposition
voisine]. Il a également été proposé par Hemmerich & Smith (2007) d uti-
liser des faisceaux additionnels pour générer des micro-rotors au niveau
de chaque site du réseau ; ce schéma réalise en fait un champ magnétique
alterné, dont le signe change d"une plaquette a I’autre [voir aussi Lim et al.
(2008)].

3-1 Rappel:le cas unidimensionnel (version 1).

Pour préparer notre analyse, commengons par rappeler comment dans
le cas a une dimension, on peut modifier le coefficient tunnel, voire lui
conférer une phase complexe non nulle. Commencons par le réseau le plus
simple possible, avec '’hamiltonien

Ho=—J) (lwj1){w;] + [w;){wjsa]) (6.37)
j

Supposons que 1’on secoue ce réseau en remplacant le potentiel statique
périodique du réseau V(z) par

V(x,t) = V]z — zo(t)], (6.38)

ot1 z(t) est une fonction périodique du temps de pulsation Q2. Nous allons
supposer ici que {2 > J/h, de sorte que la modulation est rapide comparée
a la dynamique tunnel du réseau. Nous avons montré dans le cours de
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I'an dernier que le fait de secouer le réseau revient, via la transformation
unitaire générée par I'opérateur

U(t) = exp (izo()p/h).
a passer a ’hamiltonien avec un élément de matrice tunnel complexe :

H(t) = —J M0 M/MN "oy, 1) (wj| + hee. (6.40)
J

(6.39)

Ecrivons le vecteur d’état sous la forme

W@»=§:%aﬂw> (6.41)

ot I'évolution des amplitudes «; est donnée par I’équation de Schrodinger

ihd; =—J (aj+1 EiMato®)/h 4 oy e+iMadvo(t)/h) ' (6.42)
Nous allons maintenant tirer parti du fait que les o; sont des variables

lentes pour moyenner sur une période d’oscillation les coefficients de cette

équationlﬂ On obtient donc I'équation d’évolution approchée pour les «;

lhOé] = —j*ozj+1 — jOtjel (643)
avec un coefficient tunnel renormalisé
J = J (et Mazo®)/hy (6.44)

Modulation sinusoidale.
tion du réseau du type

Pour une modulation sinusoidale de la posi-

%Obo(t) = &o sin(Q + ¢)

ol {y est un nombre sans dimension caractérisant I'amplitude de la modu-
lation, on trouve que le coefficient tunnel moyen est réel et Vautﬂ
J = J{elfo st — J 7, (&) (6.47)

6. Une approche plus rigoureuse, mais donnant le méme résultat final, utilise ’approche
de Floquet (cf. cours 2012-13).
7. On rappelle que

(6.45)

eiz sin 6 _ Z Jn(SC) einG" (646)
neZ
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FIGURE 6.9. Exemples de modification de 'effet tunnel dans des réseaux a une
dimension. (a) Changement du signe du coefficient tunnel par une modulation
sinusoidale du réseau (Lignier et al. 2007). (b) Changement de la phase du coeffi-
cient tunnel et décalage des pics en impulsion observés apres temps de vol (Struck
et al.[2012)).

ot les 7, désignent les fonctions de Bessel de premiére espéce. Cette renor-
malisation du coefficient tunnel, avec son possible changement de signe, a
été vue dans une expérience menée avec des atomes de rubidium par Li-

gnier et al. (2007) (figure[6.9p).

Modulation asymétrique. Supposons maintenant qu’on prenne une mo-
dulation de la position du réseau qui ne soit pas invariante par renverse-
ment du temps, comme la dent de scie asymétrique de la figure e
réseau se déplace a vitesse v; > 0 pendant une durée 773, puis a vitesse
ve < 0 pendant une durée 75, avec

117 + v Ty =0, T="1T,+1Ts, (6.48)

de sorte que le déplacement moyen sur une période 7" est nul. Dans ce cas,
la moyenne sur le temps de la fonction ¢! M0 (1)/" est g priori complexe :

J
J

Dans le cas 1D, une phase non nulle du coefficient tunnel se manifeste par
un décalage de I'impulsion correspondant au bas de la bande considérée.

_ <eiMa:i:0(t)/h> _

Ty iMavy/h 1 iMavs/h
2o + e . (6.49)
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FIGURE 6.10. Modulation de la position d’un réseau optique 1D conduisant a un
coefficient tunnel complexe (voir aussi Struck et al. (2012)).

Ce décalage, analogue a celui créé par un potentiel vecteur uniforme sur
une particule libre et décrit au chapitre 5, a été observé par Struck et al.
(2012) dans une expérience de temps de vol (figure[6.9p).

3-2 Le cas unidimensionnel (version 2).

Supposons maintenant que ’hamiltonien Hj contienne, en plus des
termes tunnel, un potentiel linéaire statique

Hy = =T (lwj){ws] + Jwg)wga]) = A0 D~ j [wy)(wy].  (6.50)
J J

En absence de modulation, on sait que les états propres sont les fonctions
de Wannier-Stark localisées. Supposons maintenant que 1’on module le ré-
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seau de manieére sinusoidale avec une pulsation 2 voisine de (ou égale a)
2. On s’attend a induire une résonance entre sites adjacents qui va restau-
rer la conduction sur le réseau. Pour confirmer cette intuition, procédons
comme ci-dessus ; nous écrivons le vecteur d’état a I'instant ¢ sous la forme

W(t) = Zaj (t) 7% Jawy), (6.51)

et déduisons de I’équation de Schrodinger obtenue apres la transformation
unitaire (6.39) I’évolution des amplitudes de probabilité «;

ihay =—J (043‘+1 €1 (Maio(t)/heQot) | e oHi (Maio(t)/he Qot)) . (652)
Pour
M
Q=Qp,  —io(t) = & sin( + 9), (6.53)

on obtient de nouveau, aprés moyenne sur le temps, une équation d’évo-
lution pour les o; qui est identique & celle d"un réseau statique :

1h0tj = 7j*01j+1 - jOéjel (654)

avec un coefficient tunnel renormalisé complexe :

J = J{elleo sin(@it)€otly — 7 7, (¢y) €' (6.55)

On a donc réussi par cette procédure a « imprimer » la phase ¢ de la mo-
dulation sur le coefficient tunnel J, ce qui était le but recherché : si cette
méthode peut se généraliser a 2D, on disposera d’un moyen pour simuler
un champ magnétique non nul sur le réseau.

3-3 Le cas bi-dimensionnel.

Nous avons vu dans ce qui précede deux manieres de rendre le coeffi-
cient tunnel complexe dans un probléme uni-dimensionnel. Elles peuvent
toutes les deux se généraliser a deux dimensions, mais conduisent a des
résultats différents.
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— La méthode de la modulation asymétrique de la figure est géné-
ralisable par exemple a un réseau triangulaire[ﬂ (Struck et al. [2013).
En pratique, on choisit une modulation qui fait tourner chaque site du
réseau sur une orbite fermée. Cette méthode conduit alors a un flux al-
terné, avec par exemple une phase positive pour les triangles « pointe
en haut » et une phase négative pour les triangles « pointe en bas ».

— La méthode vue en § combinant réseau tilté et modulation ré-
sonante, présente certaines difficultés a étre transposée telle quelle
[voir par exemple la proposition de Kolovsky (2011) et sa critique par
Creffield & Sols (2013)]. Pour contourner ces difficultés, il vaut mieux
abandonner 1'idée d'une modulation globale du réseau, ot tous les
sites bougent de la méme quantité r((t), pour passer a une modula-
tion locale, ot1 chaque site j,! bouge de maniere différente de ses voi-
sins. C’est ce type de modulation que nous allons maintenant explorer
(Aidelsburger et al.|2013; Miyake et al.2013).

Partons d’un réseau « tilté » dans la direction horizontale, c’est-a-dire le
réseau de base auquel on ajoute un potentiel linéaire constant qui déplace
I'énergie du site (j,1) de la quantité j 7€) :

Ho =Y ihQ0lw; ) (wjal = T Y (Jwjsr i) (wyal + Jwjira)(wsl) + he,
gl 4,0
(6.56)
Nous allons supposer dans ce qui suit que /)y > J, ce qui signifie que I'ef-
fet tunnel le long de la direction x est pratiquement inhibé (les fonctions de
Wannier-Stark coincident avec les fonctions de Wannier), alors que l'effet
tunnel selon y est inchangé.

Ajoutons a ce terme statique un potentiel dépendant du temps, qui
vient moduler l"énergie de chaque site avec une pulsation (2 :

V(t) = hQysin(Qt — 0;,). (6.57)
75l

Nous allons utiliser cette modulation pour rétablir un effet tunnel réson-
nant (Q ~ €y) dans la direction x, mais le coefficient tunnel correspondant

8. Elle ne fonctionne pas pour un réseau carré ou hexagonal, ou plus généralement pour
un réseau dans lequel chaque plaquette posseéde des bords paralleles deux a deux, car les
phases des deux coefficients tunnels correspondants s’annulent alors systématiquement.

Cours 6

va acquérir une phase qui sera relié a 6;;. Notons qu’un tel potentiel peut
étre réalisé en superposant au réseau optique de base le potentiel dipolaire
créé par une onde stationnaire composée elle-méme de deux ondes lumi-
neuses progressives de pulsation w; et wy = w; + 2 et de vecteurs d’ondes
ki et ko. La phase 6, ; est alors linéaire en j et [ :

0j1 = (k2 — k1) -7 =105 +nyl. (6.58)

Considérons maintenant I’évolution du vecteur d’état

(1) =D aja()wsa) (6.59)
7sl

sous l'effet de I’hamiltonien total Hy + V() :

i = [jQ0 + Qusin(Qt — 0;1)] oy — % (j10 + ajers + i + i)

(6.60)
Cette équation contient des termes d’évolution rapide, avec les fréquences
caractéristiques () et (), et des termes plus lents avec la fréquence carac-
téristique J/h. Pour travailler avec des variables lentes, il est commode
d’introduire

&;1(t) = aj(t) exp {i {jﬂot - % cos(Qt — Hj,l)] } , (6.61)
qui conduit a I'équation pour les variables tildées

- J . - . N
6, = —g{F(j,l,t) &je10 + GU,1Lt) Gjey +} (6.62)

ol les points de suspension correspondent aux transitions (j,1) — (j —1,1)
et (jvl) - (]7l - 1)

Puisqu’on s’intéresse maintenant a des variables lentes, on peut moyen-
ner les coefficients F'(j,1,t) et G(j,1,t) sur une période de 1'oscillation for-
cée 21 /(2 en se plagant exactement a la condition de résonance Q = €. On
trouve :

(FG, L) = (exp {i [—Qot + % (cos(Q — 0,41) — cos(Qt — ej,l))} }>

Q

— <eE‘Q°t exp {211 sin((0j41, — 65,1)/2) sin(Qt — (0, + 9j+1,l)/2)}>

Ju (2991 sin(nm/Q)) o€
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otton a utilisé 011, — 0;; = 1. et (0, + 0j11.1)/2 = 0;; + 1./2 (la phase
globale e!+/2 est ensuite omise). De méme, on obtient

(GG = o (2 sinto/2)) (6.64

si bien que I’hamiltonien effectif aprés moyenne sur une période tempo-
relle s’écrit :

]ff =—J, Z (eeiﬁj,l |u;j+1yl><’wj,l| + hC) — Jy Z (le’l+1><’u)jyl‘ + hC)
gl Jil
(6.65)
avec

Je=J N (231 Sin(nm/Q)) , Jy=J T <2QQI sin(ny/Q)) . (6.66)

Pour vérifier que cet hamiltonien correspond bien a ce que I'on cherche,
on calcule finalement le flux sur une plaquette :

%‘Pm = o0l =i+ L)+ oG +1,1—=j+1,1+1)
+ o+ LI+1=41+1)+0(,1+1—=4,1)
= 0+ 0541
= Ny (6.67)

On constate donc qu’il faut prendre a la fois 7, # 0 pour que ce flux soit
lui-méme non nul, et 7, # 0 pour le coefficient tunnel J, soit non nul.

3-4 Exemple d’expériences avec un réseau secoué

Plusieurs expériences ont récemment montré la validité du principe
permettant de générer un champ artificiel a partir d'un réseau secoué (Ai-
delsburger et al.2013; Miyake et al.[2013; Struck et al. 2013). Nous montrons
sur la figure les résultats du groupe de Munich, obtenus en isolant a
I'aide d'un super réseau des plaquettes de 2 x 2 sites dans le plan zy. La
présence du champ magnétique artificiel est révélée par le mouvement cy-
clotron des atomes dans ces plaquettes, avec la chiralité attendue. Ces ex-
périences ont ensuite été étendues au cas ot les plaquettes sont connectées

Cours 6

0.1J T T T T T 4
-~ O T
o
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FIGURE 6.11. Trajectoires cyclotron obtenues dans un réseau secoué par Aidels-
burger et al. (2013). La ligne grise représente un fit du résultat attendu théori-
quement, obtenu a partir d’une résolution de I'équation de Schrodinger pour une
plaquette. Chaque plaquette comprend 2 x 2 sites, et est obtenue grice a deux
super-réseaux dans les directions x et y.

entre elles selon une des deux directions de l'espace, réalisant alors une
échelle. Dans cette géométrie d’échelle, les chercheurs de Munich ont mis
en évidence un analogue de l'effet Meissner (Atala et al. 2014).

4 Réseaux combinant différents états internes

Le fait d’utiliser plusieurs états internes dans un réseau optique vient
donner un degré de liberté tres appréciable pour « imprimer » une phase
lors du passage d’un site a ’autre du réseau. Le processus en jeu dans ce cas
est I'effet tunnel assisté par laser, que nous allons présenter tout d’abord
sur un systeme simple, uni-dimensionnel, avant de passer ensuite au cas
d’un réseau infini a deux dimensions.
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bI?_?

*5?
¢4
©

Laser

FIGURE 6.12. Gauche : échelle infinie de sites composée de deux montants séparés
par une distance a. Les barreaux de I'échelle sont équidistants (écart b). Une parti-
cule chargée peut sauter d'un site a I’autre par effet tunnel. Un champ magnétique
uniforme perpendiculaire a I'échelle induit un flux ® par plaquette. Droite : simu-
lation de cette échelle avec un double réseau optique, piégeant un atome dans un
des deux états internes |g) et |e). Un faisceau laser se propageant selon la direc-
tion du réseau induit une transition |g) <> |e), analogue i I'effet tunnel le long des
barreaux de I'échelle de gauche. La phase du laser ¢ = ky varie linéairement avec
Uindice j des barreaux et « s’imprime » sur I'élément de matrice correspondant, ce
qui permet de simuler un flux magnétique.

Cours 6

4-1 L’effet tunnel assisté par laser sur une échelle

Il s’agit de simuler une géométrie de sites situés sur une échelle a deux
montants, représentée sur la figure Cette échelle est plongée dans un
champ magnétique et nous supposons qu’elle est bien décrite dans le cadre
de l'approximation des liaisons fortes. Le champ magnétique est comme
précédemment caractérisé par le flux ® a travers chaque plaquette.

Pour cette simulation, nous allons utiliser un atome a deux états in-
ternes, notés |g) et |e). Un potentiel de piégeage, de type réseau optique le
long de la direction y, permet de localiser les atomes sur les montants de
I'échelle. Ce potentiel est choisi différent pour |g) et pour |e), ce qui per-
met de localiser chacun de ces deux états sur un montant différent (|g) a
gauche, |e) a droite).

Nous supposons ces deux états internes stables (pas d’émission spon-
tanée) et nous considérons une transition laser qui permet de provoquer
une transition résonante entre eux. En pratique, si on considere des atomes
«a deux électrons externes », comme 1'Ytterbium, ces deux états corres-
pondront respectivement a 1'état fondamental (*Sy) et & I'état excité de tres
longue durée de vie (3Py). Pour des atomes alcalins, on utilisera pour |g)
et |e) deux sous-niveaux issus de l'état fondamental et la transition cou-
plant ces deux états sera une transition Raman, impliquant un processus
d’absorption et un processus d’émission stimulée.

Plagons-nous dans un modele a une bande et notons |wf) et |w$), j € Z,
les états spatiaux pour les deux niveaux internes. Pour simplifier, nous sup-
poserons les fonctions d’onde correspondantes identiques, a une transla-
tion pres :

(&

w(r) = wo(z,y — jb), wé(r) = wo(x — a,y — jb). (6.68)

En absence de laser, on est donc en présence de deux réseaux optiques 1D

découplés, avec ’hamiltonien écrit dans 1’approximation des liaisons fortes

H=H,+ H,, H, =— yz lwi ) (w§|+he, a=ge (669
iz

Pour coupler ces deux réseaux, considérons un faisceau laser résonnant
avec la transition |g) <> |e), avec un vecteur d’onde k parallele a ’axe y des

page 14



MAGNETISME DANS UN RESEAU PERIODIQUE

§4. Réseaux combinant différents états internes

réseaux. Le couplage atome-laser s’écrit

- hrx .
V= 7” ¢*¥ |e) (g| + h.c. (6.70)

Réécrivons ce couplage a l'aide des |w§) ; compte tenu de la restriction a
une seule bande, on a la relation de fermeture pour les espaces de Hilbert
interne et externe

L=lg)(gl® [ D lwhwI] | + lexel® [ D lw§)(ws| (6.71)
Jj z iz

En insérant cette relation de fermeture a gauche et a droite de V, on obtient

V=3 "Vle,w) g, wi| +he. (6.72)

3.3’

avec 5
Vigr = 5 | wir) & w (r) d?r. (6.73)

Puisque nous nous sommes placés dans l'approximation des liaisons
fortes, les fonctions d’onde w$(r) et w, (r) sont bien localisées et on peut
considérer que leur recouvrement est négligeable dés que 'on prend j # j'.
On peut alors simplifier le coefficient V; ;/

hr N ;
,j'T/wo(x—cuy—Jb) e wo(x,y — jb) d*r

N Vikb
~ (5j’j/ Jz eV 5

Vij & 9

s

(6.74)

ot le coefficient tunnel J, est proportionnel a la fréquence de Rabi et au
recouvrement des fonctions de Wannier pour les états internes |g) et |e) :

_

Ja 5

/u)o (z — a,y) e* wy(z,y) d*r. (6.75)

Pour une fonction wy(z,y) invariante par réflexion y — —y, ce coefficient
J, estréel :

o

Ju 5

/wo(x —a,y) cos(ky) wo(x,y) d?r. (6.76)

Cours 6

l91) l92) 93)

I

Laser

FIGURE 6.13. Simulation d"une double échelle avec un atome a trois niveaux in-
ternes (Celi et al. 2014). Ce schéma de niveau peut donner naissance d un spectre
voisin du papillon de Hofstadter et i des états de bords correspondant a des cou-
rants opposés dans les états |g1) et |gs).

L’expression correspond a ce que l'on cherche : on a un coeffi-
cient tunnel complexe dont la phase croit linéairement avec l'indice j de
sorte que la phase totale accumulée sur le pourtour d'une plaquette est
non nulle :

y J'q - Jz 17+ 1kb . J1 . J1 —ijkb .
19.9) == 19,5 +1) "= e i+ 1) “Hles) = lg.g)  (677)
soit une phase
(j 4 1)kb — jkb = kb (6.78)

qui est la méme pour toutes les plaquettes : on simule ainsi une échelle a
deux sites avec un champ magnétique uniforme tout le long de 1’échelle.

Réseau de dimension artificielle. On peut remarquer que dans la simu-
lation de I'échelle qui précede, rien n'impose a la longueur a d’étre non
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nulle. L'échelle peut avoir une double nature, réelle dans 1’espace selon la
direction y et fictive (n'impliquant que les degrés de liberté internes) selon
la direction y. La nécessité d’avoir une longueur a non nulle ne viendra que
plus loin, lorsqu’on cherchera a augmenter le nombre de sites dans la di-
rection z. Partant de cette remarque, Celi et al. (2014) ont proposé d’étendre
le traitement précédent a un atome a N états internes, |g,,),n =1,..., N en
choisissant un couplage atome lumiere qui induit les transitions

ijkb

W\ Jr .
9n:3) "= gng1, J)- (6.79)

Ceci permet de simuler une échelle dont les barreaux sont situés dans l'es-
pace réel et les N montants sont associés aux NV états internes. Pour une
implémentation pratique de ce dispositif, on peut prendre par exemple
N = 3 et prendre pour les |g,) les trois états Zeeman m = 0,£1 d'un
niveau fondamental atomique de moment cinétique 1 (figure[6.13).

4-2 Passage a un réseau bi-dimensionnel

Nous allons maintenant chercher a étendre le schéma de 1’échelle consi-
dérée ci-dessus a un réseau bi-dimensionnel. Dans ce cas, la longueur a est
bien réelle et on considere une série de réseaux 1D correspondant alterna-
tivement a 1’état interne |g) et a 1’état interne |e). On reconstitue ainsi un
réseau a deux dimensions dont les sites (7, 1) sont par convention occupés
par un atome dans l'état |g) (resp. |e)) si l'indice j du site est pair (resp.
impair).

En analysant précisément les phases correspondant a l'effet tunnel as-
sisté par laser, on constate que ce réseau correspond en fait a un flux al-
terné. Alors qu'un flux uniforme est obtenu en prenant de maniére systé-
matique

4. 0) S i+ 1,0) (6.80)
on a ici (cf. figure|6.14)
5.0 S5 5+ 1,0 sijpair 6.81)

car cela correspond a une transition |g) — |e) (similaire & ce qu'on a vu
ci-dessus) et

5.0 5 5+ 1,0 sijimpair 6.82)

Cours 6

FIGURE 6.14. Réalisation d’un réseau carré a flux alterné : on utilise un seul
faisceau lumineux pour générer leffet tunnel assisté par laser.

correspondant & une transition |e) — |g). La somme de la phase accu-
mulée quand on parcourt une plaquette a donc un signe qui alterne d’une
colonne a I'autre.

Ce réseau a flux alterné présente des propriétés intéressantes quand on
prend en compte les interactions (Moller & Cooper 2010), mais il ne cor-
respond pas a ce que la simulation du magnétisme homogene recherchée.
Il reste & « rectifier » le champ magnétique pour obtenir un flux de méme
signe sur chaque plaquette.

4-3 Rectification du flux

Plusieurs techniques ont été proposées pour passer du flux magnétique
alterné de la figure a un flux homogene. La proposition initiale de
Jaksch & Zoller (2003) faisait appel a 'application d"un potentiel supplé-
mentaire linéaire pour lever la dégénérescence entre les différentes transi-
tions |e) — |g) possibles. Une version légerement différente, mieux ap-
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propriée aux atomes alcalino-terreux qui sont les plus prometteurs pour
ce type d’étude, a été proposée par Gerbier & Dalibard (2010). Son prin-
cipe est esquissé sur la figure Grace a un super-réseau optique selon
la direction z, de période double de celle du réseau principal, on module
I'énergie des états internes |g) et |e) entre deux valeurs, correspondant aux
disques pleins et aux disques creux de la figure Les différentes tran-
sitions |e) — |g) sont assurées par des faisceaux lumineux se propageant
selon +u, ou —u, et de fréquence bien choisie, pour assurer que la phase
accumulée autour de chaque plaquette reste partout la méme.

5 Remarques finales

Est-ce utile de mettre en jeu plusieurs états internes ?

Nous avons exploré dans cette section deux approches possibles pour
réaliser un hamiltonien de type Hofstadter. La premiere n’utilise pas de
transitions entre états internes atomiques et consiste a moduler dans le
temps certains parametres du réseau ; la phase de cette modulation va étre
transférée aux atomes et jouer le role de phase Aharonov-Bohm. La se-
conde approche utilise des transitions entre états internes induites par des
faisceaux auxiliaires. Quand un atome absorbe un de ces photons auxi-
liaires, la phase du faisceau s’imprime sur la fonction d’onde atomique, ce
qui génere 'effet recherché.

Comparons maintenant les avantages et inconvénients de ces deux mé-
thodes. La premiere approche ne fait pas appel a des faisceaux lumineux
proches de résonance et évite donc en principe tout probleme de chauf-
fage lié au phénomene d’émission spontanée de photons. En revanche, elle
impose des contraintes assez fortes sur ’amplitude des coefficients tun-
nel réalisables. Pour chiffrer ces contraintes, introduisons le gap A entre
la bande fondamentale avec laquelle on souhaite travailler et la premiere
bande excitée. Toute notre analyse a été fondée sur un calcul mono-bande
et elle n’est donc valable que si le taux de transfert vers la bande excitée est
négligeable. Pour cela, il faut que le décalage en énergie hf), entre les deux
fonctions de Wannier localisées sur deux sites adjacents soit petit devant le

Cours 6

FIGURE 6.15. Simulation d'un flux uniforme avec des atomes a deux états in-
ternes |g) et |e) piégés dans un réseau optique. Un super-réseau dans la direction
x module I'énergie des états |g) entre deux valeurs, représentées par des disques
rouges alternativement pleins et creux. Il en va de méme pour les états |e). On
génere ainsi 4 fréquences de transitions différentes pour |e) — |g). Deux de ces
transitions, marquées par une double fleche en trait plein, sont induites par le fais-
ceau lumineux venant du bas ; les deux autres, marquées par une double fleche en
trait pointillé, sont induite par le faisceau lumineux venant du haut. De la sorte,
le signe de la phase accumulée sur chaque plaquette est constant, ce qui correspond
au flux uniforme recherché.
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gap entre les deux bandes :
hy < A. (6.83)

Nous avons vu que pour induire de maniére efficace un effet tunnel entre
sites adjacents, il fallait choisir la fréquence de modulation €2 voisine de §2.
Cette fréquence (2 caractérise la partie rapide de I’évolution de la fonction
d’onde et I’effet tunnel renormalisé

J=JJi(¢)e? (6.84)

caractérise quant a lui la partie lente de cette évolution. Au final, on arrive
donc a la hiérarchie d’inégalités

T <J < Qr Q< A (6.85)

Le désaccord A ne peut pas étre pris trées grand devant 1’énergie de re-
cul, sinon l'effet tunnel J devient négligeable. L'ordre de grandeur des co-
efficients tunnel J que I'on peut réaliser par cette méthode est donc par
construction faible.

Pour des atomes alcalino-terreux, l'utilisation d’états internes peut se
faire sans risque de chauffage par émission spontanée, car la durée de vie
de I'état excité |e) est tres grande devant toute durée réaliste d'une expé-
rience. La contrainte principale est donc de ne pas peupler une bande exci-
tée dans la transition |g) — |e), ce qui impose de prendre une fréquence de
Rabi « petite devant A/A. Le coefficient tunnel obtenu est alors de 1’ordre
de ik, avec un coefficient de réduction qui fait intervenir le recouvrement
entre les fonctions de Wannier pour |g) et |e). On arrive donc a la série
d’inégalités :

J < hk < A. (6.86)

Cette série est moins contraignante que (6.85) et on peut donc s’attendre
a des coefficients tunnels potentiellement plus grands pour cette approche
qui tire profit de plusieurs états internes.

Notons pour terminer que nous n’avons pas pris en compte ici les effets
a plusieurs particules ; ces derniers peuvent conduire a des effets notable-
ment différents, selon que tous les atomes sont dans le méme état interne
ou que plusieurs états sont occupés, avec la possibilité d’avoir des colli-
sions inélastiques entre atomes.

Cours 6

Tableau récapitulatif

Nous avons exploré au cours des trois derniers cours un certain nombre
de méthodes pour simuler un magnétisme orbital ou un couplage spin-
orbite avec des atomes neutres. Comme nous 'avions annoncé initiale-
ment, ces méthodes peuvent étre classées selon au moins deux critéres :
(i) utilise-t-on ou non plusieurs états internes ? (ii) I’hamiltonien est-il ou
non dépendant du temps ? Nous avons résumé ces différentes approches
dans le tableau Chaque case de ce tableau a été illustrée, parfois de
plusieurs manieres, dans ces coursﬂ Selon les especes atomiques considé-
rées et les phénomenes recherchés, on pourra privilégier 'une ou l'autre
de ces approches, aucune ne s’étant encore imposée comme une stratégie
universelle pour étudier I'ensemble des phénomenes liés au magnétisme
orbital.

Hamiltoniens
dépendant du temps
pulsation Q

Hamiltoniens
indépendant du temps

Q ~ w, :rotation forcée

Rotation a moment avec agitateur tournant

cinétique conservé

Pas d’utilisation

d’états internes
€ > w. :réseaux secoués

Phase de Berry
Utilisation Réseaux de flux

d’états internes Effet tunnel assisté par laser

Couplage spin-orbite

Couplage spin-orbite

FIGURE 6.16. Classification des procédures pour générer du magnétisme orbital
artificiel (pulsation cyclotron w.) ou un couplage spin-orbite.

9. a 'exception de la case en bas a droite. Pour cette derniére, on pourra consulter par
exemple Xu et al. (2013); Anderson et al. (2013); Goldman & Dalibard (2014).
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Magnétisme artificiel et interactions : condensats en rotation
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Nous allons dans ce dernier chapitre nous intéresser a l'effet combiné
d’un champ magnétique artificiel et des interactions. Il s’agit d'un sujet
extrémement vaste qui donne naissance a de nombreux phénomenes en
physique de la matiére condensée, autant a partir du magnétisme de spin
que du magnétisme orbital : ferro et antiferromagnétisme, effet Hall quan-
tique, supraconductivité et effet Meissner, spintronique, isolants et supra-
conducteurs topologiques, etc. Nous n’allons aborder ici qu’une tres faible
partie de ce vaste domaine en nous concentrant sur le comportement d’un
superfluide en présence d’un champ magnétique uniforme.

Le systeme que nous allons considérer est un condensat de bosons en

interaction répulsive. Nous partirons de 1’équivalence
Magnétisme orbital «+— Rotations

pour étudier le comportement d'un gaz de Bose placé dans un piege har-
monique tournant. Ce systéme en apparence trés simple va nous permettre
d’introduire une série de notions importantes : approximation de champ
moyen, fréquence critique pour la nucléation d'un vortex, réseau d’Abri-
kosov, passage vers des états fortement corrélés. Des phénomeénes simi-
laires a ceux que nous allons décrire ici sont attendus également pour des
gaz de fermions en interaction, si ces gaz sont suffisamment froids pour
étre décrit par une fonction d’onde macroscopique.

Nous nous intéresserons ici au cas d'une interaction répulsive entre
atomes, qui représente le cas le plus intéressant sur le plan pratique. Nous
nous limiterons & une interaction de contact, et nous renvoyons le lecteur
vers l'article de revue de Cooper (2008) pour une description des phé-



MAGNETISME ARTIFICIEL ET INTERACTIONS : CONDENSATS EN ROTATION

§ 1. Interactions dans un gaz froid

nomenes susceptibles d’apparaitre pour une interaction a longue portée
comme l'interaction dipole-dipole.

Nous allons commencer ce chapitre par une bréve présentation de la
description des interactions présentes dans un gaz d’atomes froids, pour
passer ensuite a la description d"un condensat en régime de champ moyen.
Nous verrons comment la notion de niveau de Landau fondamental appa-
rait naturellement dans ce contexte, et nous terminerons par la description
de la transition vers des états fortement corrélés, qui n’a pas encore été ob-
servée expérimentalement pour ces gaz d’atomes froids. Nous allons faire
toute cette présentation pour un gaz a deux dimensions, ce qui permet de
simplifier quelque peu le traitement mathématique tout en conservant les
phénomenes essentiels. On trouvera dans les articles de revue de Bloch et
al. (2008); Cooper (2008); Fetter (2009) de nombreuses références aux phé-
nomenes qui seront évoqués ici.

1 Interactions dans un gaz froid

1-1 Interaction de contact

Nous nous limiterons dans tout ce qui suit a un gaz de particules in-
teragissant via un potentiel a courte portée. Plus précisément, pour deux
atomes séparés par une distance r, le potentiel d’interaction comporte (cf.

figure[7.1) :

— une partie attractive due aux forces de van der Waals

C
Uyaw () = @766 (7.1)
qui est dominant quand r est suffisamment grand pour que le passage
par effet tunnel d’un électron d’un atome a I’autre soit négligeable (ty-

piquement r > 8 A),

— une partie intermédiaire attractive ou répulsive correspondant a la
liaison covalente (saut de I’électron d’un atome a 1’autre), donnant
naissance aux potentiels singulet et triplet.

— une partie répulsive a trés courte distance (r < 4 A) due a la répulsion
électrostatique des coeurs électroniques.
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FIGURE 7.1. Représentation simplifiée du potentiel d’interaction entre deux
atomes de rubidium séparés par la distance r. L'unité de lonqueur est le rayon
de Bohr ay = 0.53 A (figure extraite de Pethick & Smith (2002)).

A tres basse énergie, 'amplitude de diffusion caractérisant la collision
entre deux atomes de vecteur d’onde relatif k est isotrope et quasiment
indépendante de 1’énergie (collision dans 1'onde s). La collision se décrit
par un seul nombre, la longueur de diffusion a, dont on déduit les différentes
quantités pertinentes. Par exemple, pour un gaz de bosons tous préparés
dans le méme état interne, la section efficace de collision vaut o = 8ra?.

Puisque seule compte la longueur de diffusion pour décrire les interac-
tions dans un gaz d’atomes froids, il est inutile de connaitre la forme exacte
du potentiel représenté sur la figure Tout autre potentiel a courte por-
tée conduisant a la méme longueur de diffusion donnera naissance a la
méme physique. On utilise donc traditionnellement une forme mathéma-
tique trés simple, une interaction de contact, pour modéliser le potentiel
réel a trois dimensions :

_ 47712@ 6(3D)

UeP) (r) (r), (7.2)

Remarque : le pseudo-potentiel. En dehors du cas uni-dimensionnel, un
potentiel proportionnel a la distribution de Dirac présente des singulari-
tés qui peuvent conduire a des difficultés mathématiques. Une version 1é-
gerement plus compliquée de l'interaction de contact a trois dimensions
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permet d’éviter ces difficultés; il s’agit du pseudo-potentiel (Huang 1987)
défini par son action sur une fonction ¢ () :

/[y 2a
UGD) (1) () = - JZ a(r) % (r(r)) - (7.3)

En pratique, nous n’aurons pas a recourir a ce pseudo-potentiel pour le
traitement de champ moyen qui va suivre.

Qu’est-ce qu'un gaz froid pour les collisions? Nous avons mentionné
que la section efficace devenait isotrope pour une énergie de collision
suffisamment basse. Donnons un critére précis pour cette approximation.
Quand on fait un développement en ondes partielles pour traiter la col-
lision entre particules, on voit apparaitre pour chaque onde partielle de
moment cinétique / la barriere centrifuge

R0+ 1)

%
U (r) 2m,.r2

centrif.

(7.4)

ou m, = M/2 est la masse réduite de la paire d’atomes. Pour les collisions
en onde s, cette barriere est nulle. En revanche, dés que 1’on considere ¢ #
0, cette barriere vient empécher les atomes de s’approcher 1'un de l'autre et
elle a donc un effet opposé au potentiel attractif de van de Waals.

Regardons la somme de ces potentiels pour I'onde partielleﬂ =2 (ct.

figure[7.2) :

= - C 3h2
User () = Usaw () + Uggnhe (r) = &5 + = (7.5)

Ce potentiel est maximal pour r = a./ 21/4 o1 a. est la longueur caracté-
ristique associée a l'interaction de van der Waals :

2m,.C 1/4
4y = ( = 6) . (7.6)
La hauteur de la barriere en ce point vaut
2 h?
Ut(ot),rnax = \/gmrag- (77)

1. Pour des bosons polarisés, 'onde partielle £ = 1 est interdite car elle correspond a une
fonction d ‘onde antisymétrique par échange des deux particules.
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FIGURE 7.2. Trait continu : somme du potentiel de van der Waals et du poten-
tiel centrifuge pour ¢ = 2, pointillé : potentiel centrifuge uniquement. Pour une

énergie incidente beaucoup plus basse que la hauteur U, )

tot,max”/
ressentent pratiquement pas le potentiel de Van der Waals.

les particules ne

Sil'énergie incidente des particules est bien inférieure a cette hauteur, soit

3

kpT < (7.8)

(m3Ce)"*’

leur distance minimale d’approche pour cette onde partielle va rester beau-
coup plus grande que a.. Ceci signifie que les particules seront essentiel-
lement sensibles au potentiel centrifuge, et pas au potentiel de van der
Waals.

Pour cette onde partielle / = 2 (et pour toutes les suivantes qui ont
une barriere centrifuge encore plus grande), tout se passe donc comme si
lI'interaction de van der Waals n’existait pas. Seule 'onde s correspondant
a ¢ = 0, qui ne contient pas de potentiel centrifuge, contribue. Or, la dif-
fusion dans I'onde s est par définition isotrope, d’ol1 le résultat. Pour les
atomes alcalins, on trouve que le membre de droite de 'inégalité est
de l'ordre de la centaine de microkelvins, voire davantage, et I’approxima-
tion de collisions dans I'onde s est excellente dans le régime de dégénéres-
cence quantique atteignable expérimentalement (autour ou en dessous du
microkelvin).
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1-2 Approximation de champ moyen

Considérons maintenant une assemblée de N atomes placés dans un
potentiel extérieur V (r) et interagissant par l'intermédiaire du potentiel
> U(r;erj), our; et r; sont les coordonnées de deux atomes. L'hamilto-
nien total du systéme s’écrit donc :

j=1

N ~2
. . 1
AN =% (21.)7(4 + V(n)) +5 > Ul(r; &) (7.9)
0]
i#j

Nous allons chercher l'état fondamental de ce systéme de maniere ap-
prochée, correspondant a 1'idée physique que toutes les particules sont
condensées et décrites par la méme fonction d’onde. Ceci revient a utiliser
une approximation de champ moyen; on néglige toute corrélation entre
atomes et on écrit I’état fondamental sous la forme

U(ry,...,rn) =0(r1) ... 0(ry), (7.10)

otl la fonction d’onde macroscopique v est normalisée :
/|¢(r)\2 dr=1. (7.11)

Une fois choisie la fonction 1 (7), on peut évaluer 'énergie moyenne du
systeme
EM[] = (v[HN|9) (7.12)
Les N termes d’énergie cinétique et d’énergie potentielle donnent tous la
méme contribution

[ (g VeR + Vi) @ .13

etles N(N <1)/2 termes d’interaction ont également tous la méme expres-
sion

2
vt sy e P o) an dor = T2 o)t a1
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En prenant N <1 ~ N, on obtient donc dans cette approximation de champ
moyen I'énergie par particule E[)] = EN)[y)]/N :

510l = [ (57 VeR 4 Vil + 2 ) @ g1

qu’il s’agit de minimiser en choisissant la valeur appropriée de 1, tout en
tenant compte de la contrainte de normalisation.

Equation de Gross-Pitaevskii. La minimisation de I'énergie (7.15) sous
la contrainte que la fonction d’onde doit étre normée est un pro-
bleme variationnel qui peut se résoudre par la méthode des multiplica-
teurs de Lagrange. Les états qui rendent extrémale sont les solutions
de I'équation de Gross-Pitaevskii

S AU() +V(E)(r) + T ) Py = (), 016

ot le potentiel chimique 1 est le multiplicateur de Lagrange introduit pour
prendre en compte la contrainte sur la norme. Il correspond physiquement
a 'augmentation EV+1) < E(N) de Iénergie de 'état fondamental quand
on ajoute une particule au systéme a N corps.

Longueur de cicatrisation {. Un point important de cette description en
champ moyen est I'émergence d"une longueur caractéristique associée aux
interactions, la longueur de cicatrisation £. Pour montrer comment cette lon-
gueur apparait, considérons un condensat confiné dans le demi-espace
x > 0, avec une paroi dans le plan « = 0 qui impose a la fonction d’onde de
s’annuler sur ce plan. Les interactions répulsives entre atomes vont favori-
ser les états otl le gaz occupe un maximum d’espace ; pour ces états, la fonc-
tion d’onde prend des valeurs significatives a des distances arbitrairement
proches de la paroi, donc augmentant lentement depuis le nceud en = = 0.
En revanche, le terme d’énergie cinétique favorise des fonctions d’onde va-
riant lentement dans 1’espace. La longueur de cicatrisation émerge comme
le meilleur compromis entre ces deux contraintes.

On peut trouver la solution exacte de 1’équation de Gross—Pitaevskii
(7.16) dans le cas qui nous intéresse

P(x) = o tanh(x/E), (7.17)
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¥(z)
Yo

0 — 1/

0 2 4

FIGURE 7.3. Variation de la fonction d’onde au voisinage d’une paroi, mo-
délisée comme la surface plane x = 0 sur laquelle 1 (x) doit s’annuler. La longueur
caractéristique &, appelée longueur de cicatrisation (healing length) est reliée
au potentiel chimique p par & = h//Mp (relation valable aussi bien a 3D qu’a
2D).

avec

h 1 477712(1 (3D)
= = ;o ow= B,
\/Mp, ‘/47rap(3D) M

Cette fonction d’onde s’annule bien en = = 0 et tend vers la constante v
pour z > £.

3 pBP) = Ny, (7.18)

1-3 Passage a deux dimensions

Nous allons désormais nous concentrer sur les propriétés du gaz
d’atomes dans le plan zy. Ce choix est motivé par le fait que le magnétisme
induit par un champ B parallele a ’axe z se manifeste essentiellement dans
ce plan. Cette restriction va nous permettre de simplifier notablement les
calculs et les notations, tout en conservant les éléments physiquement im-
portants.

Sur le plan mathématique, cette restriction au plan zy se fait en recher-
chant les fonctions d’onde ¢ qui minimisent 1’énergie (7.15) sous la forme

Cours 7

/ v i / I[ V(2)
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FIGURE 7.4. Confinement selon la direction z par un potentiel harmonique. L'état
du gaz selon z est supposé « gelé » et décrit par la fonction d’onde xo(z), d’exten-
sion a,. Les interactions dans le plan xy sont alors décrites par le nombre sans
dimension g o« a/a. (cf.[7.22), oiv a est la longueur de diffusion a 3D.

factorisée
Y(x,y,2) = d(x,y) xo(2), (7.19)

et en supposant que xo(z) est figée. Physiquement, un tel régime peut étre
atteint en appliquant selon z un régime de confinement trés fort de sorte
que les atomes occupent seulement 1’état fondamental de 1’hamiltonien dé-
crivant le mouvement selon cette direction (figure[7.4).

Nous allons supposer par ailleurs que le potentiel de confinement dans
le plan zy est harmonique et isotrope, de pulsation w. On se ramene donc
a l’énergie de champ moyen :

Bl6) = [ (37002 + U0 + i Nalo(r)l*) dr

2M 2 2M ’
(7.20)
ol la constante d’interaction g (sans dimension) est définie par

g= 47ra/ Ixo(2)|* dz. (7.21)

Si le confinement selon z est harmonique de pulsation w, et si xo(z)
exp(<2?/2a?) représente 1'état fondamental de cet oscillateur, alors

g=srL, (7.22)
a,

ott a; = \/h/Mw,. Considérons par exemple un gaz de rubidium confiné
par un piege de fréquence w,/2r = 5kHz; on trouve a, = 150 nm, ce qui
combiné avec ¢ = 5.1 nm, conduit a un couplage g = 0.17.
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Interaction effective a deux dimensions. L’énergie en champ moyen a
deux dimensions donnée en (7.20) peut étre obtenue formellement en pre-
nant pour potentiel d’interaction entre deux particules

h2
UCP) () = i g 630 (). (7.23)

Dans le cas général, cette distribution de Dirac bi-dimensionnelle peut
conduire a des singularités mathématiques; pour décrire un processus
de collision a deux dimensions en physique quantique, il faut en prin-
cipe introduire un coefficient de couplage dépendant de I'énergie [voir par
exemple Adhikari (1986)); Petrov & Shlyapnikov (2001); Olshanii & Pricou-
penko (2002)]. Toutefois, ces singularités n’interviennent pas dans le trai-
tement de champ moyen que nous considérons ici, ni dans le traitement
au dela du champ moyen, mais restreint au niveau de Landau fondamen-
tal, que nous aborderons au paragraphe f| (Haldane [1983); dans ces deux
cas, on peut représenter l'interaction entre particules par le potentiel de
contact & deux dimensions (7.23), caractérisé par le coefficient de couplage
constant g, sans introduire de pathologie mathématique.

1-4 Régime de Thomas-Fermi a 2D

Pour progresser dans 1’étude de 1’état d’équilibre du gaz, commengons
par remarquer que la stabilité du nuage résulte de deux phénomenes anta-
gonistes présents dans I'expression de 1’énergie (7.20) :

— Le terme de piégeage en Mw?r?/2 favorise une fonction ¢ localisée au
voisinage de l'origine pour minimiser 1’énergie potentielle.

— Les deux termes d’énergie cinétique et d’interaction ont leffet
contraire : ces deux énergies diminuent quand on augmente l'exten-
sion de la fonction ¢.

Le terme de piégeage joue donc toujours un role essentiel dans 1’équilibre.
Son effet sera contrebalancé majoritairement soit par 1’énergie cinétique,
soit par 1’énergie d’interaction. Pour déterminer laquelle de ces deux éner-
gies est dominante pour assurer I'équilibre, introduisons la taille R carac-
térisant l'extension de ¢. Puisque ¢ est normée, on a ¢ ~ 1/R sur la zone
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ot elle prend des valeurs significatives. On en déduit

h2 9 19 h2 h2 4 12 h2
i 196 &~ o N [left 1 No.
(7.24)

Par conséquent si Ng < 1, c’estI’énergie cinétique qui vient contrebalancer
I'énergie potentielle et on peut ignorer les interactions. Dans le cas opposé
Ng > 1, c’est 'interaction répulsive entre atomes qui s’oppose a la force
de piégeage et 1’énergie cinétique est négligeable. Ce deuxiéme cas, qui
correspond au régime de Thomas—Fermi, est aisément atteint en pratique;
si on reprend la valeur g ~ 0.2 donnée plus haut, il suffit de placer une
dizaine d’atomes dans le piege.

Si on néglige 1'énergie cinétique, (7.20) se simplifie pour donner

1 n?
Ng»1: Bl M [l + g N [t 025)
2 2M
et ’équation de Gross-Pitaevskii associée devient une équation algébrique

2
EMWo(r) + © Nglo(r) Po(r) = u o(r). (7.26)

dont la résolution est simple. En introduisant le rayon de Thomas-Fermi
Rrp

= %mw2R%F; (7.27)
on obtient
Nglo(r)|* = % (R <1?) sir < R
é(r) = 0 sir>R. (7.28)
outonaposéa = (h/M w)'/?. Pour terminer notre analyse, il reste & expri-

mer le fait que la fonction ¢(r) est normée, ce qui fournit une relation entre
le rayon de Thomas—Fermi et le parametre Ng :

1/4 1/2
Rrr=a (4]7\:9> , w=hw <J\7:g> . (7.29)
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Une quantité utile pour la suite est la densité surfacique p(r), et en parti-
culier sa valeur au centre du condensat :

p(0) = NIg(0)]? = % a<?, (7.30)

On constate donc que deux effets se produisent lorsque I'on augmente le
nombre d’atomes dans le condensat :
— le rayon augmente comme N'/4, donc la surface comme v/N.

— la densité au centre augmente elle aussi comme /.

Remarque. Les relations entre potentiel chimique, longueur de cicatrisa-
tion et rayon de Thomas—Fermi :

h? Lo 22 Ry
M:M7§2’ M:§MW Rip = hw 902’ (7.31)
peuvent se combiner pour donner
-\ /4
{=a (Ng) ) ¢ Rrr = V2a?. (7.32)

Pour un piege de fréquence et donc de a donnés, la longueur de cica-
trisation et le rayon de Thomas-Fermi varient en sens inverse quand on
augmente le nombre d’atomes : £ diminue et Rrr augmente, leur produit
restant constant.

2 Vortex dans un condensat

Nous considérons maintenant un condensat confiné dans un piege har-
monique isotrope de pulsation w dans le plan zy et mis en rotation avec un
agitateur tournant a fréquence angulaire 2. L’hamiltonien a une particule
s’écrit dans le référentiel tournant

Pl

SN R TR .
H= Wi + 2Mo.) 7SO0, (7.33)

Cours 7

Nous allons nous intéresser dans ce qui suit a 1’état fondamental de ce
condensat en présence d’interactions, dans 'hypothese ol1 ces derniéeres
peuvent étre décrites par une interaction de champ moyen. Il va donc s’agir
de trouver la fonction ¢(z, y) qui minimise la fonctionnelle d’énergie asso-

ciée a (7.33) :
2

2 1 . hi
E[¢] = / <2M|V¢|2 + 5z\4w?7~2|¢|2 &Qe* (Lz¢) + 537 Vo |¢|4) d?r.
(7.34)

2-1 L’apparition du premier vortex

La notion de vortex, ou tourbillon, va jouer un réle crucial dans la
recherche de 1’état fondamental en présence d'un champ de jauge. Nous
avons déja rencontré cette notion quand nous avons étudié au chapitre 2
les états propres de ’hamiltonien & une particule dans un piége isotrope.
Nous avons montré que I'état fondamental et les deux premiers états exci-
tés étaient donnés par

o(r) = €7 /241 (7.35)
Yi(r) =reti¥ec r?/2a% (7.36)

Fondamental :

Premier niveau excité :

Les deux états qui forment une base du premier niveau excité portent un
moment cinétique non nul, en 'occurrence £%. IIs possedent toutes les ca-
ractéristiques des vortex que nous allons rencontrer dans ce qui suit :

— Le centre d’un vortex est toujours un point auquel la densité p(r) =
|p()|? s’annule.
— Le long d"un contour fermé entourant le centre du vortex, la phase de

¢(r) évolue continliment pour donner un enroulement de +27, ou un
multiple de cette quantité dans le cas d'un vortex de charge multiple.

— Pour un vortex unique au centre d’un condensat, le champ de vitesse
v(r) que 'on déduit de la phase 6(r) de la fonction d’onde

B =lom) D wlr)= Ve, (730)

varie comme 1/r. Cette propriété existe également pour un fluide clas-
sique, mais la spécificité d'un condensat est la quantification de la cir-
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culation de la vitesse : sur un contour entourant le vortex, on a

v(r) = iMiru“” ]{v(r) -dr = j:% (7.38)

pour un vortex de charge 1.

La modification importante qui va apparaitre en présence d’interactions
est la taille du coeur du vortex. Alors que pour les états (7.36), la taille du
cceur (typiquement la largeur & mi-hauteur du trou central de densité) est
de l'ordre de a , la taille du cceur d'un vortex a I'équilibre en présence
d’interactions est plus petite, d’ordre & (ceci ne sera plus vrai quand 1’état
fondamental sera restreint au LLL, voir § B). L'apparition de la longueur de
cicatrisation dans ce contexte n’est pas surprenante. Imposer la présence
d’un vortex en un point donné revient a imposer a la fonction d’onde de
s’annuler en ce point. Quand on s’éloigne du cceur, la densité surfacique
p(r) augmente pour reprendre au loin sa valeur en I’absence de vortex.
La taille d’équilibre du cceur, qui résulte d’un compromis en énergie ciné-
tique et énergie d’interaction, est donc naturellement donnée [a un facteur
numérique pres, voir par exemple Castin & Dum (1999)] par la longueur
de cicatrisation.

Il est intéressant d’évaluer le nombre d’atomes manquants 0N dans un
cceur de vortex dans ce cas bi-dimensionnel. En utilisant (7.30] , on

trouve
™

SN ~ p(0)m€? = 7 (7.39)
Pour la situation physique envisagée en §[I-3|pour des atomes de rubidium
(¢ = 0.17), on trouve 0N ~ 20. Le déficit en atomes lié a la présence d'un
vortex est donc petit devant le nombre d’atomes typique dans un conden-
sat (de 10% a 10°). La situation devient encore plus frappante quand on
augmente la force des interactions pour atteindre une valeur du couplage
g qui dépasse l'unité. Le déficit en atomes § N devient alors inférieur a 1, ce
qui veut dire qu'un vortex ne peut pas étre détecté par le trou qu’il créée
dans le gaz in situ. C’est ce qui se produit dans les films d’hélium liquide
par exemple.

Puisqu’un état a un vortex centré correspond a un moment cinétique
de A par particule, il provoque un abaissement d’énergie pour au moins
un des termes de E[¢] donné en (7.34), <Q(L.). On peut donc s’attendre a

Cours 7

voir un ou plusieurs vortex apparaitre dans 1'état fondamental du gaz en
rotation.

Toutefois, il y a une énergie cinétique supplémentaireﬂ associée au
champ de vitesse du vortex v(r) :

AEW) = %/p(r)'zﬂ(r) d?r, (7.40)

que nous devons évaluer pour déterminer quand I’état a un vortex devient
énergiquement favorable par rapport a I'état sans vortex. Le profil de den-
sité p(r) est essentiellement inchangé par rapport a sa valeur en absence
de vortex, excepté au voisinage immédiat du cceur, c’est-a-dire pour r < &.
Pour le champ de vitesse v(r) orthoradial (7.38), I’accroissement d’énergie
cinétique par particule vaut

AE(N) M Rrr 2 2
AE = 0) / (1@ 4 ) W orrdr.  (7.41)
3

N Tan’ R2. ) M2
L’intégrale se calcule simplement pour donner
[ m . Rrr
AE = hw,|/—1 742
Ng " 23 (7.42)

L’approximation de Thomas—Fermi est valable dans le cas Ng > 1; cet
accroissement d’énergie par particule est donc petit devant Aw, alors que
I'énergie par particule (~ u) est quant a elle grande devant fw [voir par

exemple (7.31)].

Le cofit en énergie cinétique d’un vortex est donc relativement minime
et, grace au terme en <L, il suffit d"une faible rotation pour favoriser sa
création sur le plan énergétique. Plus précisément, puisqu’un vortex cen-
tré correspond a un moment cinétique 7, la variation d’énergie AE < hf)
devient négative quand ) dépasse la valeur critique 2. donnée par (Baym
& Pethick|1996; Dalfovo & Stringari|1996):

Q. T . Rrp

w Ng . e€

< 1. (7.43)

2. On pourra estimer également 1’accroissement d’énergie potentielle du nuage du fait
du transfert des particules initialement a une distance r < £ du centre vers les couches ex-
térieures, et vérifier qu'il est négligeable devant ’augmentation d’énergie cinétique calculée
ici.

3. L'argument du logarithme est au plus de 1’'ordre du millier, et le logarithme est donc
lui-méme de I'ordre de quelques unités.
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FIGURE 7.5. Tourbillon observé a ’'ENS dans un condensat (3D) de rubidium
en rotation (Madison et al. [2000a). Ces images ont été prises apreés un temps de
vol qui augmente la taille du coeur du vortex, qui devient ainsi observable (pour
une description théorique de leffet de ce temps de vol, voir par exemple Dalfovo
& Modugno (2000)). Expériences menées avec ~ 10° atomes de rubidium dans
un piege tel que w/2n = 220 Hz. A gauche, Q/2m = 145 Hz, a droite /2w =
152 Hz.

Premiéres expériences. Nous avons reporté sur la figure [7.5 les pre-
mieres observations de vortex dans des condensats atomiques en rotation
(Madison et al. 2000a). On trouve bien qu’au dessus d'une fréquence de
rotation critique, un premier vortex apparait dans le condensat. Dans cette
premiére expérience, la fréquence critique €2, ne correspondait pas a celle
prédite en (7.43), mais était systématiquement plus élevée et égale environ
aw/v/2. L'explication quantitative de ce phénomene réside dans le fait qu’il
y a une barriere énergétique a fournir pour faire pénétrer un vortex dans
un condensat. Il ne suffit pas que l'état final avec vortex ait une énergie
plus basse que l'état sans vortex, il faut également qu’il existe un chemin
pour que le vortex initialement a I'extérieur du nuage pénétre a l'intérieur.
L'existence d'un tel chemin est favorisée pour Q ~ w/ V2, en raison d’une
instabilité dynamique de la surface du condensat autour de cette fréquence
de rotation (Sinha & Castin[2001), [voir également Recati et al. (2001),Lobo
et al. (2004) et les films associés sur la page personnelle d"Yvan Castin].

Cours 7

FIGURE 7.6. Augmentation du nombre de vortex avec la fréquence de rotation.
Figure obtenue a I'ENS, extraite de Madison et al. (2000b).

2-2 L’argument de Feynman

Quand le champ magnétique artificiel ou la fréquence de rotation
augmentent, le nombre de vortex au sein du condensat a ’équilibre croit,
comme on peut le voir sur la figure Avant d’étudier ce probleme spé-
cifiquement quantique, il est utile de commencer par I'étude du probleme
classique équivalent. Considérons donc un fluide classique (supposé in-
compressible pour simplifier), de densité p et confiné dans une boite circu-
laire de rayon R. La boite tourne autour de son axe a la fréquence angulaire
(2 et on suppose que les parois sont suffisamment rugueuses pour mettre le
fluide en mouvement. La recherche de 1’état d’équilibre doit donc se faire
dans le référentiel en rotation, puisque ce référentiel est le seul ot1 les forces
agissant sur le fluide sont indépendantes du temps.

Plagons-nous a deux dimensions et cherchons le champ de vitesse v(r)
du fluide dans le laboratoire, une fois 1’équilibre atteint. L’énergie cinétique
du fluide dans le laboratoire est

1
E(2b) — 5 Mp / v3(r) d*r (7.44)
et I'énergie dans le référentiel tournant vaut :

EtY = BaP) 0L avec L,=p / r x v(r) d*r. (7.45)

Cette énergie peut se mettre sous la forme

1 1
B = 5Mp/ (v(r) &2 x)* d*r <207, (7.46)
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avec Q@ = Qu,. La quantité J = M [ r?d?r désigne le moment d’inertie
du disque. Il est alors immédiat de constater que le champ de vitesse qui
minimise (7.46) est le champ de rotation rigide :

v(r) =2 xr. (7.47)

Ce champ de vitesse correspond a une vorticité (rotationnel du champ de
vitesse) uniforme
V xv(r)=2Q. (7.48)

Revenons maintenant au cas d'un superfluide décrit par une fonction
d’onde macroscopique ¢(r) = |¢(r)| €?(™). Nous avons déja indiqué que
le champ de vitesse en un point de densité non nulle vaut

v(r) = %VG(T). (7.49)
On en déduit qu’en dehors d'un zéro de densité, la vorticité s’annule

puisque le rotationnel d’un gradient est toujours nul.

Considérons maintenant un vortex centré en r ; le champ de vitesse est
orthoradial au voisinage de ce point :

I

N 7.50
v(r) M|r ©r0|u+ ’ (7.50)
ce qui correspond a la vorticité :
27h
V xv(r) = %6@ Srg) + .. (7.51)

Dans un superfluide, la vorticité est donc concentrée en des points dis-
crets correspondant aux centres des vortex, alors qu’elle est diffuse dans

un fluide classique [cf. eq. (7.48)].

Pour trouver la répartition des vortex dans un superfluide a I'équilibre,
Feynman (1955) a suggéré d’utiliser le principe de correspondance et de
poser que la densité moyenne de vortex p, doit conduire a une vorticité
apres lissage égale a la vorticité dun fluide classique pour la méme rota-
tion. En comparant et (7.51), cet argument conduit a

21h _ MQ

— (7.52)
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FIGURE 7.7. Figure extraite de l'article de Feder & Clark (2001), montrant la
distribution en densité et le champ de vitesse d'un condensat dans le référentiel
du laboratoire (a gauche) et dans le référentiel tournant (a droite). Ces résultats
ont été obtenus pour un condensat de 210° atomes de rubidium dans un piege
3D de fréquences w/2n = 8 Hz et w,/2m = 5Hz. La fréquence de rotation est
Q=09 w.

Cette hypothese est confirmée par les simulations numériques; nous
donnons en figure le résultat d'un calcul fait par Feder et al. (1999),
montrant I'état d’énergie minimale d’un condensat en rotation. Cet état
contient effectivement des vortex qui s’arrange en un réseau triangulaire
régulier, similaire au réseau d’Abrikosov des vortex dans les supraconduc-
teurs de type Il plongés dans un champ magnétique. La densité moyenne
de vortex est en bon accord avec la prédiction de Feynman et le
champ de vitesse reproduit correctement le champ de rotation rigide
(avec bien stir des déviations au voisinage du coeur des vortex).

Remarque. Nous nous sommes limités ici au cas de vortex de charge 1,
ce qui est justifié par une analyse de stabilité dynamique ou thermodyna-
mique des vortex de charge plus élevée : ces derniers sont instables et il
est toujours préférable sur le plan énergétique de les séparer en deux (ou
plusieurs) vortex de charge unité (Castin & Dum [1999).
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2-3 La forme d’équilibre du condensat

La distribution d’équilibre des atomes dans un piege en rotation s’ob-
tient (dans 'approximation de champ moyen) en minimisant 1’énergie to-
tale (7.20) que nous réécrivons ici dans le référentiel tournant :

Bl6] = E[g] + Byl6] + Bunlg] 9{L), 7.59)
avec
2
Bl = oup [IVOR Bilel= gt [RleP @59
Fuld) = g Ng [l (Le=n [ 6" (rx V)6 759

Il s’agit maintenant de trouver une forme approchée de la fonction ¢ qui
minimise 'énergie totale (7.53). Pour cela, nous allons faire '’hypothese sui-
vante :

La taille £ des vortex est petite devant la distance moyenne entre vortex pS>.

Cette hypothése nous permet de négliger la variation en densité au voi-
sinage du coeur dans I'estimation de I'énergie cinétique et de I"énergie d'in-
teraction, et de traiter la fonction ¢ comme une fonction réguliere. Grace a
I'argument de Feynman, on sait par ailleurs que le champ de vitesse v(r)
est donné en bonne approximation par le champ de vitesse de rotation ri-
gide (7.47). On peut alors faire 1'approximation :

veQxr = E. ¢~ %MQQ/T’ZM)F, (7.56)
et <L)y~ @MQ2/1~2|¢\2. (7.57)

A partir de ces deux hypotheses, l’énergie peut se réécrire
Blol ~ gM 00?) [2lop 4 ong [10 @9

On retrouve alors une fonctionnelle d’énergie standard dans ’approxima-
tion de Thomas—Fermi, la seule modification par rapport a (7.25) étant la

substitution :

w? e w?e?, (7.59)
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qui correspond a la réduction de la raideur du piege du fait du potentiel
centrifuge.

Tous les résultats obtenus dans le premier paragraphe a propos de la
forme d’équilibre d'un condensat dans la limite de Thomas-Fermi restent
donc qualitativement valables : en particulier, le profil de densité moyen
du condensat garde sa forme parabolique, mais le rayon Rtr augmente

4 Ng 1/4
(7r e M) . 760)

Ce rayon croit donc indéfiniment quand 2 augmente et on retrouve la li-
mite centrifuge : le rayon d’équilibre devient infini quand {2 atteint la va-

leur de piégeage w avec:
Rep~a (220 )
TEC AT T <0/w ’

4 1/4
Rtr=a (Ng) S Rrr=a
Y

Q- w: (7.61)

2-4 Observations expérimentales

Nous avons reporté sur la figure[7.8p une observation spectaculaire faite
au MIT d’'un réseau de plus d'une centaine de vortex [figure tirée de 'ar-
ticle de Abo-Shaeer et al. (2001)]. Cette expérience a fourni un premier test
de la loi de variation du nombre total de vortex dans le nuage

MQ
ﬁ?
en fonction de la fréquence de rotation €. Cette prédiction (adaptée au cas
3D) est tracée en ligne pointillée sur la figure [7.8p, extraite de Raman et
al. (2001). On constate sur cette figure que le nombre de vortex détecté est
systématiquement un peu plus bas que celui attendu, ce que les auteurs de
Raman et al. (2001) attribuent & un état d’équilibre imparfait du condensat
avec l'agitateur tournant.

N, =p, 7R3z avec p, = (7.62)

Des expériences similaires ont également été menées avec des gaz de
fermions préparés dans un état superfluide dans un régime d’interaction
forte (crossover BEC-BCS). Des réseaux de vortex ont également été obser-
vés, de part et d’autre de la limite unitaire [voir la figure tirée de I'ar-
ticle de Zwierlein et al. (2005)].
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FIGURE 7.8. Figures obtenues au MIT, tirées des articles de Abo-Shaeer et al.
(2001) et Raman et al. (2001), montrant un grand réseau de vortex pour un
condensat 3D de 50 millions d’atomes de sodium, dans un piege de fréquence
w/2m = 86 Hz dans le plan xy. La fréquence de rotation pour la figure a est de
60 Hz. La ligne continue dans la figure b montre le nombre de vortex attendu se-
lon la loi p, = MSQ)/mh, en prenant en compte I'accroissement du rayon lié a la
déformation centrifuge.

3 Rotation et niveau de Landau fondamental

Quand on augmente la vitesse de rotation {2 pour approcher la limite
centrifuge 2 = w et atteindre des champs magnétiques artificiels de plus
en plus grands, on constate que I’hypothése ayant conduit au régime de
Thomas-Fermi devient incorrecte. Nous avons supposé que la taille £ du
cceur des vortex était petite devant la distance entre vortex, de sorte qu’on
pouvait négliger le trou de densité correspondant et remplacer la vraie
fonction d’onde du condensat par une fonction d’onde lissée. Or, la lon-
gueur de cicatrisation croit indéfiniment quand la fréquence de rotation §2
se rapproche de w. En effet, la densité spatiale au centre du condensat varie
avec la fréquence effective du piege (w? <Q?)!/2 comme [cf. :

Qow:  p0)x (W) =5 fx (e (7.63)
L'interprétation de ce résultat est simple : quand on augmente la vitesse de
rotation, la force centrifuge déforme de plus en plus le gaz, dont la taille
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FIGURE 7.9. Observation par Zwierlein et al. (2005) d’un réseau de vortex pour
un superfluide fermionique d’atomes de SLi en rotation. On utilise une résonance
de Feshbach pour se placer au voisinage de la limite unitaire a = oo. A droite,
le gaz est dans un régime BCS, a gauche dans un régime de condensat de molé-
cules. Cette figure a été obtenue avec 2 millions d’atomes de °Li dans un piege 3D
correspondant a w /2w = 57 Hz, pour une fréquence de rotation Q/2m = 45 Hz.

diverge a la limite ) = w. Le gaz étant de plus en plus dilué, les parti-
cules interagissent de moins en moins, le potentiel chimique diminue en
conséquence et la longueur de cicatrisation ¢ oc 1€1/2 augmente.

Par ailleurs, dans cette limite de rotation rapide © ~ w, I'argument de
Feynman conduit a une densité de vortex

Mw 1
=— =—, 7.64
Po =" = g (7.64)
soit une distance entre vortex ~ a . Il existe donc une fréquence de rotation

pour laquelle £ devient supérieur a a

Q 1

—2le— 7.65

AR 7.65)
Au dela de cette fréquence, notre hypotheése initiale n’est plus valable et la
description de la fonction d’onde du condensat est notablement modifiée.
Pour bien préciser le régime susceptible d’apparaitre, nous allons d’abord
revenir sur les états a une particule et la notion de niveau de Landau.
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3-1 Rappel:niveaux de Landau en jauge symétrique

Nous avons rencontré au chapitre 2 les états propres de ’hamiltonien a
une particule Hj correspondant a un oscillateur isotrope bi-dimensionnel.
Rappelons les résultats principaux :

— Les niveaux d’énergie sont repérés par un entier no > 0 et s’écrivent :

E,, = (no+1)hw. (7.66)

— Chaque niveau a pour dégénérescence ng + 1 : le niveau fondamental
ng = 0 n'est pas dégénéré, le niveau ny = 1 dégénéré deux fois, etc.
Ces niveaux a une particule sont représentés sur la figure[7.10p.

— Comme 1'hamiltonien a une particule commute avec la composante
selon » de I'opérateur moment cinétique L, on peut trouver une base
propre commune aux deux opérateurs. Rappelons que les fonctions
propres de L, = &ihd,, ont une dépendance angulaire en €%, et que
la valeur propre correspondante pour L. est mh, ot m est un entier
positif, négatif ou nul. Les états de la base propre commune a H et L,
sont donc repérés par les deux nombres quantiques ng et m, et notés
|ng, m).

— Les ng + 1 valeurs possibles de L. dans le sous-espace propre de H
d’énergie (ng + 1)Aw sont les mh avec :

m € {&ng, ©no +2,...,n02,n0}, soit |m| < ng, ng <m pair.

(7.67)

En particulier, les états

m ime €772 /2a%
)

Pm(r ) oxr™ e e (7.68)

sont états propres de 'hamiltonien a une particule avec 1’énergie (m + 1)h
et correspondent donc aux états |ng = m, m).

Effectuons maintenant le passage dans le référentiel tournant H, —
H = Hy QL. La recherche des états propres de cet hamiltonien a une
particule est calquée sur ce que nous avons vu au chapitre 2 pour le pro-
bleme de Landau en jauge symétrique. Plus précisément, les états [ng, m)
restent états propres de H avec les valeurs propres (figure —c)

Eng.m = (no + 1)hiw <mhs, |m| <ng, no<m pair. (7.69)

Cours 7

—— —— ng = 3 (a)
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FIGURE 7.10. (a) Niveaux de l'oscillateur harmonique isotrope a deux dimen-
sions. Les points noirs correspondent (qualitativement) aux populations d’un état
de champ moyen dont le potentiel chimique p est de quelques hw. (b-c) : Niveaux
d’énergie de I'hamiltonien d'un oscillateur harmonique isotrope 2D dans le réfé-
rentiel tournant, pour des valeurs croissantes de la fréquence de rotation . (b) :
Q2 = 04w, (c) Q@ = 0.9w. Pour (c), on a représenté avec des points noirs les
populations d’un état localisé dans le niveau de Landau fondamental (LLL).
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En particulier, les états ¢,,, sont états propres de H avec les valeurs propres

Etats ¢,, de (7.68) :  Fpny—m.m = mii(w Q) + fiw. (7.70)
Quand la fréquence de rotation {2 est égale a la fréquence de piégeage

w, les états se regroupent en multiplicités dégénérées, correspondant aux

énergies

ng <=m

E, = (2n+ 1)hw, n=—p—¢ N,

Q=w :

(7.71)

et on retrouve les niveaux de Landau équidistants, avec I'écart w. = 2w
entre deux niveaux consécutifs. Le niveau de Landau fondamental, n = 0,
est engendré par I'ensemble des ¢,,.

Si on se limite a 2 voisin de w, mais quand méme légérement inférieur
pour éviter I'explosion centrifuge, la dégénérescence stricte des niveaux de
Landau est levée, mais le spectre a une particule continue a se regrouper en
multiplicités, avec deux échelles d’énergie bien distinctes (cf. figure ) :

— une petite échelle d’énergie h(w<X2), qui correspond a la distance entre
deux états |ng, m) et |ng + 1, mp + 1) d’'une méme multiplicité,

— une grande échelle d’énergie fi(w + Q) ~ hw,. correspondant a la dis-
tance entre les niveaux les plus bas de deux multiplicités adjacentes.

3-2 Fonctions du LLL et vortex

Une fois identifiés les états propres de I’'hamiltonien a une particule, on
peut revenir sur la condition

£>a j< hw (7.72)

qui marque la fin de la validité de 'approximation de Thomas—Fermi tra-
ditionnelle. Il est clair sur le diagramme d’énergie de la figure que
l'inégalité ;1 < hw signifie que seuls les états du LLL sont significativement
peuplés dans ce régime. L'entrée dans ce régime correspond a une forme
bien particuliere de 1’état fondamental du systéme, qui est maintenant de

la forme :
O(r) = amm(r). (7.73)

Cours 7

Chaque fonction ¢,,(r) s’écrivant

O () pmeimee€r?/20] — meer?/2a] avec u=ux+iy, (7.74)
une fonction du LLL est du type
(r) = P(u) e /20, (7.75)

ot P(u) est un polyndme ou une fonction analytique de la variable com-
plexe u. Limitons-nous pour simplifier au cas des polyndmes : explorer le
LLL revient a se donner un degré (arbitraire) mmax pour ce polynéme et
ses Mmax + 1 coefficients, ou de maniere équivalente, se donner les my,ax
Z8r0S Uy, U2, - . - ; U, dU polyndme et écrire ¢(r) sous la forme

Mmax

o(r) H (u Sum) €77 /207 (7.76)
m=1

La fonction ¢(r) posseéde une structure de vortex autour de chaque zéro
U, avec un enroulement de phase positif de +27. En effet, au voisinage
immédiat d'un zéro donné, par exemple u;, la variation de ¢(r) est ¢(r) ~
C(u<u1) ot C est une constante, ce qui correspond bien a un enroulement
de phase de +27 quand on tourne autour de u; dans le sens positif.

Il'y a dans le LLL une correspondance biunivoque entre la position des
vortex et la fonction d’onde elle-méme (Ho 2001). Partant de I’expression
(7.76), la densité atomique p et la densité de vortex p,

Mmax

po(r) =Y 8(r&my), (7.77)
m=1

oll 7, est le point de coordonnées =z = Re(un,), y = Im(u,,), sont reliées

par
4

A {In [p(r)]} = 4y (r) & (7.78)

Cette relation découle directement de l'identité mathématique a deux di-
mensions

Alln |r &rg|] =27 §(r ©19). (7.79)

Notons un cas limite intéressant de la relation (7.78). Si on se donne une

densité de vortex uniforme dans le plan et égale a 1/(mwa? ), alors la den-

sité spatiale est également uniforme. Ce cas correspond a des niveaux de
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Landau exactement dégénérés, ot le gaz s’étale dans tout le plan. Cette si-
tuation est équivalente a la limite obtenue en (7.64) en prenant exactement
Q=w.

Partant de (7.78), Ho (2001) a fait I'hypothese ad hoc d'une densité de
vortex uniforme, mais légerement inférieure a 1/(ma? ). On déduit de
que In [p(r)] varie quadratiquement avec r, et donc que p(r) est une gaus-
sienne, aprés moyenne sur les trous causés par la distribution de vortex.
Des analyses plus précises [voir par exemple Cooper et al. (2004); Watanabe
et al. (2004); Aftalion et al. (2005); Matveenko et al. (2009)] sont venues ap-
profondir et corriger quelque peu cette hypothese de Ho (2001). En fait, le
profil de densité qui minimise 1’énergie est (approximativement) une para-
bole inversée et pas une gaussienne. Cette parabole inversée p(r) oc R? <2
s’annule au dela du rayon :

1/4
R—ua (2 bNg) .

T 1eQ/w (7.80)

On retrouve donc la forme de la solution de Thomas—Fermi , avec un
parametre multiplicatif supplémentaire noté b. Ce nombre b ~ 1.1596 est le
parametre d’Abrikosov. Il décrit le fait qu’en présence d’un réseau de vortex
avec une densité p, ~ 1/a?, les atomes interagissent entre eux un peu plus
que si leur densité était uniforme. Les trous créés par les vortex doivent
étre compensés par des zones ot1 la densité est plus élevée, et il y a donc un
prix supplémentaire a payer en terme d’énergie d’interaction en présence
d’un réseau de vortex.

Puisque densité de vortex et densité atomique sont liées par (7.78), le
fait que la densité atomique ne soit pas gaussienne entraine que la densité
de vortex n’est pas uniforme. C’est effectivement ce que donne la minimi-
sation de la fonctionnelle d’énergie. On a représenté sur la figure la
distribution des vortex et la distribution atomique correspondante. On y
voit que sur les bords du nuage, le réseau de vortex perd son caracteére tri-
angulaire pour se distordre. Plus précisément, la densité de vortex chute,
ce qui a pour effet d’augmenter la courbure de In [p(7)], et donc de faire
chuter cette densité sur les bords du nuage plus vite que pour une fonction
gaussienne.

Notons pour terminer que 1'on peut facilement estimer le nombre de
fonctions ¢,, qui sont peuplées significativement dans 1’état fondamental.

Cours 7

Une fonction ¢,, étant piquéeenr ~ /ma ,lerayon R dunuage constitue
une mesure de l'indice mmax des fonctions du LLL peuplées. Ce nombre
Mmax donne ensuite le nombre de zéros du polyndme caractérisant 1'état
du systeme, donc le nombre de vortex a I'intérieur du nuage :

2 bgN \'?
Ny = Mpax & —R2 ~ (29
a 1eQ/w

(7.81)
oll on a négligé des coefficients d’ordre unité. On peut calculer dans cette
méme approximation le moment cinétique moyen par particule

(L) ~ Mmax p,

5 (7.82)

Le nombre d’états peuplés croit donc indéfiniment quand la fréquence de
rotation {2 s’approche de w. Quand ce nombre mp,,x devient de 1’ordre du
nombre de particules N, 'approximation de champ moyen n’est plus va-
lable et on rentre dans le régime fortement corrélé; nous aborderons ce
régime dans la partie ] L'estimation prédit que ce nombre d’états
devient comparable a N quand © ~ w(1<y¢/N). En reprenant la fréquence
critique pour le premier vortex et la condition d’entrée dans le LLL
(7.65), on peut donc séparer les fréquences de rotation en différents do-
maines

— < —<le— vortex de taille ¢ < a (7.83)
w w gN
1 Q g .
le—< —<le= LLL, vortex de taille a , (7.84)
gN w N
1 @% < — en dehors du champ moyen.  (7.85)

3-3 Expériences dans le LLL

Nous avons déja décrit au chapitre 4 la méthode de mise en rotation
par évaporation sélective (evaporative spinup) mise au point par le groupe
de Boulder pour atteindre des vitesses de rotation trés élevées 2 = 0.993 w.
Ceci a permis d’atteindre le régime LLL, qui se manifeste expérimentale-
ment par une augmentation importante de la taille du coeur des vortex. On
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10 b o 8 K 8
X X
FIGURE 7.11. Exemple de distribution pour les vortex (a gauche) et pour la densité

atomique (4 droite) dans le LLL. Cette figure est tirée de Aftalion et al. (2005) et
correspond a Ng/(1<Q/w) = 3000. Les longueurs sont données en unité de a .

areprésenté sur la figure[7.12]la fraction de la surface occupée par les coeurs
de vortex en fonction de la vitesse de rotation dans I'expérience de Boulder
(Schweikhard et al. 2004; Coddington et al.[2004). Pour les vitesses de rota-
tion faibles, cette fraction est petite devant 1, comme on s’y attend puisque
¢ < a . Pour des grandes vitesses de rotation, cette fraction devient tres
significative (~20%), puisque la taille du cceur et 1’écart entre vortex sont
alors comparables, d’ordre a . Les parametres de cette expérience corres-
pondent a une constante de couplage g ~ 5 1052 avec un nombre d’atomes
de l'ordre de 105.

Une autre méthode pour approcher le LLL étudiée a 'ENS consiste a
ajouter un potentiel quartique 774 au potentiel harmonique de confinement
mw?r? /2. Ceci permet de choisir des fréquence de rotation © proches ou
égales a w sans risquer de perdre le gaz du fait de la force centrifuge (Bretin
et al. 2004).

4 Audela du champ moyen

Pour motiver ce dernier paragraphe, revenons sur le critere de vali-
dité du traitement de champ moyen que nous avons utilisé jusqu’ici. Pour
qu’un état de champ moyen soit une bonne approximation de 1’état fonda-
mental a N corps, il faut que le nombre d’états propres ¢,, de I'hamilto-

Cours 7

0.3r$=0.37 0=0.976
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FIGURE 7.12. Fraction de I'espace occupée par les ceerus de vortex en fonction de
la vitesse de rotation Q). L'entrée dans le régime LLL se traduit par une fraction
non négligeable devant I'unité [figure extraite de Schweikhard et al. (2004)].

nien a une particule significativement peuplés reste petit devant le nombre
d’atomes N. Si ce n'est pas le cas, on peut généralement construire des
états présentant des fortes corrélations entre particules qui conduisent a un
abaissement notable de 1’énergie par rapport au résultat de champ moyen.

Pour le probleme du gaz de Bose en rotation, nous avons déja indiqué
en que l'entrée dans le régime corrélé correspond a Q > w(1 <>g/N).
L’analyse de ce régime de rotation ultra-rapide présente de fortes analogies
avec celle de 'effet Hall quantique fractionnaire, dans lequel on s’intéresse
aux états corrélés d'un gaz d’électrons en interaction colombienne en pré-
sence d’un fort champ magnétique. Dans les deux cas, les états intéressants
sont généralement limités au LLL et posseédent une propriété remarquable,
I'incompressibilité : I'état fondamental est séparé de tous les états excités
du systéme par un gap qui est indépendant de la taille du systeme et qui
est proportionnel a la force des interactions g.
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4-1 Etat fondamental a N particules dans le LLL

Nous avons vu plus haut que les états a une particule sont de la forme
d(r) = P(u) exp(«r?/2a?), avec u = z + iy et P(u) un polyndme de la
variable u. Pour un systéeme de bosons sans spin, un état général a N corps
est donc de la forme

O(r1,72,...,7N) = P(u1,u2,...,un) exp(@z r2/2a?), (7.86)

ott P(uy,us,...,uy) est un polyndme symétrique des N variables com-
plexes u;. La recherche des états propres de ’hamiltonien a NV corps se
fait généralement par une méthode de diagonalisation exacte pour des
nombres de particules pas trop élevés (de 'ordre de la dizaine).

L’hamiltonien a N corps commute avec 1'opérateur moment cinétique
total L. et on peut donc chercher une base d’états propres commune aux
deux opérateurs. Nous allons nous intéresser ici a I'état fondamental de
I’'hamiltonien pour un moment cinétique total £ donné[ﬂ Or le moment
cinétique d’une fonction du LLL a une particule, u™ exp(<r?/2a? ), est di-
rectement donné par la valeur de I'exposant m. Pour le systéme & N parti-
cules, on va donc chercher le polyndme P donnant I'état fondamental & £
fixé comme une somme de mondémes ayant tous le méme degré total :

avec E a; = L.
i

Par exemple, pour un systeme de 3 particules et un moment cinétique total
L = 3, on cherche le polynéme P correspondant a 1’état fondamental sous
la forme

(7.87)

«aq N
ug’t Uy

P(u1,ug, us) QU ULUS
B [(u(uz + us) + uj(ur + us) + u3(ur + us)]

+ y(ud + ud +ud).

_|_

Le premier terme de cette somme, proportionnel a u;usus, correspond a
un état de type champ moyen, plus précisément un vortex centré puisque

4. Dans cette partie, le moment cinétique total est exprimé en unité de h. La quantité £ est
donc un entier positif ou nul.

Cours 7

les trois particules sont dans le méme état ¢;(r). Les autres termes de la
somme correspondent a des états corrélés des trois particules.

La procédure pour rechercher 1'état fondamental a NV corps est donc la
suivante :

— On se donne un moment cinétique total £, correspondant a un sous-
espace du LLL pour lequel les polyndmes symétriques sont fabriqués

a partir des monomes (7.87).

— On consideére dans ce sous-espace |'état fondamental de ’hamiltonien

nex

Or la partie a un corps de cet hamiltonien donne le méme résultat
(L4 N)hw pour tous les états du sous-espace considéré. On se ramene
donc a la diagonalisation de I’hamiltonien d’interaction

1 h2
+ 2Mw2i"§> +27 9 > 6@ (r; ery). (7.88)

1<j

~2
b;
2M

. h2
Hi. =579 > 6 (r; o)), (7.89)

1<J
dans ce sous-espace.

— Une fois connue l’énergie d’interaction, on obtient 1’énergie totale dans
le référentiel tournant en ajoutant le terme (£ + N)hw <QL ala valeur
propre trouvée pour Hiy..

4-2  Quelques états remarquables

La description de tous les états corrélés qui ont été identifiés dans cette
procédure de diagonalisation exacte dépasse tres largement le cadre de
ce cours et nous renvoyons le lecteur a l'article de revue tres complet
de Cooper (2008) pour une présentation détaillée. Nous allons décrire ici
quelques phases remarquables qui ont été identifiées quand on varie le

rapport L/N.

La fonte du réseau de vortex. Partant d’un régime bien décrit par le
champ moyen, augmentons la vitesse de rotation du gaz; la premiere dé-
viation attendue par rapport a ce régime de champ moyen est la fonte du
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réseau de vortex du fait des fluctuations quantiques. Cette fonte a été pré-
dite par Cooper et al. (2001) avec une technique de diagonalisation exacte
pour des facteurs de remplissage v = N/N, compris entre 6 et 10. Cette va-
leur peut étre retrouvée en calculant I’amplitude A des fluctuations quan-
tiques des positions des vortex et appliquant le critére heuristique de Lin-
demann. On s’attend a ce que ces fluctuations déstabilisent le réseau quand
leur amplitude devient de I'ordre du dixiéme de la distance entre vortex

oS 1/2 (Sinova et al. 2002).

L'état de Laughlin. Il s’agit d’un état remarquable, fortement corrélé, qui
est un état propre exact de ’hamiltonien & N corps. Le polyndme symé-
trique correspondant a cet état s’écrit

PLau, (uh U,y ,UN) = H(uz <:>’U,j)2, (790)

1<j

de degré total £L = N(N <1) et s'étendant sur toutes les fonctions a une
particule du LLL de m = 0 & mpyax = 2(IN <1), soit un facteur de rem-
plissage v = 1/2. L’action de H int Sur cet état donne strictement 0, puisque
Hiy, correspond a une interaction de contact alors que I’état de Laughlin
correspond a une probabilité strictement nulle de trouver deux particules
au méme endroit.

L’état de Laughlin est incompressible et le gap au premier état excité
de méme moment cinétique est ~ 0.1 g iw (Regnault & Jolicoeur 2003; Re-
gnault & Jolicoeur 2004). L'état de Laughlin est caractérisé par une distri-
bution quasi-uniforme des particules sur un disque de rayon a v/2N.

Les descendants de I'état de Laughlin. Pour des moments cinétiques
plus grands que celui donnant naissance a l’état de Laughlin £ = N(N 1),
tout état du type

P(ui,...,un) = Prau.(u1,...,un) Qu1,...,ux) (7.91)

ol () est un polyndme symétrique quelconque de uy,...,un, sera éga-
lement un état d’énergie d’interaction strictement nulle. L'interprétation
physique de ces états dépend du degré de Q. Pour un degré d’ordre 1,
il s’agit d’excitations de bord de 1’état de Laughlin; en choisissant un

Cours 7

degré égal a N, on peut construire des quasi-trous en un point donné
Uy = X + 1Yy en prenant (Paredes et al.[2001} Paredes et al. 2002)

Q(’LL17...7UN) :H(Uj <:>U0) (792)

J

L'état de Moore-Read. Pour N pair, Cooper et al. (2001) ont identifié
I'état de moment cinétique £ = N(N <2)/2, également appelé Pfaffien :

Plug,...,uny) =38 H (u; Suj)? H (u Sup)? (7.93)

1<j<N/2 N/2<l<n

comme étant en trés bonne approximation un état propre de Hiy, (S dé-
signe l'opérateur de symétrisation). Plus précisément, le recouvrement de
I’état (7.93) avec le véritable état propre déterminé numériquement pour
cette valeur de £ est supérieur a 0.88 tant que N < 14 (Chang et al. [2004).
Cet état se décompose sur des états a une particuleE] allant de m = 0 a
m = N &2, correspondant a un facteur de remplissage v = 1. Cet état
est également séparé par un gap ~ 0.05 g hw des états excités de méme £
(Chang et al. 2004). Remarquons que pour l’état approché (7.93), la proba-
bilité d’avoir trois particules au méme point est nulle.

4-3 Schémas de détection envisageables

Nous terminons ce paragraphe par quelques méthodes qui ont été pro-
posées pour détecter expérimentalement ces états fortement corrélés. Re-
marquons d’abord que l'observation de ces états sera probablement limi-
tée a de faibles nombres d’atomes si on utilise la méthode de rotation d'un
piége harmonique. En effet la relation définissant I'entrée dans le ré-
gime corrélé, associée a une force d’interaction g ~ 1 et une fréquence de
rotation réaliste (2 ~ 0.99 w donne un nombre d’atomes maximal de I’ordre
de 100.

5. Par exemple, pour N = 4, ona

Plut,.. . ua) = (ur) u2)?(uz) ua)®+ (u1) uz)’(uz) wa)®+ (u1) wa)(uz) us)’.
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Une premiere signature d’états a la Laughlin ou a a la Moore-Read se-
rait de voir une réduction des pertes dues aux collisions inélastiques. En
effet, la probabilité d’avoir 3 particules au méme endroit est nulle pour
ces états (alors qu’elle n’est pas nulle pour des états de champ moyen).
Une autre voie d’approche est liée a 1'incompressibilité de ces états, qui
donne naissance a un profil de densité en forme de « piece montée » dans
un piege harmonique, chaque plateau de la piece montée correspondant a
un état incompressible différent. Une troisieme possibilité est d"utiliser un
systeme de détection de treés bonne résolution spatiale pour détecter un a
un les atomes du gaz (éventuellement apres un temps de vol), et recons-
truire ainsi les fonctions de corrélation spatiales permettant de caractériser
l’état de départ.

Signalons pour terminer une proposition plus ambitieuse (Paredes et
al. |2001). II s’agit d’étudier la possibilité de créer des anyons dans un gaz
décrit par un état de type effet Hall quantique fractionnaire (Wilczek [1982);
partant d’un état de Laughlin, on creuserait un trou dans le gaz a l'aide
d’un faisceau laser tres focalisé, produisant ainsi un état du type (7.92). En
bougeant adiabatiquement ce trou dans le gaz, le systeme devrait acquérir
une phase géométrique qui pourrait ensuite étre mesurée par une expé-
rience d’interférométrie. La mesure de la phase accumulée devrait révéler
le caractere anyonique (ni boson, ni fermion) de la quasi-particule ainsi
créée par le faisceau laser.
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