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Le	but	de	ce	chapitre	

Ce	que	nous	avons	vu	aux	cours	précédents	
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Aujourd’hui	:	descripCon	plus	détaillée	du	rôle	des	interacCons	

•  Le	gaz	parfait	saturé	

•  Les	deux	critères	de	superfluidité		

Rigidité	de	phase	(vrai	aussi	pour	le	gaz	parfait)	

Métastabilité	des	courants	permanents	(interac@ons	indispensables)	

•  Discussion	qualitaCve	de	différents	rôles	possibles	

•  Traitement	quanCtaCf	dans	un	modèle	de	champ	moyen		

L’équa@on	de	Gross-Pitaevskii	et	l’approche	de	Bogoliubov	



1.	
	

Quels	rôles	pour	les	interacCons	?	
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Elles	empêchent	la	fragmentaCon	

Elles	peuvent	favoriser	l’hybridaCon		

Elles	conduisent	à	une	intricaCon	

+	modifica@on	du	point	cri@que	et	du	comportement	au	voisinage	de	ce	point	



Anneau	tournant	et	dégénérescences	

L’hamiltonien	d’une	parCcule	dans	un	anneau	tournant	:		
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Au	point												,	dégénérescence	des	états	propres	à	une	parCcule	
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Gaz	parfait	dans	un	anneau	tournant	

Puisque	les	états	à	une	parCcule							et							sont	dégénérés,	tous	les	états	
à	N	parCcules	du	type	
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sont	également	dégénérés	

Ce	sont	des	états	fragmentés	:	

 a  b

|Na, Nbi ⌘ |Na :  a ; Nb :  bi avec	 Na +Nb = N

⇢̂1 =

✓
Na 0
0 Nb

◆

Comment	les	interacCons	modifient-elles	ce	résultat	?	

InteracCon	de	contact	:		
V (x1 � x2) = g �(x1 � x2)

Eléments	de	matrice	:		

V↵,�,�,� = h1 :  ↵; 2 :  � |V̂ |1 :  � ; 2 :  �i

↵,�, �, � 2 {a, b}

↵

�

�

�



Le	potenCel	d’interacCon	

Parmi	les	16	éléments	de	matrice	possibles,	la	conservaCon	du	moment	cinéCque		
et	l’uniformité	de	la	densité	entrainent	que	6	seulement	sont	non	nuls	
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termes	«	directs	»	:	

termes	«	d’échange	»	:	

↵

�

�

�

V↵,�,�,�

Vech ⌘ Vabba = Vbaab =
g

2⇡r0

Vdir ⌘ Vaaaa = Vbbbb = Vabab = Vbaba =
g

2⇡r0

La	forme	générale	du	potenCel	d’interacCon	en	seconde	quanCficaCon	se	simplifie		
alors	pour	donner	:	

V̂ =
Vdir

2

h
N̂a(N̂a � 1) + N̂b(N̂b � 1) + 2N̂aN̂b

i
+ Vech N̂aN̂b

=
Vdir

2
N̂(N̂ � 1) + Vech N̂aN̂b



Les	interacCons	empêchent	la	fragmentaCon	
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V̂ =
Vdir

2
N̂(N̂ � 1) + Vech N̂aN̂b

En	absence	d’interacCon,	dégénérescence	des		états																	avec		|Na, Nbi ⌘ |Na :  a ; Nb :  biNa +Nb = N

En(⌦)

⌦c0

⌦

⌦c/2

 a  b
La	contribuCon	du	terme	d’échange	dans	

va	lever	ce_e	dégénérescence	

|N, 0i
|N � 1, 1i

|N/2, N/2i

|1, N � 1i
|0, Ni

Barrière	d’énergie	macroscopique																								qui	protège												et			(⇠ N g⇢1D) |N, 0i |0, Ni



Les	interacCons	peuvent	favoriser	l’hybridaCon	
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Les	interacCons	empêchent	la	fragmentaCon	

Les	interacCons	conduisent	à	une	intricaCon	



Gaz	dans	une	boîte	

CondiCons	aux	limites	de	Dirichlet	
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 (0) =  (L) = 0

 n(x) = sin(n⇡x/L)

n = 1

n = 2

n = 3

 a

 b

V (x1 � x2) = g �(x1 � x2)InteracCons	de	contact	:	

Avec	une	foncCon	d’onde	«	hybridée	»	du	type																																																					,	on		
augmente	la	probabilité	de	présence	au	voisinage	du	bord	:	plus	grande	taille	effecCve		

p
1� ✏

2
 a(x) + ✏  b(x)

Dans	ce_e	géométrie,	on	a	un	élément	de	matrice		
non	nul	pour	le	processus	

Elément	de	matrice	:	

a a

a b

Vaaab =

ZZ
 

⇤
a(x1) 

⇤
b (x2) g �(x1 � x2)  a(x1) a(x2) dx1 dx2

= g

Z
| a(x)|2  ⇤

b (x) a(x) dx



Abaissement	de	l’énergie	par	hybridaCon	

On	considère	un	état	de	condensat	pur	:			
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et	on	calcule	l’énergie	moyenne.	Est-elle	abaissée	pour														?	

Pour	le	gaz	parfait,	non.	

 (x) =
p

1� ✏

2
 a(x) + ✏  b(x)| i = |1 :  i ⌦ |2 :  i ⌦ . . .⌦ |N :  i avec	

✏ 6= 0

Pour	le	gaz	en	interacCons	répulsives,	c’est	possible	:	

•  On	paye	l’énergie	à	une	parCcule	supplémentaire		

•  On	gagne	l’énergie	d’interacCon		2N2Vaaab ✏

N(Eb � Ea) ✏
2

Pour					assez	peCt,	le	gain	l’emporte	toujours	sur	le	coût		✏



L’opCmisaCon	de	l’hybridaCon	

On	a	intérêt	à	fabriquer	un	état	condensé	
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en	mélangeant	l’état	fondamental	à	une	parCcule						avec	plusieurs	états		

Les	coefficients						sont	déterminés	par	une	méthode	variaConnelle	qui	
consiste	à	minimiser	l’énergie	moyenne	:	équaCon	de	Gross-Pitaevskii	

| i = |1 :  i ⌦ |2 :  i ⌦ . . .⌦ |N :  i

 a  b

 (x) = ↵ a(x) +
X

b

�b b(x)

�b

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.5

1

1.5

2 G = 0
G = 30

sin2(⇡x/L)

SoluCon	d’énergie	minimale		
de	l’équaCon	de	Gross-Pitaevskii	



La	longueur	de	cicatrisaCon	(healing	length)	

Quelle	est	la	taille	opCmale		
de	la	«	couche	limite	»	au		
voisinage	de	la	paroi	?	
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⇠ ⇠
L� 2⇠
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G = 30

Energie	moyenne	à	minimiser	:		

N
~2

2m⇠2
2⇠

L
+

N(N � 1)

2

g

L� 2⇠

Energie	cinéCque	liée	au	gradient	de		
la	foncCon	d’onde	sur	la	distance	ξ

Energie	d’interacCon	(contact)	pour	N		
atomes	occupant	une	longueur L� 2⇠

Se	généralise	immédiatement	à	2D	et	3D	

A	un	facteur	numérique	près	:	 ⇠ =
~p

2mg⇢
⇢ = N/L
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Les	interacCons	peuvent	favoriser	l’hybridaCon	

Les	interacCons	empêchent	la	fragmentaCon	

Les	interacCons	conduisent	à	une	intricaCon	



InteracCons	et	intricaCon	

Les	interacCons	peuvent	également	conduire	à	des	diagrammes	du	type	
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On	abaisse	alors	l’énergie	du	fondamental	en	considérant	un	état	du	type		

a a

b c Par	exemple,	une	interacCon	de	contact																										
entre	deux	atomes	condensés	dans	l’état													peut		
produire	une	paire	d’atomes		

g �(r1 � r2)

p = 0

p = ~q, p = �~q

↵0|N :  a, 0, 0i+ ↵2|N � 2 :  a, 1 :  b, 1 :  ci+ . . .

Vbcaa =

ZZ 
eiq·r1

L3/2

�⇤ 
e�iq·r2

L3/2

�⇤
g �(r1 � r2)


1

L3/2

� 
1

L3/2

�
d3r1 d3r2 =

g

L3



Un	état	du	type		
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n’est	pas	un	condensat	pur.		

FracCon	condensée	:	

Intrica@on	due	aux	interac@ons,	qui	diminue		
la	frac@on	condensée	et	induit	l’état	superfluide	

InteracCons	et	intricaCon	(2)	

↵0|N :  a, 0, 0i+ ↵2|N � 2 :  a, 1 :  b, 1 :  ci

1� 2|↵2|2

N

Méthode	de	Bogoliubov	quanCque	(avec	beaucoup	de	paires	bc	possibles)	



2.	
	

L’équaCon	de	Gross-Pitaevskii	
ou	

équaCon	de	Schrödinger	non	linéaire	
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i~@�
@t

= � ~2
2m

��+G |�|2 �



Le	statut	de	l’équaCon	de	Gross-Pitaevskii	

Pour	l’hélium	liquide,	équaCon	phénoménologique	donnant	l’évoluCon	du		
paramètre	d’ordre,	sans	relaCon	directe	avec	la	foncCon	d’onde	à	N	corps	
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En	opCque,	propagaCon	d’une	onde	dans	un	milieu	non	linéaire	à		
l’approximaCon	paraxiale	:	décrit	l’évoluCon	du	champ	dans	le	plan		
orthogonal	à	l’axe	de	propagaCon			

Pour	des	gaz	d’atomes	froids,	se	jusCfie	à	parCr	d’un	modèle	microscopique	
dans	le	cadre	d’une	approche	variaConnelle	
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Approche	de	Hartree	

On	considère	N	atomes	en	interacCon	dans	un	piège	

On	cherche	des	soluCons	approchées,	inspirées	de	la	noCon	de	condensat	de	BE	

Remplace	le	problème	à	N	corps	iniCal	par	un	problème	(non	linéaire)	à	un	corps	

Ĥ =
NX

j=1

 
p̂2
j

2m
+ Vtrap(r̂j)

!
+

1

2

X

i 6=j

U(r̂i � r̂j)

�(r1, . . . , rN ) = �(r1) . . .�(rN )

✏GP(�) =
1

N
h�|Ĥ|�iavec																																													:	énergie	moyenne	par	parCcule		

N � 1✏GP(�) =

Z ✓
~2
2m

|r�|2 + Vtrap(r)|�(r)|2 +
Ng

2
|�(r)|4

◆
d3r

longueur	de	diffusion	:	 as

FoncConnelle	d’énergie	pour	une	interacCon	de	contact		U(r � r0) = g �(r � r0)

g = 4⇡~2as/m
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L’équaCon	de	Gross-Pitaevskii	

Méthode	variaConnelle	dépendant	du	temps	:		

Lagrangien	:		

EquaCon	de	Lagrange	associée	:	

L(�) =

Z
i~
2

⇣
�⇤ �̇� �̇⇤ �

⌘
d3r � ✏GP(�)

i~@�
@t

= � ~2
2m

��+ Vtrap(r)�+Ng |�|2 �

Quelle	est	la	variaCon	temporelle	à	donner	à	la	foncCon	de	Hartree	pour		
reproduire	le	plus	fidèlement	possible	l’évoluCon	de	l’état	à	N	corps	?		

�(r1, . . . , rN ) = �(r1) . . .�(rN )�(r1, . . . , rN ) = �(r1) . . .�(rN )

L(�) =

Z
i~
2

⇣
�⇤�̇� �̇⇤�)

⌘
� �⇤

⇣
Ĥ �

⌘
d3r1 . . . d3rN
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SoluCons	staConnaires	pour	un	système	homogène	

Les	ondes	planes	sont	soluCons	staConnaires	de			

normalisée	dans	une	boîte	de	taille		

i~@�
@t

= � ~2
2m

��+Ng |�|2 �

�K(r, t) =
1

L3/2
ei(K·r�µt/~) L3

µ =
~2K2

2m
+

Ng

L3
=

~2K2

2m
+ g⇢ ⇢ = N/L3 :	densité	spaCale	

	potenCel	chimique	

L’énergie	totale	se	calcule	simplement	pour	ces	soluCons	

et	on	retrouve	donc	bien	la	définiCon	du	potenCel	chimique	:	

µ =
@E

@N

����
L3

E = N✏GP =
~2K2

2m
N +

N2g

2L3



	à	la	vitesse																							,	est-elle	stable	?		

Comment	analyser	les	soluCons	de	l’équaCon	de	GP	

•  La	soluCon	staConnaire																																																							,	correspondant	
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•  Quel	est	le	spectre	d’excitaCon	au	voisinage	d’une	soluCon	staConnaire	
						donnée,	par	exemple														?		

Les	deux	ques0ons	conduisent	à	la	même	réponse	:	le	critère	de	Landau	

�K(r, t) =
1

L3/2
ei(K·r�µt/~)

�K �K0

Energie	

Espace	de	Hilbert	

�K=0

V = ~K/m
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Métastabilité	des	soluCons	de	l’équaCon	de	GP	

Est-ce	qu’une	peCte	perturbaCon																																											augmente	toujours		
l’énergie	moyenne	?	

Que	prendre	pour							?				On	va	choisir	des	perturbaCons	en	ondes	planes		

•  une	seule	onde	plane																														?		
						Dangereux	compte	tenu	du	caractère	non-linéaire	de	l’équaCon	

�K �! �K + ��

�� / ei(K+q)·r

��

•  une	somme	de	deux	ondes	plane	:	OK	

�(r) =
eiK·r

L3/2

�
�0 + u eiq·r + v⇤ e�iq·r�

�0 =
p

1� |u|2 � |v|2 et |u|, |v| ⌧ 1avec	

Comment	l’énergie	moyenne	varie-t-elle	avec	les	coefficients											?		(u, v)

���⇤ =
⇥
eiK·r eiK·r⇤ e�i(K+q)·r = ei(K�q)·r
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Surcoût	en	énergie	de	la	perturbaCon	

Calcul	à	l’ordre	le	plus	bas	non	nul	en														:	forme	quadraCque	(u, v)

�✏ = ✏GP(u, v)� ✏GP(0) = (u⇤, v⇤) Ĥ
✓
u
v

◆

où								est	une	matrice	2x2	foncCon	de							Ĥ K, q, g⇢

Ĥ =

 
~2

2m

�
q2 + 2K · q�+ g⇢ g⇢

g⇢ ~2

2m

�
q2 � 2K · q�+ g⇢

!

•  InteracCons	répulsives	:		g > 0 U(r � r0) = g �(r � r0)

Il	faut	que	ce_e	forme	quadraCque	soit	posiCve	quel	que	soit		q

•  Vitesse	associée	à	l’onde	principale	pas	trop	grande	:	 V =
~K
m

< cs

où	la	«	vitesse	du	son	»																										est	reliée	à	la	force	des	interacCons	cs =
p
g⇢/m

Critère	de	Landau	

mc2s = g⇢



Conclusion	de	ce_e	première	approche	

Pour	la	soluCon	staConnaire		
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la	métastabilité	(au	moins	vis-à-vis	des	perturbaCons	de	type	onde	plane)	est	
assurée	si	la	vitesse	du	condensat															est	inférieure	à	la	vitesse	du	son	

Ecoulement	sans	dissipaCon	

Vitesse	du	son	:	

�K(r, t) =
1

L3/2
ei(K·r�µt/~)

~K/m

V = ~K/m

cs =
p
g⇢/m

•  Quelques	millimètres/seconde	pour	les	gaz	d’atomes	froids	

•  Pour	He	liquide	superfluide,	240	m/s		(mais	la	relaCon	de	dispersion	
					est	plus	complexe	que	celle	déduite	de	l’équaCon	de	Gross-Pitaevskii)	



3.	
	

L’approche	de	Bogoliubov	
(champ	classique)	

25	

Quelle	est	la	dynamique	de															au	voisinage	d’une	soluCon	staConnaire	?	�(r, t)

�K(r, t) =
1

L3/2
ei(K·r�µt/~)



EquaCons	du	mouvement	linéarisées	

On	reprend	l’ansatz		
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avec	le	choix	de	phase														.	On	l’injecte	dans	l’équaCon	de	GP	

i~ du

dt
= H11u+H12v

i~ dv⇤

dt
= H21u

⇤ +H22v
⇤

Faut-il	diagonaliser								pour	avoir	les	modes	propres	?	Pas	vraiment…		
Il	faut	d’abord	disposer	d’équaCon	fermées	sur		

[H]

(u, v)

Ĥ :	matrice	réelle	symétrique	
		obtenue	plus	haut	

i~ d

dt

✓
u
v

◆
= L̂

✓
u
v

◆
L̂ =

✓ H11 H12

�H21 �H22

◆

…	complique	quelque	peu	la	situaCon	car								n’est	pas	hermiCen,	
mais	il	reste	heureusement	diagonalisable	(presque	toujours)	

L̂

opérateur	de	Bogoliubov	

�0 ⇠ 1

�(r, t) =
ei(K·r�µt/~)

L3/2

⇥
�0(t) + u(t) eiq·r + v⇤(t) e�iq·r⇤



Les	modes	propres	de	l’opérateur	de	Bogoliubov	

Prenons	le	cas	d’un	condensat	immobile	pour	simplifier	:	
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On	peut	écrire							sous	la	forme	:		

K = 0

L̂

ˆL = ~!q

✓
cosh(2↵q) � sinh(2↵q)

sinh(2↵q) � cosh(2↵q)

◆
tanh(2↵q) =

�g⇢
~2q2

2m + g⇢

et	les	modes	propres	sont	
✓
u
v

◆
= �

✓
cosh↵q

sinh↵q

◆

Impulsion	:		 hp̂i = �2 ~q

Energie	:	 ✏GP(q) = ✏GP(0) + �2 ~!q ✏GP(0) = g⇢/2

�(r, t) =
e�iµt/~

L3/2

⇥
�0(t) + u(t) eiq·r + v⇤(t) e�iq·r⇤ �0 ⇠ 1

avec	la	relaCon	de	dispersion		 !q =

"
c2s q2 +

✓
~q2
2m

◆2
#1/2

cs =
p
g⇢/m



Le	spectre	de	Bogoliubov	

RelaCon	de	dispersion	:	 !q =

"
c2s q2 +

✓
~q2
2m

◆2
#1/2

q	peCt	:		 !q ⇡ cs q phonons	

q	grand	:	

cs =
p
g⇢/m

~!q ⇡ ~2q2
2m

+ g⇢

énergie	cinéCque	
d’un	parCcule	libre	

énergie	d’interacCon	entre	la		
parCcule	rapide	avec	le	condensat	

Pourquoi	faut-il	payer	ce_e	énergie	alors	que	la	parCcule		
interagissait	déjà	avec	le	condensat	avant	d’être	excitée	?	

L’excitaCon	fait	passer	de															à																											:	on	paye	l’énergie	d’échange…	|N, 0i |N � 1, 1 : qi

TransiCon	entre	les	deux	régimes	:																																																							:	longueur	de	cicatrisaCon	q ⇠ mcs/~ ⇠ 1/⇠ ⇠



Spectre	à	basse	énergie	et	théorème	de	Goldstone	

q	peCt	:																						.	En	parCculier,	quand															,		!q ⇡ cs q q ! 0 !q ! 0

Brisure	spontanée	d’une	symétrie	con@nue	:	les	fluctua@ons	à	grande		
échelle	de	la	phase	ne	doivent	pra@quement	pas	coûter	d’énergie	

Pour	ces	modes	«	phononiques	»,	les	coefficients												sont	tels	que		(u, v) u ⇡ �v

Par	exemple,	pour	le	mode	de	plus	bas	vecteur	d’onde	 q = 2⇡/L

x

0 L

1 1
1ei✏ e�i✏

EssenCellement	
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Le	spectre	de	Bogoliubov	mesuré	sur	des	atomes	froids	(2)	

Weizmann	(2002)	
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right directions, which removes the effects of the Doppler
shift resulting from any sloshing of the condensate in the
trap during the Bragg pulse.

Figure 3a shows the measured excitation spectrum,
which agrees well with (2). A linear phonon regime is
seen for low k, and a parabolic single-particle regime for
high k. The excitations seen to have the smallest value of
v!k are the phonons. Therefore, by the Landau criterion,
the superfluid velocity yc is bounded by v!k for the
phonons.

The inset of Fig. 3a shows the low k region of v"k#.
To extract the initial slope from the data, (2) is fit to the
points with k less than 3 mm21, with m taken as a fit
parameter. The fit is not shown in the figure. The result
gives the speed of sound for the condensate to be ceff !
2.0 6 0.1 mm sec21, which is also the measured upper

FIG. 3. (a) The measured excitation spectrum v"k# of a
trapped Bose-Einstein condensate. The solid line is the Bogo-
liubov spectrum with no free parameters, in the LDA for
m ! 1.91 kHz. The dashed line is the parabolic free-particle
spectrum. For most points, the error bars are not visible on the
scale of the figure. The inset shows the linear phonon regime.
(b) The difference between the excitation spectrum and the
free-particle spectrum. Error bars represent 1s statistical un-
certainty. The theoretical curve is the Bogoliubov spectrum in
the LDA for m ! 1.91 kHz, minus the free-particle spectrum.

bound for yc. This value is in good agreement with the
theoretical LDA value of 2.01 6 0.05 mm sec21. The line
at 2pR21 indicates the excitation whose wavelength is
equal to the Thomas-Fermi radius of the condensate in the
axial direction. The measured v"k# agrees with the LDA,
even for k values approaching this lower limit of the region
of validity. As k goes to zero, v"k# is seen to approach
zero, rather than exciting the lowest order radial mode,
the breathing mode, which is twice the radial trapping
frequency, 440 Hz [12,13].

In Fig. 3a, the measured v"k# is clearly above the
parabolic free-particle spectrum h̄k2!"2m#, reflecting the
interaction energy of the condensate. To emphasize the in-
teraction energy, v"k# is shown again in Fig. 3b, after
subtraction of the free-particle spectrum. This curve ap-
proaches a constant for large k, given by the second term
in (4).

For a constant rate of production of excitations, the in-
tegral of P"k, v# over v, equal to the integral of S"k,v#,
is related to S"k# by [25,26],

S"k# ! 2"pV2
RtB#21

Z

P"k, v# dv , (5)

where VR ! "G2!4D#
p

IAIB!Isat is the two-photon Rabi
frequency, G is the linewidth of the 5P3!2, F ! 3 ex-
cited state, D is the detuning, and Isat is the saturation
intensity. The closed circles in Fig. 4 are the measured
static structure factor S"k#, by (5). The values shown have
been increased by a factor of 2.3, giving rough agreement
with S"k# from Bogoliubov theory in the LDA (3). Equa-
tion (3) is indicated by a solid line. The required factor
of 2.3 probably reflects inaccuracies in the various val-
ues needed to compute VR . The open circles are com-
puted from (1), using the measured values of v"k# shown

ξπ

µ
FIG. 4. The filled circles are the measured static structure
factor, multiplied by an overall constant of 2.3. Error bars rep-
resent 1s statistical uncertainty, as well as the estimated uncer-
tainty in the two-photon Rabi frequency. The solid line is the
Bogoliubov structure factor, in the LDA for m ! 1.91 kHz. The
open circles are computed from the measured excitation spec-
trum of Fig. 3, and Feynman’s relation (1). For the open circles,
the error bars are not visible on the scale of the figure.
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ExcitaCon	de	Bragg,	puis	temps	de	vol	de	38	ms	:	
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By the Landau criterion, the superfluid critical velocity
yc cannot be greater than v!k, for any excitation v"k#
in the spectrum [1]. Note that vortex production usually
limits the speed of superfluid flow to a value lower than
v!k [19,20].

Our condensate of 87Rb atoms in the 5s1!2, F ! 2,
mF ! 2 ground state is produced in a QUIC (quadrupole
and Ioffe configuration) magnetic trap [21], loaded by a
double MOT system. The magnetic trap contains 6 3
107 atoms. After 22 sec of evaporation, 1 3 105 atoms
remain, forming a nearly pure condensate, with a thermal
fraction of 5% or less. The bias magnetic field is 2 G. The
radial and axial trapping frequencies are 220 and 25 Hz,
respectively, yielding radial and axial Thomas-Fermi radii
of 3 mm and R ! 28 mm, respectively.

v"k# is measured by Bragg spectroscopy [5,22]. Two
Bragg beams A and B with approximately parallel polar-
ization, separated by an angle 3± # u # 130±, illuminate
the condensate for a time tB. The frequency of beam A
is greater than the frequency of beam B by an amount v
determined by two acousto-optic modulators. If a pho-
ton is absorbed from A and emitted into B, an excitation
is produced with energy v and momentum k, where k !
2kp sin"u!2#, and kp is the photon wave number. Here,
we neglect the possibility that a single photon will excite
multiple excitations, in contrast to the case of superfluid
4He [1,23].

The time average of m!h during the Bragg pulse is
determined [24] by the radial size of the condensate after
free expansion with and without the pulse, giving m!h !
1.91 6 0.09 kHz, which is taken to be the relevant value
for v"k#.

The wave vector "k is adjusted to be along the axis of
the cigar-shaped condensate. To insure that the entire con-
densate is stimulated by the Bragg pulse, the length of
the pulse tB is chosen such that the spectral width of the
pulse is roughly equal to the intrinsic width of the reso-
nance. For this experiment, the broadening due to inho-
mogeneous density Dnld always dominates the Doppler
broadening [5], and is given by [4] 0.45 kHz for large
k, and 0.3v"k#!"2p# in the phonon regime. Thus, tB is
chosen to be roughly "2Dnld#21. For large k, the reso-
nance may be further broadened by s-wave scattering. For
k $ 6.8 mm21, s-wave scattering is clearly visible.

The beams are detuned D ! 6.5 GHz below the 5S1!2,
F ! 2 ! 5P3!2, F ! 3 transition. The intensities IA
and IB of each beam are adjusted to values between
0.1 mW cm22 and 1.1 mW cm22, so that the number of
excitations is 10% to 20% of the number of atoms in
the condensate. For pulses of this strength, the chemical
potential decreases by an average of only 12% during the
pulse.

After the Bragg pulse, the atoms are allowed to expand
freely, transforming the excitations into free particles [6],
which are subsequently imaged by absorption, as shown
in Fig. 1. The left and right clouds correspond to the
condensate and excitations, respectively.

FIG. 1. The Bragg and condensate clouds. (a) Average of
two absorption images after 38 msec time of flight, following
a resonant Bragg pulse with k ! 2.8 mm21, in the phonon re-
gime. (b) Cross section of the same image. The dashed line is
a Gaussian fit to the condensate cloud, used to find the zero of
momentum. The radial and axial coordinates are indicated by
r and z, respectively.

To determine the efficiency of stimulation of excitations
by the Bragg pulse, the total momentum in the axial direc-
tion relative to the center of the condensate cloud is com-
puted from the image, in the combined regions of the two
clouds. The total momentum is divided by Noh̄k, where
No is the average number of atoms in the condensate during
the Bragg pulse, to obtain the efficiency. This efficiency is
somewhat exaggerated though, because the total momen-
tum includes momentum from the release process.

The thus-measured efficiency P"k, v# for each direc-
tion is shown in Fig. 2, for k ! 2.8 mm21. The curve of
P"k, v# is well approximated by a Gaussian plus a con-
stant. The constant results from the background in the im-
ages. The symmetric shape of P"k, v# about the resonance
frequency probably reflects the spectral shape of the Bragg
pulse, rather than the intrinsic shape which is expected to
be asymmetric [4]. Therefore, the notation P"k, v# is em-
ployed, rather than S"k, v#, whose shape is the intrinsic
shape.

The resonant frequency is taken as the center value of the
Gaussian fit to P"k, v#, as shown in Fig. 2. v"k# is taken
as the average of the resonant frequencies for the left and

ω

ω π

FIG. 2. The efficiency P"k, v# for k ! 2.8 mm21. The open
and filled circles are for left- and right-traveling clouds, respec-
tively. The lines are fits of a Gaussian plus a constant.
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right directions, which removes the effects of the Doppler
shift resulting from any sloshing of the condensate in the
trap during the Bragg pulse.

Figure 3a shows the measured excitation spectrum,
which agrees well with (2). A linear phonon regime is
seen for low k, and a parabolic single-particle regime for
high k. The excitations seen to have the smallest value of
v!k are the phonons. Therefore, by the Landau criterion,
the superfluid velocity yc is bounded by v!k for the
phonons.

The inset of Fig. 3a shows the low k region of v"k#.
To extract the initial slope from the data, (2) is fit to the
points with k less than 3 mm21, with m taken as a fit
parameter. The fit is not shown in the figure. The result
gives the speed of sound for the condensate to be ceff !
2.0 6 0.1 mm sec21, which is also the measured upper

FIG. 3. (a) The measured excitation spectrum v"k# of a
trapped Bose-Einstein condensate. The solid line is the Bogo-
liubov spectrum with no free parameters, in the LDA for
m ! 1.91 kHz. The dashed line is the parabolic free-particle
spectrum. For most points, the error bars are not visible on the
scale of the figure. The inset shows the linear phonon regime.
(b) The difference between the excitation spectrum and the
free-particle spectrum. Error bars represent 1s statistical un-
certainty. The theoretical curve is the Bogoliubov spectrum in
the LDA for m ! 1.91 kHz, minus the free-particle spectrum.

bound for yc. This value is in good agreement with the
theoretical LDA value of 2.01 6 0.05 mm sec21. The line
at 2pR21 indicates the excitation whose wavelength is
equal to the Thomas-Fermi radius of the condensate in the
axial direction. The measured v"k# agrees with the LDA,
even for k values approaching this lower limit of the region
of validity. As k goes to zero, v"k# is seen to approach
zero, rather than exciting the lowest order radial mode,
the breathing mode, which is twice the radial trapping
frequency, 440 Hz [12,13].

In Fig. 3a, the measured v"k# is clearly above the
parabolic free-particle spectrum h̄k2!"2m#, reflecting the
interaction energy of the condensate. To emphasize the in-
teraction energy, v"k# is shown again in Fig. 3b, after
subtraction of the free-particle spectrum. This curve ap-
proaches a constant for large k, given by the second term
in (4).

For a constant rate of production of excitations, the in-
tegral of P"k, v# over v, equal to the integral of S"k,v#,
is related to S"k# by [25,26],

S"k# ! 2"pV2
RtB#21

Z

P"k, v# dv , (5)

where VR ! "G2!4D#
p

IAIB!Isat is the two-photon Rabi
frequency, G is the linewidth of the 5P3!2, F ! 3 ex-
cited state, D is the detuning, and Isat is the saturation
intensity. The closed circles in Fig. 4 are the measured
static structure factor S"k#, by (5). The values shown have
been increased by a factor of 2.3, giving rough agreement
with S"k# from Bogoliubov theory in the LDA (3). Equa-
tion (3) is indicated by a solid line. The required factor
of 2.3 probably reflects inaccuracies in the various val-
ues needed to compute VR . The open circles are com-
puted from (1), using the measured values of v"k# shown
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FIG. 4. The filled circles are the measured static structure
factor, multiplied by an overall constant of 2.3. Error bars rep-
resent 1s statistical uncertainty, as well as the estimated uncer-
tainty in the two-photon Rabi frequency. The solid line is the
Bogoliubov structure factor, in the LDA for m ! 1.91 kHz. The
open circles are computed from the measured excitation spec-
trum of Fig. 3, and Feynman’s relation (1). For the open circles,
the error bars are not visible on the scale of the figure.
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