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Cours	3 
Collisions	à	basse	énergie

Jean	Dalibard

Année	2020-21

Chaire	Atomes	et	rayonnement

Les	interactions	entre	atomes	dans	les	gaz	quantiques



Bilan	des	cours	précédents

Potentiel	d’interaction	entre	deux	atomes	neutres	dans	leur	état	fondamental

Potentiel	invariant	par	rotation	si	on	néglige	
l’interaction	dipôle-dipôle	magnétique

Formalisme	pour	traiter	la	collision	entre	deux	atomes	interagissant	par	ce	potentiel

• Canaux	de	collision	indépendants,	associés	au	moment	cinétique	relatif	ℓ

• Série	de	problèmes	1D	avec V (ℓ)
eff (r) = V(r) +

ℏ2ℓ(ℓ + 1)
2mrr2 barrière	


centrifuge

0

Rmin

r

V (r)
−C6/r6

r
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Collisions	à	basse	énergie

` 6= 0

V0

r

V
e↵
(r
)

la	barrière	a	pour	hauteur

−
C6

r6
+

ℏ2ℓ(ℓ + 1)
2mrr2

V (ℓ)
0 ∼

ℏ3

m3
r C6

[ℓ(ℓ + 1)]3/2

Pour	

	 ,	rubidium	:	30	 Kℓ = 1 μ

E = ℏ2k2/2mr

C’est	essentiellement	le	canal	 	qui	contribue	à	
l’interaction	entre	particules	dans	les	gaz	d’atomes	froids

ℓ = 0
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Buts	de	ce	cours

Approfondir	la	description	de	la	collision	

en	terme	de	déphasage	δℓ(k)

Comportement	à	basse	énergie	de	 	?δℓ

Introduire	la	longueur	de	diffusion	pour	les	collisions	en	onde	s					(ℓ = 0)

r

V
(r
)

Veff(r)

e−ikr

∓e+ikre2iδℓ

Illustrer	ces	notions	sur	des	potentiels	modèles

• Puits	carré

• Potentiel	de	contact			 			???V(r) = g δ(r)

• Pseudo-potentiel	et	condition	aux	limites	de	Bethe-Peierls

V(r)
r

1
fℓ(k)

=
k

tan δℓ(k)
− ik
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1.


Equation	radiale	à	basse	énergie
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La	portée	 	d’un	potentielb
V(r)

r

−V0

b r

V(r)

• Notion	claire	pour	un	potentiel	carré	:		portée	=	b

• Pour	un	potentiel	de	type	van	der	Waals,	en	 	à	l’infini	?−Cn/rn

Paquet	d’ondes	de	taille	 	:	l’énergie	potentielle	 	sera	significative	
par	rapport	à	l’énergie	cinétique	de	confinement	 	si

σ ∼ − C6/σ6

ℏ2/mrσ2

σ ≲ RvdW

Portée		 		de	l’ordre	de	quelques	dizaines	d’Angströmsb = RvdW

RvdW ≡
1
2 (2mrC6/ℏ2)1/4
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Les	différentes	zones	spatiales	pour	l’équation	radiale

Canal	 	:ℓ

u′￼′￼+ (−
ℓ(ℓ + 1)

r2
−

2mrV(r)
ℏ2

+ k2) u = 0 u(0) = 0

Quels	sont	les	termes	dominants	quand		 		?kb ≪ 1

• on	pose	ψ(r) = χ(r) Yℓ,m(θ, φ)
• on	introduit	la	fonction	radiale	réduite	u(r) = r χ(r)

E =
ℏ2k2

2mr

Ĥψ(r) = E ψ(r)

r
0 b 1/k

1/r2 important si ` 6= 0 négligeable

V (r) important négligeable

k2 importantnégligeable

ℓ(ℓ + 1)/r2

V(r)

k2

0 b 1/k = λdB/2π
r

e±ikr ≈ 1 si kr ≪ 1

r
0 b 1/k

1/r2 important si ` 6= 0 négligeable

V (r) important négligeable

k2 importantnégligeable

ℓ ∼ 1
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Mise	en	oeuvre	pour	ℓ = 0

Cas	 	:ℓ = 0

r
0 b 1/k

1/r2 important si ` 6= 0 négligeable

V (r) important négligeable

k2 importantnégligeable

V(r)

k2

0 b 1/k
r

u′￼′￼+ (k2 −
2mrV(r)

ℏ2 ) u = 0

u′￼′￼−
2mrV(r)

ℏ2
u = 0 u′￼′￼= 0 u′￼′￼+ k2u = 0

u(0) = 0

solution	unique	(à	une 
constante	multipl.	près)

u(r) = αr + β u(r) = e−ikr − eikre2iδ0(k)

Raccordement	n°1 
qui	fixe	α/β

Raccordement	n°2 
qui	relie	 		à		 	δ0(k) α/β

kb ≪ 1
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Loi	d’échelle	pour	le	déphasage		δ0(k)

u(r) = αr + β
≈ (1 − e2iδ0) − ikr (1 + e2iδ0)

Le	raccordement	n°2	consiste	à	connecter	pour	 :kr ≪ 1
et

	 			imposéα/β
u(r) = e−ikr − eikre2iδ0

On	en	déduit	:

β
α

≈
1 − e2iδ0

−ik (1 + e2iδ0)
=

tan[δ0(k)]
k

tan[δ0(k)] ∝ k quand	k → 0

Plus	généralement,	ce	type	de	raisonnement	approché	conduit	à	[cf.	notes]:

tan[δℓ(k)] ∝ k2ℓ+1 quand	k → 0

Attention	:	validité	limitée	aux	 	petits	pour	un	potentiel	en	ℓ −Cn/rn
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2.


Diffusion	en	onde	s	(ou	p)	

longueur	(ou	volume)	de	diffusion

amplitude	de	diffusion	:	 f(k, θ) = ∑
ℓ

(2ℓ + 1) Pℓ(cos θ) fℓ(k)

≈ f0(k) [P0(x) = 1]
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La	longueur	de	diffusion	(onde	s,	 )ℓ = 0

La	loi	d’échelle		 				quand		 		conduit	à	poser:tan[δ0(k)] ∝ k k → 0

a ≡ − lim
k→0

tan[δ0(k)]
k

Ordre	suivant	dans	le	développement	de			 		en	puissances	de	 	:1/f0(k) k
1

f(k)
≈ −

1
a

− ik +
1
2

rek2 	 	portée	effectivere :

Le	lien	entre	amplitude	de	diffusion	et	déphasage
1

fℓ(k)
=

k
tan δℓ(k)

− ik
conduit	alors	à	:

1
f0(k)

≈ −
1
a

− ik ⇔ f0(k) ≈ −
a

1 + ika

σtot ≈
4πa2

1 + k2a2
≈ 4πa2

( = −
β
α

pour u(r) = αr + β)

Section	efficace	totale	:
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Diffusion	en	onde	p		( )ℓ = 1

La	loi	d’échelle	trouvée	plus	haut	s’écrit	

k → 0 : tan[δ1(k)] ∝ k3

On	définit	le	volume	de	diffusion	 v = − lim
k→0

tan[δ1(k)]
k3

Amplitude	de	diffusion	:	 f(k, θ) = 3 cos θ f1(k)

avec	
1

f1(k)
=

k
tan[δ1(k)]

− ik ≈ −
1

k2v
− ik

La	section	efficace	totale		 	varie	alors	comme		 	∝ | f1(k) |2 k4

Attention	aux	termes	de	portée	effective…



13

Etude	expérimentale	de	collisions	en	onde	s

Jaskula, Bonneau et al.

Partant	de	105	atomes	à	 ,	on	crée	deux	nuages	d’atomes

se	propageant	avec	 ,	plus	un	nuage	restant	à	 	

vz ≈ 0
vz = ± 2ℏk /m vz = 0

Expérience	de	temps	de	vol,	en	
sélectionnant	le	produit	de	la	collision	

	avec	vz = 0 vz = + 2ℏk /m

vcdm =
ℏk
m

vrel = ± ℏk
m

sweep [21]. The laser trap is then switched off and 1 !s
later the condensate is split by applying counterpropagat-
ing laser beams for 2:5 !s. These beams are blue detuned
from the 23P0 state by 600 MHz, inclined at a 7! angle to
the vertical axis and linearly polarized along the quantiza-
tion axis. About one-third of the atoms are diffracted into
each of two momentum classes traveling at "2vrec, where
vrec ¼ 9:2 cm=s is the recoil velocity. Most of the rest
remain at zero velocity. Binary collisions take place be-
tween atoms of all three velocity classes producing three
collision halos with center of mass velocities "vrec and
zero. Since the atomic spin is orthogonal to the local field,
50% of the atoms are in themx ¼ 0 state with respect to the
magnetic field axis [21], and these atoms fall to the detec-
tor, unperturbed by magnetic field gradients. The trajecto-
ries of atoms in the mx ¼ "1 states are perturbed by
residual field gradients, and we therefore apply an addi-
tional gradient that causes these atoms to miss the detector
entirely. The analysis is only focused on the collision halo
centered at þvrec [see Fig. 1(a)].

The collision halo centered at v ¼ 0 has a radius 2vrec

and is too large to be entirely captured by the detector
while the two halos centered at "vrec, with radii vrec, are
entirely detected. In addition to binary scattering events,
these two latter halos can be populated by spontaneous
photon scattering whenever an atom at v ¼ 0 scatters a
photon from one of the diffraction laser beams. The dif-
fraction efficiency depends on the product I1I2 of the two
laser intensities, while the spontaneous scattering into a
given halo depends on only one of these intensities. So to
reduce this effect we introduce an intensity imbalance in

the two laser beams such that the halo centered at þvrec is
populated by the weaker beam and contains fewer such
optically scattered atoms.
If squeezing is present, we expect a sub–shot-noise

variance in the number difference of any two diametrically
opposed volumes in the scattering halo [22]. For any other
pair of volumes, we expect a variance corresponding to
shot noise. We define the halo as a spherical shell of radius
vrec and thickness "0:15vrec. The results are only weakly
sensitive to this thickness, but as defined, it includes about
95% of the scattered atoms. We remove the areas on the
halo containing the scattered BECs. The excised regions
correspond to vertical velocities jvzj> 0:5vrec. We divide
the remainder of the halo in half at the equator and then
make p vertical cuts along the meridians, dividing the halo
intoNZ ¼ 4p equal zones, as shown in Fig. 1(b) for p ¼ 2.
We define a normalized number difference variance for
zones i and j:

Vi;j ¼
hðNi & NjÞ2i& hNi & Nji2

hNiiþ hNji
: (1)

The brackets h. . .i denote the average over the 3600 shots,
and Ni refers to the number of atoms detected in the ith
zone on a single shot. On average, we detect 150 atoms per
shot on the whole analyzed region. If the zones i and j are
uncorrelated, the normalized variance should be unity.
Figure 2 shows the measured variances of all possible pairs
of zones when the halo is cut into 16 zones. The eight pairs
of correlated zones indeed show sub-Poissonian number
differences (V < 1), and the 112 pairs of uncorrelated
zones do not.
Perfectly correlated pairs and perfect detection would

result in a zero variance. This, however, is almost unattain-
able in practice because of various imperfections, the most

FIG. 1 (color online). View of the halo after the collision of
two BECs and a subsequent ballistic expansion. (a) The experi-
mental data plotted in momentum space, with each dot corre-
sponding to a detected atom. Atoms on the collision halo are
black, while the colliding, pancake-shaped BECs at the top and
the bottom of the halo are orange/yellow. The collision axis vz

and the optical trap axis are both almost vertical. (b) Schematic
view of the analyzed part (jvzj< 0:5vrec) of the collision halo.
Here we use NZ ¼ 8 zones that are separated from each other for
better visualization. An example of two correlated zones is
shown (red arrows). The number difference between these two
zones shows sub–shot-noise fluctuations.

FIG. 2 (color online). Variance of all possible pairs of zones
for the halo cut into 16 zones and summing Ns ¼ 3600 shots.
The normalized variance is Vi;j and the error bars reflect its

standard deviation "Vi;j with "V2
i;j ¼ 1

Ns

hðNi&NjÞ4i&hðNi&NjÞ2i2
hNiþNji .

Circles correspond to the eight correlated zones and crosses to
the 112 uncorrelated ones. The two horizontal lines correspond
to the mean of each data set with a thickness given by twice the
standard deviation of the mean, considering each pair of zones as
independent.

PRL 105, 190402 (2010) P HY S I CA L R EV I EW LE T T E R S
week ending

5 NOVEMBER 2010

190402-2

Collisions	isotropes	:	densité	uniforme 
sur	toute	la	sphère	de	rayon	ℏk /m

+	corrélations	(vrel, − vrel)
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Etude	expérimentale	de	

collisions	en	onde	p

De Marco, Bohn et al.

107	atomes	de	40K	polarisés	dans	un

piège	harmonique	anisotrope

A	l’instant	 ,	on	modifie	soudainement

une	des	fréquences	du	piège

t = 0

On	mesure	le	temps	de	retour	à	 
l’équilibre	thermodynamique	sous	
l’effet	des	collisions	élastiques

1
2

mω2
αr2

α =
1
2

kBT

σtot ∝ k4 ∝ T2

α = x, y, z
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Le	rôle	central	de	la	longueur	de	diffusion

A	basse	énergie,	collisions	dans	l’onde	s	décrites	par	l’amplitude	de	diffusion

1
f(k)

≈ −
1
a

− ik +
1
2

rek2 + …

imposé	par	le	

théorème	optique

souvent 
négligeable

Deux	potentiels	de	même	longueur	de	diffusion	conduisent	
généralement	à	des	comportements	collectifs	similaires

On	cherche	donc	à	remplacer	le	potentiel	réel,	souvent	compliqué,	par	un	
potentiel	modèle	le	plus	simple	possible	de	même	longueur	de	diffusion
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3.


L’exemple	d’une	interaction	en	“puits	carré”

V(r)

r

−V0

b
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Longueur	de	diffusion	pour	le	puits	carré
V(r)

r

−V0

b
On	cherche	l’état	propre	d’énergie	nulle

ℏ2k2
0

2mr
= V0

0 E = 0
0 ≤ r ≤ b : u′￼′￼+ k2

0u = 0
b ≤ r : u′￼′￼= 0

Solution	: 0 ≤ r ≤ b : u(r) = A sin(k0r)
b ≤ r : u(r) = αr + β

Continuité	de	 	et	 	en	 	:		fournit		 		avec	:u(r) u′￼(r) r = b β/α = − a a = b −
tan(k0b)

k0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6
�10

�5

0

5

10

k0b/⇡

a/
b



0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

�1

0

1
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Etats	stationnaires	de	diffusion	 	pour	le	puits	carréℓ = 0

V(r)

r

−V0

b0

E > 0

e−ikr

−e+ikre2iδ0 En	dehors	du	puits	:
u(r) = eikr − e−ikre2iδ0(k)

∝ eiδ0(k) sin [kr − δ0(k)]
Si		 ,	alors		δ0(k) ≈ − ka u(r) ∝ sin [k(r − a)]

Noeud	en	 	pour	toutes	les	valeurs	(faibles)	de	r ≈ a k

k /k0 = 0.02
k /k0 = 0.03
k /k0 = 0.05

r/b

k0b = 0.55π

a ≈ 4.7b

Comportement	similaire	à	un	potentiel	de	coeur	dur	de	rayon	a



r/b

k /k0 = 0.02
k /k0 = 0.03
k /k0 = 0.05
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Etats	stationnaires	de	diffusion	 	(suite)ℓ = 0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6
�10

�5

0

5

10

k0b/⇡

a/
b

On	considère	le	point		k0b = 0.475π

longueur	de	diffusion	négative

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

�1

0

1

u(r) ∝ sin [k(r − a)]
noeud	commun	“virtuel”

a ≈ − 7.5b
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Les	états	liés	du	puits	carré	( )ℓ = 0
V(r)

r

−V0

b

On	doit	raccorder	 • la	solution	dans	le	puits	:		 	u(r) = A sin(k1r)

• la	solution	à	l’extérieur	du	puits	:	u(r) = B e−κr

avec	continuité	de	 	et	de	sa	dérivée	premièreu(r)

Premier	état	lié	pour	 ,	deuxième	état	lié	pour	 ,	etc.k0b = π/2 k0b = 3π/2

ℏ2k2
0

2mr
= V0

Recherche	d’états	liés	( )	:	on	pose	E < 0
ℏ2κ2

2mr
= |E |

ℏ2k2
1

2mr
= V0 + E

E
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Le	théorème	de	Levinson

Energie	des	éventuels	états	liés	:

Longueur	de	diffusion	:

0 0.5 1 1.5 2
�10

�5

0

5

10

k0b/⇡

a/
b

0 0.5 1 1.5 2
�10

�5

0

k0b/⇡
E

(h̄
2
/2
m

rb
2
)

Divergence	de	la	longueur	de	diffusion	à	l’apparition	de	chaque	nouvel	état	lié

V(r)

r

−V0

b

ℏ2k2
0

2mr
= V0
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Everything should be made as simple as possible, but no simpler

Einstein

4.


Modélisation	de	l’interaction	

par	un	potentiel	de	contact	ḡ δ(r)



Potentiel	de	contact	en	point	de	vue	position

Parfaitement	légitime	sur	le	plan	mathématique	à	1D:	

̂V [ψ(x)] = ḡ ψ(0) δ(x), ḡ réel	positif	ou	négatif

Quid	à	3D	? ̂V [ψ(r)] = ḡ ψ(0) δ(r)

Retour	sur	l’équation	intégrale	de	la	diffusion	:

ψk(r) = eik⋅r + ∫ 𝒢(+)
0 (r − r′￼) ̂V [ψk(r′￼)] d3r′￼ 𝒢(+)

0 (r) = −
mr

2πℏ2

eikr

r

= eik⋅r −
ḡmr

2πℏ2

eikr

r
jusqu’ici,	tout	va	bien…

On	considère	le	développement	de	Born	en	puissance	de	 	:ḡ

à	l’ordre	1:	 ψk(r) = eik⋅r + ∫ 𝒢(+)
0 (r − r′￼) ̂V [eik⋅r′￼] d3r′￼

= eik⋅r + ∫ 𝒢(+)
0 (r − r′￼) ḡ δ(r′￼) d3r′￼
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Potentiel	de	contact	en	point	de	vue	position	(2)

Ordre	2	du	développement	de	Born	:

ψk(r) = eik⋅r −
ḡmr

2πℏ2

eikr

r
+ ∫ 𝒢(+)

0 (r − r′￼) ̂V [ ḡmr

2πℏ2

eikr′￼

r′￼ ] d3r′￼ + 𝒪(ḡ3)

̂V [ψ(r)] = ḡ ψ(0) δ(r)avec	:

On	doit	faire	agir	la	distribution	de	Dirac	sur	une	fonction	qui	diverge	en	r = 0

Problème	mathématiquement	mal	défini	…

Ordre	1	du	développement	de	Born	:

ψk(r) = eik⋅r −
ḡmr

2πℏ2

eikr

r
+ 𝒪(ḡ2)
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Potentiel	de	contact	en	point	de	vue	impulsion

Matrice	de	transition	 ̂T(E) :

̂T(E) = ̂V + ̂V
1

E − Ĥ0 + i0+

̂V + …, E =
ℏ2k2

2mr
.

Elément	de	matrice	de	 	entre	deux	états	d’impulsion	bien	définie	?̂T(E)

ordre	1	en	 	:ḡ ⟨q1 | ̂T(E) |q2⟩ = ⟨q1 | ̂V |q2⟩ = ḡ∫ e−iq1⋅r δ(r) eiq2⋅r d3r = ḡ .

jusqu’ici,	tout	va	bien	(bis	repetita)

ordre	2	en	 	:ḡ ⟨q1 | ̂T(E) |q2⟩ = ḡ +
ḡ2

(2π)3 ∫
1

E − ε(q) + i0+
d3q ε(q) =

ℏ2q2

2mr

mais			 					est	divergente	en	 	…ℐ(E) =
1

(2π)3 ∫
1

E − ε(q) + i0+
d3q q = ∞
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Potentiel	de	contact	en	point	de	vue	impulsion	(2)

On	oublie	pour	l’instant	le	caractère	divergent	de	 	ℐ(E)

Le	développement	de	Born	à	l’ordre	2	s’écrit ⟨q1 | ̂T(E) |q2⟩ = ḡ + ḡ2ℐ(E)

et	se	généralise	à	tous	les	ordres	comme	

⟨q1 | ̂T(E) |q2⟩ = ḡ {1 + ḡ ℐ(E) + [ḡ ℐ(E)]2 + …} =
ḡ

1 − ḡ ℐ(E)

Pour	donner	un	sens	à	 ,	on	impose	une	coupure	à	grand	momentℐ(E)

ℐ(E) = −
mr

π2ℏ2 ∫
qmax

0

q2

q2 − k2 − i0+
dq = −

mr

π2ℏ2 (qmax + i
πk
2 )

Retour	à	l’amplitude	de	diffusion	:	 f(k, k′￼) = −
mr

2πℏ2
⟨k′￼| ̂T |k⟩

1
f(k)

= −
2πℏ2

mrḡ
−

2qmax

π
− ik qui	est	bien	du	type	−

1
a

− ik
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Comment	mener	des	calculs	avec	cette	coupure	?

Exemple	:	correction	de	Lee-Huang-Yang	dans	le	cadre	de	l’approx.	de	Bogoliubov

• On	connaît	la	longueur	de	diffusion	 ,	et	le	couplage	“physique”	associé	:a g =
2πℏ2a

mr
• On	modélise	le	potentiel	d’interaction	par	 ,	avec	 	couplage	“nu”				ḡ δ(r) ḡ

• On	tronque	les	intégrales	sur	 	divergentes	à	une	valeur	 	en	imposantq qmax

1
a

=
2πℏ2

mrḡ
+

2qmax

π
1
g

=
1
ḡ

+ Qmax Qmax =
mrqmax

π2ℏ2

• On	mène	les	calculs	à	un	ordre	donné	en	 	que	l’on	remplace	ensuite	par	:ḡ

ḡ =
g

1 − gQmax
≈ g(1 + gQmax + …)

Le	résultat	final	ne	doit	dépendre	que	du	couplage	physique	 	et	pas	de	g Qmax

ḡ
2 ∑

q1,q2,q

̂a†
q1+q ̂a†

q2−q ̂aq2
̂aq1
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5.


Le	pseudo-potentiel
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Le	but	recherché

On	souhaite	garder	la	simplicité	de			 	agissant	sur	une	fonction	régulière,


mais	on	souhaite	effacer	la	divergence	qui	apparaît	quand	on	agit	sur	

g δ(r)
1
r

On	pose	: ̂Vpp [ψ(r)] = g δ(r)
∂
∂r [rψ(r)]

r=0

Pour	une	fonction	du	type			 ,	on	trouve	ψ(r) =
α
r

+ ψreg(r) ̂Vpp [ψ(r)] = g ψreg(0) δ(r)

Par	exemple	: ̂Vpp [ eikr

r ] = ik g δ(r)

vient	donner	un	sens	aux	termes	du	développement	de	Born

Huang & Yang
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Retour	sur	le	développement	de	Born

ψk(r) = eik⋅r −
gmr

2πℏ2

eikr

r
+ ∫ 𝒢(+)

0 (r − r′￼) ̂V [ gmr

2πℏ2

eikr′￼

r′￼ ] d3r′￼ + 𝒪(ḡ3)

Avec	le	potentiel	de	contact	 ,	les	problèmes	apparaissaient	à	l’ordre	2	:	g δ(r)

= eik⋅r −
gmr

2πℏ2

eikr

r
+

gmr

2πℏ2
(ikg)∫ 𝒢0(r − r′￼) δ(r′￼) d3r′￼ + 𝒪(ḡ3)

= eik⋅r −
gmr

2πℏ2

eikr

r
+ ik ( −gmr

2πℏ2 )
2 eikr

r
+ 𝒪(ḡ3)

Tous	les	termes	du	développement	auront	la	même	structure	en	eikr /r

On	pose			 	et	on	obtient	l’état	stationnaire	de	diffusiona ≡
gmr

2πℏ2

ψk(r) = eik⋅r − a [1 − ika + (−ika)2 + …] eikr

r
= eik⋅r −

a
1 + ika

eikr

r



31

Remarques	sur	cet	état	stationnaire	de	diffusion

ψk(r) = eik⋅r −
a

1 + ika
eikr

r

L’amplitude	de	diffusion			 			est	isotropef(k) = −
a

1 + ika
Le	pseudo-potentiel	diffuse	uniquement	dans	l’onde	s	

vérification	immédiate	que	c’est	un	état	propre	de	 	Ĥ

On	retrouve	bien
1

f(k)
= −

1
a

− ik

• La	longueur	de	diffusion	est	 a =
gmr

2πℏ2

• La	partie	imaginaire	est	celle	imposée	par	le	théorème	optique

• La	portée	effective	est	strictement	nulle

La	forme	trouvée	pour	 	est	valable	 	(pas	seulement	asymptotique)	ψk(r) ∀r ≠ 0

Comportement	au	voisinage	de	r = 0 : ψk(r) = −
a

1 + ika [ 1
r

−
1
a

+ 𝒪(r)]
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Etat	lié	du	pseudo-potentiel

Rappel	:	lien	entre	les	pôles	de	l’amplitude	de	diffusion	et	les	états	liés	de	 	Ĥ

ψk(r) = eik⋅r −
a

1 + ika
eikr

r

Ici,	l’amplitude	de	diffusion	a	un	pôle	unique	en	kp = i/a

Conduit	possiblement	à	un	état	lié	:				 		si	ψlie ∝
e−r/a

r
a > 0

a =
gmr

2πℏ2

On	vérifie	explicitement	que	cet	état	est	bien	état	propre	de	 	avec	l’énergieĤ

E =
ℏ2k2

p

2mr
= −

ℏ2

2mra2

Comportement	à	l’origine	de	l’état	lié	:	 ψlie ∝
1
r

−
1
a

+ 𝒪(r)

pour	a > 0
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Le	comportement	à	l’origine	des	fonctions	d’onde

Avec	 ,	on	voit	apparaître	des	fonctions	variant	comme	 	à	l’origine	:	nouveauté	!	̂Vpp
1
r

Si	le	potentiel	est	régulier	en	 	ou	varie	lui-même	comme	 	(Coulomb),	alors	:r = 0 1/r
ψ(r) = β0 + 𝒪(r)

Que	penser	de	 	?ψ(r) ∝ 1/r

• de	carré	sommable	:	 ∫ ( 1
r )

2

d3r = ∫ ( 1
r )

2

4πr2 dr est	convergente	en	0

• En	présence	de	 ,	tous	les	états	propres	(libres	ou	lié)	s’écrivent̂Vpp

ψ(r) ∝
1
r

−
1
a

+ 𝒪(r)
β−1

r
+ β0 + 𝒪(r)

β−1 = − aβ0avec

Changement	(pas	un	agrandissement	!)	du	domaine	des	fonctions	d’onde



La	condition	aux	limites	de	Bethe-Peierls

Deux	points	de	vue	équivalents	sur	le	même	système

• Utiliser																																												comme	on	a	fait	ici	Ĥ = −
ℏ2

2mr
∇2 + ̂Vpp

On	en	déduit	la	forme	des	fonctions	propres	autour	de	l’origine	:	 	
1
r

−
1
a

qui	doit	donc	être	vérifiée	pour	toute	fonction	d’onde	physiquement	acceptable

• On	impose	d’emblée	le	comportement																																													à	toutes																															ψ(r) ∝
1
r

−
1
a

+ 𝒪(r)
les	fonctions	d’onde	pouvant	décrire	le	système

La	seule	énergie	pertinente	est	alors	l’énergie	cinétique	: Ĥ0 = −
ℏ2

2mr
∇2

A	rapprocher	du	traitement	du	puits	carré	1D:

0 L 0 L

cf. Werner & Castin

Ĥ = Ĥ0 + ̂V

V(x)
Ĥ = Ĥ0

ψ(0) = ψ(L) = 0
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En	résumé

Loi	de	variation	de	l’amplitude	de	diffusion	en	onde	s	(et	p)	à	basse	énergie

onde	s	et	longueur	de	diffusion:
1

f(k)
≈ −

1
a

− ik ⇔ f(k) ≈ −
a

1 + ika

Validation	sur	des	potentiels	modèles

• Puits	carré

0 0.5 1 1.5 2
�10

�5

0

5

10

k0b/⇡

a/
b

Théorème	de	Levinson

• Le	potentiel	de	contact	et	sa	régularisation	sous	forme	de	pseudo-potentiel

Formulation	en	terme	de	

condition	aux	limites	(Bethe-Peierls)

ψ(r) ∝
1
r

−
1
a

+ 𝒪(r)

Bien	adaptée	au	passage	vers	le	problème	à	N	corps


