Chapitre 4

Condensation et superfluidité dans un réseau
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Nous avons étudié dans les chapitres précédents la superfluidité des
gaz de Bose homogenes, en absence de potentiel extérieur. Nous abordons
maintenant un autre volet de la superfluidité des gaz d’atomes froids, por-
tant sur le comportement du fluide en présence d’un réseau périodique.
Cette étude va notamment nous permettre d’étudier la célébre transition
de phase quantique entre l'état superfluide et un état isolant de Mott, tran-
sition mise en évidence sur des atomes froids par Greiner, Mandel, et al.
(2002).

Notre point de départ sera 1’état superfluide, décrit par une approche
de Gross-Pitaevskii similaire a celle utilisée dans le cours 3. Nous décrirons
quelques expériences qui ont montré que la présence d"un potentiel pério-
dique de réseau peut déstabiliser un courant permanent et briser la super-
fluidité. Cela nous conduira a la transition de phase superfluide-isolant;
cette transition, initialement étudiée par Fisher, Weichman, et al. (1989)
dans un contexte de matiere condensée, a été transposée aux atomes froids
par Jaksch, Bruder, et al. (1998). Elle est désormais devenue emblématique
de la possibilité qu’offrent les systemes d’atomes froids d’atteindre des
états fortement corrélés.

Nous aborderons cette transition superfluide — isolant de Mott par plu-
sieurs approches, d’abord pour un gaz uniforme dans ce chapitre, puis
pour un gaz confiné dans un piege harmonique dans le cours prochain.
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1 Lalimite des liaisons fortes

Nous commencgons ce chapitre par quelques rappels sur la description
quantique du mouvement d’une particule dans un potentiel périodique
V(7). Nous renvoyons le lecteur recherchant une description plus détaillée
au cours 2012-13.

1-1 Le théoréme de Bloch

Nous considérons des atomes en mouvement dans un potentiel pério-
dique V(r), de période spatiale a, créé par exemple par une onde lumi-
neuse stationnaire. En exploitant la périodicité spatiale du potentiel, on
montre que I'on peut chercher les états propres de '’hamiltonien a une par-
ticule

S
H= Wi + V(#) (1)
sous forme d’ondes de Bloch
Ynq(r) = €97 u, 4(r) d’énergie E,(q). )

Indiquons sans démonstration quelques propriétés de ces ondes de
Bloch, en prenant le cas d"un réseau cubique.

— La fonction u,, 4(r) est périodique sur le réseau.

— L’indice entier n = 0,1, 2, ..., appelé indice de bande, sert a classer les
énergies par ordre croissant a g donné.

— le vecteur g, appelé vecteur de Bloch ou quasi-moment, peut étre choisi
dans la zone de Brillouin
m s
——<q < — avec j=ux,¥,z%. 3
a a
Cette restriction permet d’éviter tout comptage multiple, puisque les
ondes de Bloch associées a (n,q) eta (n,q + Q), ou Q est un vecteur
de coordonnées multiples de 27/a coincident, & un facteur de phase
pres.
— Quand q varie sur I'étendue de la zone de Brillouin, le segment décrit
par l'énergie E,,(q) est appelé bande d’énergie.

Cours 4

Un exemple de bandes d’énergies est donné en figure 1 pour le pro-
bléme unidimensionnel V (z) = V; sin®(kz). Les énergies E,,(q) y sont tra-
cées en unité de I'énergie de recul

2.2
Er:hk‘

Y (4)
qui est I’échelle d’énergie naturelle pour une particule de masse m en mou-
vement dans ce potentiel de période spatiale a = 7 /k.

Nous avons utilisé sur la figure 2 une autre représentation des bandes
d’énergie, appelée schéma de zone répétée, pour laquelle chaque état figure
plusieurs fois. Ce schéma nous sera utile un peu plus loin quand nous étu-
dierons les instabilités d’un condensat en mouvement dans un réseau.

1-2 Fonctions de Wannier

Les ondes de Bloch forment une base de fonctions qui représentent pour
un réseau 1’équivalent des ondes planes pour I'espace libre. Il est tres utile
d’introduire une autre base de fonctions orthogonales, les fonctions de Wan-
nier, qui pour un choix convenable de la phase des ondes de Bloch, sont
localisées au voisinage des minima locaux du réseau r; = aj, repérés par
le triplet d’entier j = (ju, jy, jz)-

Plagons-nous a une dimension pour simplifier les notations, le retour a
3D se faisant sans difficulté. Les fonctions de Wannier associées a la bande
n s’écrivent :

wnste) = (5) " [ vty g ®

% —7/a

Il est immédiat de montrer a partir de la définition (5) que les fonctions de
Wannier w, ; se déduisent les unes de autres (a » donné) par translation :

wn,0(z = ja) = wn,;j(z). (6)

Il suffit donc de caractériser les fonctions de Wannier w, ¢(z) pour les
connaitre toutes.

La définition des fonctions de Wannier dépend de la phase que l'on
donne a chaque onde de Bloch, cette phase étant a ce stade arbitraire. Pour
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FIGURE 1. Premieres bandes d'énergie E,,(q) (unité E, = h?k?/2m), en fonction
de q/k pour un potentiel V(z) = Vi sin®(ka). De gauche a droite, et de haut en
bas: Vo /E, =(0,0.5,1);(2,4,8);(12,16,20). Le rectangle grisé représente la zone
d’énergie inférieure a la hauteur du potentiel V.

Cours 4
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FIGURE 2. Représentation en bande étendue. Chaque état 1, 4 figure plusieurs
fois dans ce schéma, qui présente l'intérét de montrer de maniére intuitive les
transferts d’impulsion possibles (voir par exemple la figure 7). Le potentiel vaut
Viz)=V sin2(k;x) avec Vy = 4 E,. Les courbes pointillées représentent le résul-
tat obtenu pour Vo = 0 (particule libre).

un potentiel symétrique par réflexion et pour des bandes d’énergie I,, dis-
jointes, Kohn (1959) a montré qu’il y a un choix unique pour cette phase
qui garantit que la fonction de Wannier (i) est réelle, (ii) est paire ou im-
paire vis-a-vis de # = 0 ou = a/2, (iii) décroit exponentiellement vite a
I'infini.

La fonction de Wannier associée au site j = 0 et a la bande n = 0,
wo,0(x)), est tracée sur la figure 3 pour plusieurs valeurs de I'amplitude
Vo du potentiel sinusoidal V (x) = V; sin®(kx). Dans la suite, nous utilise-
rons une expression approchée pour cette fonction de Wannier de la bande
fondamentale wy o(z). Cette expression est obtenue en remplagant le po-
tentiel V' (z) au voisinage de ses minima par une fonction quadratique, i.e.
V(z) ~ Vok*z? autour de z = 0. Elle consiste a prendre pour wqo(z) la
fonction d’onde de 1’état fondamental dans ce potentiel harmonique :

1 22 /942 [ h
wO,O((E) ~ W e /2acn aveC Qaoh = E7 hw = 24/ V()Er.
o
@)
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Fonctions de Wannier pour la bande fondamentale

FIGURE 3. Fonctions de Wannier wg,o(x) pour la bande n = 0 et le site j = 0
en fonction de x/a = kx/m pour le potentiel périodique V(z) = Vpsin®(kx).
De gauche a droite, et de haut en bas : Vo /E, =(0, 0.5, 1); (2, 4, 8); (12,16,20).
Les pointillés indiquent la fonction de Wannier pour la méme bande n = 0, mais
décalée d'un site (wo,—1(z)).

Cours 4

1-3 L’hamiltonien de Hubbard

En utilisant la base des fonctions de Wannier, on peut réécrire ’hamil-
tonien de départ comme une somme d’opérateurs de saut faisant passer
la particule de la fonction de Wannier w,, ; a une autre fonction de Wan-
nier w, ;;, correspondant a la méme bande n mais a un autre site j'. Le
probleme est alors entierement caractérisé par la donnée des éléments de
matrice de saut J,,(j — 7).

Dans le cas d'un potentiel de forte modulation, on peut souvent se limi-
ter a des états qui appartiennent a la bande fondamentale. Ceci correspond
a une diminution considérable de I'espace de Hilbert et permet de sim-
plifier fortement les notations et les calculs. Plagons-nous donc dans cette
approximation et supposons de plus que I'élément de matrice J,—o(j = 1)
(entre proches voisins) est le seul a prendre des valeurs significatives.

En posant
J=—Jn=0(j =1), (8)
dont on peut montrer qu’il est toujours positif ou nul pour un réseau sta-
tique, I’'hamiltonien est alors trés simple

H=—J (T+TT) )
o1 T est I'opérateur qui translate la particule dun site vers la droite :
T =" |wjy){wl. (10)
JEL

Nous avons noté les fonctions de Wannier w; = wy ; puisque nous limitons
notre espace de travail a la bande n = 0. Nous utiliserons également une
écriture du méme hamiltonien en seconde quantification :

H=-J) bl,b + he, (11)
J

ol IA);r crée une particule sur le site j avec la fonction d’onde w;(x).

Dans ce modeéle de Hubbard 1D, représenté graphiquement sur la fi-
gure 4, les états de Bloch et leur énergies sont

[ea) =D _ eV wy),  Elq) = ~2J cos(aq). (12)
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FIGURE 4. Représentation graphique du modele de Hubbard 1D décrit par I’ha-
miltonien (11) a gauche, et spectre correspondant a droite (cf. eq. (12)).

La bande fondamentale a pour largeur 2z.J, olt z désigne le nombre de
proches voisins d'un site donné (z = 2 a une dimension). Ce résultat se
transpose sans difficulté a 2D et a 3D, avec z = 4 pour un réseau carré et
z = 6 pour un réseau cubique.

Pour un réseau sinusoidal, on montre qu'une valeur approchée du co-
efficient tunnel J dans la limite Vy > FE, est

J 4 (VP Vo\ 12
E%\/Tr(EO> exp | —2 <EO> . (13)

1-4 Interactions dans le réseau

Comme dans le chapitre 3, nous nous limiterons ici a des interactions
de contact entre atomes. Dans le cas 1D, ’hamiltonien d’interaction s’écrit

g
Hint - 5 Z 6(xn - xn’)a (14)

n,n'#n

ot la somme porte sur les N (N —1)/2 paires formées & partir des N atomes
présents, et ol z,, désigne la position de ’atome n. La constante g décrit la
force des interactions.

Des que la profondeur du réseau devient suffisante (typiquement 10E;),
cette interaction de contact ne joue un rdle significatif que si les deux
atomes de la paire considérée occupent la méme fonction de Wannier, le

Cours 4

recouvrement spatial entre deux fonctions de Wannier associées a deux
sites différents devenant négligeable. L'écriture de H,,¢ est alors considé-
rablement simplifiée, surtout si on adopte une écriture de seconde quanti-
fication. Il ne reste plus que les termes décrivant I'interaction sur site et le
résultat s’écrit dans le cadre de I'approximation de Hubbard :

. U o
Hint ~ E zj:nj (nj - l)a (15)

ol on a introduit 1’opérateur nombre de particules sur le site j, 7; = Bji)j
L'énergie U est I'énergie a fournir pour mettre deux atomes sur le méme
site;; elle s’écrit explicitement a partir de la fonction de Wannier associée a
la bande fondamentale n = 0 et a un site donné, j = 0 par exemple

oll nous avons utilisé ’approximation gaussienne (7) pour la fonction de
Wannier de la bande fondamentale.

Les calculs ci-dessus ont été menés pour un réseau 1D. Ils se transposent
directement au cas 3D pour un réseau cubique et on obtient

(3D) 9(3D)
U = —. 17
(V27 aon)? 17
Si on exprime le couplage g(*P) en terme de la longueur de diffusion aq
4 2
g(3D) - M, (18)
m

I'énergie sur site U(®P) se met alors sous la forme

U(SD) 8 Vi 3/4
7 =\ kaa (EO) (19)

que nous allons maintenant commenter.

Ordres de grandeurs. Discutons les valeurs des deux coefficients impor-
tants pour décrire la dynamique du gaz dans le réseau dans le régime de
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Hubbard, J et U. Nous ferons cette discussion dans le cas 3D puisque nous
avons l'expression explicite (19) a notre disposition. En dehors d"une réso-
nance de Feshbach, la longueur de diffusion a une échelle nanométrique
(3nm pour **Na, 5nm pour 8"Rb). Puisque la lumiere utilisée pour le ré-
seau a une longueur d’onde A micrométrique, le produit kaq = 2maq/\ est
petit, entre 1072 et 107!, La fréquence E,/h associée a l'énergie de recul
varie de quelques kHz a quelques dizaines de kHz, selon qu’on considere
des atomes de masse élevée (Rb par exemple) ou des atomes plus légers
(Li par exemple).

Le produit V5 / E; ne dépasse en général pas quelques dizaines : au dela
de cette valeur, I'effet tunnel entre sites devient completement négligeable
et le réseau n’est plus qu'une collection de pieges indépendants. Le coef-
ficient UGP) évalué a partir de (19) est donc généralement de 1'ordre de
I’énergie de recul, ou plus petit par un ou deux ordres de grandeur. !

Le coefficient tunnel J quant a lui est de l'ordre de E, pour des ré-
seaux peu profonds (Vp ~ E.) et il décroit exponentiellement vite [cf. (13)]
quand on augmente le rapport V;/E,. On peut donc passer continument
du régime dominé par I’énergie cinétique J > U au régime dominé par
les interactions J < U : c’est ce qui fait tout l'intérét des réseaux optiques
pour I'étude des phénomenes a N corps (Jaksch, Bruder, et al. 1998).

2 Superfluidité et vitesse critique dans un réseau

Des que les études expérimentales sur la superfluidité ont pu étre me-
nées avec des condensats atomiques, la question s’est posée de savoir si
cette superfluidité était maintenue en présence d'un potentiel. Avant de
décrire de maniere précise la disparition complete de la superfluidité pour
un rapport U/J assez grand, nous allons dans ce paragraphe nous intéres-
ser a ce qui peut arriver a un condensat en mouvement dans un réseau.
Nous allons montrer qu'une instabilité dynamique peut se produire des
que la vitesse du condensat dépasse une vitesse critique, directement re-
liée a la vitesse de recul v, = iik/m.

1. Tl est important que Un;(n; — 1)/2 reste petit devant w = 2+/Vp E; pour que la res-
triction a la bande fondamentale soit 1égitime.

Cours 4
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FIGURE 5. Taux de perte pour un condensat en mouvement dans un réseau op-
tiqgue 1D de faible profondeur Vi, = 0.2 E,. Pour un quasi-moment supérieur i
0.5¢qp (avec qp = k) , une instabilité dynamique apparait et le condensat dis-
parait rapidement. Cette expérience a été menée avec un condensat de rubidium
au repos dans un piege magnétique. On superpose a ce condensat un réseau op-
tique a A\ = 820 nm, et ce réseau est mis en mouvement en décalant les fréquences
d’une onde progressive par rapport i l'autre. Cette situation est équivalente i celle
considérée dans le texte de ce chapitre si 'on se place dans le référentiel du réseau.
Figure extraite de Fallani, De Sarlo, et al. (2004).

2-1 Etudes expérimentales

La premiere mise en évidence d'une instabilité pour un condensat en
mouvement dans un réseau a été obtenue par Fallani, De Sarlo, et al. (2004)
(voir figure 5). Cette instabilité a été obtenue avec un réseau de faible pro-
fondeur, V) = 0.2 E,. Rien de particulier ne se passe pour une vitesse re-
lative entre le réseau et le nuage inférieure a la vitesse critique ~ 0.5 v,
ol v; désigne la vitesse de recul hk/m. En revanche, au dessus de cette vi-
tesse critique, le gaz est fortement chauffé, signature d'une instabilité dy-
namique sur laquelle nous allons revenir.

Cette expérience a ensuite été reprise et généralisée par Mun, Medley,
et al. (2007), qui ont étudié pour le cas d'un réseau plus profond, comment
la vitesse critique diminue quand on varie la valeur relative de la force
des interactions par rapport a l'effet tunnel entre puits adjacents. Le résul-
tat essentiel est représenté sur la figure 6. Pour des interactions faibles, on
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FIGURE 6. Variation de la vitesse critique pour un condensat d’atomes de rubi-
dium placé dans un réseau en mouvement (A = 1064 nm), le réseau étant 1D ou
3D selon les points. Ce résultat montre la continuité entre le phénomene d’insta-
bilité dynamique mesuré pour de faibles interactions et la transition superfluide-
isolant (vitesse critique nulle) pour des interactions suffisamment fortes. Le pa-
rametre v est défini comme uw = U/J et u. = 342 =+ 2.0 (obtenu pour
Vo = 13.5 Ey). Le régime étudié correspond a un remplissage i = 1 atome par
site. Figure extraite de Mun, Medley, et al. (2007).

retrouve le résultat de Fallani, De Sarlo, et al. (2004): la vitesse critique est
environ 0.5 v,. Quand la force des interactions augmente, la vitesse critique
diminue. Elle s’annule quand le potentiel d'interaction U atteint une valeur
critique U, ce qui signifie que le gaz n’est alors plus superfluide.

Dans la suite de ce paragraphe, nous nous proposons d’analyser la pre-
miere instabilité, se produisant pour des interactions relativement faibles,
a la vitesse 0.5 v,. Nous passerons ensuite a la perte compléte de superflui-
dité observée pour des interactions plus fortes, c’est-a-dire la transition su-
perfluide - isolant de Mott. Pour ne pas allonger trop la discussion, nous ne
chercherons pas a décrire la totalité de la courbe d’instabilité de la courbe
de la figure 6, mais simplement ses points extrémes. Pour une analyse dé-
taillée de I’ensemble de cette transition, nous renvoyons le lecteur intéressé
vers l'article de Altman, Polkovnikov, et al. (2005).

Cours 4
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FIGURE 7. Bande fondamentale pour le potentiel V (z) = Vy sin® (kpx) avec Vo =
E.. On a adopté ici le schéma de « zone répétée ». Un condensat atomique de quasi-
moment qo peut donner naissance de maniére résonnante a deux nuages de quasi-
moments gy et go [figure adaptée de Hilligsoe & Meolmer (2005)].

2-2  Vitesse critique dans un réseau (limite U — 0)

Dans ce paragraphe, nous nous proposons de rendre compte de ma-
niére qualitative de l'instabilité dynamique mesurée par Fallani, De Sarlo,
et al. (2004) dans un réseau de faible profondeur, quand la vitesse des
atomes est ~ 0.5v,. Cette instabilité a été expliquée initialement par Wu
& Niu (2001) [voir aussi Wu & Niu (2003)]; cette interprétation a ensuite
été reprise et approfondie par Hilligsee & Melmer (2005), article dont nous
avons extrait la figure 7.

Cette interprétation est fondée sur la relation de dispersion d'une par-
ticule dans le réseau. Alors que cette relation de dispersion dans 'espace
libre est convexe (E = p?/2m), elle devient plus «riche » : dans un réseau.
En particulier, la concavité de la relation s’inverse aux bords de bande (voir
par exemple la figure 1). Il est alors possible de trouver des quasi-moments
¢o qui autorisent la transition :

qo +qo — q1 + g2, (20)

les quasi-moments gy étant toujours tels que |qo| > k/2 [cf. 1a figure 5 de Wu
& Niu (2003)]. Ce processus correspond a une collision entre deux atomes
du condensat se déplacant initialement avec le quasi-moment ¢, et finis-
sant avec les quasi-moments g; et ¢, tels que I'impulsion et 1’énergie sont
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conserveées :
2E(q0) = E(q1) + E(g2). (21)

Dans le plan (g, E), cette double conservation impulsion-énergie se produit
si les trois points (qo, Eo), (¢1, E1), (g2, E2) sont alignés, avec (go, Ey) au mi-
lieu des deux autres. Notons que nous utilisons ici le schéma de « zone ré-
pétée » pour représenter la bande d’énergie fondamentale. En fait, le point
q1 est en dehors de la zone de Brillouin; il correspond donc a des atomes
dont le quasi-moment (au sens habituel) vaut ¢g; — 2k, ot k est le nombre
d’onde du laser servant a créer le réseau. 2

Les opticiens reconnaitront dans ce processus 1'équivalent du mélange
a quatre ondes en présence d’accord de phase. Il a d’ailleurs été utilisé
en tant que tel dans plusieurs expériences, comme par exemple Campbell,
Mun, et al. (2006) et Bonneau, Ruaudel, et al. (2013). Plus généralement, il
s’agit d"un processus paramétrique qui va vider rapidement le mode ¢ du
condensat pour peupler les modes g; et g2. En principe, on pourrait s’at-
tendre & observer une oscillation cohérente de type Rabi (qo, g0) < (g1, g2)
comme prédit par Hilligsee & Molmer (2005). En pratique, cette oscilla-
tion n’a pas été vue dans les expériences de Fallani, De Sarlo, et al. (2004),
probablement du fait de déphasages incontrdlés des modes ¢1, go.

2-3 Vitesse critique dans un réseau (liaisons fortes)

Dans ce paragraphe, nous allons approfondir ’étude de I'instabilité dy-
namique apparaissant pour un condensat en mouvement dans un réseau
en prenant en compte de maniére quantitative les interactions. Pour pou-
voir mener les calculs de maniére analytique, nous allons limiter notre ana-
lyse au cas de ’hamiltonien de Hubbard, valable pour un réseau suffisam-
ment profond. Cette approche a été développée initialement par Wu & Niu
(2003) et Smerzi, Trombettoni, et al. (2002). L’article de Wu & Niu (2003)
présente par ailleurs des résultats numériques obtenus en dehors de ce ré-
gime des liaisons fortes.

2. Dans le cas d'un réseau faible, la relation de dispersion pour la bande fondamentale en
schéma de bande étendue est trés proche d’une série de paraboles F(q) = h?(q — 2jk)%/2m
avec j entier (voir les courbes pointillées de la figure 2). On peut alors vérifier analytiquement
que ce type de processus est possible pour pratiquement tout quasi-moment g de la premiere
zone de Brillouin tels que |go| > k/2.

Cours 4

Pour aller au dela de I'image de la figure 7, dans laquelle on utilise le
spectre a une particule, nous allons procéder comme pour le gaz de Bose
homogeéne. Nous allons partir de la solution stationnaire de 'équation de
Gross—Pitaevski et étudier la stabilité de cette solution. Dans le cas du gaz
de Bose homogene, nous avions trouvé que ces solutions présentaient une
instabilité thermodynamique (critere de Landau) quand la vitesse de la
solution stationnaire de départ était supérieure a la vitesse du son : des
énergies négatives apparaissaient dans le spectre des excitations. Ici, nous
allons rencontrer une instabilité plus forte, de nature dynamique, se tradui-
sant par des énergies avec une partie imaginaire non nulle. Ceci entraine la
croissance exponentielle de toute déviation, méme tres faible, par rapport
a I'état stationnaire exact.

Hamiltonien de Bose-Hubbard et fonctions d’essai. Pour simplifier
notre analyse, nous allons faire un traitement 1D en utilisant ’hamiltonien
de Hubbard a une particule (11), auquel nous ajoutons le terme décrivant
I'interaction sur site (15) :

N
H=-J <E;+1I;j + h.c.) +

j=1

vo|

N
> (1), (22)
j=1

La recherche du spectre et des états propres (approchés) de cet hamilto-
nien va nous occuper dans l’essentiel de la suite de ce chapitre. Pour cette
recherche, nous allons d’abord faire des hypotheéses fortes concernant I'état
du gaz |¥) dans le réseau, qui sont justifiées par la relative simplicité des
calculs auxquels elles conduisent. Dans la suite, nous affaiblirons progres-
sivement ces hypotheéses, mais posons pour l'instant que :

— L’état |¥) est un état factorisé entre les N; sites :
Ns
@) =T lvy)- (23)
j=1

Ceci exclut en particulier les états présentant des corrélations entre
sites, comme par exemple pour une situation a Ny = 2 sites et N, = 2
atomes : (|2,0) +10,2)) /v/2.
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CONDENSATION ET SUPERFLUIDITE DANS UN RESEAU

§2. Superfluidité et vitesse critique dans un réseau

— Chagque |#;) est lui-méme un état cohérent 3, c’est-a-dire un état propre
de l'opérateur G; avec la valeur propre complexe ;. Comme on étu-
die un probleme de stabilité temporelle, chaque coefficient 1; est lui-
méme dépendant du temps.

On montre dans l'appendice de ce chapitre que ces deux hypotheses
reviennent a poser que l'état a IV, atomes est une fonction de Hartree :

Oy, (r1,...,TN,) =P(r1)...0(rN,) (25)

avec la fonction d’onde a un corps normalisée qui se développe sur les
fonctions de Wannier w;(z) associées aux N; sites

N, N.
o(r) =) & wi(r), D 1ol =1, (26)
Jj=1 j=1
et le lien entre 'amplitude 1; de 1’état cohérent et cette fonction d’onde :

¥; = /Nu ¢;. (27)

Dans ces conditions, I'équation de Gross-Pitaevskii sur le réseau s’écrit
ihay = =J (Yje1 + 1) + U [o51° 4. (28)

Dans le cas sans interaction, nous avons déja donné les états propres de
cet hamitonien : ce sont les états de Bloch (12) correspond a :

Y =o€ avec FE(q) = —2J cos(aq). (29)
L'évolution temporelle de v,(t) est alors simplement

P;(t) = 1o elliar—w (@] avec hw(q) = E(q) = —2J cos(aq).  (30)

En présence des interactions, il est immédiat de vérifier que ces ondes
de Bloch restent des solutions stationnaires, le seul changement étant le dé-
placement de leur énergie par une quantité proportionnelle a I’lamplitude
1o de I'onde (choisie réelle par convention) :

P;(t) = g elliaa—w (@] avec hw(q) = —2J cos(aq) +Uy2.  (31)

3. Pour rappel, un état cohérent |c) est un état propre de b avec la valeur propre o :

o) = 712 57 S, e

n:

ott les |n) sont les états & nombre d’occupation donné, A|n) = n |n), avec # = bTb.

Cours 4

Perturbation des ondes de Bloch. Nous allons maintenant étudier la sta-
bilité de ces ondes de Bloch, tout comme nous l'avons fait au chapitre
3 pour des ondes planes pour arriver au critere de Landau. On consi-
dere donc une onde perturbée correspondant a I’apparition de deux quasi-
moments additionnels g + ¢’ :

B5(t) = [t + ult) €990 +0° () €700 | lioaw@ avec Jul, o] < to.

(32)
Du fait de la non-linéarité cubique de 1’équation d’évolution (28), rappe-
lons qu'il faut ajouter simultanément les deux ondes planes e*799" 3 1)
pour que le calcul soit cohérent.

Injectons (32) dans (28) et limitons-nous a 1'ordre 1 en u et v. Nous sé-
parons les contributions des trois ondes planes /%4, ¢li#(4%4) La premiere
redonne simplement la relation (31). Les deux autres conduisent aux deux
équations couplées :

iha = {-2Jcosla(q+ ¢']+ 20§ — hw(q)} u+ Uggv (33)
iho* = {—2Jcosla(q — ¢'] +2U¢§ — hw(q) } v* + Ugu*.  (34)

Nous prenons le complexe conjugué de la seconde équation et mettons
le résultat sous la forme matricielle

o d (u N
i (v) =L (v> (35)
ot1 £ est la matrice 2 x 2:

/e (4J sinfa(g + ¢'/2)] sinlaq' /2] + Uy3 Uig

U3 4J sinfa(q — ¢'/2)]sinfaq’ /2] — Uyg

(36)
Il reste a étudier les valeurs propres de cette matrice pour en déduire la
stabilité de 1'onde de Bloch de départ. Soulignons que (comme dans le
cas uniforme vu au chapitre 3) cette matrice réelle n’est pas symétrique,
et qu’on ne peut donc rien dire a priori sur le caractere réel ou complexe de
ses valeurs propres.

Un calcul un peu fastidieux conduit a ces valeurs propres :
A+(¢) = 2Jsin(aq)sin(aq’) (37)
+ 2 [4J%sin(aq'/2) cos?(aq) + 2JUg sin®(aq’/2) cos(aq)] 1z
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CONDENSATION ET SUPERFLUIDITE DANS UN RESEAU

§ 3. Transition superfluide-isolant (cas homogene)

Pour interpréter ce résultat, commencons par deux cas limites simples :

— Pour U = 0, la matrice (36) est diagonale et on retrouve simplement
que les valeurs propres associées aux perturbations en e7%(4+4) ont
pour énergie fiw(q £ ¢').

— Pour U # 0 et g = 0, on retrouve pour des perturbations de faible
vecteur d’onde ag’ <« 1 le spectre de Bogoliubov, avec la vitesse du
son ¢s définie par

meffcg = Ul/fg avec Meg = (2Ja2)*1. (38)

Ce résultat est équivalent a celui obtenu pour des particules libres, en
remplagant la masse nue des particules par la masse effective obtenue
a partir de la courbure de la bande fondamentale Ey(g) au voisinage
deg=0.

Passons maintenant au cas général, U # 0 et ¢ # 0; on voit apparaitre
un phénomene qui ne se produisait pas dans le cas du gaz uniforme : ces
valeurs propres peuvent avoir une partie imaginaire non nulle. Il faut pour
cela que I’'argument de la racine carrée (deuxiéme ligne de 38) soit négatif,
ce qui peut se produire si

cos(aq) <0 << ¢ > 21 dans la premiére zone de Brillouin. (39)
a

Quand c’est le cas, quelle que soit la valeur de U3, il y a toujours une in-
finité de valeurs de ¢’ proches de 0 qui conduisent a des valeurs Ay (¢)
avec une partie imaginaire non nulle. Comme A4 sont alors complexes
conjuguées 1'une de l'autre?, une de ces valeurs propres va conduire a
une croissance exponentielle de la perturbation [u(t),v(¢)] : le condensat
en mouvement avec le quasi-moment ¢ est instable. Nous retrouvons ainsi
le résultat pressenti par la construction graphique de la figure 7, mais dans
le régime des liaisons fortes alors que la figure 7 portait sur une réseau de
faible profondeur.

4. On pourra consulter le cours de Castin (2001) pour une étude détaillée des valeurs
propres de I'opérateur de Bogoliubov et de leurs vecteurs propres associés.

Cours 4

point 1
— Q3 o
= dissipative
8 04 flow
£
2 03
g superfluid
S 0.2 flow .
= point 2
g o &
£

0 W A
0 025 050 075 TO0 125 150 1.75 20
Interaction Strength u/uc

FIGURE 8. Figure identique a la figure 6, sur laquelle nous avons entouré les deux
points développés dans ce chapitre. Figure extraite de Mun, Medley, et al. (2007).

3 Transition superfluide-isolant (cas homogéne)

Revenons au résultat expérimental obtenu par Mun, Medley, et al.
(2007) que nous avons reproduit une nouvelle fois en figure 8. Nous nous
sommes concentrés jusqu’ici sur le point 1, qui correspond a un état su-
perfluide pour lequel il existe (comme il se doit) une vitesse critique. Cette
vitesse critique est liée a la présence du réseau : nous avons vu que ce ré-
seau, en présence d’interactions arbitrairement faibles, suffit a créer une in-
stabilité dynamique du gaz en mouvement. Nous avons pu rendre compte
de manieére quantitative et analytique de cette instabilité dans 1’approxi-
mation des liaisons fortes, en prenant des fonctions d’essai tres simples,
correspondant a un état cohérent en chaque site du réseau.

Nous allons maintenant passer au point 2. En ce point, la vitesse cri-
tique devient nulle, ce qui signifie que la superfluidité est completement
perdue. Aucun flot non dissipatif de particules ne peut avoir lieu, quelle
que soit sa vitesse. Pour analyser ce point 2, obtenu pour des interactions
suffisamment fortes, nous allons continuer a travailler dans 1’approxima-
tion des liaisons fortes. Cette approximation est d’autant mieux justifiée
que pour obtenir les grandes valeurs de U nécessaires a la disparition de
la superfluidité, il faut aller vers des réseaux profonds [cf. (19)]. Toutefois,
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§3. Transition superfluide-isolant (cas homogeéne)

nous allons devoir enrichir notre classe de fonctions d’essai par rapport
aux produits d’états cohérents envisagés en (23). En effet, en présence d’in-
teractions répulsives, le résultat obtenu en (38) ne donne pas de signe d’in-
stabilité (dynamique ou thermodynamique) pour un condensat avec un
quasi-moment ¢ proche de zéro.

Nous allons dans ce paragraphe nous limiter au cas homogene, qui est
le plus simple a traiter théoriquement. Dans le chapitre suivant, nous pas-
serons au cas non homogene que 1’on rencontre par exemple pour un gaz
confiné dans un piége harmonique superposé au réseau.

3-1 Classe de fonction d’essai : ansatz de Gutzwiller

Pour décrire la transition entre I'état superfluide et 1’état isolant observé
sur la figure 8, nous allons conserver des fonctions d’essai du type Gutz-
willer (Rokhsar & Kotliar 1991; Krauth, Caffarel, et al. 1992)

Te) =]y, (40)
i

c’est-a-dire un état factorisé par rapport aux différents sites j du réseau.
Toutefois, contrairement a ce que nous avons fait au paragraphe précé-
dent, nous ne nous limiterons pas au cas ot les |¥;) sont des états cohé-
rents. Notre classe de fonctions d’essai est donc beaucoup plus grande que
précédemment, ce qui va nous permettre de décrire (de maniere approchée
bien stir) une plus grande variété de phénomenes. Notons également que
pour notre recherche de 1’état fondamental, nous prendrons le méme état
W¥; en chaque site j du réseau puisque le probléme est invariant par trans-
lation. Il faut bien stir relacher cette hypothese quand on s’intéresse a la
propagation de perturbations dans ce réseau [cf. chapitre 5].

Avant de nous lancer dans I'exploitation de cette classe de fonction d’es-
sai pour la recherche de 1’état fondamental, il est utile de la justifier sur les
deux cas limites qui vont nous intéresser, U < J et U > J, c’est-a-dire
le cas des interactions négligeables et le cas des interactions dominantes.
Nous allons considérer pour cela un réseau a N sites avec un taux de rem-
plissage de 1, c’est-a-dire que nous y disposons N atomes.

Cours 4

Cas sans interaction U = 0. Si les particules n’interagissent pas entre
elles, I’état fondamental du systéme est un condensat de Bose-Einstein ac-
cumulé dans 1’état a une particule de plus basse énergie, c’est-a-dire I'état
de quasi-moment ¢ = 0, d’amplitude égale sur tous les sites j :

N

Db |10

pTyn1 2t \nn

ni!...ny!
{n;}

U=0 — |\I/fond> X

ott la somme porte sur tous les N-uplets {n;} tels que
> n;=N. (42)
J

Pour N >> 1, cet état fondamental — exact dans le cas U = 0 - est trés proche
de I'état produit (40) correspondant & un état cohérent de moyenne 1, soit
une particule par site (cf. appendice) :
AN
0)

we) o« [T{ X

nj

pT\n1 it \nn

Cas en interaction forte U — +4o0o. Dans ce cas, le prix énergétique a
payer pour mettre deux particules sur le méme site devient prohibitif et
I’état fondamental est obtenu en mettant exactement une particule par site,
ce qui est possible puisque nous nous intéressons ici au cas ot le nombre
de sites et le nombre de particules coincident. On a donc

U—+4o0 = [Wpna) =[] b10) (44)
J

ce qui est bien de la forme produit annoncée.

Notre ansatz sous forme d’état produit (40) capture donc bien la phy-
sique dans les deux cas limite et on peut espérer qu’il décrive, au moins
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§ 3. Transition superfluide-isolant (cas homogene)

de maniére semi-quantitative, la transition entre les deux états. Mais il faut
des le départ étre également conscient de ses limites : notre classe de fonc-
tion d’essai ne pourra décrire aucune corrélation entre sites. Si, pour une
raison ou une autre, un état (1D) du type

1...,2,0,2,0,...), (45)

c’est-a-dire un état avec des corrélations entre sites adjacents, était amené
ajouer un role significatif dans le probleme, ce role ne sera pas capturé par
notre ansatz.

3-2 L’état fondamental pour I'ansatz de Gutzwiller

Nous partons donc de I'’hamiltonien de Hubbard

- e U
H:—JZbij-l—EZﬁj(ﬁj—l) (46)
(i) j

ol la somme porte sur tous les couples de proches voisins. Pour un réseau
linéaire, carré, cubique, un site j donné est couplé a z = 2,4, 6 proches
voisins. Prenons une fonction d’essai du type (40), o chaque ¥; possede
la méme structure :

—+o00

U) = emn); Y lem) =1. (47)

n=0

Le principe de la méthode variationnelle consiste a rechercher les coeffi-
cients c(n), représentés symboliquement par le vecteur normé ¢, qui mini-
misent I'énergie moyenne par site

e(e) = N:'tes (Uo|H|We). (48)

Le calcul explicite de ¢(c) ne pose pas de difficulté. On a

(b;) = Z vn+1lc*(n)ce(n+1) (49)

Cours 4

et on calcule les valeurs moyennes des deux termes de I’'hamiltonien :

2

Nlt (=) blby) = —Jz|y Vntlc(n)en+1)|  (50)
(ig) n

1 U~ . U
Neites <5;ni(m*1)> - 5;”(%1) le(n)[*. (51)

Pour obtenir 1’état fondamental (approché), il faut déterminer les ampli-
tudes ¢(n) qui minimisent la somme de ces deux termes avec la contrainte
que c est normé. Cette minimisation doit passer par une étape numérique,
mais nous pouvons remarquer tout de suite que 1'on peut se limiter a des
coefficients c(n) réels positifs. En effet pour des valeurs données de |c(n)|,
le terme d’interaction (51) est fixé et le terme d’énergie cinétique (50) est
minimisé en prenant la méme phase pour tous les ¢(n).

Les deux parametres importants pour caractériser le probleme sont

— lerapport 2J/U, caractérisant la valeur relative de 1’énergie cinétique
et des interactions,

— le taux de remplissage du réseau
_ N 2
n= N ;n|c(n)| . (52)

Il serait fastidieux de donner systématiquement les coefficients ¢(n) mi-
nimiseurs de I'énergie ¢(c) en fonction de ces deux parametres. Dans ce qui
suite, nous allons nous limiter a la variation de l'écart-type An

An? = (n?) —a?, (n?) = Zn2 le(n)|?. (53)

ainsi que l’énergie approchée ¢; de 1'état fondamental. Ces deux para-
metres nous permettront de dégager les aspects essentiels de la transition
superfluide - isolant de Mott.

3-3 Le point de transition superfluide-isolant

Nous avons tracé sur la figure 9 la variation de la fluctuation relative
An/n quand on varie 7 a zJ/U fixé, et sur la figure 10 cette variation quand
on varie zJ/U, a n fixé.
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§3. Transition superfluide-isolant (cas homogeéne)

. —2J/U =100 |
—— 2JJU =020
—2J/U = 0.16
0.8 —2JJU =010
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~
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02}
0
0 05 1 15 2 25 3 35

n

FIGURE 9. Variation de la fluctuation relative An/n du taux d’occupation en
fonction du nombre moyen d’atomes par site fi, pour différentes valeurs de zJ/U.

Considérons pour commencer la figure 9 :

— Pour zJ/U assez grand, typiquement 1, la fluctuation relative décroit
doucement quand on augmente 7 : les interactions tendent a diminuer
les fluctuations, ce qui est naturel puisque le cotit énergétique d'une
fluctuation qui mettrait beaucoup d’atomes sur un site devient prohi-
bitif.

— Quand on diminue zJ/U (typiquement autour de 0.2), des structures
apparaissent pour 7 voisin d'un nombre entier.

— Pour des valeurs encore plus basses (0.16), An est nul au point 7 = 1.

— Cette propriété se généralise aux entiers plus grands quand on dimi-
nue encore zJ/U.

La figure 10 permet de préciser les valeurs critiques pour lesquelles on
bascule vers un état de An = 0. Ces états ne peuvent étre obtenus que
quand 7 est un nombre entier, toute la population se concentrant alors sur
ce nombre entier :

Pour 7i entier: An=0++— C(n) =0p.a (54)

La transition se produit pour U/(zJ) ~ 6 pour i = 1, U/(zJ) =~ 10 pour
n = 2, etc.

Cours 4

An/n

| | L L I

00 2 4 6 8 10 12 14

U/(z7)

FIGURE 10. Méme étude qu’en figure 9 en faisant cette fois-ci varier U/(zJ),
pour différentes valeurs de n.

Cette bascule vers des états a nombre de particules par site fixé corres-
pond a la transition d’un état superfluide vers un état isolant. Plus précisé-
ment, dans le régime des liaisons fortes, on peut caractériser la cohérence
spatiale d’un état par la fonction de corrélation G (4, j) = (b;r b;), qui vaut
pour nos fonctions d’essai :

2

Gi(i,j) = |Y_vVn+Ic'(n)c(n+1) . (55)

Cette fonction est indépendante de la distance entre les sites ¢ et j, et elle
s’annule pour un état nombre. L'ordre de phase a longue portée, caracté-
ristique d’un condensat de Bose-Einstein, est alors complétement perdu.

Au contraire, pour un remplissage non entier, le systéme reste super-
fluide quel que soit le rapport U/(zJ). La conduction est plutot de type
particule si le remplissage est 7 = n +¢, avec n entier et 0 < € < 1 et plutdt
de type trou, si n = n — e. Cette phase superfluide est notablement diffé-
rente de celle obtenue pour un gaz de Bose homogene (sans réseau), pour
laquelle toutes les particules participaient a la conduction. Par exemple,
pour 7 = n + ¢, on a nNsites particules qui sont bloquées dans une phase
«isolant de Mott », et ce sont seulement les €N particules restantes qui
peuvent abaisser leur énergie en se délocalisant sur I'ensemble du réseau,
maintenant ainsi un (faible) ordre a longue portée.
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§ 3. Transition superfluide-isolant (cas homogene)

(a) (b)

H
T T

FIGURE 11. Autour du remplissage n = 1. (a) : réseau avec un facteur de rem-
plissage légerement plus grand que 1 et une conduction de type « particule » ; (b) :
idem pour un facteur de remplissage légérement inférieur a 1 et une conduction de
type « trou ».

T T

3-4 Une approche analytique simple

Nous avons maintenant identifié les points de 'espace des parametres
permettant d’obtenir la transition superfluide-isolant : il faut choisir un
facteur de remplissage entier 7 € N et des fluctuations An faibles autour de
n. Nous pouvons alors simplifier la forme de nos fonctions d’essai et nous
limiter au cas ou seuls trois coefficients c(n) jouent un role significatif, c¢(7)
bien stir, ainsi que ¢(7 £ 1), ce qui correspond au paramétrage suivant :

c(n+1) el(1t%) sin @ cos
c(n) = cosf (56)
c(n—1) e!(1=%) gin @ sin

Pour assurer que la valeur moyenne du nombre de particules par site
est bien égale au nombre entier 7, nous prenons y = /4, de sorte que
siny = cosx = 1/v/2. Par ailleurs, on vérifie aisément que la minimisa-
tion de l'énergie, plus précisément du terme tunnel (50), est obtenue en
prenant n = 0. La phase ¢ en revanche peut étre choisie quelconque, la
valeur qu’elle prend quand on passe de I'état isolant (sin § = 0) a l’état su-
perfluide (sin# # 0) correspondant a une brisure spontanée de symétrie.
Dans ce qui suit, nous prendrons 1 = ¢ = 0 puisque nous nous intéressons
uniquement a I'énergie de I’état fondamental (la phase ¢ reprendra un role

Cours 4

important dans le cours 5), ce qui donne :

c(n+1) sin6/+/2
c(n) | =1 cost (57)
c(n—1) sin6//2

Le calcul de I'énergie par site €(0) se fait alors simplement et on trouve :

1

B nzJ | o 1 U .
€(0) = e L Sin (20) |1+ T +4/1+ - + 5 Sin 0, (58)

oll ¢ est une constante additive indépendante de 6. La transition vers 1’état
isolant se produit quand le minimum de l'énergie ¢ est atteint pour ¢ = 0,
soit ¢(i) = 1 et ¢(n = 1) = 0. On peut donc étudier le voisinage de cette
transition en faisant un développement limité de ¢(¢) au voisinage de 6 =
0. Posons pour cela

1
P=5 sin(26) (59)
et utilisons
sin? 0 ~ p* + pt. (60)
On peut alors mettre 1’énergie par site sous la forme suggestive
U
()~ 50t = Ap* + e (61)
avec
1 1 U
A=nzJ |1+ =+ /1+=| — +. (62)
2n 2

On retrouve la forme habituelle de Landau pour décrire le voisinage
d’une transition de phase (cf. figure 12) :

— Si le coefficient A est strictement négatif (interactions répulsives do-
minantes), le minimum est atteint pour p = 0, c’est-a-dire § = 0. Re-
venant a (57), nous voyons que cela correspond a 1’état isolant, avec
toute la population concentrée sur 'état |n).

— Enrevanche si A > 0, le minimum est atteint pour

A

A>0: 2. ==

Pmin U (63)
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§4. Appendice : fonctions de Hartree et états cohérents

€(p) (unit. arb.)

0 0.1 0.2

FIGURE 12. Variation avec p de l'énergie par site €(p) pour trois valeurs du co-
efficient A : a gauche, A < 0, interactions dominantes et état isolant. Au milieu,
A =0, point critique. A droite : A > 0, effet tunnel dominant et état superfluide.

ce qui correspond a la phase superfluide, avec une cohérence a longue
portée.

La position de la transition peut étre précisée dans les deux cas 7 = 1 et

7 > 1. Pour n = 1, on trouve au point critique (Fisher, Weichman, et al.
1989)

U

=342V2~ 58, (64)
zJ

c

ce qui correspond au résultat de la figure 10. Pour 7 >> 1, on a

v
zJ

~ 4n. (65)

4 Appendice: fonct. de Hartree et états cohérents

Le but de cet appendice est de faire le lien entre les fonctions de Hartree
introduites au chapitre précédent pour décrire I'état condensé d'un sys-
teme a N particules, et les états cohérents multisites utilisés dans ce cha-
pitre comme premiére approximation de I'état superfluide dans un réseau.

Cours 4

L'ansatz de Hartree consiste a écrire, par exemple dans le cadre d'une
méthode variationnelle, la fonction d’onde a N, atomes sous forme un pro-
duit d’états a une particule

@Na(rl,...,rNu):(ﬁ(rl)...(ﬁ(m\/a). (66)

Pour un gaz sur réseau décrit par 'approximation des liaisons fortes, la
fonction d’onde a une particule ¢(r) est décrite par N, coefficients ¢, ot
N, est le nombre de sites du réseau :

N N
o(r)=> ¢jw;(r) avec Y |4;[>=1, (67)
j=1 j=1

ott w;(r) est la fonction de Wannier associée au site j. On peut écrire cet
état en seconde quantification

N
6) = [ Y @ bl | [vac), (68)
j=1

ol Bj crée une particule sur le site j. L'état de Hartree & IV, atomes donné
en (66) s’écrit dans ces conditions

Nq

TR (AL
Dy, ) = D ¢ bl vac). (69)
j=1

VvV N,!

On peut développer le produit de ces N, termes pour obtenir :

1 ! Na! my mn 1 mi + MNg
[Pr.) = VIN! Z mil...omy ! T Ne (bl) ...(sz)

1
M, MN

!
V' N,! Z —1' NS'
ma,....mn, \/ml....mNs.

ol le " au dessus du signe somme signifie que la somme est restreinte aux
N
N;-uplets mq, ..., my, tels que ijl mj = N,.

mi MNg

Q

|site 1:my;...;site Ng : my,).

Passons maintenant aux états cohérents. Un état de Glauber d’ampli-
tude ¢, sur le site j s’écrit :

+oo mj

e P2 (T

;) =e lv;1%/2 E \/;?|s1tej tmy) (70)
mjzl J*
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§4. Appendice : fonctions de Hartree et états cohérents

Considérons maintenant I’état cohérent multisites
N
@) = [T I (71)
=1

en prenant pour amplitude 1; sur chaque site ¢; = /N, ¢; et donc
ij:sl |¥;|> = N,. En reportant I'expression de chaque [1;) dans |¥), nous
obtenons :

my mn,
o) = o Na/2 Z S S P |site 1 :myq;...;site N : my,)
mi,...,mN, \/’Inll—’fn]vs'
SN
= ey = o) 72)
¢ N
= VN!

ottonaposé N = ) -, m;. Cette expression a une structure trés proche
de celle obtenue pour |®), la seule différence étant que 1’absence de la res-
triction sur les N,-uplets my, ..., my,. Toutefois, pour des grandes valeurs
de N,, on peut vérifier que 'amplitude de probabilité d'un état |® ) dans
(72) est fortement piquée autour de la valeur N = N,, ce qui assure la
quasi-égalité de |y, ) et de | T).
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