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Introduction

Le cours de cette année constitue une introduction a I'étude des phases
topologiques de la matiere. Il s’agit d'une branche de recherche en déve-
loppement tres rapide dont les précurseurs, David J. Thouless, F. Duncan
M. Haldane et J. Michael Kosterlitz, ont été récompensés par le prix No-
bel de physique 2016. La contribution de Kosterlitz et Thouless a été de
dégager la notion de transition de phase topologique. Nous 'avons étudiée
en détail dans le cours de I’an dernier et nous n’y reviendrons pas ici. La
contribution de Haldane et Thouless a été de montrer que certains états de
la matiere pouvaient étre classés par un ordre différent de ’ordre géomé-
trique habituel. C’est ce théme général qui va nous intéresser ici.

L’ordre géométrique fait référence a des propriétés simples de symé-
trie spatiale, comme l'invariance par rotation ou la symétrie par rapport
a un point. L'ordre topologique, plus délicat & mettre en évidence, établit
une équivalence entre différents types de formes ou, pour le physicien, de
phases de la matiere a priori dissemblables. Deux objets sont dits topologi-
quement équivalents pourvu que 1'on puisse transformer 1'un en l'autre
par une déformation continue, sans passer par un point de singularité.
Ainsi, une sphére, une orange et un bol appartiennent a la classe topolo-
gique des objets sans trou, alors qu'un tore, un beignet ou une tasse de café
appartiennent a la classe des objets a un trou (figure 1). Un exemple célebre
de la manifestation d’un ordre topologique en physique est la quantifica-
tion de la résistivité de Hall dans 'effet Hall quantique, représentée en
figure 2.

Bien souvent, la nature topologique d’une phase donnée reste cachée si
I'on regarde seulement le cceur du matériau et ne se réveéle que lorsqu’on
place cote a cdte deux phases non équivalentes de ce matériau. On voit
alors apparaitre a l'interface entre ces deux phases des points singuliers
appelés états de bord. Ces derniers jouent un rdle important a la fois sur le

FIGURE 1. Classification topologique obtenue en comptant le nombre de "poi-
gnées” d’un objet. Cette classification est robuste, puisqu’un objet ne change pas
de classe quand on le déforme légerement, et elle ne dépend pas d’éventuelles sy-
métries spatiales géométriques de I’objet.

plan fondamental et pour les applications, en particulier en photonique,
comme nous en verrons plusieurs exemples dans les cours qui vont suivre.

Cette émergence de la topologie en physique est relativement récente.
George Gamow, dans son ouvrage de vulgarisation céleébre paru en 1961,
The Great Physicists, from Galileo to Einstein, citait la topologie comme la
seule branche des mathématiques (avec la théorie des nombres) qui n’avait
pas trouvé d’application en physique . La situation a radicalement changg¢

1. Gamow écrit : "When Einstein wanted to interpret gravity as the curvature of four-
dimensional, space-time continuum, he found waiting for him Riemann’s theory of curved
multidimensional space. When Heisenberg looked for some unusual kind of mathematics to
describe the motion of electrons inside of an atom, noncommutative algebra was ready for
him. Only the number theory and topology (analysis situs) still remain purely mathematical
disciplines without any application to physics. Could it be that they will be called to help in
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FIGURE 2. Exemple de manifestation d'un ordre topologique dans un gaz 2D
d’électrons plongé dans un grand champ magnétique : la résistivité de Hall pq,
mesurée dans une expérience d’effet Hall quantique présente des plateaux quanti-
fiés quand on varie le champ magnétique ; dans cette mesure, un courant I, circule
dans un échantillon rectangulaire L, x L,, et on mesure une tension V,, aux bornes
de I'échantillon. Cette quantification est robuste : elle subsiste en présence d'un
désordre (modéré) dans I'échantillon. Figure extraite de VON KLITZING (1986).

au tournant des années 1980, notamment avec les travaux précurseurs de
THOULESS, KOHMOTO et al. (1982) et HALDANE (1983). Les notions topo-
logiques initialement apparues dans le contexte de l’effet Hall quantique
et des chaines magnétiques se sont développées pour donner naissance
aux concepts d’isolants et de supra-conducteurs topologiques (HASAN &
KANE 2010; QI & ZHANG 2011; BERNEVIG & HUGHES 2013). Elles ir-
riguent désormais de nombreux domaines de la physique et on pourra
consulter le Commentary/Focus que la revue Nature Physics a publié en
juillet 2016 pour en avoir quelques exemples, avec les contributions de
ASOREY (2016), BEENAKKER & KOUWENHOVEN (2016), HUBER (2016) et
LU, JOANNOPOULOS et al. (2016) et GOLDMAN, BUDICH et al. (2016).

Un point essentiel de la classification par la topologie est la notion de
robustesse. Une classe topologique, que ce soit en mathématiques ou en
physique, est généralement caractérisée par un nombre entier. Un exemple
typique est une ceinture, que I'on peut tordre avant de fermer sa boucle :
une ceinture est généralement utilisée sans torsion, mais on peut bien siir
la tordre N fois avant de la boucler. Une fois la ceinture bouclée, il n’est
plus possible de la détordre par des déformation douces. Le nombre de tor-
sions IV est donc robuste. Cette robustesse est particulierement importante
en physique. Elle nous indique qu'une phase topologique de la matiere
possedera certaines propriétés qui resteront inchangées si 1’on ajoute (de
maniere raisonnable) du désordre ou des impuretés. C’est ce qui permet
d’utiliser I'effet Hall comme standard métrologique. Nous verrons dans la
suite de ce cours comment cette robustesse est mise a profit pour réaliser
des "lasers topologiques", dont les propriétés sont presque insensibles a
leur environnement (ST-JEAN, GOBLOT et al. 2017; BANDRES, WITTEK et
al. 2018).

Comme nous l'avons écrit plus haut, le sujet des phases topologiques
de la matiére est devenu extrémement vaste et il n’est pas question de ten-
ter de le couvrir de maniere exhaustive?. Nous allons restreindre notre
domaine d’étude en nous intéressant aux systemes formés par des gaz
d’atomes ou des systémes photoniques. Nous nous intéresserons tout par-
ticulierement aux systémes périodiques d’espace; les atomes évolueront

our further understanding of the riddles of nature?"

2. En 2017, on recense 3115 articles déposés sur la base de données arXiv-physics conte-
nant les mots topology ou topological dans leur titre ou leur résumé. Quelques exemples sont
montrés en figure 3.



FIGURE 3. Trois couvertures récentes (2017 ou 2018) de journaux sur la topolo-

gie.

ainsi dans un réseau optique généré par des ondes lumineuses station-
naires, et les photons se propageront dans des réseaux périodiques de
guides d’onde. On peut également utiliser les concepts de topologie dans
des systemes non périodiques comme les quasi-cristaux (voir par exemple
KRAUS & ZILBERBERG (2016) et DAREAU, LEVY et al. (2017)), mais leur
description est beaucoup plus délicate sur le plan mathématique. Une
autre restriction porte sur la dimension d’espace que nous serons ame-
nés a considérer : pour simplifier la discussion, nous nous intéresserons
a des systémes uni- ou bi-dimensionnels, méme si les concepts de topolo-
gie peuvent étre étendus a trois dimensions, voire plus (voir par exemple
ZHANG & Hu (2001)). Signalons enfin que la plupart des situations que
nous serons amenés a considérer concernent des assemblées de particules
sans interaction, pour lesquelles les propriétés de topologie se manifestent
le plus simplement.

Méme avec toutes ces restrictions, les themes que nous souhaitons cou-
vrir restent vastes et nous ne pourrons pas citer tous les développements
théoriques, ni toutes les expériences qui ont été faites dans le domaine de
la photonique ou des gaz atomiques au cours des derniéres années. Nous
renvoyons les lecteurs désireux de disposer d"une bibliographie plus com-
pléete vers deux articles de revue récents, OZAWA, PRICE et al. (2018) et
COOPER, DALIBARD et al. (2018).

Le plan du cours sera le suivant :

— Le premier chapitre va étre consacré a la présentation des notions de
base qui reviendront ensuite de maniére récurrente, la notion de phase
géométrique (BERRY 1984) d'une part, et la notion de bande d’éner-
gie pour une particule évoluant dans un potentiel spatialement pé-
riodique.

— Nous étudierons dans le deuxieme chapitre un modele 1D simple pro-
posé initialement par SU, SCHRIEFFER et al. (1979) (modele SSH). Cette
étude nous permettra de montrer I'importance des états de bord et
de dire également quelques mots des supra-conducteurs topologiques
avec les modes de Majorana dans le modéle 1D proposé par KITAEV
(2001).

— Le troisiéme chapitre sera lui aussi consacré aux problemes 1D (en
particulier le modele de RICE & MELE (1982)), mais cette fois avec une
dépendance explicite en temps, ce qui fournira ensuite une transition
naturelle vers les problemes 2D. Nous y détaillerons en particulier la
notion de pompe géométrique (THOULESS 1983).

— Nous aborderons a partir du chapitre 4 les probleme 2D, en nous
intéressant tout d’abord au réseau hexagonal de type graphene. En
reprenant des arguments développés initialement pour l'effet Hall
(THOULESS, KOHMOTO et al. 1982), nous étudierons a quelle condition
sur la courbure de Berry une bande d’énergie a 2D peut étre considérée
comme topologiquement non triviale, et nous détaillerons comment
cette courbure de Berry peut étre mesurée expérimentalement.

— Le chapitre 5 sera consacré a la description du modele proposé par
HALDANE (1988) pour générer des bandes topologiques a 2D. Nous
verrons comment cette idée peut étre implémentée avec des systemes
atomiques et photoniques. Nous décrirons en détail la correspondance
"coeur-bord" (bulk-edge) et nous expliquerons comment les canaux de
bord peuvent étre observés dans ces systemes.

— Le dernier chapitre sera consacré a la réalisation atomique ou pho-
tonique de systémes proches de 1’effet Hall quantique "traditionnel",
avec un champ magnétique uniforme appliqué a un échantillon. Nous
expliquerons comment le nombre entier (nombre de Chern) qui carac-
térise une phase topologique peut étre mesuré et nous conclurons avec
quelques perspectives de recherche de ce domaine.






Chapitre I

De la phase de Berry a la topologie d'une bande d’énergie

Ce premier chapitre est consacré a la mise en place de notions qui vont
jouer un role central dans ce cours. La premiere concerne la phase géomé-
trique, également appelée phase de Berry ; elle nous indique comment évolue
un systeme physique quand on varie lentement son (ou ses) parametre(s)
de contrdle; cette notion est particulierement importante quand le para-
metre revient a sa valeur initiale a l'issue de 1’évolution. Nous utiliserons
cette notion dans le cadre de la physique quantique, mais elle est égale-
ment pertinente en physique classique, le pendule de Foucault en consti-
tuant une tres belle illustration.

Nous serons souvent amenés a travailler avec des systemes quantiques
"a deux niveaux", c’est-a-dire des systémes dont 'espace des états est de
dimension 2. Nous allons donc également brievement rappeler quelques
éléments importants de la physique du spin 1/2, en particulier la repré-
sentation d’un état de ce spin ou pseudo-spin a 1’aide de la spheére de Bloch.

Comme nous l'avons annoncé dans l'introduction générale, ce cours
sera centré sur les propriétés topologiques qui apparaissent pour des par-
ticules en mouvement dans un potentiel périodique d’espace, c’est-a-dire
V(z) = V(z + a) pour un probléme a une dimension. Nous résumerons
donc les propriétés spécifiques de ces systémes périodiques, en particulier
le théoreme de Bloch et la notion de bande d’énergie. Nous terminerons
par la présentation d'un tout premier exemple de systéme topologique, le
modele SSH, dénommé ainsi a partir des noms de ceux qui l'ont proposé,
Su, Schrieffer et Heeger.

1 La phase géométrique en physique quantique

L’ensemble du cours de cette année va utiliser de maniere intensive la
notion de phase géométrique, encore appelée phase de Berry. Cette notion,
introduite! par Michael Berry en 1984, concerne 1’évolution adiabatique
d’un systeme quantique. Ce systéme est préparé a l'instant initial ¢ = 0
dans I'état propre d’un hamiltonien dépendant d"un parametre de controle
extérieur que nous noterons A et qui peut étre un scalaire ou un vecteur a
plusieurs composantes réelles A = (A1, Ag,...). L'hamiltonien sera donc
noté Hy. On s'intéresse au cas oti le paramétre X varie dans le temps [\ =
A(t)], mais cette variation est supposée arbitrairement lente; nous nous
intéresserons plus particulierement au cas ott A décrit une boucle fermée
dans 'espace des parametres pendant l'intervalle de temps 7" :

X(T) = X(0). (1.1)

Si I’état quantique suivi reste non dégénéré a tout instant ¢ entre 0 et 7', le
théoreme adiabatique nous indique que I’état final du systéme est le méme
que 'état initial 4 une phase pres :

[(T)) = ' [1(0)). (L.2)

Le facteur de phase ® comporte deux termes :

1. Signalons aussi les travaux précurseurs de PANCHARATNAM (1956) en optique et MEAD
& TRUHLAR (1979) en physique moléculaire.
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FIGURE 1.1. Variation dans le temps des énergies propres d'un systeme quantique
piloté par un paramétre extérieur X. On suppose ici que les niveaux considérés ne
sont dégénérés a aucun instant ¢.

— Le premier correspond a la phase dynamique, c’est-a-dire l'intégrale de
I'énergie E(t) sur le temps (a 1/% pres).

— Le second est la phase géométrique, qui ne dépend que de la boucle sui-
vie par le parametre \(?) .

Le but de cette premiére partie est de mettre en place le formalisme permet-
tant de calculer cette phase, qui reviendra ensuite sous plusieurs formes
dans les cours qui vont suivre.

1-1 L’approximation adiabatique a 1’ordre zéro

Partons donc d’un hamiltonien H dont on connait pour chaque valeur
de A une base d’états propres {|¢§\n)>} (figure I.1) :
Aoy = B o). (13)

Supposons que le systeme est préparé a l'instant initial ¢ = 0 dans un état
propre donné, par exemple 1’état fondamental pour cette valeur de X :

[1(0)) = [¥%0)- (14)

10

Plagons-nous de plus dans le cas ot1 cet état reste non dégénéré pour toutes
les valeurs de A(t) explorées entre les instants 0 et 7.

Sile parametre A ne varie pas dans le temps, I’état du systeme a l'instant
t est simplement donné par 'évolution libre que 1’on déduit de I'équation
de Schrodinger :

() = P Payn = — B3y t/h. (L5)

Cet état reste égal a 1’état initial, au facteur de phase dynamique prés ®qy,.
Cette "non-évolution" du systeme initialement préparé dans un état propre
de I'hamiltonien est la raison de la terminologie souvent employée d’états
stationnaires.

’l/J/\(O ) avec

Supposons maintenant que le parametre A varie dans le temps, mais
que cette variation est arbitrairement lente (le critere quantitatif sera donné
un peu plus loin). Le théoreme adiabatique stipule qu’en bonne approxi-
mation, I'état du systéme a l'instant ¢ est donné par

[0(1)) = PO [p0,). (L6)

En d’autres termes, le systéme reste (a peu pres) dans 'état fondamental de
I’hamiltonien, bien que cet état fondamental ne soit plus le méme a l'instant

t qu’a l'instant 0 puisque les deux bases {|1/J§fz2) Yhet {\1/1&"%)} ne coincident
pas.

La démonstration de ce théoreme a été détaillée dans le cours 2013-14
(chapitre 3) et nous en donnons donc ici simplement les grandes lignes.
Commengons par développer l'état |1)(¢)) du systéme sur la base "instan-

tanée" {|¢>\(t)>}

Z ™ () [wEh) (L7)
et reportons cette expression dans 1’equat1on de Schrodinger
L dly(t -
TR N 0] (L8

En projetant cette équation sur les différents états |w§\78)>, on en déduit un
systéme différentiel du premier ordre pour les coefficients du développe-

ment ¢, (1) :
ine™ =EMc hz alM e, (1.9)
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Ce systeme fait notamment intervenir la dérivée par rapport au temps des
vecteurs de base, par 'intermédiaire des coefficients

nt) _ o (m) [ d
ax =iy ((H|w¥>>), (110)
une quantité que nous noterons
o) = i(w{”|owy)). (111)

Cette notation est utile car trés compacte, mais présente une certaine ambi-
guité : les états \wy)) ne dépendent pas explicitement du temps; ils varient
dans le temps parce qu’ils dépendent explicitement du parametre A qui
lui-méme dépend du temps. Il faut donc comprendre la notation ci-dessus
comme

W0w) = A 01y, (112)
oll nous avons introduit la notation
V) = ( i), 5 |w<‘>>, . ) (L13)

De maniere imagée, on peut dire que ces coefficients a&”’z) donnent la "vi-
tesse de rotation" de la base des états propres dans 1’espace de Hilbert
quand le parametre A varie dans le temps.

L’approximation adiabatique consiste a résoudre de maniére perturba-
tive ce systeme différentiel en prenant comme petit parametre le rapport

(" £) |
max
€E= —F—F— avec

|WA | min

hwg\n,e) _ Eg\") _ Eg\e)' (1.14)

Il faut que la "vitesse de rotation" de 1’état occupé, ici ¢ = 0, reste tres petite
devant toutes les fréquences de Bohr impliquant cet état (MESSIAH 1961).
Quand la condition € < 1 est satisfaite a tout instant, le systéme différentiel
mentionné plus haut se ramene a :

i) ~ [E(Ao()t) iﬁx<¢§°>|v¢§0>>} O (¢) (L15)

c(”)(t) ~ 0 sin # 0. (1.16)

11

On notera que le terme intervenant dans le crochet [...] du membre de

droite de (I.15) est toujours réel. En effet 1’état propre |¢§\0)> est reste de
norme 1 quand A varie de sorte que

SOl = A ((VePle?) + wPIve) @)

si bien que <1/)§\0) |V¢§\O)> est imaginaire pur. La réalité de ce terme entraine
que la solution de I’équation (I.15) est une fonction O (1) qui est toujours
de module 1. L'état [¢)(t)) reste donc de norme 1 et la solution trouvée a cet
ordre correspond bien a la forme annoncée en (1.6).

1-2 Connexion de Berry et phase géométrique

Considérons I’évolution du coefficient complexe ¢, donnée en (1.15).
Puisque le module de ce coefficient reste égal a 1, ’enjeu est simplement de
déterminer sa phase. Pour manipuler des expressions compactes, introdui-
sons pour chaque état propre de Hy la connexion de Berry (BERRY 1984;
BERRY 1989)

ALY =i (VM.

Il s’agit d’un vecteur a composantes réelles, le nombre de composantes
étant égal a la dimension de 1'espace associé a A. En pratique, cet espace
sera pour nous de dimension 1, 2 ou 3.

(L18)

[’équation du mouvement pour le coefficient c(¥) se réécrit alors

O =i|-EQ/h + A AL O 1) (L.19)
avec _
A AL = 1w |9). (1.20)
Elle s’integre sous la forme
C(O)(t) = el®ayn giPgeom (0) (0). (1.21)

La phase dynamique provient de la contribution de l'énergie Fy (0 5 (L19):

Lo
q)dyn == —%/0 E}\(t ) dtl

(1.22)
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A2

A

FIGURE 1.2. Contour fermé C pour le paramétre X, supposé évoluer ici dans un
espace d deux dimensions.

et elle généralise le résultat (I.5) au cas ol1 'énergie E;\O) dépend du temps
via le parametre A. La seconde contribution a la phase, appelée phase géo-
métrique, s’écrit :

t t
Dyeom = i / W10,y dt = / A A at, (1.23)
0 0
Oou encore :
A(t)
(I)geom = / Ag?) -dA. (124)
A(0)

Sous cette forme , on voit qu’elle ne dépend en fait que du chemin choisi
dans 'espace des A pour aller de A(0) a A(¢), mais ne fait pas intervenir le
temps mis pour parcourir ce chemin. Comme ’a joliment formulé Berry, la
phase géométrique répond a la question "Par ot1 le systéme est-il passé lors
de son évolution adiabatique ?" alors que la phase dynamique répond a la
question complémentaire "Combien de temps a-t-il fallu pour parcourir ce
chemin?"

1-3 Contour fermé et courbure de Berry

Dans la suite de ce cours, nous serons fréquemment amenés a considé-
rer des situations ot le chemin C parcouru par le parametre A(¢) est fermé

12

(figure 1.2). Nous avons alors A(ty) = A(¢;), ol t; et t; désignent respecti-
vement l'instant initial et 'instant final (nous avons pris ¢; = 0 dans tout ce
qui précede). La phase géométrique s’exprime alors comme une intégrale
sur un contour fermé dans I'espace des A :

Dyeom = ]{ AL ax. (1.25)
C

Ce type d’intégrale d'un champ de vecteur sur un contour fermé se
calcule bien souvent par la formule de Stokes, en remplagant l'intégrale
de contour par l'intégrale sur une surface ¥ s’appuyant sur ce contour. A
deux ou trois dimensions, on introduit pour cela la courbure de Berry :

Q" = v x Al (1.26)

ot le rotationnel est pris (comme les gradients qui préceédent) par rapport a
la variable A = (A1, A2, A3). En utilisant (I.18), cette définition s’écrit encore

2% =1 (V] x [VuR). (127)
En absence de singularité de AL, on a alors
Dyeom = // n- Q% dx (1.28)
s

o1 n désigne la normale orientée par rapport a la surface.

Role de la dimension d’espace. A partir des formules (1.25-1.28), il
semble qu'il faille un espace de dimension au moins égale a 2 pour avoir
une phase géométrique non nulle sur un contour fermé. Intuitivement,
dans un espace de dimension 1, un contour fermé constitue un simple aller-
retour et les contributions de 'aller et du retour se compensent dans (1.25).
Ce raisonnement est toutefois trop naif pour étre valable en toute généra-
lité : I’étude des potentiels périodiques a une dimension nous en fournira
un contre-exemple; dans ce cas, le parametre A est le moment de Bloch g et
I'espace dans lequel ce parametre évolue posséde une structure circulaire.
On peut alors effectuer un contour fermé dans 1’espace des parametres sans
avoir a y "rebrousser chemin".
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Analogie avec I’effet Aharonov—-Bohm. Quand une particule de charge
e décrit une trajectoire fermée C dans 'espace réel en présence d'un champ
magnétique B(r) dérivant lui-méme du potentiel vecteur A(r), sa fonc-
tion d’onde acquiert une phase géométrique, détectable par interféromé-
trie. Cette phase est donnée par l'expression (voir AHARONOV & BOHM
(1959), EHRENBERG & SIDAY (1949) et le cours 2013-14) :

CDAB—ffA dT’—qe//nB

Il y a une analogie claire entre les résultats qui précedent et ceux du ma-
gnétisme orbital, sur laquelle nous aurons l'occasion de revenir dans un
chapitre ultérieur.

(1.29)

Changement de jauge. Il estintéressant de regarder les modifications ap-
portées a la connexion et a la courbure de Berry quand on modifie la défi-
nition des états propres |w§\")
phase x(™ dépendant de X :

) en les multipliant chacun par un facteur de

n T(n i (n) n
[057) — 1957 = e ). (130)
Supposons pour l'instant que la fonction x (™) est réguliére en tout point
A. La connexion de Berry est donc changée en :
A&") — .74&”)

= A — vy (1.31)

alors que la courbure de Berry est inchangée, comme on le voit en prenant
le rotationnel de I'expression qui précede :

o — fl()‘")

=l (1.32)
La courbure de Berry est donc invariante dans le changement de jauge
(IV.75); il en va de méme pour la phase géométrique accumulée sur un
contour fermé puisque celle-ci s’écrit comme 1'intégrale de Q5 sur la sur-
face ¥ s’appuyant sur le contour [eq. (1.28)].

Il peut également arriver que la fonction x(™ soit réguliere le long du
contour C, mais pas sur I'ensemble de la surface . On ne peut alors pas
utiliser (I.28) car la connexion de Berry Ay peut elle aussi étre singuliere
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en certains points de X. En revanche, le résultat (1.25) reste correct et on en
déduit :
0 n
Peom = f AV AX = Do — f Vi - dA. (1.33)
Or la fonction X3 est supposée mono-valuée pour que la nouvelle jauge
soit bien définie. On a donc

fin

=2nm (1.34)

init

ol "init" et "fin" correspondent au méme parametre A du contour. On en
déduit donc le comportement de la phase géométrique dans une transfor-
mation de jauge non singuliere sur le contour C :

eiPecom — oi®gcom.

(1.35)

1-4 Ordre suivant de I’approximation adiabatique

Nous aurons besoin a plusieurs reprises de I'ordre suivant du dévelop-
pement fait ci-dessus. Plus précisément, il est souvent utile de connaitre la
réponse linéaire du systéme, c’est-a-dire la valeur des amplitudes (™) (t)
des états initialement non peuplés a I'ordre en 1 en la perturbation A.

L'équation d’évolution approchée d'un coefficient (™ s’écrit pour n #
0:
in ™ () ~ ES ¢ (t) — ih A vy ¢ (). (1.36)

A priori la solution de cette équation différentielle dépend de I'ensemble
de "T'histoire” du parametre X et pas seulement de sa valeur a l'instant ¢.
Toutefois la théorie de la réponse linéaire suppose généralement, au moins
de maniere implicite, que le systeme est couplé a un réservoir, ce qui im-
plique I’existence d'un processus de dissipation. Nous pouvons prendre ce
processus de dissipation en compte en ajoutant, de maniere purement phé-
noménologique, un (faible) terme d’amortissement dans I'équation d’évo-
lution de ¢(™)(t) :

— i A @l ve) ).

in ™ (t) ~ (B

— ihy ™) ) () (L.37)

Pour simplifier les calculs, plagons-nous dans le cas ol E™ et fy(") n’évo-
luent pas au cours du temps. Cette équation différentielle du premier ordre
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avec un terme source s’integre en

dM(t) = () e IE i i/n (138)

t
) / B i et {)\_ <1/)(A")|V1/’E\O)> C(o)(t/)} dt’.
0

Supposons que I'amortissement décrit par le parameétre v(™) vérifie simul-
tanément les deux conditions suivantes :

— Ce paramétre est petit devant toutes les fréquences de Bohr (E(™) —
E(©))/h de sorte qu’il ne perturbe que trés peu la dynamique "libre".

— En revanche, il est assez grand pour que le temps de mémoire 1/~
soit court devant le temps caractéristique de variation de A.

Dans ces conditions, on peut approcher ¢y (t') dans le terme entre accolades
dans l'intégrale de (1.38) par

co(t') = co(t) eiFolt=t)/n (1.39)
et remplacer les autres termes de cette accolade, en principe évalués a l'ins-

tant ¢/, par leur valeur a l'instant ¢. Supposons de plus que le temps ¢ soit
grand devant 1/7(™ ; I'intégrale restante se calcule aisément pour donner :

ot .
—(EM™ —E© _iny ™Y (t—t") /R 34 —ih
/O e dt’ = B E® (1.40)
ce qui donne finalement a 'ordre 1 en A :
. (1) 574 @)
c(”)(t) ~ih - M (1.41)

Eg\n) . E&O) :

Cette expression décrit la réponse linéaire du systéme a la variation dans
le temps du parametre A. Le terme phénoménologique d’amortissement
en —("), supposé petit devant les fréquences de Bohr w(™?), mais suffi-
samment grand pour "effacer" la mémoire des valeurs A(t') notablement
différentes de A(t), n’apparait pas dans le résultat, au moins a cet ordre du
calcul.
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2 L’exemple d’un spin 1/2

Dans ce cours, nous allons fréquemment faire appel a la modélisation
la plus simple possible d"un systeme quantique, le systéme a deux niveaux
que l'on peut considérer comme un (pseudo-)spin 1/2. Nous allons résu-
mer dans ce paragraphe quelques propriétés importantes pour la suite, en
lien avec la phase géométrique et sa représentation sur la spheére de Bloch.

2-1 Hamiltonien d’un systéme a deux niveaux

En considérant un systeme a deux niveaux comme un spin 1 /2, notons
les deux états de base du systeme |+) et |—). Ces états sont par définition
les états propres de la projection du spin selon un axe de quantification
donné, par exemple S..

L’hamiltonien le plus général pour un tel systeme est de la forme

H=FEyl - h-o, (1.42)
ou Ey, hg, hy, h. sont des nombres réels ayant la dimension d’une énergie
etoules 6;, i = x,y, 2, sont les trois matrices de Pauli :

(0 1 (0 i . (1 0
9%=\1 0) =\ o) 7 \o -1/

Le terme en E; 1 affecte les deux états |+) de la méme facon et constitue
une simple définition de I'origine des énergies. Le terme — h-& correspond
par exemple a une interaction magnétique dans le cas ot le spin 1/2 est
associé a un moment magnétique /i :

(1.43)

p=po, (L44)

Si ce moment magnétique est plongé dans un champ magnétique extérieur
B, I’hamiltonien s’écrit en effet
H:—B~[J,:—h-& avec

h = uB. (L45)
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2-2 Lasphere de Bloch

Il est souvent utile de repérer le vecteur h intervenant dans 1’hamil-
tonien (1.42) par son module |h| et ses angles en coordonnées sphériques

(0,9):

cos ¢sin 6
h=|h|n avec n = |singsinf |, 0<od<2m, 0<O<m. (1L46)
cosd
L’hamiltonien s’écrit avec cette paramétrisation
- - cosf e ¥sing
H=Eol — |h| (ei¢ sinf  —cosf ) ' (147)
Les énergies propres ne dépendent que de Ej et du module de b :
E®) = By + || (1.48)
alors que les états propres ne dépendent que de l'orientation de h :
) _ cos(0/2) )y _ sin(9/2)
[%+) (e‘¢’ sin(6/2) %) —e'?cos(6/2) ) (1.49)

Nous serons souvent amenés a représenter 1'un de ces états propres,
1»(7)) par exemple, de maniére géométrique. Puisque cet état ne dépend
que des angles 6 et ¢ avec le domaine de variation donné en (1.46), il est
naturel de lui associer de maniére biunivoque un point de la surface de
la sphere de rayon unité appelée dans ce contexte sphére de Bloch (figure
I1.5). Les coordonnées de ce point sont égales a celles du vecteur unitaire n
introduit en (1.46).

La représentation en terme de sphere de Bloch est biunivoque : chaque
point de la sphére de Bloch correspond a un vecteur n unique, donc un état
propre unique |¢)(7)) de I’hamiltonien général d’un spin 1/2. Par ailleurs,
pour un point donné de la sphere, on peut presque toujours associer un
unique couple (6, ¢). Les seules exceptions a cette regle sont les pdles nord
et sud, qui correspondent respectivement a 6 = 0 et § = 7, et pour lesquels
¢ peut prendre n'importe quelle valeur.
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FIGURE 1.3. Sphere de Bloch. Sur cette sphére de rayon unité, un point est repéré
par ses angles en coordonnées sphériques (0, $). A tout point de la surface de la
sphere, on peut associer un et un seul état du spin 1/2, qui est état propre de
I'hamiltonien (1.47) avec I'énergie la plus basse E(~) = Ey — |h|.

2-3 Courbure de Berry et phase géométrique (spin 1/2)

Le concept de suivi adiabatique pour un (pseudo-)spin 1/2 décrit par
I'hamiltonien — h - 6 s’applique de maniere directe en considérant que le
vecteur h lui-méme joue le role de parametre extérieur, c’est-a-dire

A=h. (1.50)
Dans ce cas, un calcul direct, relativement long mais sans difficulté, donne
(BERRY 1984)
h
2|hf*

Q) = 4 (151)

Cette formule permet d’évaluer directement la phase géométrique acquise
par le spin quand h parcourt lentement un contour fermé 2

C:  R(0) = h(t) = h(T) = h(0), (152)

2. Rappelons I'hypothése nécessaire pour l'utilisation du théoréme adiabatique : il n'y a
pas de dégénérescence entre les niveaux d’énergie de H, ce qui signifie dans ce cas que le
contour ne passe pas par le champ nul h = 0.
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FIGURE 1.4. Angle solide o sous-tendu par le vecteur unitaire n = h/|h| quand
le parametre X parcourt le contour fermé C. La phase géométrique pour un spin
1/2 est égale cv/2.

On obtient dans ce cas :

oH) QF . 428 = +- //— d2s
geom // s |h|3

ou la surface S s’appuie sur le contour C. Ce résultat peut également
s’écrire en fonction du vecteur unitaire n = h/|h| reporté sur la sphere

de Bloch : )
(£) — 4 .42
Pieom. (€) :I:Q//Sn d®s

ot d%s = d?S/|h|? représente Iélément de surface orienté sur la sphere de
rayon unité. On arrive ainsi a

(153)

(1.54)

o) (C)=+2

geom. 2

ol o désigne I'angle solide sous-tendu par le vecteur unitaire n depuis le
centre de la sphere de Bloch (figure 1.4).

(L55)

Plus généralement, si A est une paramétrisation quelconque du vecteur

h, et en particulier de ses angles polaires (¢, ¢), on obtient a partir de 1’ex-
pression des vecteurs propres (1.49) :

A —

—%(1:&0089) Valp), Q) :i%VA(qﬁ) X Va(cos). (1.56)
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Remarquons que le résultat (1.51) peut étre retrouvé a partir de ces expres-
sions générales en utilisant le fait que pour A = h,ona:

[ ~hahe L[y
Vh(COS 0) = W —hyhz s Vh(¢) = W h/;E . (157)
h3 + Iy, + 0
avec |h_|* = h2 + h2.

3 Potentiel périodique en physique quantique

Nous passons maintenant au second ingrédient central de ce cours : le
mouvement de particules dans un potentiel périodique. Nous allons brie-
vement rappeler le théoréeme de Bloch et la fagon dont émerge la notion de
bande d’énergie. Nous nous placerons a une dimension pour simplifier les
notations, mais le formalisme se généralise sans difficulté aux dimensions
supérieures.

3-1 Le théoréme de Bloch

Considérons le mouvement uni-dimensionnel d"une particule de masse
m dans le potentiel V(z). Ce mouvement est décrit par I’'hamiltonien

A2

p .
H= o +V(2)

(1.58)

ot p est'opérateur impulsion de la particule, dont I’action sur une fonction
d’onde ) (x,t) s"écrit

L 0P
—lh%

encore noté — ik d, 1.

pyp(z,t) = (L59)

Nous nous intéressons dans tout ce cours a des potentiels V' (z) qui sont
périodiques dans l'espace, de période a (figure 1.5) :
V(iz+a)=

V(o). (1.60)
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FIGURE 1.5. Potentiel périodique uni-dimensionel de période a.

Cette hypothese vient simplifier considérablement la recherche des fonc-
tions propres de I'hamiltonien, qui sont les états d’énergie bien définie.
L’invariance par translation de H s’écrit mathématiquement comme

[H,T.) =0 (L61)
ou 7; est 'opérateur translation de la quantité a :
Tato(z) = ¥(z — a). (1.62)

On peut donc chercher une base de fonctions propres communes a H et
Ta, ou plus précisément chercher les états propres de H a l'intérieur des
sous-espaces propres de 7, (ASHCROFT & MERMIN 1976).

Or il est aisé de trouver ces sous-espaces propres. Puisque 1'opérateur
7. est unitaire (7, ' = 7.1 = 7_,), on sait que ses valeurs propres> sont
les nombres complexes de module 1, que 1'on note traditionnellement el4°.
La quantité ¢, qui a la dimension d"un nombre d’onde, est appelée moment
(ou quasi-moment) de Bloch. Nous allons préciser son espace de variation
pertinent au paragraphe suivant, mais g peut pour l'instant étre représenté
par n’importe quel nombre réel entre —co et +00. Une fonction propre de
7., vérifie donc par définition

Tathq(x) = €1 9y ()

ce qui, combiné avec (1.62), entraine que ¥, () peut se mettre sous la forme

(L.63)

Pg(x) = €97 ug(x) (L64)

3. On se limite ici aux fonctions propres ne divergeant pas exponentiellement vite en f-co.

avec u, périodique: uy(z + a) = uq(x).

17

C’est donc sous cette forme, appelée forme de Bloch, que nous chercherons
les états propres d’un hamiltonien périodique dans I'espace. La significa-
tion physique de cette forme est claire : les fonctions de Bloch sont le pro-
duit d’une onde plane €% (que l'on trouverait comme état propre pour
une particule libre) et d"une fonction u,(z) périodique, de méme période
que le potentiel V(z).

3-2 L’hamiltonien 4, q

Intéressons-nous a un état propre commun a I’hamiltonien H et 4 'opé-
rateur translation 7. Cet état propre est donc de la forme de Bloch (I.64), et
nous noterons son énergie ;. ['équation aux valeurs propres portant sur
14 peut se réécrire pour la fonction périodique u,(z) :

Hipy(x) = Bg vg(z) = Hyug(x) = By ug(w) (165)
ot1 'opérateur H, est donné par :

~ P+ hq)? . i . 2

H,= o T V(x) = 5 (=0, +q)" + V(). (L66)

H, est un opérateur hermitien, comme 1’hamiltonien de départ H, et nous
I'appellerons hamiltonien pour la partie périodique ou encore hamiltonien pé-
riodique.

Nous arrivons ainsi a un point important : ’hamiltonien H, dépend
d’un parametre continu, le quasi-moment ¢. Pour chaque valeur de ¢, on
s’attend a trouver une famille d’états propres et d’énergies propres pour
’équation (I1.65) associée a la condition de périodicité u,(z + a) = uq(x) :

{w @}, (B, (167)
ot1 I'indice entier n repere les états par énergie croissante
EQO <EWM <E® < ... (1.68)
On a donc par définition :
H, ug”) (x) = Eén) u((]”)(a:) (L69)
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et

Hy{M(x) = EM oM (z)  avee ¢ (x) =" u{"(z).  (L70)

Comme g est un parametre réel, on s’attend — sauf singularité — a ce que
les états propres ué") (z) et les énergies propres E,g") soient des fonctions
continues de ¢, avec la possibilité de suivre ces états adiabatiquement si
le parametre ¢ peut étre contr6lé et varié de maniere douce. Cest cette
dépendance continue de I’hamiltonien H,, vis a vis du parametre ¢ qui est
alabase de la topologie que 'on va pouvoir assigner aux niveaux d’énergie

d’une particule dans un potentiel périodique.

3-3 La zone de Brillouin

Jusqu’ici, nous n’avons rien dit sur le parametre g, si ce n’est qu’il devait
étre réel pour que la valeur propre €% de l'opérateur translation soit un
nombre de module 1. En fait, I’expression méme de cette valeur propre
montre immédiatement que les deux valeurs du quasi-moment

2T

@=q et @=q¢+— (1.71)

correspondent a la méme valeur de el9?.

Cette identification est également valable au niveau des fonctions
d’onde associées a ces deux quasi-moments :

Vg, (2) = el ug, (z) et g, (z) = el Ug, (2) (1.72)
puisque v, peut se réécrire :
Yo (x) = elan® elme/a Ug, ()
B () avec w(x) = 2"/ y,, (2), (L.73)

ol la fonction v(z) est elle-méme périodique de période a. Les deux es-
paces dans lesquels on va chercher les états propres de H coincident donc
si les deux quasi-moments ¢; et ¢, différent de 27/a (ou d'un des ses mul-
tiples).
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Comme toujours en physique quantique, il est important d’identifier
une base des états propres de ’hamiltonien, c’est-a-dire un ensemble de
vecteurs propres {|1,)} orthogonaux entre eux sur lequel un état physique
du systeme |¢)) possede une décomposition unique

) = caltha)- (L74)

Il est pour cela essentiel de ne pas incorporer plusieurs fois les mémes vec-
teurs dans l'ensemble {|v,)}. Il faut donc restreindre la variation du para-
metre ¢ & un intervalle de largeur 27/a en imposant par exemple :

(L.75)

77 T
—— < g < +-.
a a

La zone ainsi délimitée dans 1'espace des ¢ est appelée (premiére) zone de
Brillouin. Notons que deux fonctions 1, et 14, choisies dans cette zone
sont toujours orthogonales puisqu’elles sont états propres de 'opérateur
translation 7, avec des valeurs propres différentes. I/indice o apparaissant
de maniere formelle dans (1.74) doit alors étre compris comme le couple
formé par le quasi-moment ¢ dans l'intervalle (1.75) et I'indice n repérant
les états propres a ¢ donné :

a=(q,n). (1.76)

Structure géométrique de la zone de Brillouin. Une fois la valeur du
quasi-moment restreinte a l'intervalle [—/a, 7/a], on peut s’interroger sur
la correspondance a établir entre les deux extrémités de cet intervalle. En
fait, comme nous 1’avons dit plus haut, une fonction de Bloch 1, (z) asso-
ciée a l'indice ¢ peut également étre vue comme une fonction de Bloch
Vq+2r/q associée a l'indice ¢ + 27/a. Supposons que les états propres
qu) () de I'hamiltonien H soient non dégénérés pour une valeur de g fixée
(c’est généralement le cas, au moins a une dimension). Les deux fonctions
™ (z) et ") () ne peuvent alors différer que par un facteur de phase

w/a w/a
") (@) = e ) (). (L77)
et les énergies propres sont égales entre les deux bords de zone :
EY) =E™ (L78)
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—m/a +7/a

| |
I I
q
—7/a +7/a

FIGURE 1.6. Restriction du quasi-moment q a la premiére zone de Brillouin, puis
représentation de cette zone de Brillouin comme un cercle fermé (ou un tore en
dimension supérieure i 1).

Le probleme de la recherche des états propres et des valeurs propres de
I'hamiltonien est donc identique aux deux bords de la zone de Brillouin.
Ceci signifie que la représentation que 'on doit se faire de cette zone est
celle d"un cercle (ou d'un tore en dimension plus élevée) plutdt que d'un
segment semi-ouvert (figure 1.6).

Bandes d’énergie. Quand ¢ varie dans l'intervalle [—7/a,7/a], chaque

énergie E(S”) décrit un segment

(n) n
Emin S Etgn) S El(na?x' (179)
Ce segment représente la bande d’énergie n, de largeur
AB®) = B2, — B, as0)

Un exemple est donné sur la figure 1.7 pour le potentiel sinusoidal V'(x)
sin?(7x/a). A une dimension, les bandes d’énergie que nous serons amenés
a considérer seront généralement disjointes : le bas de la bande n + 1 sera
supérieur au haut de la bande n. Cette propriété ne se généralise pas aux
cas 2D et 3D.

3-4 Laphase de Zak

Nous avons vu en § 1 que la notion de phase géométrique apparait pour
un contour fermé dans 1’'espace des parametres décrits sous le terme géné-
rique A. Comme nous l’avons déja signalé, on pourrait naivement penser
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10 |- N

E\™ /E,

aq/m

FIGURE L.7. Les trois premieres bandes d’énergie (n = 0, 1,2) pour le potentiel
sinsoidal V(z) = Vj sin®(wx/a), tracées ici pour Vo = 8E,, avec I'énergie de
recul E, définie par E, = w2h%/(2ma?).

qu’en dimension 1 les contours fermés sont composés d'un ou plusieurs
allers-retours a partir d’un point donné; la notion de phase de Berry per-
drait alors tout intérét puisque les deux parties (aller, puis retour) de 'in-
tégrale de la connexion de Berry sur ce contour s’annulent.

Il y a néanmoins une exception a ce résultat, qui porte précisément sur
le cas de la zone de Brillouin d'un potentiel périodique. Cette exception,
formulée par ZAK (1989), tire parti de la structure circulaire de la zone de
Brillouin. Si le parametre ¢ effectue le chemin

2T
G —ar =a+—_, (1.81)

les situations physiques décrites par les deux hamiltoniens H,, et H, q; sont
identiques 4 On est donc en présence d’un chemin fermé, avec en particu-
lier une méme base d’états propres {|u¢(1") )} (@ une phase pres) au début et a
la fin du chemin. Bien que la situation soit unidimensionnelle, il n’y a alors

4. Les deux hamiltoniens Hy, et H, ; peuvent étre différents ou identiques, selon la para-
métrisation choisie pour la cellule unité.
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pas de raison pour que la phase géométrique acquise par une particule®

+r/a
om =i / / (ul™|0gul™y dg (1.82)
—Tm/a

soit nulle, puisque le parametre ¢ n’a pas effectué un aller-retour.

On comprend donc que les potentiels périodiques, méme a une dimen-
sion, soient propices a 'apparition de ces phases géométriques. Dans ce
qui suit, nous allons méme pouvoir aller un cran plus loin et montrer que
cette phase peut étre topologigue si le probleme physique possede certaines
symétries. Plus précisément, nous allons montrer dans le cadre du modele
SSH que cette phase géométrique, appelée phase de Zak dans ce contexte,
est quantifiée en multiples de 7 et qu’elle n’est donc en général pas modi-
fiée par une petite déformation du réseau, pourvu que cette déformation
respecte la symétrie en question.

4 Le modele SSH (Su-Schrieffer—-Heeger)

Nous abordons maintenant le modele 1D le plus simple possible qui
présente ce type de topologie non triviale (SU, SCHRIEFFER et al. 1979). Il
s’agit d’'un modéle discrétisé, dans lequel une particule peut sauter d'un
site donné vers les deux sites adjacents, a gauche ou a droite. Nous com-
mencerons par le cas ot tous les sites et tous les éléments de matrice tun-
nels sont équivalents, c’est-a-dire le modéle de Hubbard pour lequel au-
cune topologie n’est présente. Mais nous verrons qu’il suffit d’apporter
une légere modification aux hypotheses de départ pour voir des propriétés
topologiques apparaitre.

Nous ne reprendrons pas ici la procédure permettant de justifier un ha-
miltonien discrétisé a partir de '’hamiltonien continu (I.58). Cette procé-
dure est basée sur l'approximation des liaisons fortes, qui a été décrite en
détail dans le cours 2012-13. Nous nous contenterons d’en présenter ici les
hypothéses, d’ailleurs tres intuitives.

5. Pour un probleme 1D, on remplace le symbole gradient V 4 par 9.
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FIGURE 1.8. Modele de Hubbard 1D, dans lequel tous les sites sont équivalents,
avec la méme amplitude tunnel d’un site au site voisin.

4-1 Le modéle de Hubbard

Considérons la chaine infinie représentée sur la figure 1.8, composée de
sites identiques espacés de a. Nous supposons qu’une particule est placée
sur ce réseau et nous notons |j) I'état correspondant a la particule localisée
sur le site j (j € Z). Tous les sites ont la méme énergie, que nous prendrons
nulle par convention. L’amplitude de saut tunnel d'un site a 'autre est
notée —J, ot le coefficient J est choisi positif. L’hamiltonien s’écrit donc

H=-J> [j+1){j| +hc (1.83)

J

Le théoreme de Bloch prend une forme remarquablement simple dans ce
cas. Il n’y a (a un facteur multiplicatif pres) qu'un seul état périodique sur

le réseau :
) =" 5)
J

et toutes les fonctions |u,) sont donc égales entre elles. La forme d'un état
de Bloch est

(1.84)

[g) =Y €99 ). (1.85)
J

On vérifiera que cet état est bien état propre de I’hamiltonien (1.83) avec

I'énergie

E, = —2J cos(ga). (1.86)

I s’agit donc d'un modeéle a une bande (figure 1.9). Comme |u,) ne dépend
pas de g, la courbure de Berry A, =i (u,|0,u,) associée a cette bande est
nulle.
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FIGURE 1.9. Bande d’énergie IS, pour le modele de Hubbard.
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FIGURE 1.10. Molécule de polyacétyléne, pouvant exister sous les deux forme
dimérisées (a) et (b).

4-2 Le modéle SSH et son hamiltonien

Le modéle introduit par SU, SCHRIEFFER et al. (1979) avait pour but
d’étudier la formation d’ondes solitoniques dans de longues chaines de
polymeres, comme le polyacétyléne représenté sur la figure 1.10. Cette mo-
lécule présente une alternance de simples et doubles liaisons et peut se
présenter sous les deux formes dimérisées (a) et (b). Le point central de
l’article de SSH était 1’étude de la jonction entre ces deux formes, représen-
tée sur la figure 1.11, avec la possibilité de voir apparaitre des états localisés
(solitons ou états de bord) a cette jonction. Nous verrons au cours prochain
comment on peut implémenter ce modéle de maniére précise avec des sys-
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FIGURE I.11. Jonction entre les deux phases (a) et (b) de la figure 1.10.

temes atomiques ou photoniques.

La modélisation la plus simple de cette chaine est fondée sur un modele
de liaisons fortes directement inspiré du modele de Hubbard, la seule mo-
dification étant que I'on peut avoir deux valeurs J et J' pour le coefficient
tunnel correspondant aux simples et aux doubles liaisons. Nous considé-
rons donc la chaine représentée sur la figure 1.12, avec deux types de sites
notés A et B. Pour ce choix de dimérisation, les sites A sont reliés a leur
voisin de gauche par le coefficient tunnel J et a leur voisin de droite par
le coefficient J' (et inversement pour les sites B). La cellule unité de ce ré-
seau 1D comporte donc un couple AB, et la distance entre deux cellules
adjacentes est comme précédemment notée a.

Les fonctions périodiques sur le réseau ont par définition la méme am-
plitude « (resp. ) sur tous les sites A (resp. B) du réseau et s’écrivent

[ug) = aq | D_145) | + B¢ | D_1B) | (1.87)
J J
ou l'on choisira par convention
g [* + 184 % = 1. (1.88)

Dans ce modele de cellule a deux sites, une fonction |u,) peut donc étre
vue formellement comme 1’état d'un spin 1/2:

o
lug) = <BZ> ) (1.89)
Les fonctions de Bloch associées sont
[1hg) = D €99 (0| A;) + Bl By)) - (190)

J
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FIGURE 1.12. Représentation simplifiée du modele SSH.

La fonction de Bloch |¢,) est par définition état propre avec l’énergie E,
de I'hamiltonien de la chaine

ﬁ:—JE:wﬁMﬂ—JZ]BFQMﬂ+hQ

J

(1.91)

Ceci permet d’établir la contrainte sur les coefficients o, et 8, sous forme

matricielle :
- « «
Hy (1) =E;( ! 192
()= (3) .
ott 'hamiltonien périodique H, est la matrice 2 x 2 :
N 0 J + Je lae
H,=- (J’ 4 Jeiga 0 ) . (1.93)

Cet hamiltonien est bien de la forme générale proposée pour un spin 1/2
avec £y =0et

h(q) = ha(q) +ihy(q) = J' + J el (1.94)
Le vecteur h vaut
J' 4+ J cos(qa)
h(q) = J sin(qa) (1.95)
0

est confiné ici au plan xy et peut étre représenté par le nombre complexe
h(q). Les états propres de I'hamiltonien H, du modele SSH sont donc tou-
jours localisés sur ’équateur de la sphere de Bloch.

Nous obtenons pour chaque valeur de ¢ les deux énergies propres :

i 1/2
EE) = 4 4 J 69 = + [J2 + J? + 2] cos(ga)] "/, (1.96)
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qui donnent naissance a deux bandes d’énergie quand ¢ décrit la zone de
Brillouin [—7/a, +7/a] :

B . J—J| < E<J+J
B —(J+J) < E<—|J+J|. (1.97)
Ces bandes d’énergie, représentées en figure 1.13, sont disjointes sauf si
J = J’, auquel cas on retrouve le modele de Hubbard du paragraphe pré-
cédent®. Les niveaux d’énergie pour les deux cas J' > J et J' < J ont
des tracés similaires et rien ne permet a ce stade d’assigner une topologie
différente a ces deux situations. Mais toute la physique n’est pas contenue
dans la position des niveaux d’énergie : la variation avec ¢ des états propres
contient une information supplémentaire, que nous allons maintenant exa-
miner.

Remarque : formes des fonctions de Bloch. Nous avons choisi enA(I.9O)
une forme des fonctions de Bloch qui garantit que '’hamiltonien H, est
périodique :

Hy=Hyion/a- (1.98)

Ce choix permet de simplifier ’analyse, méme s’il subsiste un arbitraire
dans la définition de la cellule unité que nous examinerons en §4-4. Nous
aurions également pu "encoder” la position relative du site B par rapport
au site A de la méme cellule. Si on note b la distance AB, ce choix conduit
a prendre des fonctions de Bloch du type :

i) = D7 (€970 af |A;) + o U209 g1 1) ). (1.99)
J
et mene a
- 0 J' eldb 4 ] g=ia(a=b)
o, =- ( ' emiab 4 J ciata—b) 0 (1.100)

qui n’est généralement plus une fonction périodique de ¢. Les énergies
ne sont évidemment pas affectées par ce changement de définition des
états de Bloch, mais les vecteurs propres le sont. En pratique, cet encodage

6. Noter que la zone de Brillouin est alors deux fois plus petite du fait du doublement de
la période du réseau.
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FIGURE 1.13. Bandes d’énergies (1.96) du modele SSH pour J' = (3/2) J (haut),
J' = J (milieu) et J' = (2/3) J (bas).
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FIGURE 1.14. Tracé dans le plan complexe de h(q) = J' + Jel9% = |h(q)| e«
pourlecas J' > J. Le contour décrit par h(q) n’entoure pas 'origine et la phase ¢,
commence et termine a la méme valeur ¢4 = 0 quand q décrit la zone de Brillouin

[=m/a,m/al.

conduit a des expressions plus compliquées du point de vue de 'étude de
la topologie des bandes et nous ne l"utiliserons pas. Il peut néanmoins étre
pertinent quand une force uniforme est appliquée aux particules en plus
du potentiel périodique. Cette force dérive en effet du potentiel —F'z, et il
est alors commode d’encoder la position exacte de chaque site, z = ja ou
x = ja + b, dans I'expression des fonctions de Bloch.

4-3 Etats propres et topologie

)

. s P s p(E
Les états propres de la matrice H, associés a E,g sont

1 1
By — .
‘uq ) V2 (:':el¢q>

ot nous avons introduit l'argument complexe ¢, du coefficient non-
diagonal intervenant dans H,, (figure 1.14) :

(1.101)

h(q) = J' + J % = |h(q)| '%. (1.102)
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Cet argument complexe est bien défini pour toute valeur de ¢ tant que
|h(g)] ne s’annule pas sur la zone de Brillouin, c’est-a-dire tant que J # J'.

Il est alors simple de calculer la connexion de Berry

: 1d¢
AE) =i (u®|9ul) = - —1

¢ 3 do (1.103)

et la phase de Zak obtenue en intégrant cette connexion de Berry sur la
zone de Brillouin :

+7/a 1 +7/a d
Pzax = / A dg = _5/ diqq dg.

—m/a —m/a

(1.104)

Ce résultat a une interprétation géométrique claire : la phase de Zak, ou
plus précisément la quantité

1 +7‘r/(l d¢q

1 1
N=—®z = — — dg = — |P4n/a —
o 2T o —x/a dg 1= 9r [¢+/

qb,ﬂ/a] (I.105)

mesure le nombre d’enroulements que le nombre complexe h(q) fait autour
de 0 quand ¢ parcourt la zone de Brillouin.

Les figures 1.14 et 1.15 montrent les trajectoires possibles dans le plan
complexe de h(q) = J'+Je'?* quand le quasi-moment ¢ varie depuis —7/a
jusqu’a m/a. Cette trajectoire est un cercle centré en (J’,0) et de rayon J.
Deux cas sont donc possibles pour la variation de ¢, quand ¢ parcourt la
zone de Brillouin :

— Si J’ > J (figure 1.14), le cercle est entierement situé dans la zone du
plan de partie réelle positive. Ce cercle n’entoure donc pas l’origine :
N = 0 et ®z,x = 0 pour chacune des deux sous-bandes (figure 1.16).
On dira dans ce cas que les bandes sont fopologiquement triviales.

— Si J’' < J (figure 1.15), le cercle est parcouru dans le sens direct (tri-
gonométrique) et entoure une fois l'origine. On a alors : N = 1 et
®z.x = —7 pour chacune des deux sous-bandes (figure 1.16). On dira
dans ce cas que les deux bandes sont topologiquement non triviales.

Le nombre N est un invariant topologique, au sens ot il ne change pas
quand on modifie légérement les parameétres du réseau SSH (période a,
coefficients tunnel J et J’) du moment que ’on ne franchit pas la frontiere
J=J.
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FIGURE 1.15. Tracé dans le plan complexe de h(q) = J' + Jel9% = |h(q)| e«
pour le cas J' < J. Le contour décrit par h(q) entoure I'origine et la phase ¢,
varie continument de ¢, = —m 4 ¢, = 7 quand q décrit la zone de Brillouin

[=m/a,7/al.

Du point de vue du pseudo-spin associé a |u,), la phase de Zak est re-
liée a I’angle solide dessiné par ce spin le long de 1’équateur de la sphere de
Bloch quand ¢ parcourt la zone de Brillouin (figure 1.17). Dans le cas topo-
logiquement trivial, ce pseudo-spin effectue un aller-retour sur 1'équateur.
Dans 'autre cas, il effectue un tour complet de la sphere de Bloch.

4-4 Quelle réalité physique pour cette topologie ?

La distinction que nous venons de faire entre les deux régimes J' > J
et J' < J semble convaincante, mais elle mérite malgré tout une analyse
un peu plus approfondie. En effet, la maniere dont les sites A; et B; ont été
assignés a une cellule unité donnée est arbitraire. Au lieu du choix repré-
senté sur la figure 1.12 et repris sur la figure 1.18a, on aurait tout aussi bien
pu choisir la paramétrisation de la figure 1.18b. Dans cette paramétrisation,
la cellule j est composée du site A; et du site B;_;. La forme des fonctions
de Bloch avec cette nouvelle paramétrisation est

[e) = D00 (gl d5) + BylBj1)) (1106)
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FIGURE 1.16. Variation de la phase ¢, quand q parcourt la zone de Brillouin
[—m/a,m/al, pour les deux cas J' > J (pas d’enroulement) et J' < J (nombre
d’enroulement N = 1).

avec des coefficients (&, 8,) qui sont reliés aux coefficients précédents
(ag; Bq) par N ,

By =€ j,.
Cette transformation n’est pas une transformation de jauge comme celle
envisagée en (IV.75) car elle ne correspond pas a une multiplication glo-
bale de la fonction |u,) par un coefficient e'X«. Il n’est donc pas évident de
prévoir ses conséquences sur la phase de Zak.

(1.107)

Qq = Oy,

Reprenons la démarche suivie pour la premiére paramétrisation. En
écrivant que 1), est état propre de H (qui est inchangé), on trouve que les
coefficients (&, 8,) sont solutions de :

AN Qg Fo_ 0 J + J' elae
H, (ﬁq> = F, (@;) avec H,; = <J+ J' e—ida 0 .
(L108)
Ce nouvel hamiltonien est lui aussi périodique en g, mais les roles de J et

J' y sont inversés (comme on pouvait s’y attendre) et ¢ est changé en —g.
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FIGURE 1.17. Trajectoires sur la sphére de Bloch de I’état |u,([)> quand q parcourt
I'ensemble de la zone de Brillouin. Gauche : cas topologiquement trivial, N = 0;
Droit : cas topologiquement non trivial, N = 1.

Ce changement de paramétrisation ne change bien stir pas la forme des
bandes d’énergie. En revanche, elle affecte la forme des états propres et la
phase de Zak. On trouve maintenant que :

— Pour J' < J, ®za = 0, c’est-a-dire qu’il n’y a pas d’enroulement du
nombre complexe J + J' e719% autour de l'origine.

— Pour J' > J, &z, = +7, 'est-a-dire qu’il y a un enroulement dans le
sens négatif du nombre complexe J + J' e 719 autour de I'origine.

La lecon & retenir est que la notion "absolue" de phase topologique-
ment triviale ou non-triviale n’a pas de sens pour cette chaine infinie uni-
dimensionnelle. La seule conclusion physiquement pertinente est que les
deux phases obtenues en basculant entre les situations J > Jet J < J

sont différentes :
(I>[J >J| <I>[J <J] -0

Zak Zak (1.109)

Pour révéler cette différence, nous verrons au prochain chapitre que I'on
peut échanger physiquement au cours d’une séquence expérimentale les
valeurs de J et J’, comme cela a été fait par ATALA, AIDELSBURGER et al.
(2013). On peut également s’intéresser a une chaine de taille finie, avec un
nombre donné de cellules, par exemple trois cellules sur la figure 1.19. I
n’est alors pas équivalent d’avoir un grand ou un petit élément de matrice
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FIGURE 1.18. Deux paramétrisations possibles pour le modele SSH.

Lo a-Lelalm
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FIGURE 1.19. Chaine SSH finie, avec trois cellules unités. Les deux configura-
tions J' > Jet J' < J se comportent différemment vis a vis de 'existence d’états
de bord.

tunnel aux extrémités de la chaine. On peut enfin connecter les deux phases
[J' > J]et[J < J], comme indiqué sur la figure 1.11, et étudier les états
localisés susceptibles d’apparaitre au voisinage du point de jonction. Nous
verrons au chapitre suivant comment ces états de bord émergent pour le
modele SSH pour une chaine finie ou semi-infinie, ainsi que leurs applica-
tions possibles en photonique.

Remarque : retour sur I’encodage de la position. Nous avons donné en
(1.100) I'expression de 'hamiltonien H; quand on encode la distance b entre
les sites A et B dans I'expression des fonctions de Bloch. On pourra remar-

quer que cet hamiltonien A, . permet de passer continument de H,a H,en
variant b de 0 a a. Si on reprend le formalisme précédent avec cet hamil-
tonien, on trouve que la phase ¢, est remplacée par ¢, — ¢b, de sorte que
®y.x devient @z, + 7b/a. La phase de Zak n’est alors plus un multiple de
7. En effet ’hamiltonien . , N'est pas périodique en ¢ et le nombre //(q) qui
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lui est associé ne décrit pas une trajectoire fermée dans le plan complexe
quand ¢ parcourt la zone de Brillouin. Toutefois, la relation (I.109) donnant
une différence de phase égale a 7 entre les deux situations J' < JetJ > J
reste valable.



Chapitre 11

Topologie a une dimension :

du modeéle SSH aux modes de Majorana

Aprés la mise en place au cours précédent du formalisme nécessaire
pour aborder I'étude de phases topologiques de la matiere, nous passons
maintenant a la recherche de manifestations concretes de cette topologie.
Le point central que nous voulons établir porte sur 1’existence d’états de
bord robustes apparaissant a l'interface entre deux phases de topologies
différentes.

Nous allons dans un premier temps nous concentrer sur le modele SSH
introduit par SU, SCHRIEFFER et al. (1979) pour décrire une chaine molé-
culaire de polyacétylene. Nous allons approfondir la caractérisation de la
topologie d"une bande que nous avons déja esquissée dans le chapitre 1 en
terme d’enroulement autour de la sphere de Bloch. Nous montrerons sur
ce modele 'existence possible d’états de bord robustes, pour un segment
fini de la chaine ou dans un géométrie semi-infinie.

Nous aborderons ensuite la description d"une expérience récente menée
avec de la lumiere qui a mis en évidence ces caractéristiques topologiques,
et tiré parti des états de bords pour réaliser un laser topologique (ST-JEAN,
GOBLOT et al. 2017).

Dans la derniere partie, nous allons comparer cette chaine SSH avec
un autre systéme modele remarquable, introduit par KITAEV (2001) pour
décrire un supraconducteur topologique a une dimension. Nous verrons
que les états de bord ont alors des propriétés tres particuliéres, décrites par
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des modes de quasi-particules pour lesquelles opérateurs de création et
de destruction coincident. Ces modes sont baptisés modes de Majorana, par
analogie avec le formalisme présenté par MAJORANA (1937) pour analyser
I’équation de Dirac.

L’étude de ces deux modeles va nous donner 1’occasion d’aborder I'im-
portance des symétries dans la stabilité des phases topologiques (voir aussi
I'appendice 2 de ce chapitre). Il s’agira de la symétrie de sous-réseau pour
le modele SSH, et de la symétrie particule-trou pour le modele de Kitaev.
Tant que le systeme possede cette symétrie, les phases topologiques que
nous allons trouver seront robustes : elles ne pourront se transformer en
une phase normale qu’en fermant un gap entre deux bandes d’énergie, ce
qui impose une modification importante des parametres de ’hamiltonien.
En revanche, comme nous le verrons au cours 3, la robustesse topologique
peut disparaitre sans avoir a fermer de gap si on perd cette symétrie.

1 Etats de bord dans le modéle SSH
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ol ¢ est le quasi-moment de Bloch, dont la valeur est restreinte a la zone
| | | | | | de Brillouin —7/a < ¢ < 7/a avec identification des deux extrémités ¢ =
@) : C/C\C/C\C/C\C/C\C/C\C/C +m/a. Les coefficients o et 3, sont déterminés en écrivant que [1),) est état
| | | | | | propre de ’hamiltonien de la chaine, ce qui donne :
H H H H H H
e «
Hy (1) =E;( ! 1.3
(i) == (5) )
a ott 'hamiltonien périodique H, est la matrice 2 x 2 :
J! J J’ J J’ J J’ iqa
(b): O—B—a—B—a—0B—2—8 ﬁq:_<, O e J/+Jeq>, (IL4)
[y [y [ [ J' +Je 0
j=-1  j=0 j=1 j=2
Ses valeurs propres sont
FIGURE I1.1. (a) Molécule de polyacétylene. (b) Modélisation dans le cadre d’un 1
+ : /2
modele de liaisons fortes. Eé V=% (24 %+ 20 cos(qa)] (IL5)
ce qui conduit aux deux bandes d’énergie :
1-1 Retour sur ’hamiltonien SSH
B . J—J| < E<J+J
Comme nous 'avons vu au chapitre 1, le modele SSH vise a décrire une B —-(J+J) < E<-|J-J| (IL6)

longue chaine de polymeére comme le polyacétylene (figure IL.1 a). Cette
chaine est unidimensionnelle et comporte deux types de liaisons, simple ou
double, entre atomes de carbone adjacents. On la modélise en décrivant le
mouvement d'un électron sur cette chaine par un traitement a la Hubbard,
avec une ligne de sites A et B alternés, la particule pouvant sauter d"un site
aux deux sites voisins avec des coefficients tunnel J et J' (figure II.1 b).

Un point essentiel du modéle SSH est de supposer que les deux sites A
et B ont la méme énergie, que 1'on prend nulle par convention. L’hamilto-
nien d’un électron sur la chaine s’écrit donc :

H=—JY |B)(A;| = J ) |Bj-1){4;| + he.
J J

(IL1)

La chaine infinie constitue un systéme spatialement périodique que I'on
peut traiter avec le formalisme des ondes de Bloch. On cherche les états
propres de I'hamiltonien sous la forme

ea) = D o™ (agl4;) + Byl By)) - (I1.2)
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Un exemple de la variation de Ec(,i) en fonction de g est tracé en figure I1.2
pour J' = (3/2) J. Ces deux bandes sont disjointes sauf si J = J’ (¢f. figure
11.3).

Rappelons la notation compacte introduite au chapitre 1 pour un ha-
miltonien représenté par une matrice 2 x 2. En utilisant les trois matrices
de Pauli

. (01 . (0 —i . (1 0
S U PR (S P R B
nous pouvons écrire toute matrice hermitienne sous la forme
Hy = Ey(q) 1 — h(q)- 5, (IL8)

ou les fonctions h(q), & = x,y, z sont réelles. Dans le cas du modele SSH,
on a pris la référence d’énergie g = 0 et

hi(q) +ihy(q) = J' + Je'*, h, = 0. (IL.9)
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FIGURE I1.2. Bandes d’énergie pour une chaine infinie du modele SSH dans le
cas J' = (3/2) J.

La forme (I1.8) obtenue pour H, pour chaque valeur de ¢ peut étre vue
comme 'hamiltonien d’une particule de spin 1/2 dans un champ magné-
tique h(q). Les deux états propres s’écrivent

1 1 1 1
(=)y — = [ . (H)y — — .
i) = (o) =5 (L) @
o1 ’on a introduit le nombre de module 1
o J Tl
6 _ = T e (IL11)

|+ Jelae|

définition qui est valable tant que le dénominateur ne s’annule pas, donc
tant que J' # J.

Dans ce qui va suivre, nous utiliserons la représentation de 1'état quan-
tique |u) d'un systéme a deux niveaux sur la sphere de Bloch, également
introduite au chapitre 1. Cette représentation tire parti du fait que cet état
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E/J

J')J

FIGURE I1.3. Bandes d’énergie pour une chaine infinie du modele SSH en fonc-
tion du rapport J'/J. On obtient deux bandes disjointes sauf pour J' = J.

peut s’écrire de maniere unique (a une phase globale pres) :

) = cos(6/2)
U=\ el sin(60/2)
oud € [0, 7] et ¢ €] —m,7]. Lareprésentation sur la sphere de Bloch consiste
alors a voir cet état comme le point d’angle polaire 6 et d’angle azimutal

(IL.12)

¢. Dans cette représentation, les deux états propres |ugi)> du modele SSH
sont situés sur 1’équateur de la sphere de Bloch, d’azimut ¢, pour |u§7)> et

¢q £ ™ pour \u((1+)>.

Rappelons enfin que la topologie des deux bandes d’énergie du mo-
dele SSH est directement liée au nombre d’enroulement de la phase ¢, du
nombre complexe J' + Jel9% :

1 +7T/0L % dq

= — II.1
2m —7/a dq ( 3)

Comme ¢, n’est autre que 1’angle azimutal de \uc(f)), ce nombre d’enroule-
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FIGURE 11.4. Représentation des deux états propres \uéi)> sur la sphere de Bloch
de rayon 1. Pour le modele SSH, ces deux états propres sont toujours localisés sur
I'équateur.

ment s’interpréte géométriquement a partir de la trajectoire de cet état (ou
de son partenaire |u,(1+))) quand g décrit la zone de Brillouin [—7/a, 7/a] :
— Si h effectue un aller-retour le long de I'équateur, ¢, = 0 pour ga = £7
et V' = 0. Cela correspond au cas J' > J (figure IL.5a). Nous qualifie-
rons cette configuration de normale ou non topologique.

— Si h effectue un tour complet le long de I'équateur, ¢, = +m pour
qa = +7m et N' = 1. Cela correspond au cas J' < J (figure IL.5b). Nous
qualifierons cette configuration de topologique.

Puisque les états |u¢(1i)> sont contraints de rester sur 1'équateur, on ne
peut pas déformer continument un type de trajectoire en l'autre; c’est
l'origine de la protection topologique du nombre d’enroulement (ou de

la phase de Zak ®)) = —7\).

1-2 Le cas d’une chaine finie

Commencons notre analyse des états de bord en considérant une chaine
finie, comportant un nombre donné de paires AB (figure IL.6). Puisque le
systéme n’est plus invariant par translation, le théoreme de Bloch ne s’ap-
plique plus et il n’est pas possible de procéder a un traitement analytique.
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FIGURE I1.5. Trajectoire suivie par |u§_)> dans le modele SSH quand le quasi-
moment q parcourt la zone de Brillouin | — 7 /a,w/a]. Les cas (a) et (b) corres-
pondent respectivement a J' > J (non topologique) et J' < J (topologique).

Nous donnons en figure 1.7 le résultat d'une diagonalisation numérique
de I'hamiltonien pour une chaine de 10 paires.

Plusieurs points remarquables apparaissent sur cette figure :

— La majeure partie des énergies trouvées par diagonalisation se
trouvent a l'intérieur des bandes permises trouvées analytiquement
pour une chaine infinie, et ces énergies remplissent la zone ainsi déli-
mitée : dans la limite oi1 la longueur de la chaine devient tres grande,
on va retrouver toutes les énergies I, obtenues plus haut.

— Le spectre en énergie est symétrique par rapport a I’énergie nulle.

— Pour J' < J, c’est-a-dire dans la région "topologique", on trouve deux
états d’énergie quasi-nulle, a I'extérieur de la zone grisée correspon-
dant aux bandes d’énergie permises.

Ces états situés a l'intérieur du gap interdit sont les états de bord que
nous souhaitons discuter. Nous avons représenté sur la figure I1.8 les am-
plitudes de probabilité (a;,b;) pour ces deux états dans le cas particulier
J' = J/2. On trouve que ces deux états sont effectivement localisés aux
extrémités de la chaine, avec une probabilité supérieure a 3/4 de trouver
la particule sur 'un des sites extrémes, A; ou Bjg. La chalne étant symé-
trique, les distributions de probabilité associées a ces deux états sont elles
aussi symétriques. Toutefois, cette symétrie spatiale est facilement brisée. Il
suffit de modifier 1’énergie sur site d'une des extrémités (A; par exemple)



CHAP. II. TOPOLOGIE A 1D : DU MODELE SSH AUX MODES DE MAJORANA

§ 1. Etats de bord dans le modele SSH

B—B—a—B—na—®

FIGURE 11.6. Chaine SSH de taille finie (avec ici 6 sites, donc 3 paires AB).

| | |
0 02 04 06 08 1

| | |
1.2 14 16 18 2

J')J

FIGURE IL.7. Energies propres d'une chaine SSH a 20 sites, donc 10 paires AB.
Pour J' < J, deux états de bords d’énergie quasi-nulle sont présents. Ces états
disparaissent graduellement quand on passe dans la région J' > J. La zone grisée
correspond aux bandes d’énergies de la chaine infinie, déja tracées en figure I1.3.

d’une faible quantité pour qu'un des états de bord se localise presque en-
tierement sur A; et I'autre sur B;(. Pour illustrer ce point, on a représenté
sur la figure I1.9 le résultat obtenu quand 1’énergie du site A; passe de 0 a
—J/100. Cette sensibilité est & contraster avec celle des modes de Majorana
que nous rencontrerons un peu plus loin.

DELPLACE, ULLMO et al. (2011) ont proposé une méthode simple et ef-
ficace pour établir de maniére quantitative la correspondance cceur—bord
(bulk—edge) pour la chaine SSH, c’est-a-dire le lien direct entre I'enroule-
ment de la phase ¢, et I'existence d’états d’énergie en dehors du gap pour
une chaine finie. L'idée est de compter le nombre d’états que I'on peut for-
mer a partir des fonctions de Bloch de cceur, et voir si on en obtient 2V,
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FIGURE I1.8. Chaine SSH finie a 20 sites, donc 10 cellules unité, pour J' = J/2.
On a représenté les amplitudes de probabilité a,, b1, az, b, . .. pour les deux états
situés a l'intérieur du gap. Les distributions de probabilité pour ces deux états sont
symétriques, du fait de la symétrie de la chaine elle-méme.

comme attendu d’apres la taille de 1’espace de Hilbert. Si ce n’est pas le
cas, cela signifie que des états supplémentaires sont nécessaires pour obte-
nir une base : ce sont précisément les états de bord que nous avons trouvés
numériquement.

Les états que nous pouvons former a partir des états de cceur sont des
ondes stationnaires, obtenues en superposant deux ondes de Bloch de mo-
ment g et —g avec des poids égaux et un facteur de phase « indéterminé a
ce stade :

onde stationnaire : (I1.14)

. _ . (_
) + e pl).
Nous avons choisi ici ¢ > 0 par convention et nous nous sommes limités
pour l'instant a la bande inférieure. Le fait que I'on ait une chaine finie
impose de prendre en compte des conditions aux limites "ouvertes". Si la
chaine est constituée des sites 1,2, ..., N, nous devons imposer une ampli-
tude nulle sur les sites "fictifs" | By) et |An 1), ce qui conduit a

cos(a + ¢4) =0,

cosla+ (N + 1)ga] =0, (I1.15)
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FIGURE I1.9. Chaine SSH finie a 20 sites, donc 10 cellules unité, pour J' = J/2
avec un léger décalage de —J/100 du site Ay. On a représenté les amplitudes
de probabilité a1, by, a2, ba, . .. pour les deux états situés a l'intérieur du gap. Le
décalage en énergie du site Ay entraine une localisation presque complete des états
de bord d"un coté ou I'autre de la chaine.

ot1 nous avons utilisé ¢_; = —¢,. En éliminant o de ces deux équations,
nous arrivons a la condition sur le moment ¢ :

F(¢) = (N +1)ga — ¢4 =0 modulo = (II.16)

qui se préte bien a une résolution graphique (figure I1.10).

Pour un nombre de sites N assez grand, la fonction F'(¢q) est strictement
croissante entre ¢ = 0 et ¢ = 7/a [rappelons que ¢ est supposé positif
pour éviter le double comptage des ondes stationnaires (I1.14)]. Elle vaut
toujours 0 en ¢ = 0 et sa valeur en ¢ = 7/a dépend de la topologie de la
bande :

— Dans le cas normal, ¢, = 0 pour ga = 7 et F'(¢) vaut donc (N +
1)7 en ce point. Il y a donc N solutions physiquement acceptables a
I’équation (I1.16), sachant que les points ¢ = 0 et ga = 7 conduisent a
une onde stationnaire identiquement nulle.

— Dans le cas topologique, ¢, = 7 pour ga = 7 du fait de 'enroulement
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FIGURE I1.10. Solution graphique de I'équation (11.16) permettant de déterminer
les états propres de la chaine SSH ouverte, fabriqués a partir d’états de Bloch de
ceeur. Dans le cas normal, en rouge, on trouve N solutions physiquement accep-
tables pour chacune de deux bandes d’énergie : ceci permet de former une base.
Dans le cas topologique, en bleu, on ne trouve que N — 1 états par bande. Les deux
états manquants sont les états de bord, situés a l'intérieur du gap de la chaine
infinie.

autour de la sphere de Bloch et F(g) vaut donc N7 en ce point. I n'y
a alors que N — 1 solutions physiquement acceptables a 1’équation
(IL.16).

Un raisonnement identique peut étre fait pour les états de la bandes su-
périeure et on arrive ainsi au nombre d’états de cceur que 'on peut for-
mer : 2N dans le cas normal, ce qui permet d’obtenir une base compleéte,
et 2N — 2 dans le cas topologique, ce qui entraine I'existence de deux états
en dehors du cceur : ce sont les états de bord proches de 1’énergie nulle qui
apparaissent sur la figure I1.7.
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1-3 La symétrie de sous-réseau

Nous allons maintenant expliquer la symétrie du spectre en énergie
de la chaine SSH, qu’elle soit finie ou infinie. Une caractéristique im-
portante de I’hamiltonien H, = —h(q) - & est que le vecteur unitaire
n(q) = h(q)/|h(q)| reste en permanence sur l'équateur de la sphere de
Bloch, ce qui permet de classer les bandes d’énergie par le nombre d’en-
roulement autour de la sphere de Bloch. La protection topologique de 'ha-
miltonien SSH est donc assurée par la symétrie entre les deux sous-réseaux
A et B, assurant que h, = 0.

Cette symétrie de sous-réseau, présente également dans des modéles
beaucoup plus élaborés que le modele SSH, est souvent appelée symétrie
chirale pour des raisons liées a la théorie des champs. Sa transcription ma-
thématique est tres simple dans le cas présent. Introduisons les projecteurs
P4 et Pg sur chacun des deux sous-réseaux. L'opérateur (unitaire)

S=Py—Pp (I1.17)
anti-commute avec ’"hamiltonien SSH :
HS = —-SH. (I1.18)

Soulignons la structure particuliére de la manifestation de cette symétrie.
Pour les symétries traduisant une invariance géométrique (translation, ro-
tation), on est plutot habitué a disposer d’un opérateur O qui commnute avec
I’hamiltonien : c’est ce qui permet de chercher une base propre commune
a H et O et de trouver ainsi des états de Bloch pour l'invariance par trans-
lation, ou des états d’énergie et de moment cinétique bien définis pour
I'invariance par rotation.

Explicitons les conséquence de la relation d’anti-commutation (IL.18).
En la multipliant a gauche et a droite par P, eten utilisant le fait que P, et
Pp sont des projecteurs orthogonaux (P L = = Py, PyPp = 0), on en déduit
que
PyHP, =0, (I1.19)
et de méme pour Pp :

PgHPg =0. (I1.20)

C’est exactement la contrainte de ne pas avoir de coefficient diagonaux
pour la matrice H, (Vq), ce qui garantit que le vecteur h/|h| reste confiné

sur I'équateur de la spheére unité. On peut également montrer la réciproque
de cette propriété : si 'on impose les deux contraintes PyHP, = 0 et
PgHPg =0, on trouve ! la relation d’anti-commutation (I1.18).

Cette relation a pour conséquence la symétrie du spectre en énergie au-
tour de £ = 0. En effet si |¥) est état propre de H avec la valeur propre E,
alors

i(81w) = =5 (i) = -E (1) (I.23)

ce qui indique que S|v) est également état propre de H avec la valeur —E.

Cette symétrie appliquée aux états de bord a des conséquences impor-
tantes :

— Si cet état de bord est unique, comme celui qui apparait pour une
chaine semi-infinie (cf. la diagonalisation exacte effectuée en § 1-4),
alors son énergie est nulle.

— Toujours dans I'hypothese de 1"unicité de cet état de bord |tg), S|to)
qui est également état propre d’énergie nulle doit étre colinéaire avec
[to), ce qui veut dire que |¢)g) est état propre de S. Comme on a

§?=1 (11.24)

les valeurs propres de S sont +1 et —1. Si c’est la valeur propre +1 qui
est réalisée, on a

Slo) = o) = Pplvo) =0 (I1.25)

et 1’état [t)p) est localisé uniquement sur les sites A. Si c’est la valeur
propre —1 qui est réalisée, alors |t)g) est localisé uniquement sur les
sites B. Nous retrouverons ce résultat au paragraphe suivant en ana-
lysant le cas particulier d’une chaine semi-infinie (§ 1-4).

1. La démonstration est simple si on utilise PA + PB i:
AS = A (Pa— Pp) = (Pa+ Pp) i (Pa— Py) = PePa— PARPy  (121)
et
SH = (PA - PB) A= (PA - PB) H (PA + 155) = PoHPp — PgHPs = —-HS.
(11.22)
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FIGURE I1.11. chaine SSH semi-infinie.

1-4 La chaine semi-infinie

Pour comprendre comment les états de bord apparaissent dans ce sys-
téme uni-dimensionnel, il est intéressant d’étudier le modéle exactement
soluble de la chaine SSH semi-infinie. Considérons donc le systéme repré-
senté sur la figure I1.11. Comme dans le cas de la chaine finie, le systeme
n’est pas périodique et on ne peut pas utiliser le théoreme de Bloch pour
chercher ses états propres. Toutefois, il est relativement simple de les trou-
ver directement. Ecrivons un état propre d’énergie E sous la forme

+oo

) = (aj|4;) + bj|By)).

j=1

(I1.26)

Quand on reporte ce développement dans 1’équation aux valeurs
propres H|y) = E|), on obtient un systéme infini d’équations :

—J’bl = Ea1 (1127)
7(],@1 - J(ZQ = F bl (HZS)
etpourj > 2:
—J/bj — ij,1 = Eaj (1129)
—J’aj — Jaj+1 = Ebj (H30)

La résolution de ce systeme se fait par des méthodes standard d’algébre
linéaire (voir appendice) et il y a suivant les cas un ou deux types de solu-
tions (cf. figure 11.12) :

— Quand I'énergie E est choisie dans un des deux domaines

[~ + ), =] =T ou [J-J|.J+J], (L3
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E E
T+ +J+J
+J - +J-J
J > J: +0 J<J: o 10
t== t==7)
+—(J'+J) +—-(J+J)

FIGURE I1.12. Spectre en énergie d’une chaine semi-infinie. En plus des deux
bandes d’énergie trouvées pour le cas de la chaine infinie, un état de bord d’énergie
nulle apparait dans le cas "topologique” J' < J.

on trouve toujours une solution avec des coefficients a; et b; de mo-
dule (a peu pres) constant quand j — oo. Cette solution représente
une onde issue de 400, se propageant dans le sens des z négatifs, se
réfléchissant sur le site A; et repartant en +oco. Cette solution de type
onde stationnaire existe si et seulement si on choisit une énergie dans les
bandes autorisées trouvées plus haut [cf. (I.6)], ce qui est rassurant : il
s’agit d’une solution de cceur (bulk), dont I'existence n’est pas affectée
par le fait que la chaine soit coupée en j = 1.

— Si J’ < J, une solution complémentaire apparait pour 1'énergie nulle,
correspondant a un état discret. Cet état est donné (a un facteur de
normalisation pres) par :

aj = (=J'/J), b; = 0. (11.32)

Cet état est donc localisé uniquement sur les sites A, comme attendu

du fait de la symétrie de sous-réseau (§1-3), et sa probabilité de pré-

sence P; = |a;|? décroit exponentiellement vite quand on s’éloigne du
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bord A, la distance caractéristique de décroissance étant

a

0= SHTT)’ (11.33)

ce qui est de l’ordre de q, sauf si J et J’ sont trés voisins. C’est 1’état de
bord recherché.

On notera que la position en énergie de cet état lié est différente de ce a
quoi on est habitué pour des potentiels V(x) localisés dans l'espace. Dans
ce dernier cas, le spectre en énergie est formé d’états discrets pour la partie
basse énergie, puis d'un continuum en énergie au dessus d’un certain seuil.
Ici, I’état discret a une énergie intermédiaire, avec un continuum d’énergie
a la fois en dessous et au dessus de lui.

Jonctions entre chaines SSH. Comme nous l'avons déja mentionné,
I'existence des états de bord pour la chaine finie ou semi-infinie dans le cas
J' < J, et leur non-existence pour J’ > J, est une illustration tres simple
de la correspondance ceeur—bord (bulk—edge). Cette correspondance indique
ce qui se produit a I'interface entre deux zones de topologies différentes ou
identiques. Notre demi-chaine peut étre obtenue en partant d’'une chaine
infinie, puis posant J = 0 dans la partie gauche (j < 0) de la chaine. C’est
ce qui est représenté par la zone grisée de la figure I1.13. Cette partie grisée
est donc dans la classe topologique [J’ > J]. Si on choisit pour la chaine
réelle des coefficients tunnels également tels que J’ > J, les deux parties
de la chaine seront dans la méme classe topologique etiln’y aura pas d’état
de bord, c’est-a-dire pas d’état localisé a la frontiere entre les deux zones.
En revanche, si on choisit pour la chaine réelle J' < J, les deux zones gri-
sées et non grisées seront dans deux classes topologiques différentes : un
état de bord apparaitra alors a l'interface entre les deux zones.

1-5 Etats de bord entre deux chaines (cas continu)

Le caractere général de I’existence d'un état de bord entre deux régions
de topologies différentes peut étre montré simplement sur le modele SSH.
Considérons une chaine de sites A — B le long de laquelle les coefficients J
et J' varient la région centrale située autour du site 0. Nous supposerons
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FIGURE 11.13. La chaine SSH semi-infinie peut étre vue comme une chatne infi-
nie, mais avec une coefficient J dépendant de l'espace; plus précisément, la zone
grisée représente une chaine avec un coefficient J = 0, qui se trouve donc dans la
classe topologique J' > J alors que la chaine "réelle” peut correspondre a la classe
topologique J' > J ou J' < J. Dans le deuxieme cas, un état de bord, localisé
essentiellement sur le site A,, apparait.

que loin de cette région, le rapport J’/J tend vers une constante, mais que
cette constante correspond a des topologies différentes a droite (j — —+o0)
et a gauche (j — —o0). Posons par exemple que
— limj 4 oo(J'/J) = ry > 1 adroite,
— lim;,_(J'/J) =r_ < 1agauche.
Il est alors simple de montrer qu'il y a toujours un état lié, d’énergie £ =

0, localisé autour de la zone frontiére j = 0. Pour cela, écrivons l’expression
de cet état possible sous la forme

+oo
W)=Y (a;14;) + b;|B;)) (I1.34)
j=—o00
avec
(I1.35)

> la? +1b* =1,
J

et posons qu'’il est état propre de I’'hamiltonien avec la valeur propre £=0.
On aboutit au systeme d’équations [cf (I1.29-11.30)] :

*J/(Ij_;,_l - Jaj = 0, *J/bj_;_l - Jb] = 0, (1136)
ot les coefficients J et J' dépendent eux-méme de 1’espace.
Quand on va dans la région j — 400, on trouve donc
lagal 1 1, byl _ ry > 1. (IL.37)
lag| s 1651
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Les suites a; et b; sont donc des suites géométriques dans cette région.
La suite a; a une raison inférieure a 1, elle est donc décroissante et peut
conduire a un état normalisable au sens de (I1.35), au moins dans cette ré-
gion. En revanche, la suite b; de raison > 1 est croissante, ce qui nous oblige
a poser b; = 0. La relation (I1.36) impose alors que tous les coefficients b;
sont nuls.

Quand on va dans la région j — 0, on trouve

|aj_1|:r <1
|aj| S

Gréace a l'inversion J' > J — J' < J, on aboutit donc de nouveau
une suite géométrique décroissante pour a; quand j — —oo. Partant par
exemple de ay = 1, on peut donc construire une suite de nombres a; pour
Jj — Foo qui satisfont I'équation de récurrence (I1.36) et que 1’on peut en-
suite normaliser. Cet état propre d’énergie nulle est localisé sur les sites A;
et essentiellement concentré au voisinage de j = 0, sa probabilité de pré-

(I.38)

sence décroissant exponentiellement vite (comme rfj |) quand j — Fo0.

Il est clair a partir du raisonnement précédent que ’on aurait trouvé un
état localisé uniquement sur les sites 3; si on avait fait I’hypothese inverse
ry < letr_ > 1. Par ailleurs, si I'on connecte deux régions de méme
topologie, méme avec des paires de coefficients (.J, J') tres différentes, on
ne trouve pas cet état lié d’énergie nulle car les suites géométriques pour les
a; et les b; sont toutes deux forcément divergentes d'un coté ou de l'autre,
j— +ooouj — —o0.

2 Le modele SSH en photonique

2-1 Effets topologiques en photonique

L’idée d’étendre les concepts topologiques de I'effet Hall quantique aux
ondes électromagnétiques a été suggérée par HALDANE & RAGHU (2008).
Leur suggestion était fondée sur la propriété de non-réciprocité que I'on
observe par exemple dans l'effet Faraday, un champ magnétique exté-
rieur brisant l'invariance par renversement du temps d'un systeme op-
tique. Depuis cette date, cette idée a été mise en ceuvre dans toute une
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FIGURE I1.14. Gauche : cellule élémentaire composée d’'un puits quantique de
GaAs placée entre deux miroirs de Bragg composés de plusieurs dizaines de
couches de GaAlAs. Figure extraite de ST-JEAN, GOBLOT et al. (2017).

série d’expériences, & commencer par le travail de WANG, CHONG et al.
(2009) mené avec un cristal photonique dans le domaine des micro-ondes.
Faute de place, nous ne pourrons pas présenter toutes ces expériences dans
ce cours et nous nous limiterons & la description de quelques unes, soit
a une dimension dans ce chapitre, soit a deux dimensions dans des cha-
pitres ultérieurs. Nous renvoyons le lecteur souhaitant disposer d"une liste
exhaustive de ces travaux en photonique vers les articles de revues de
LU, JOANNOPOULOS et al. (2014), LODAHL, MAHMOODIAN et al. (2017),
KHANIKAEV & SHVETS (2017), OZAWA, PRICE et al. (2018).

Nous allons nous restreindre dans cette partie a I'implémentation du
modele SSH avec des ondes électromagnétiques. Cette implémentation
a d’abord été faite dans le domaine des micro-ondes par POLI, BELLEC
et al. (2015). Plus récemment, elle a été menée dans le domaine visible
ou proche-infrarouge par WEIMANN, KREMER et al. (2017) et ST-JEAN,
GOBLOT et al. (2017). C’est ce dernier projet que nous allons regarder plus
en détail.

2-2 La cellule élémentaire et la chaine SSH

Dans I’expérience de ST-JEAN, GOBLOT et al. (2017), la cellule élémen-
taire est constituée par un puits quantique circulaire de GaAs, placé entre
deux miroirs (figure 11.14, gauche). L'amplitude du champ dans cette cavité
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FIGURE I1.15. Gauche : Chaine de micropiliers disposés en zig-zag (distance
entre piliers : 3.4 um. Milieu : Le couplage entre orbitales p,, (resp. p,) se fait
avec une alternance de coefficients J, J' (resp. J',J) notés ici t; et t,. Le rapport
ty/t; est de I'ordre de 0.15. Droite : La mesure de la fréquence de la lumiére de pho-
toluminescence en fonction de 'angle d’émission (i.e. l'impulsion transverse des
photons) révele la structure de bande associée aux modes s, p, d. On a excité ici le
ceeur de la chaine, mais pas ses extrémités. Figure extraite de ST-JEAN, GOBLOT
etal. (2017).

résonnante en forme de pilier joue le role des coefficients complexes notés
a; ou b; dans ce qui précede [cf. . eq. (I1.26)]. On éclaire ce puits quantique
par une lumiere non-résonante et on observe la lumiére de photolumines-
cence qui révele I'amplitude du champ électromagnétique dans la cavité.
On peut effectuer une mesure "dans 1’espace réel" en imageant le (ou les)
puits quantique sur la caméra, ou bien une mesure "dans 'espace de Fou-
rier", pour mesurer ce qui est émis dans une direction donnée, indépen-
damment de la position précise du (ou des) puits quantique. Toutes ces
expériences sont menées dans un environnement cryogénique a 4 K.

Le champ électromagnétique dans cette cavité peut exister dans plu-
sieurs modes spatiaux transverses. Le mode de plus basse énergie est un
mode de symétrie cylindrique, appelé orbitale s. Le mode suivant, qui est
utilisé pour cette expérience, est doublement dégénéré. Une base de cet es-
pace a deux états est composée des orbitales p, et p,, qui comportent deux
lobes de signes opposés, avec un axe de symétrie selon z ou selon y (figure
I1.14, droite). Les modes supérieurs (le mode d par exemple) ne jouent pas
de role significatif ici.

Pour construire une chaine SSH, on dispose ces piliers de maniére ré-
guliere pour former une ligne en zig-zag, représentée sur la figure 11.15
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(gauche). Le role du couplage tunnel entre sites voisins est joué ici par
I'onde évanescente qui entoure les micro-piliers. Pour le champ électro-
magnétique dans 1’onde s, tous les couplages entre proches voisins sont
identiques et on réalise une chaine de Hubbard simple, sans propriété to-
pologique. On retrouve pour la bande d’énergie correspondante la relation
de dispersion bien connue en —2.J cos(qa) (figure 11.15, droite).

En revanche, le couplage dans I'onde p permet de réaliser I’alternance
désirée J, J' des couplages. Selon que les deux lobes de I’orbitale p de deux
piliers adjacents sont alignés ou face a face, on ne trouve pas le méme co-
efficient de couplage (figure I1.15, milieu). Le rapport mesuré expérimen-
talement est J'/J =~ 0.15. Remarquablement, les deux orbitales p, et p,
réalisent simultanément les deux configurations possibles : si deux piliers
sont couplés par le coefficient J pour 1'orbitale p,, ils sont couplés par le
coefficient J’ pour l'orbitale p,, et inversement.

Cette alternance des couplages conduit a la séparation de la bande
d’énergie en deux sous-bandes disjointes, qui sont effectivement observées
dans une mesure "dans I'espace de Fourier", comme montré sur la figure
I1.15, droite. Notons qu’a ce stade, l'irradiation lumineuse qui engendre la
photoluminescence est concentrée sur le cceur de la chaine et qu’aucun état
de bord n’est excité.

2-3 Observation des états de bord et laser topologique

La figure 11.16 (gauche) montre le résultat de la mesure de photolumi-
nescence quand une extrémité de la chaine est éclairée. On voit alors appa-
raitre sur le spectre en énergie des états supplémentaires, au centre du gap
pour la lumiére émise par les modes en onde p. Il s’agit d’'une observation
directe des états de bord trouvés en figure I1.7. L'imagerie en espace réel de
la chaine (figure I1.16, droite) montre que 1’état en jeu correspond a la po-
larisation p,, pour lequel apparait la bande topologiquement non triviale
J > J', cest-a-dire ici t; > t;.

Un des intéréts pratiques de cette implémentation des concepts de topo-
logie en photonique est de fabriquer des lasers "robustes", donc peu sen-
sibles aux défauts ou aux imperfections qui peuvent survenir dans leur
réalisation. Ce point est illustré en figure I1.17, ott I'on montre l'effet laser
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FIGURE I1.16. Observation des états de bord pour I'onde p,, correspondant i la
bande topologiquement non triviale J > J', c’est-a-dire t; > t, pour les notations
de la figure 11.15. Figure extraite de ST-JEAN, GOBLOT et al. (2017).

qui se produit quand on augmente la puissance de la lumiere qui pompe
I’échantillon. Au dessus du seuil, la puissance émise dans le mode de bord
dépasse tres largement celle émise par 1’ensemble des modes de coeur
(bulk). La largeur spectrale du pic diminue, indiquant une augmentation
de la cohérence temporelle de ce laser. Le fait que ce mode de bord soit
privilégié par rapport aux modes de coeur s’explique par le fait que les po-
laritons occupant les modes de cceur ont une forte mobilité et s’éloignent
rapidement de la zone de pompage.

3 Le modele de Kitaev

Le reste de ce chapitre va étre consacré a un probleme de particules
en interaction; nous allons considérer le systeme modele introduit par
KITAEV (2001) pour montrer comment une topologie non triviale peut ap-
paraitre dans une chaine 1D de fermions, avec des interactions du type de
celles conduisant a la supra-conductivité.

Dans cette partie, nous allons commencer par décrire le modele proposé
par Kitaev, puis présenter brievement la méthode générale de Bogoliubov
— de Gennes permettant de traiter ce type d’hamiltonien. En examinant le
cas d’une chaine infinie, donc invariante par translation, nous montrerons
comment ce probleme peut — tout comme la chaine SSH - se ramener a
celui d'un pseudo-spin 1/2. Les arguments développés plus haut et fon-
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FIGURE 11.17. Spectre d’émission mesuré quand on augmente la puissance de
la lumiere de pompe au dessus du seuil de 'effet laser pour le mode topologique.
Figure extraite de ST-JEAN, GOBLOT et al. (2017), supplementary information.

dés sur I'enroulement des états propres sur la sphere de Bloch seront donc
applicables, et ils nous fourniront une premiere indication de la nature to-
pologique des phases susceptibles d’apparaitre. Ce point sera ensuite ap-
profondi dans la partie § 4.

3-1 L’hamiltonien de Kitaev

L’hamiltonien décrivant le modele de KITAEV (2001) comporte trois
termes (figure 11.18) :

— Nous considérons des particules obéissant a la statistique de Fermi,
mais sans degré de liberté de spin. Ces particules évoluent sur une
chaine 1D traitée dans le modele des liaisons fortes, avec le coefficient
tunnel J entre sites adjacents. Le premier terme de ’hamiltonien, qui
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FIGURE I1.18. La chaine de Kitaev, caractérisée par le couplage tunnel J et le gap
superfluide A. Un troisieme parametre, le potentiel chimique 1, permet d’ajuster
le nombre moyen de particules sur la chaine.

décrit le couplage tunnel entre deux sites, s’écrit dans le formalisme
de la seconde quantification? :

I i+ Dl +he — —JY al 4, +he
J j

(I1.39)

ol a; (resp. &;) détruit (crée) un fermion sur le site j, ces opérateurs vé-

rifiant les relations d’anti-commutation standard pour des fermions :

a;a; + aja; =0, a (I1.40)

— Nous supposons que cette chaine est couplée de maniere cohérente a

un réservoir superfluide (ou supraconducteur) qui injecte des paires

de fermions sur des sites adjacents. Ce couplage est caractérisé par le

paramétre A qui représente le gap supraconducteur® imposé par le
réservoir et il s’écrit :

> (adlal+ A% i)

J

(I.41)

2. Nous avons utilisé jusqu’ici le formalisme de la premiére quantification, qui est bien
adapté quand le nombre de particules est conservé. Nous sommes obligés de passer pour
ce paragraphe au formalisme de la seconde quantification pour décrire la supraconductivité
dans le formalisme de Bogoliubov-de Gennes.

3. L'existence d'un gap supra-conducteur suppose des interactions entre particules. En gé-
néral, les interactions dans un supraconducteur se font entre fermions de spins opposés et se
produisent dans I’'onde partielle £ = 0 (onde s) qui est favorisée a basse température. Ici, nous
avons supposé le degré de liberté de spin gelé, et le principe de Pauli interdit ces interactions
dans l’onde s. Les interactions ont donc nécessairement lieu dans les ondes impaires, 'onde p
par exemple. Ce point apparaitra clairement quand nous écrirons ’hamiltonien dans 'espace
des moments [eq. (IL.60)]. Nous trouverons en effet un terme d’interaction en A sin(ga), qui
est bien une fonction impaire de g.
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Le parametre A est a priori complexe, mais on peut le choisir réel sans
perte de généralité en incorporant sa phase éventuelle dans la défini-
tion des a;.

— 11 est clair que le couplage (I1.41) ne conserve pas le nombre de par-
ticules; pour imposer un nombre de Particules moyen sur la chaine,
il faut ajouter un troisiéme terme —p/V, faisant intervenir le potentiel
chimique 1 du réservoir, ot N, est I'opérateur nombre total de parti-
cules :

(IL42)

N, =) ala;
J

On arrive alors a I’hamiltonien total :

i =" {7 (@l +alyaa5) - pala; + A (40500 +alaf) |
J

(I1.43)
dont nous souhaitons trouver les états propres et les énergies associées.

3-2 Le formalisme de Bogoliubov-de Gennes

Supposons que la chaine considérée comporte [V sites, avec des condi-
tions aux limites a préciser, qui peuvent étre par exemple périodiques ou
ouvertes. L'espace des états est de dimension 2%, puisque chaque site peut
étre vide ou occupé par une particule. Cette croissance exponentielle de la
dimension de 'espace des états avec le nombre de sites rend tres difficile le
traitement général d’un hamiltonien a N corps. Fort heureusement, pour
un hamiltonien quadratique en les a;,a! du type de (I1.43), on peut utiliser
une méthode qui ne fait intervenir qu'une matrice beaucoup plus petite,
de taille 2V x 2N.

Pour construire cette matrice, considérons le vecteur ligne AT et le vec-
teur colonne associé A de longueur 2N définis par (spineurs de Nambu) :
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Une fois connues les énergies propres E; de Hpag et les états propres
a1 associés, on peut mettre 'hamiltonien H de départ sous la forme d'une
: somme de modes
- 1 2N
T . A . A an 7= - AL
At = (a;r a}r\, ay aN) A= d]; (I1.44) H = 9 < 1EJ bjbj, (11.49)
j:
A:T oll les opérateurs B;f et b; sont des combinaisons linéaires des d} et a;, avec
an

Un hamiltonien A quadratique en les di,&j peut alors étre mis sous la
forme (a une constante additive pres)
A 1. . A
H= §A HpacA (I1.45)

ot Hpya est une matrice 2N x 2N que 'on peut écrire sous la forme de 4
blocs, chacun de taille N x N

My M > (11.46)

e = (i
Les matrices M;, M; (hermitiennes) permettent de prendre en compte les
termes en aja]— qui conservent le nombre de particules, et les matrices
Moy, M3 (antisymétriques) rendent compte des termes en a;a; et &;&j a
I'origine du gap superfluide. Pour I'’hamiltonien (I1.43), on trouve que les
matrices M; et M, sont les matrices de bande réelles

w J 0 0 0 0 0
J pu J O 0 0 0
Ny = — (I1.47)
00 00 J ou J
00 0 0 0 J pn
et
0 -1 0 0 00 0
1 0 -1 0 00 0
My =A (11.48)
00 0 0 1 —1
00 0 0 01 0
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des coefficients reliés aux vecteurs propres de Hpag. Chaque mode (Bj, b;)
correspond a une quasi-particule de Bogoliubov, obéissant a la statistique
fermionique. L'état fondamental de H par exemple est obtenu en laissant
vide les modes (IA);, b;) d’énergie E; positive et en remplissant ceux d’éner-
gie négative.

3-3 La symétrie particule-trou

La forme diagonale de ’hamiltonien H semble a premiére vue para-
doxale. En effet, nous sommes partis d'un espace de Hilbert de dimension
2V et nous arrivons maintenant a 2N modes, pouvant chacun étre vide
ou occupé, ce qui semble correspondre a un espace des états de dimen-
sion 22V. D’ot1 vient cette augmentation (considérable!) de la dimension
de I'espace des états?

Elle trouve son origine dans la structure méme du formalisme de
Bogoliubov-de Gennes, qui entraine que ces 2N modes ne sont pas indé-
pendants, mais liés par paires. Dans (I1.45), I'hamiltonien Hpaa agit sur le
vecteur A qui est composé d’opérateurs de destruction pour sa premiere
partie et de création pour sa seconde partie. Ces mémes opérateurs inter-
viennent dans l'ordre opposé dans Af, de sorte que tout terme de type
al a; apparait deux fois dans le développement que I’on peut faire a partir
de (IL.45). Sur le plan mathématique, ce doublement des termes se traduit
par une propriété de symétrie de ’hamiltonien de Bogoliubov—de Gennes :

C HpacC' = —Hpag, (IL.50)

ol nous avons introduit ’opérateur anti-unitaire de symétrie particule—trou :

C = Ko?y (IL51)
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ott K est I'opérateur conjugaison complexe
Ko(x) = 4" (x),

et o1 7, échange les opérateurs création et annihilation sur un site donné :

%_01
T \1 o

ol chaque sous-matrice est de taille V x N.

(IL52)

(IL53)

La relation d’anti-commutation (II.50) a deux conséquences immé-
diates :

— Comme pour la symétrie de sous-réseau (chirale), elle entraine la sy-
métrie du spectre de Hpac autour de I'énergie nulle. Si une énergie
E # 0 apparait dans le spectre de Hpqg, alors on sait que l’énergie —F
doit également apparaitre.

— Elle entraine également une relation simple entre les deux modes
propres associés a une paire d’énergie (E,—FE). Si un certain mode
propre (bg, IA)TE) apparait dans la diagonalisation de Hpic a l'énergie
E avec

N
bp =Y uja; + vjal (I154)
j=1

alors on sait que le mode obtenu par action de C sur (u;,v;)T, c’est-a-

dire
N
> wia, +ujal (IL55)
j=1
sera un mode propre (b_p, b’ ) pour —E, ’est-a-dire
bop=>0L, b, =bg (I1.56)

En d’autres termes, détruire une quasi-particule d’énergie —F est
équivalent a créer une particule d’énergie E. En paraphrasant
BEENAKKER (2015), on peut dire que la symétrie particule-trou tra-
duit 'ambiguité de la définition d"une quasi-particule, qui peut étre
vue comme une paire de Cooper a laquelle il manque une particule,
ou une paire de Cooper ayant une particule en trop.
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En utilisant

(—B) b pb_p = (—E) bghl, = B (BEBE - 1) : (IL57)

on peut donc réécrire '’hamiltonien H donné en (I1.49) sous la forme

A= ZN:Ej (Bl —1/2)

Jj=1

(IL58)

ol la somme ne porte plus que sur les modes d’énergie F; positive. On a
donc bien /N modes de quasi-particules indépendants pour ce probléme,
avec chaque mode qui peut étre occupé par 0 ou 1 quasi-particule, soit un
espace de Hilbert de taille 2%V, comme attendu.

Remarque. Le cas d'un mode d’énergie nulle, donc doublement dégé-
néré, peut nécessiter un traitement particulier. C’est précisément 1’objet du
modele de Kitaev sur lequel nous reviendrons dans la partie 4.

3-4 La chaine de Kitaev infinie

Pour une chaine infinie, ou pour une chaine a N sites avec des condi-
tions aux limites périodiques, I'invariance par translation permet (comme
pour le modeéle SSH) de simplifier le probleme. On introduit 'opérateur *
création d’une particule avec le quasi-moment q :

1 L
il = —= el af 11.59
ag eV a; (IL.59)
VN %

ce qui permet de mettre H sous la forme

H=>Y" {— 2] cos(qa) + p] alaq +iAsin(qa) (a_qaq —afal q)} . (IL60)
q

4. Pour ne pas multiplier les notations, nous désignons par le méme symbole d;r, /a l'opé-
rateur de création sur le site j et I'opérateur de création avec le moment g; ceci ne devrait
pas créer de confusion dans la mesure ot les sites sont toujours désignés par les lettres i ou j,

alors que les moments sont toujours désignés par les lettres g ou ¢’.
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w/J

FIGURE I1.19. Spectre des quasi-particules pour la chaine de Kitaev infinie dans
le cas particulier pour A = J.

On obtient ainsi un hamiltonien quadratique en les &, a, dans lequel le
moment ¢ n’est couplé qu’au moment —gq.

La méthode de Bogoliubov-de Gennes peut étre utilisée 1a aussi et elle
prend en fait une forme particulierement simple. Introduisons les vecteurs
a deux composantes :

- U - a
Al =(a} a—q) A= (dﬂ ) (IL61)
—q
ce qui donne
A 1 Ay A A
H=3 > Al H, A, (I1.62)
q
ot1 [, est la matrice hermitienne 2 x 2 :
g - (- [2J cos(qa) + p]  —2iA sin(ga)
L 2iA sin(qa) 2J cos(qa) + p
hs(q) =0
= —h(q)-6 avec ¢ hy(q) = —2A sin(qa) (I1.63)
h.(q) = 2J cos(qa) + p

Comme expliqué en § 3-2, la connaissance des états propres de H, et
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des énergies associées = F, avec

1/2
E, = |h(q)| = {442 sin?(ga) + [2J cos(ga) + ] } (IL64)
permet d’écrire H sous forme diagonale représentant une assemblée de
quasi-particules sans interaction :

H=> E, (¢le, — 1/2) (I1.65)

ol la somme porte sur tous les ¢, mais seulement sur les énergies po-
sitives® +E,. Les opérateurs d’annihilation et de création ¢, ¢} pour les
quasi-particules sont des combinaisons linéaires des a, et a; :

it

ol —
Cy = uq Gy

+vq (g, (IL.66)
les coefficients (ug,v,) étant directement liés aux vecteurs propres de H,.
Nous ne les explicitons pas ici car ils ne sont pas nécessaires pour notre
discussion (voir par exemple ALICEA (2012)). L'état fondamental [¢)g) est
obtenu en résolvant é,|1p) = 0 pour tout g et il a pour énergie

1
—5 2
q
Cet état est séparé par le gap min,(F,) du quasi-continuum (pour N > 1)

formé par les états excités du systeme, ce gap s’annulant aux deux points
w = £2J. Pour le cas particulier A = J, ce gap vaut ||u| — 2J| (figure I1.19).

(IL.67)

Structure topologique de ce modeéle. Nous constatons que ce probleme
physique, bien que différent du modele SSH, donne un hamiltonien H,
dans l'espace des moments ¢ qui a une structure similaire, en —h(q) - 6. En
particulier, la recherche des phases topologiques peut se faire en analysant
la trajectoire du vecteur h(g) quand ¢ parcourt la zone de Brillouin. Plus
précisément, on voit sur (I1.63) que le vecteur h se trouve toujours dans
un plan (ici yz), de sorte que la discussion est formellement identique a

5. On notera que dans l'espace des moments, la symétrie particule-trou consiste a assi-
miler la création d"une quasi-particule d’énergie +E, et de moment +q avec la destruction
d’une quasi-particule d’énergie —F, et de moment —g.
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FIGURE I1.20. Trajectoire du vecteur n(q) = h(q)/|h(q)| sur la sphere unité
quand q parcourt la zone de Brillouin. Quand pn > 2J (haut) ou p < —2J (bas),
le nombre d’enroulement est nul et on s’attend a une phase normale. En revanche
pour |p| < 2J (milieu), le vecteur n s’enroule autour de la sphére et on s’attend a
trouver une phase topologique.
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celle du modele SSH. Puisque le spectre des excitations est donné par les
E, [eq. (I.64)], il présente toujours un gap sauf pour |u| = 2J (en ce point,
I'excitation pour ga = 0 ou 7 est d’énergie nulle). On peut donc s’attendre
a observer deux phases topologiquement différentes (figure 11.20) :

— Pour @ > 2J (chaine a remplissage élevé) ou p1 < —2J (remplissage
faible), la trajectoire du vecteur h(gq) n’entoure pas l'origine. C’est la
phase supraconducteur normal pour laquelle on n’attend pas d’états de
bord protégés topologiquement aux extrémités d"une chaine finie.

— Pour |p| < 2J (chaine & remplissage "moyen"), la trajectoire du vecteur
h(q) entoure I'origine avec un enroulement de 27 quand ¢ parcourt la
zone de Brillouin. Cela correspond a la phase supraconducteur topolo-
gique. Nous verrons au paragraphe suivant que pour une chaine finie,
cette phase donne naissance a des modes localisés aux deux extrémités
de la chaine.

Ces deux phases ne peuvent étre connectées qu’en passant a travers le
point singulier || = 2J ot le gap entre les deux bandes d’énergie s’annule.

4 Les modes de Majorana

Le but de cette derniere partie est double. D'une part, nous voulons
montrer que la correspondance "coeur—bord" déja trouvée pour le modele
SSH existe également pour le modele de Kitaev; pour cela, nous allons vé-
rifier que la phase topologique que nous pressentons pour || < 2J conduit
bien a des états de bord qui sont absents en dehors de cette phase. D’autre
part, nous souhaitons examiner la structure trés particuliere de ces modes
de bord et montrer qu’ils présentent, du fait de leur nature collective, une
robustesse spectaculaire qui en fait des candidats tres sérieux pour le trai-
tement quantique de l'information.

Pour simplifier notre analyse, nous allons nous concentrer dans toute
cette partie sur le cas particulier

A=, (IL68)

déja considéré sur la figure 11.19 et qui va nous permettre de mener les
calculs analytiquement.
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4-1 La chaine de Kitaev ouverte

Considérons une chaine a N sites, avec des conditions aux limites qui
peuvent étre choisies ouvertes ou périodiques. Pour une chaine ouverte, on
perd la propriété de périodicité et on ne peut donc pas rechercher les états
propres et leur énergies a 1’aide du théoréme de Bloch. Il nous faut revenir
a la méthode générale de Bogoliubov—-de Gennes et, pour une chaine a N
sites, diagonaliser numériquement la matrice Hpac de taille 2N x 2N. En
pratique, nous allons considérer une chaine de N = 20 sites, ce qui est
suffisant pour dégager les points les plus importants.

Pour vérifier la cohérence de notre approche, commengons par prendre
des conditions aux limites périodiques pour cette chaine (figure I1.21,
haut). Pour chaque valeur de y, on trouve alors 2N valeurs propres qui
s’inserent parfaitement dans les bandes d’énergie trouvées pour la chaine
infinie (figure I1.19). On retrouve notamment la fermeture du gap aux deux
points u = £2J.

Passons maintenant au cas d’une chaine ouverte. La variation des 2NV
valeurs propres en fonction de ;1 est montrée en figure I1.21, bas. L'allure de
ce spectre est voisine de celle trouvée pour des conditions aux limites pé-
riodiques, a une différence (majeure!) pres : dans la zone pressentie "topo-
logique" || < 2J, on voit apparaitre une paire de valeurs propres (£, —E)
avec E tres proche de 0, donc au centre du gap trouvé pour la chaine in-
finie. L'examen des vecteurs propres correspondant confirme qu’il s’agit
de modes localisés au voisinage des extrémités de la chaine. Nous allons
maintenant étudier plus en détail ces modes de bord, en nous concentrant
sur le point particulier ;x = 0, au centre de la zone topologique.

4-2 L’état fondamental pour ;1 =0

Ce cas particulier, simple a traiter, a été mis en avant par KITAEV (2001)
car il permet un traitement analytique complet du probleme. Constatons
tout d’abord que ce cas conduit a un spectre d’énergie plat pour une chaine
infinie, puisque le vecteur h vaut alors :

h(q) = 2J (sin(qa) uy + cos(ga)u.) = E;=|h(q)|=2J.  (IL69)
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FIGURE 11.21. Spectre des quasi-particules pour la chaine de Kitaev pour A = J
et pour une chaine de N = 20 sites avec des conditions aux limites périodiques
(haut) et ouvertes (bas). Dans le dernier cas, un mode (E,—FE) d’énergie quasi-
nulle (Majorana) apparait entre p = —2J et p = 2J.
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Ce point se vérifie directement sur la figure 11.19, puisque les deux bandes
d’énergies sont réduites chacune a un point pour la valeur p = 0.

Passons maintenant & une chaine ouverte finie comportant V sites, pour
laquelle ’hamiltonien s’écrit

H =

N—-1
7y (*&;@Hl — a5 a5+ a8 + &}Jrl&;)

(a5 —al) (a1 +als)

1
D’une maniére remarquable, il est possible de trouver analytiquement les
états propres et les énergies de cet hamiltonien. Introduisons pour cela les
N nouveaux opérateurs :

<
I
—

=

= J
J

(IL.70)

b = i(a}—aj+a}+1+aj+1> pourj=1,...,N —1 (IL71)
by = 5 (ak—av+al+a). (IL72)

Ce nouvel ensemble d’opérateurs {b, } et leurs conjugués hermitiques {l;;}
vérifient les deux propriétés importantes suivantes :

— Les N paires d’opérateurs {b;, Z;;r} satisfont les réegles de commutation
canoniques pour des fermions :

Le passage

{aj,al}  —  {b;,b1} (IL.74)
est donc sur le plan mathématique une simple transformation unitaire
de changement de base.

— Les opérateurs {b;, IA);} "diagonalisent” I'hamiltonien (I1.43) , puisqu’il

s’écrit
. a1
H=YE; (b}bj - 2) (IL.75)
j=1
avec
E; = 2J pourj=1,...,N—1 (IL.76)
Ey = 0. (IL77)
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Pour ce cas particulier, on a donc réalisé de maniére analytique le pro-
gramme de recherche des modes propres de I’hamiltonien quadratique,
énoncé de maniere générale en § 3-2.

Puisque toutes les énergies F; sont positives ou nulles, un état fonda-
mental [1y) de H est obtenu en laissant vides tous les modes de quasi-
particules (b;, b;), c’est-a-dire en résolvant

bjldo) =0,  j=1,...,N. (IL78)

Ce systeme d’équations admet une solution unique |¢g). Pour une chaine
a 4 sites, cette solution s’écrit dans la base des nombres d’occupation

V8 |1he) = [1000) + |0100) 4 [0010) + [0001)

4+ |1110) + [1101) + |1011) + |0111). (IL.79)

C’est une superposition a amplitudes égales des 2/ ~! états a nombre d’oc-
cupation impair. On peut vérifier, au prix d’un calcul un peu fastidieux,
que cette forme se généralise a une chaine de longueur N (paire) quel-
conque.

Si toutes les énergies E; étaient strictement positives, cet état fonda-
mental serait unique et les 2V — 1 états excités de la chaine seraient obte-
nus en occupant les modes de quasi-particules, par action des opérateurs

IA); sur [¢g). Mais nous devons prendre en compte le fait que Ey = 0. L'état
obtenu par action de BTN sur |io)

1) = bl [o)

a donc la méme énergie que |1)y), ce qui signifie que le niveau fondamental
est doublement dégénéré, une base possible étant {|1o), |11)}. On remar-
quera que les états |1)g) et |11) correspondent a des parités différentes du
nombre total de fermions sur la chaine. Par exemple, pour la chaine a 4
sites mentionnée plus haut, on a

V8 [ih1) =
+|0000) + [1111)

(I1.80)

|1100) + [1010) + [1001) + [0110) + [0101) + |0011)
(I1.81)
c’est-a-dire la superposition a amplitudes égales de tous les états a nombre

pair de particules. Cette forme se généralise également a une chaine de
longueur N (paire) quelconque.
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La situation est donc différente de celle d’un supraconducteur habituel,
pour lequel I'état fondamental est non-dégénéré et représente un conden-
sat de paires de Cooper, donc une superposition d’états avec un nombre
pair de fermions.

Rappelons par ailleurs que ce niveau fondamental dégénéré est séparé
par le gap 2J des premiers états excités. Ces derniers sont obtenus en fai-
sant agir sur un des deux états fondamentaux |t 1) 1'opérateur création IA);r
d’une quasi-particule pour un des modes j = 1,..., N — 1. Ce gap corres-
pond bien au résultat attendu a partir de 'analyse faite en § 3 pour une
chaine infinie.

4-3 Les opérateurs de Majorana

Dans ce dernier paragraphe, nous allons discuter la nature tres parti-
culiere du niveau fondamental trouvé précédemment, liée a sa dégénéres-
cence {|¢)o), [11)} et au fait que I'opérateur by permettant de passer de I'un
a l’autre de ces états :

1) = bl lwo),  [wo) = bwlthn) (IL.82)
est délocalisé entre les deux extrémités de la chaine :
by = % (ajv —an+al + al) . (IL.83)

Cette délocalisation, associée a la symétrie particule-trou, entraine une
grande robustesse du niveau fondamental vis a vis de perturbations exté-
rieures, a contraster avec la fragilité trouvée pour la chaine SSH. Pour lever
la dégénérescence de ce niveau fondamental, il faut en effet transformer le
mode d’énergie nulle de Hpac en une paire de modes (E, —E) avec E > 0.
Cela ne peut se faire qu’en agissant simultanément et de maniere cohérente
aux deux extrémités de la chaine.

Pour mieux comprendre ce point essentiel, il est intéressant d'introduire
pour chaque site j de la chaine les deux opérateurs

(I.84)

Bjo+ =85 +ay,  Ay- =1 (a; - C%‘) :
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Chacun de ces 2N opérateurs est hermitien : 47 = 7. Si 'on avait affaire
a des bosons, ces opérateurs ne seraient autres (a un facteur /2 prés) que
les opérateurs position et impulsion associés a 1’algebre d’oscillateur har-
monique {a;, &;}. Pour des fermions, les propriétés de ces opérateurs sont
notablement différentes. On remarque d’abord qu'’ils vérifient les regles de
commutation canoniques (o = =)

Yi.oVito! = —Vj o' Viso si (j,0) # (§',0"). (IL.85)
Par ailleurs, on trouve pour le carré de ces opérateurs
42 =414 =1. (11.86)

Si l'on interprete un opérateur 4;, comme l'opérateur création d’une
quasi-particule, la relation (I1.86) indique que cette particule est sa propre
anti-particule. On arrive donc & une description formellement similaire a
celle introduite par MAJORANA (1937). Partant de I’équation de Dirac, qui
décrit un champ complexe dans lequel particules et antiparticules jouent
des roles distincts, Majorana avait suggéré de séparer cette équation en
deux parties, décrivant chacune 1’évolution d’un champ réel pour lequel
particules et antiparticules sont confondues. Par analogie, les opérateurs 4
introduits ici sont donc appelés opérateurs de Majorana. Il y a bien stir une
différence essentielle entre les particules fondamentales auxquelles Majo-
rana pensait appliquer sa théorie (le neutrino reste un candidat potentiel)
et les modes qui apparaissent ici, qui sont des quasi-particules émergentes
fabriquées a partir de fermions "normaux”, des électrons dans une expé-
rience de matiere condensée ou des atomes neutres dans une expérience
de gaz quantique.

L'utilisation des opérateurs 4; 1 plutét que des opérateurs &} a; n’est
bien souvent qu'un simple jeu d’écriture. Ainsil’opérateur donnant I'éner-
gie +¢;/2 sur un site j selon qu'il est vide ou occupé s’écrit dans les deux
points de vue :

& (ala; —1/2) = 5 €3 Fiok Vim (IL.87)
Une perturbation locale se décrit donc comme produit d’opérateurs de Ma-
jorana voisins.

Revenons maintenant a la chaine de Kitaev. Son hamiltonien (I1.70)
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FIGURE 11.22. Couplages entre modes de Majorana voisins correspondant a I’ha-
miltonien (11.88) pour une chaine de N = 4 sites. Les deux modes extrémes 4,
et 4, ne sont pas couplés.

s’écrit en fonction des opérateurs de Majorana

N
H=1J) #j- A1+

j=1

(I1.88)

c’est-a-dire un couplage entre le mode 4_ de chaque site j au mode 4, du
site j + 1 (figure I1.22). Remarquons que les deux opérateurs extrémes 4 +
et 4n,— ne contribuent pas a cette expression.

Intéressons nous maintenant a une perturbation a H et a son influence
au premier ordre de la théorie des perturbations sur le niveau fondamental.
Pour lever la dégénérescence de ce niveau, la perturbation doit contenir un
terme en

N 1, .
V=ebyby+... avec by = 5 (An,— +iv+) (11.89)
L’écriture en termes d’opérateurs de Majorana est alors pertinente car elle
révele immédiatement le caractere nécessairement non local de V' :
N T,
V= Cedn At

: (I1.90)

Il faut donc agir de maniere cohérente aux deux extrémités de la chaine
pour lever la dégénérescence entre |t)g) et 11). Une perturbation locale
n‘aura pas d’influence sur ce niveau fondamental, ce qui est a l'origine
de sa robustesse.

Insistons sur le fait que ces deux modes de Majorana localisés chacun a
une extrémité de la chaine décrivent une seule excitation fermionique, avec
le mode by qui peut étre vide ou occupé; on parle ainsi de quasi-particule
fractionnaire a propos de ces modes. Cette situation est a contraster avec
celle trouvée plus haut dans le modele SSH, pour lequel on avait un mode
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(bosonique ou fermionique) localisé a chaque extrémité de la chaine, cha-
cun de ces deux modes pouvant étre vide ou occupé (soit 4 possibilités
pour des fermions sans spin, toutes d’énergie quasi-nulle).

Le fait que nous ayons considéré un modéle sans spin est essentiel
pour arriver a ce mode fermionique unique. Si les fermions considérés
ici avaient un spin 1/2, ceci doublerait le nombre de modes et conduirait
a deux modes de Majorana a chaque extrémité. Un couplage spin-orbite
pourrait alors coupler ces deux modes pour en faire une excitation fer-
mionique "normale"” et on retrouverait une situation semblable a celle du
modele SSH.

L’existence d'un niveau fondamental dégénéré et protégé du reste des
niveaux d’énergie par un gap ouvre des possibilités nouvelles dans le
cadre du traitement quantique de l'information. Considérons un réseau
de n chaines de Kitaev, ayant chacune un niveau fondamental deux fois
dégénéré. Le niveau fondamental du réseau est dégénéré 2" fois® et une
évolution adiabatique a l'intérieur de ce niveau donne naissance a une sta-
tistique non abélienne quand les modes de Majorana sont mélangés entre
eux (ALICEA, OREG et al. 2011; ALICEA 2012).

La recherche de ces modes de Majorana dans des supraconducteurs to-
pologiques fait actuellement 1’objet d"une activité intense en physique de la
matiere condensée, avec les premieres indications expérimentales décrites
par MOURIK, ZUO et al. (2012) dans un nanofil d’antimoniure d’indium au
voisinage d'une électrode supraconductrice et d"une électrode normale, et
par NADJ-PERGE, DROZDOV et al. (2014) dans une chaine d’atomes de fer
déposés a la surface d’un supraconducteur. Nous ne les décrirons pas ici et
nous renvoyons le lecteur intéressé a un des articles les plus récents sur le
sujet, ZHANG, YAJI et al. (2018), et aux références qu’il contient.

Dans le cadre de la physique atomique, aucune réalisation expérimen-
tale n’a encore été publiée, mais des propositions concretes sont en cours de
réalisation dans des différents laboratoires (ZHANG, TEWARI et al. 2008a;
NASCIMBENE 2013; YAN, WAN et al. 2015), y compris dans un environne-
ment dissipatif (BARDYN, BARANOV et al. 2012). Signalons également la
question importante de la transposition du modele de Kitaev, dans lequel

6. ou plutdt 27! fois si on ne consideére que des opérations qui conservent la parité du
nombre total de fermions sur les chaines. Il faut donc au moins n = 2 chaines pour réaliser
de telles opérations.
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le nombre de particules n’est pas conservé, a un systéme isolé ot le nombre
de particules est fixé, plus proche de ce qui est réalisé dans une expérience
d’atomes froids; ainsi, IEMINI, MAZZA et al. (2015) ont proposé un mo-
dele exactement soluble de cette nature dans lequel des modes d’énergie
nulle et similaires aux modes de Majorana peuvent émerger (voir aussi
RUHMAN, BERG et al. (2015)).

Appendice 1: la chaine SSH semi-infinie

Le systeme d’équations (I1.29-11.30) peut s’écrire sous forme matricielle

pourj > 1:
i+t _ (%
=M , 11.91
(bj+1> (b]) (oD
avec /) /
- =J'/J —E/J
M= < EJ] E2)(JJ) - J/J’> (11.92)
et la condition initiale (a un facteur de normalisation pres) :
ay\ J/
(=)= (%) as
La matrice réelle M est de déterminant 1 et sa trace vaut
E2 _ J2 _ J/Q
T=—o—. 11.94
77 (11.94)

Deux cas sont possibles pour les valeurs propres A+ de cette matrice. Elles
sont

— complexes de module 1 si le discriminant du polynéme caractéristique
A% — TX + 1 est négatif ou nul, c’est-a-dire si |T'| < 2.1l faut pour cela
que l'énergie soit dans une des deux bandes d’énergie de la chaine
complete, eq. (I1.6).

— réelles et telles que |A_| < 1, |Ay| > 1 sile discriminant est strictement
positif.

Une fois connus les valeurs propres A1 et les vecteurs propres corres-
pondants V' 4, on peut écrire la solution du systéeme sous la forme

0 . .
(é) =MNV_+ NV, (I1.95)
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Dans le premier cas, on peut écrire les valeurs propres sous la forme
eti1e ot on trouve la solution "onde stationnaire" mentionnée dans le texte,
avec des coefficients a; et b; dont le module reste borné et d’ordre 1 quand
J — oo.

Dans le second cas, il faut impérativement annuler la contribution de
la valeur propre Ay a l'expression (I1.95) pour les coefficients a; et b; ne
divergent pas a l'infini. Ceci impose que le vecteur (a1, b;) donné en (I1.93)
soit lui-méme état propre de M avec la valeur propre A_. Il suffit alors

d’écrit que
Mo et (4 sont colinéaires
by by

pour arriver a la condition E£J = 0, donc E = 0.

(11.96)

Appendice 2 : topologie et symétries

Nous avons vu apparaitre dans ce cours deux symétries pertinentes
pour aborder les problemes de topologie, la symétrie de sous-réseau (en-
core appelée symétrie chirale) et la symétrie particule-trou. Nous allons
brievement indiquer dans cet appendice comment ce type de symétrie peut
conduire a une classification systématique des phases topologiques de la
matiere. Rappelons que les symétries qui interviennent ici ne sont pas les
symétries géométriques habituelles, liées par exemple aux invariances par
translation et par rotation. Ces symétries géométriques ne sont par défini-
tion pas adaptées pour décrire des invariances topologiques : une orange
ou un ballon de rugby sont topologiquement équivalents a une sphere,
mais ils ne sont pas invariants par rotation.

Mathématiquement, les symétries géométriques sont décrites par un
opérateur unitaire U qui commute avec ’hamiltonien H, ce qui permet
de trouver une base propre commune a ces deux opérateurs. La formu-
lation mathématique est différente pour la classification topologique, soit
parce que les opérateurs en jeu ne sont pas unitaires mais anti-unitaires,
soit parce que leur lien avec '’hamiltonien ne sera pas une relation de com-
mutation, mais d’anti-commutation.

A la base de la classification des isolants et des supraconducteurs to-
pologiques, on trouve deux symétries discretes (pour une description dé-
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taillée, on pourra consulter 'article de revue tres complet de CHIU, TEO
et al. (2016)) :

— L’invariance par renversement du temps, décrite par un opérateur
anti-unitaire 7. L'opération de renversement du sens du temps
consiste & garder les positions des particules inchangées et a renver-
ser la direction de leur vitesse, donc de leur moment cinétique (orbital
ou de spin). Un hamiltonien est invariant par renversement du temps
si

HT =TH, (11.97)
opération qui se traduit donc par un commutateur "traditionnel" avec
I’hamiltonien, mais pour un opérateur 7~ qui n’est pas unitaire comme
pour les invariances géométriques, mais anti-unitaire. Pour une parti-
cule sans spin, ’opérateur renversement du temps est simplement la
conjugaison complexe Ky :

f(o Y(z) =" (x)

qui a en particulier comme effet de transformer une onde plane e?*/"
(impulsion p) en l'onde plane e —ipz/h (1mpu151on —p). Dans ce cas
sans spin, l'action de 72 est toujours +1 pour un systeme invariant
par renversement du temps. Quand on prend en compte le spin des
particules, on montre que l'action de 72 sur un état propre d’un ha-
miltonien satisfaisant (I1.97) peut étre +1 ou —1 (MESSIAH 2003). Pour
cette opération, on a donc trois possibilités : +1 ou —1 par action de
72, ou alors absence de symétrie.

(IL.98)

— Pour des assemblées de fermions, la symétrie "particule-trou” consiste
a échanger les roles des opérateurs création d'une particule au point r et
destruction d’une particule au point r. Nous avons vu cette symétrie ap-
paraitre dans le cadre de la méthode de Bogoliubov-de Gennes, ot elle
se décrit par I'opérateur anti-unitaire € qui anti-commute avec I’hamil-
tonien Hpqg (cf. §3-3):

HpacC = —CHpac. (I1.99)

On trouve 1a aussi que I'action de C? =
sente.

+1 quand la symétrie est pré-

On aboutit donc a 3 x 3 = 9 cas possibles, selon que ces deux symétries
sont présentes ou non, et le signe +1 qui est associé a leur carré quand elles
sont présentes.
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DIII D BDI
1+ + + +
) All A - AllI Al
(I . S +
cll C CI
-1+ + + +
| | |
l l l
-1 x +1
j-2

TABLE I1.1. Classification en dix possibilités pour les hamiltoniens décrivant les
isolants et les supraconducteurs topologiques. Le symbole x indique I'absence de
symétrie. Cette classification utilise la nomenclature proposée par Elie Cartan en
1926 pour les espaces symétriques. Les cases surlignées sont celles qui sont réa-
lisables pour les systémes de dimension 1, avec la classe AlIl pour la case centrale,
correspondant a la présence de la symétrie chirale.

La symétrie chirale que nous avons trouvée pour le modeéle SSH est as-
sociée de maniere générale au produit S = 7 - C, qui est un opérateur uni-
taire (produit de deux anti-unitaires). Elle joue un role décisif dans un des
neuf cas que nous venons de mentionner, celui ot ni é, ni 7 ne sont per-
tinentes. Deux situations peuvent se produire selon qu’elle est elle-méme
pertinente ou non. On arrive alors & 10 situations possibles, le fameux ten-
fold way (table I1.1) (CHIU, TEO et al. 2016).

Pour une dimension d’espace donnée, toutes ces possibilités ne sont
pas réalisées, mais seulement cinq d’entre elles. Pour la dimension 1 qui
nous a intéressés jusqu’ici, il s’agit des possibilités grisées dans la table IL1.
L’hamiltonien SSH sans spin que nous avons étudié en § 1 est réel et donc
invariant par renversement du temps 72 = +1. Il respecte par ailleurs (tri-
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vialement) la symétrie particule-trou puisqu’il ne contient pas de termes
de gap supraconducteur (C? = +1) et correspond donc a la classe BDI. No-
tons qu'il est toujours possible de redéfinir chaque site A; ou B; du réseau
en multipliant sa phase par ¢i® ou e'%i. Ce changement de jauge a pour
effet immédiat de rendre les coefficients tunnel complexes (VELASCO &
PAREDES 2017). On passe alors a la classe AllI tout en conservant la symé-
trie chirale. Le modele de Kitaev que nous avons étudié porte sur des parti-
cules sans spin, et nous avons choisi un gap A réel. Il vérifie donc lui aussi
tel que C? = +1 et T2 = +1. Si le gap est complexe, on perd l'invariance
par renversement du temps tout en conservant la symétrie particule-trou
(classe D).

Pour terminer, insistons sur le fait que les quelques indications que nous
venons de donner, avec les exemples des modeéles sans spin SSH et Kitaev,
ne constituent qu'un éclairage tres partiel de la classification des isolants
et supraconducteurs topologiques. Cette derniére ne prend toute sa perti-
nence qu’en présence du couplage spin-orbite, qui permet de générer des
classes de matériau plus riches (et plus complexes!) que celles envisagées
ici.
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Chapitre II1

Les pompes adiabatiques

Les deux cours précédents ont été principalement consacrés a I'étude
dun réseau 1D particulier, correspondant au modele introduit par SU,
SCHRIEFFER et al. (1979). Nous avons dégagé pour ce modéle deux classes
topologiques distinctes, caractérisées par la valeur 0 ou 7 de la phase de
Zak. Nous avons souligné que la distinction entre ces classes était possible
grace a la symétrie de sous-réseau, encore appelée symétrie chirale, qui procu-
rait la protection topologique requise.

Nous allons dans ce chapitre chercher a aller au dela du modele SSH,
pour examiner ce qui se produit quand on perd la symétrie de sous-réseau.
Il y a bien stir de multiples fagon de faire cette généralisation. Nous allons
dans un premier temps ajouter un nombre minimum d’ingrédients : nous
allons continuer a travailler dans le régime des liaisons fortes et nous al-
lons également considérer uniquement des cellules a deux sites A et B.
Mais nous allons relacher la contrainte que ces deux sites soient équiva-
lents, ce qui va nous conduire au modele de RICE & MELE (1982). Nous
décrirons ensuite comment implémenter cette classe générale de réseaux
1D bipartites avec des atomes froids piégés dans des ondes lumineuses
stationnaires, et nous présenterons le principe de la mesure de la phase de
Zak, faite par ATALA, AIDELSBURGER et al. (2013).

Nous aborderons ensuite le concept de pompe adiabatique, qui émerge
quand on s’autorise a varier lentement dans le temps les parametres du
réseau, c’est-a-dire les couplages entre sites ou les énergies sur site. Nous
verrons que pour une variation périodique de ces parametres et pour une
préparation adéquate des particules, le déplacement du centre de masse de
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ces particules est quantifié en unité de période du réseau. Nous décrirons
I'expérience de NAKAJIMA, TOMITA et al. (2016) qui a mis en évidence cette
quantification dans une expérience d’atomes froids.

La pompe adiabatique constitue en fait un probléeme bi-dimensionnel,
avec une dimension d’espace et une dimension de temps, pour lequel nous
montrerons qu’il est possible d’exprimer la quantification trouvée en terme
d’intégrale d’une courbure de Berry. Nous ferons ainsi un premier pas dans
les problémes topologiques de dimension supérieure a 1, et les résultats qui
vont apparaitre dans ce cours resurgiront donc sous une forme a peine mo-
difiée pour les problemes véritablement 2D que nous rencontrerons dans
les chapitres ultérieurs.

1 Réseaux 1D au dela du modele SSH

1-1 Hamiltonien a deux sites

Notre point de départ reste le méme que celui du chapitre précédent.
Nous considérons un réseau périodique unidimensionnel dans le régime
des liaisons fortes, avec deux sites A et B par cellule unité. Le théoréme de
Bloch s’applique et la dynamique d’une particule est décrite par 1’hamil-
tonien H,, représenté par une matrice 2 x 2 hermitienne. Nous avons déja
eu 'occasion de signaler que ce type de matrice s’écrit de maniére géné-
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rale comme une combinaisons linéaire de I'identité et des trois matrices de
Pauli
Eo(q) 1 — h(q) -0, (IT.1)

oil le vecteur h, est caractérisé par son module |h,| et par son orientation
en coordonnées sphériques, elle méme caractérisée par les angles 6, ¢,,.

La partie proportionnelle a I'identité, qui fait intervenir 1’énergie oy, n’a
aucune influence sur les propriétés topologiques des bandes d’énergie :
elle ne contribue pas a l'expression des états propres et n’intervient donc
pas dans I’expression de la phase de Berry—Zak. Nous allons donc nous
intéresser dans ce qui suit a la physique liée a la deuxiéme partie de (I1I.1)

e~ % sin 9q>
)
—cos b,

cos b,

% sinf, (ITL.2)

&=—M@ﬁ=—ww<

dont les états propres sont avec le choix de jauge du chapitre 1 :

L cos(6,/2) - sin(6,/2)
|ug )) = < ¢4 sin(0,/2) > |ug+)> = ( i cos(8,/2) ) . (IIL3)

L’hamiltonien H, est associé au probléme du mouvement d'une parti-
cule dans un potentiel périodique de période spatiale a. Ici, cet hamiltonien
est lui-méme construit pour étre périodique en ¢ de période 27 /a :

Hyiona = H,y. (IIL.4)

L’étude du modele SSH nous a montré que 1’émergence de classes topo-
logiques distinctes provenait de la symétrie de sous-réseau, autrement dit
du fait que les éléments diagonaux de H, sont nuls (§, = 7/2). Les états
|uéi)> sont alors confinés sur 1’équateur de la sphere de Bloch. De ce confi-
nement, nous avons déduit que les états |u§i)> faisaient un nombre entier
de tours sur 1'équateur de la sphére de Bloch dans ¢ parcourait la zone
de Brillouin de longueur 27/a. Ce nombre entier était I'invariant topolo-
gique du modele SSH. Nous allons maintenant relacher cette contrainte et
la conséquence premiere sera que les états |u§i)> pourront désormais occu-
per n’importe quel point de la sphere de Bloch.

Choix de jauge. Dans 'expression (II1.3), nous avons fixé la phase de

|u((]i)> en imposant que la premiére composante était réelle et positive ou
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Energie sur site :

FIGURE II1.1. Modeéle de Rice—Mele

nulle (puisque 6, se situe dans l'intervalle [0, n]). Sauf mention explicite
du contraire, nous adopterons ce choix de jauge dans la suite. Il conduit a
'expression suivante pour les connexions de Berry des deux bandes :

— (= _ dog .
A (q) = i(ulVoul ) = _T;51112(0q/2), (IIL5)
A ) = a0, ) = 28 cos?(8,/2), (116)
q
qui peut se mettre sous forme compacte :
1 d¢
E)(g)=-—= =4
A (q) 5 g (1 £ cosb,). (1I1.7)

1-2 Le modéle de Rice-Mele

Le modele de RICE & MELE (1982) consiste a enrichir le modele SSH en
autorisant la possibilité d’avoir des énergies différentes E'4 et Ep pour les
sites A et B (figure II1.1). L'hamiltonien H, devient alors

I:I . E4 —(J/ + Je_iq“)
@ = o+ J e Ep
1 i A T4 Jeiw
- @ i- () S T

ot l’on a posé

9A = Ep — Ea. (IIL.9)

Nous prendrons dans la suite la référence d’énergie telle que E4 + Eg =0
pour éliminer le terme proportionnel a l'identité, qui ne joue aucun role
dans la topologie du probléeme, comme nous 'avons déja indiqué.
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L’hamiltonien H, peut s’écrire sous la forme canonique H, = —h(q) - &
avec
J' + J cos(qa)
h(q) = J sin(qa) (IIL.10)
A
Le vecteur h(q) est caractérisé par son module
byl = [A% 4| 4 gl
. 9 1/2
- [A F T 20T cos(qa)} (II.11)
et les deux angles 6, € [0, 7] et ¢, €] — 7, +7] :
; J' + Jelae
cos b, e'% ginf, = — "~ (1I1.12)
IRl ! IRl
Ce modele comporte bien stir deux bandes d’énergie
E*) = +|h(q)| (II1.13)

et ces deux bandes sont séparées par un gap qui ne peut s’annuler que si
I'on a simultanément

absencedegapssi: A=0 et J =J. (II1.14)

1-3 La phase de Zak pour le modéle de Rice-Mele

A partir de 'expression de ces états, on peut calculer la phase géomé-
trique de Berry-Zak pour ce modele, c’est-a-dire la phase accumulée par
une particule qui parcourt la totalité de la zone de Brillouin [ /a, 7/a].
On trouve pour la bande inférieure :

(I)(Zal)( = i/ ( )|8 ( ) Yydg=— /B — sin? (§ ./2) d
1 agbq q
= = d —|—f —— cosf,d 1I1.15
Bz 04 i 2 Jpz 3 ¢ ( )

Le premier terme était déja présent pour le modele SSH et il donne 0 ou
7 selon que I’on consideére le cas normal (J’ > J) ou topologique (J' < J).
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Le second terme est propre au modéle de Rice-Mele, pour lequel cos 6,
n’est pas nul. Le calcul de cette phase est relativement long, mais sans dif-
ficulté et on a tracé le résultat sur la figure II1.2. Plus précisément, puis-
qu'une phase est une quantité définie modulo 27, on a représenté cette
phase par un vecteur unitaire dans le plan [J'/J, A].

Le cas particulier du modele SSH est représenté par ’axe horizontal
A = 0 de ce graphe, avec une phase qui vaut 7 ou 0 selon que 1'on est a
gauche ou a droite du point J' = J. On voit que I'on peut connecter sans
discontinuité ces deux parties de 1’axe si on considere dans ce plan [J'/J,
A] un contour qui s’écarte de I'axe x. En d’autres termes, la possibilité de
choisir A # 0 élimine la distinction topologique entre les deux phases du
modele SSH et on peut passer de 1'une a I'autre sans jamais fermer le gap
entre les deux bandes d’énergie.

On constate également que la variation de la phase de Zak autour du
point singulier A = 0, J' = J a une structure de tourbillon (ou vortex) :
cette phase s’enroule de £27 si on suit un contour entourant ce point sin-
gulier, et cet enroulement va jouer un role décisif dans le principe d'une
pompe adiabatique que nous étudierons en § 3.

2 Réseaux et super-réseaux optiques

Nous passons maintenant a la description de I'implémentation pratique
des modeles SSH et RM avec des atomes froids, obtenue en plagant les
atomes dans un réseau optique. Ces réseaux sont formés par une onde lu-
mineuse stationnaire, qui créée sur les atomes un potentiel proportionnel
a l'intensité locale de la lumiere. L'origine de ce potentiel, appelé poten-
tiel dipolaire, réside dans le fait que le champ électrique du laser induit un
dipdle électrique dans l’atome, ce dipole interagissant lui-méme avec le
champ électrique de la lumiere. Nous ne discuterons pas le formalisme
détaillé permettant de calculer quantitativement ce potentiel et nous ren-
voyons le lecteur intéressé aux cours 2012-13 et 2014-15 et aux références
qu’ils contiennent. Pour la suite, le seul élément utile est que pour un laser
monochromatique d’intensité I(r), le potentiel ressenti par un atome est
V(r) = al(r), ou le coefficient de proportionnalité oo dépend de la lon-
gueur d’onde de la lumieére.
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FIGURE II1.2. Représentation vectorielle de la phase de Zak (I)(Z;I)( pour la bande
fondamentale du modele de Rice-Mele. On a tracé en bleu le vecteur unitaire
d’angle polaire tb(Z;l)( + /2 de sorte qu’une phase de Zak nulle (modulo 27) est
représentée par une fleche pointant vers le haut et une phase de Zak égale 4 £
par une fleche pointant vers le bas. On constate que ce vecteur présente une struc-
ture de vortex autour du point singulier oit le gap entre les deux bandes s’annule :

A =0, J = J. Le cercle rouge représente un cycle possible pour une pompe
géométrique (§ 3).
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FIGURE IIIL.3. Le potentiel sinusoidal (I11.16) de période a = X\/2 et sa cellule
unité.

2-1 Réseaux optiques a une dimension

Le réseau optique le plus simple a une dimension utilise une onde lu-

mineuse stationnaire, qui donne naissance au potentiel

V(z) = Vo sin?(kx). (I11.16)

Le réseau impose une échelle spatiale, a savoir la période a = 7/k = A\/2

out k = 27 /X est le nombre d’onde de la lumiere et A sa longueur d’onde. 11
impose également une échelle d’énergie, appelée énergie de recul :

27.2
Er:hk

(II1.17)
2m

ol m est la masse d'un atome. Le régime des liaisons fortes, sur lequel
nous avons fondé notre analyse jusqu’ici, correspond au cas ot1 la hauteur
Vo de la barriére entre deux minima adjacents est grande devant 1’énergie
de recul :

Liaisons fortes: FE, < Vj. (T11.18)

Dans ce régime, le taux tunnel J d’un site au site voisin est trés petit de-

vant Vj et le réseau est décrit en bonne approximation par le modele de
Hubbard :

H=-7> |j+1){j|+hc, (II1.19)

J
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FIGURE I11.4. Premieres bandes d’énergie pour le réseau sinusoidal avec Vy =
6 E,.

tous les sites ayant la méme énergie. On peut montrer que la valeur asymp-
totique de J dans cette limite s’écrit (cf. cours 2012-13) :

A ORI EON
— R —= | = exp |—2 o .

E.  a \E
Nous avons représenté sur la figure II1.4 le spectre de bande obtenu
pour Vy = 6 E;.. Nous montrons en figure III.5 un zoom sur la bande fon-
damentale, et nous vérifions que la variation de EZ(IO) avec q est bien décrite

(a4 une constante additive pres sans importance) par la prédiction du mo-
dele de Hubbard

(I11.20)

E, = —2J cos(qa) (II1.21)
avec le taux tunnel J =~ 0.05 E,. Notons que la formule (II.20) donnerait
J = 0.065 E, pour Vy = 6 E\, ce qui indique que cette valeur de 6 E, n’est
pas assez grande pour que le régime asymptotique soit complétement at-
teint.
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FIGURE IIL.5. Bleu : bande fondamentale du réseau sinusoidal avec Vy = 6 E.
Rouge : variation de E, pour le modele de Hubbard (I11.21) avec J = 0.05 E,
(décalé en énergie de +2.16 E,.).

2-2  Super-réseau optique

Pour enrichir la situation et arriver a une cellule unité a deux sites cor-
respondant aux modeles SSH et RM, il faut générer

— deux types de saut dans le réseau avec une alternance réguliere des
coefficients tunnel J et J';

— une alternance réguliere des énergies E4 = —A et Ep = +A.

Une configuration laser appelée super-réseau permettant de réaliser ce
modeéle est représentée sur la figure IIL.6, et elle génere le potentiel de pé-
riode A :

V(%) = Virine, sin (k) 4 Viee. sin®[(kz + ¢) /2], (I11.22)

ol nous supposerons (sans perte de généralité) que la référence de position
et d’énergie est telle que Vjinc. et Viec. sont tous deux positifs.

— Un premier réseau optique, appelé réseau principal, de longueur
d’onde X et donc de période a = A/2, crée le réseau régulier de sites
mentionné plus haut, que nous supposerons bien décrit par le modele
des liaisons fortes (Hubbard). Les minima de ce réseau sont localisés
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FIGURE II1.6. Principe de la réalisation d’un super-réseau, avec la superposition
de deux ondes lumineuses stationnaires, I'une a la longueur d’onde X et I'autre a
la longueur d’onde 2.

aux points kx = nr, c’est-a-dire x = nA/2, n étant un entier positif ou
négatif.

— Un réseau optique secondaire, d'intensité plus faible et de longueur
d’onde 2}, vient moduler spatialement le potentiel créé par le réseau
principal avec une période 2a = A.

L’action du réseau secondaire est caractérisée par deux parametres : son
amplitude de modulation V... (supposée petite devant Vj,inc.) et son dé-
phasage spatial ¢ par rapport au réseau principal. Le controle de ces deux
parameétres permet de reproduire le modele de Rice-Mele qui dépend lui
aussi de deux parametres.

Commengons par nous concentrer sur le cas ¢ = +n/2. Le potentiel
secondaire prend alors la méme valeur Vi /2 sur tous les minima z =
nA/2 du réseau principal, mais il module la hauteur de la barriere entre ces
deux minima. On obtient ainsi le potentiel représenté sur les figures II1.7
(a) et (c) qui permet de réaliser le modele SSH. Convenons de noter A les
minima situés au voisinage de x = n et B les minima situés au voisinage
de z = (n + )\, ce qui conduit aux résultats suivants :

— Pour ¢ = —7/2,1la barriére entre A; et By est plus basse que la barriere
entre By et Ay, etonadonc J' > J [figure IIL.7 (a)];

— Pour ¢ = +7/2, on a au contraire J' < J [figure IIL.7 (c)];

En basculant la phase ¢ entre les deux valeurs /2, on réalise donc (a
I'approximation des liaisons fortes), les deux cas topologiquement diffé-
rents du modele SSH, J' < Jet J' > J.

Supposons maintenant que la phase relative entre les deux ondes sta-
tionnaires vaut ¢ = 0; le tracé du potentiel correspondant est donné en
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FIGURE II1.7. Tracé du potentiel (I11.22) du super-réseau permettant de réaliser
les différentes phases du modéle Rice—Mele. (a) et (c) correspondent au cas parti-
culier du modele SSH, avec A = 0 et : ¢ = —7/2, J' > J pour (a), p = +7/2,
J" < J pour (c). Le cas (b) est obtenu pour ¢ = 0 et correspond au modele de
Rice-Mele avec A > 0, J' = J. La zone grisée montre le choix fait pour la cellule
unité.
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FIGURE I11.8. Bandes d’énergie pour le super-réseau (I111.22) pour Vpyine. = 6E,
‘/sec. = 2Er/ ¢ = :ETI'/Q.

figure IIL.7 (b). Le réseau secondaire prend cette fois des valeurs différentes
aux minima du réseau principal. Aux points = nJ, cette valeur est nulle
alors qu’elle vaut V.. sur les points kz = (n+ ). Dans un modele de liai-
sons fortes, on génere ainsi deux types de sites avec £4 # Ep. Enrevanche,
la barriere a franchir pour passer d’'un minimum donné au minimum ad-
jacent est identique pour un saut vers la droite ou un saut vers la gauche.
On réalise donc le modele RM dans le cas particulier J' = J, A > 0. Dans
toutes les valeurs intermédiaires de la phase ¢, on a a la fois J # J' et
A # 0, ce qui permet de réaliser le cas générique du modele RM.

Le calcul numérique du spectre de bande pour ce super-réseau ne pose
pas de difficulté. La cellule unité ayant cette fois-ci une largeur ), la zone
de Brillouin est ¢ € [—k/2, k/2[. On a représenté ce spectre de bande sur la
figure I11.8 pour Vy = 6 E;, Vi = 2E,, avec la phase ¢ = 7/2 qui conduit a
une situation de type SSH!.

1. Ce spectre est voisin de celui trouvé pour le réseau purement sinusoidal, si on trace ce
dernier en configuration "repliée”, obtenue en partant d'une cellule unité de taille )\, et donc
une zone de Brillouin deux fois plus petite que celle de la figure II1.4 (voir appendice 1). On
notera toutefois 1'ouverture de gap en bords de bande pour ¢ ~ +k/2, gaps qui sont dus au
réseau secondaire et a la différence qui apparait entre J et J'.
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FIGURE IIL.9. Les deux bandes d’énergie les plus basses pour le super-réseau
(111.22), pour Vprine. = 6 E; et différentes valeurs de Vye.. On a choisi ¢ = +m/2,
correspondant a la réalisation du modéle SSH. On a décalé I'énergie des paires de
bandes pour V.. # 0, de sorte qu’elles soient centrées au méme endroit que la
paire correspondant d Voo, = 0.

Nous allons nous concentrer dans tout ce qui suit sur le bas du spectre
de ce super-réseau et nous montrons en figure II1.9 un zoom sur les deux
bandes les plus basses en présence des deux réseaux, pour des valeurs
croissantes de Vgec.. En prenant comme exemple, la valeur Viec. = E;, on
peut vérifier sur la figure II1.10 que la variation des énergies de ces deux
bandes est en bon accord avec la prédiction du modele SSH vue au chapitre
1 (avec un décalage global en énergie sans importance) :

E&) = 4 [J2 + 72 + 277 cos(qa)]* (IT1.23)

avec dans ce cas particulier J = 0.069 E,, J' = 0.037 E,. Ces valeurs sont a
comparer a la valeur J = 0.051 £, obtenue au paragraphe précédent pour
le méme Viyine. = 6E; et Viee. = 0 : le réseau secondaire, bien que faible,
suffit & dissymétriser fortement les deux coefficients .J et J'.
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FIGURE III1.10. Trait plein : bandes d’'énergie les plus basses obtenues pour
Vorine. = 6E; et Viee, = E;. On a pris ¢ = w/2, correspondant a la réalisation du
modele SSH. Tireté : prédiction (II1.23) pour le modele SSH pour J = 0.069 E,,
J' = 0.037 E, (avec un décalage global en énergie).

2-3 Mesure de la phase de Zak

Comme nous 'avons déja indiqué a la fin du cours 1 dans le cadre du
modele SSH, la phase de Zak n’est pas véritablement un invariant topolo-
gique, car on peut modifier sa valeur en changeant la paramétrisation de
la cellule unité du réseau. Passer d’une cellule unité composée de {A;, B; }
a une autre cellule unité composée de {B;_1, A;} revient a ajouter + a la
phase de Zak. En revanche, une fois que le choix d"une paramétrisation est
fait, la différence entre les deux topologies J' < J et J' > .J est fixée :
iae _ 4

avec Ad= (D[J/>J] - (I>Ul<‘”.

ok ok (1I1.24)

e

C’est donc cette différence qui est physiquement mesurable.

Pour y accéder, ATALA, AIDELSBURGER et al. (2013) ont mené une ex-
périence que l'on peut schématiquement décrire de la maniére suivante,
pour une paramétrisation donnée de la cellule unité :

— On part d’atomes localisés autour d"un point ¢; de la zone de Brillouin
dans le super-réseau obtenu avec ¢ = —u/2, c’est-a-dire le modele
SSH avec J’ > J pour la paramétrisation de la figure IIL7.

— On applique une force faible F' aux atomes qui leur fait parcourir la
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zone de Brillouin dans la bande fondamentale; c’est le phénomene
des oscillations de Bloch sur lequel nous aurons 1’occasion de revenir
plus tard dans ce cours. A ce stade, le seul point utile est que le mo-
ment obéit en bonne approximation a "l'équation fondamentale de la
dynamique", qui conduit ici a une variation linéaire avec le temps :

h%zF —  q(t) =q¢; + Ft/h.

(I11.25)
— Aubout du temps tg = 27h/(F ), les atomes ont parcouru I’ensemble
de la zone de Brillouin :

q(ts) = qf = qi +21/A (I11.26)

et ils ont donc accumulé (en plus de la phase dynamique) la phase
géométrique <I>[Z‘]ak> 7,

— A cet instant, on change brusquement la phase du réseau en passant
de ¢ = —7/24a ¢ = +m/2. On reste donc dans le cadre du modele SSH,
mais avec a partir de maintenant J’ < J (cf. figure IIL.7).

— Auméme instant, on change le signe de la force F' pour que les atomes
retraversent la zone de Brillouin dans le sens inverse du sens précé-

dent: 4
q
hl=—F
dt -

— A l'instant 2t les atomes sont revenus en ¢; et ils ont accumulé la

phase géométrique totale AP = é[z‘;/f - <I>[Z‘Zk<‘]].

q(t) = qf — Ft/h. (I1.27)

La mesure de cette phase se fait par interférométrie et on compare le
résultat a la prédiction théorique A® = 7m modulo 27 indiqué en (II1.24).

En pratique, la situation est un peu plus compliquée. La force F est gé-
nérée par un gradient de champ magnétique, les atomes étant placés dans
un sous-niveau Zeeman sensible au champ. Les atomes sont initialement
préparés avec le moment ¢; = 0 et on utilise une impulsion micro-onde /2
pour les placer dans une superposition cohérente de deux états de spin | 1)
et | ]), qui ressentent des forces opposées +F. Le paquet d’ondes dans
I'espace des moments se sépare donc en deux. Quand chaque paquet at-
teint le bord de la zone de Brillouin, on procéde au changement instantané
¢ : —7m/2 — +m/2 pour basculer de J' > J a J' < J. Pour éliminer le bruit
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FIGURE II1.11. Protocole suivi par ATALA, AIDELSBURGER et al. (2013) pour
mesurer la phase de Zak dans le cadre du modéle SSH, réalisé avec un super-réseau
et une séquence d’impulsions micro-onde 7 /2—m—m /2.

lié aux fluctuations du champ magnétique, on inverse simultanément les
deux états | 1) et | |) grace a une impulsion micro-onde 7, ce qui corres-
pond a une technique d’écho de spin. Cette double action a pour effet de
changer la sous-bande occupée par les atomes. On laisse ensuite les deux
paquets d’ondes rejoindre le moment ¢ = 0. En ce point, une derniére im-
pulsion 7/2 permet de "lire" la phase relative des deux paquets. Une ana-
lyse détaillée permet de vérifier que les phases dynamiques accumulées
sur chacune des trajectoires — en particulier celles dues aux déplacements
Zeeman — se compensent et ne contribuent donc pas au signal.

La mesure de ATALA, AIDELSBURGER et al. (2013) a montré avec une
tres bonne précision que la phase relative mesurée est effectivement égale
a m (a 3% pres), en accord avec la topologie attendue pour le modele SSH
(figure II1.12). ATALA, AIDELSBURGER et al. (2013) ont ensuite étendu leur
procédure au cas général d'un réseau Rice-Mele (A # 0), obtenu en pre-
nant ¢ # +m/2, et ils ont 14 aussi obtenu des résultats en trés bon accord
avec la prédiction générale (II1.15) tracée en figure II1.2.

3 Pompe adiabatique dans le modéle RM

Nous abordons maintenant un aspect important de la physique des
phases topologiques de la matieére, la réalisation de pompes adiabatiques, en-
core appelées pompes de Thouless, d’apres la proposition initiale faite dans
THOULESS (1983).
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FIGURE II1.12. Haut : résultat obtenu par ATALA, AIDELSBURGER et al.
(2013) pour la mesure du taux d’occupation de I'état | 1) apres la séquence dé-
crite dans le texte. Les points bleus ont été obtenus en basculant ¢ de —m/2 a
/2 et les points noirs correspondent au cas ot ¢ n’a pas été modifiée. La diffé-
rence de phase entre les deux courbes donne acces a A® = (I’[ZJak> 7 Q[Z‘Zf‘]].
Bas : résultat trouvé pour A®. La moyenne de 14 séquences indépendantes donne

AD =0.97(2) 7.
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FIGURE II1.13. Un exemple de pompe adiabatique (classique) : la vis d’Archi-
meéde (figure : Wikipedia).

De maniere trés générale, une pompe adiabatique peut se définir
comme un processus dans lequel :

— On change de maniére cyclique dans le temps les parametres qui
controlent un fluide, par exemple son hamiltonien.

— A Vissue d’un cycle, le fluide n’est pas revenu a sa position initiale,
mais il s’est produit un transfert de matiére dont la quantité ne dépend
pas de la durée du cycle.

Un exemple bien connu est la vis d’Archimede, représentée en figure II1.13,
pour laquelle une quantité donnée de liquide est transférée du bas vers le
haut en un tour de manivelle, quelle que soit la vitesse de rotation de cette
manivelle.

Nous allons nous intéresser ici a la version quantique de ce concept.
Nous allons voir en particulier comment la structure "tourbillonnaire” de
la phase de Zak autour du point singulier A = 0, J' = J permet de fabri-
quer une telle pompe. Notons que ce concept s’applique en premier lieu
a des bandes d’énergies completement remplies, une situation atteinte de
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FIGURE 111.14. Transport adiabatique par simple translation d'un réseau.

maniere simple si I'on dispose de fermions polarisés. Si on s’intéresse a la
bande fondamentale, il faut pour cela placer une particule par cellule unité
du réseau. Ce concept peut également se généraliser a des bosons, pourvu
que chaque état de Bloch |1/)q")> de la bande considérée, par exemple la
bande fondamentale n = 0, ait la méme population moyenne.

Pour voir comment la notion de pompe adiabatique peut émerger, nous
allons commencer par regarder deux situations simples utilisant des po-
tentiels de réseaux optiques, qui conduisent toutes deux a un déplacement
quantifié d"une particule dans un réseau.

3-1 Translation d’un réseau

Le premier exemple (presque trop simple!) est obtenu avec un simple
réseau sinusoidal

V(x) = Vosin?(kz — ¢), (I11.28)

supposé tres profond de sorte que tout effet tunnel est bloqué. Une parti-
cule préparée au fond d’un puits de potentiel y reste donc indéfiniment. Si
on varie dans le temps de maniere tres lente la valeur de ¢ de 0 a 7, tous
les minima se décalent d'une période a du réseau et le déplacement de la
particule est donc égal a a (figure 111.14).
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FIGURE II1.15. Déplacement quantifié d'une particule localisée initialement sur
un site A lors de la déformation du potentiel de super-réseau (I111.29) engendrée
par la variation de ¢ de 0 a 2. Une particule initialement située sur un site B se
déplacerait dans le sens opposé.
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temps

FIGURE I11.16. Passage adiabatique d'un site a I'autre d’un double puits quand
on change lentement I'énergie relative des deux minima de potentiel.

3-2 Déformation d"un réseau trés profond.

Le second exemple est nettement plus intéressant. Il est obtenu en dé-
formant continument le potentiel d'un super-réseau de période a = 27 /k :

V(%) = Virine, sin (k) + Viee, sin®[(kz + ¢) /2] (I11.29)

en faisant varier uniquement la phase ¢. La déformation correspondante
est représentée sur la figure II1.15. Prenons une particule localisée initiale-
ment dans un des puits et supposons que le réseau soit suffisamment pro-
fond pour que I'effet tunnel soit négligeable a travers les barrieres "hautes".
La particule va donc pouvoir passer adiabatiquement d’un site a 1’autre
quand les sites, situés de part et d’autre d’une barriere basse, prennent la
méme énergie. Le probleme est identique a celui d"un double puits initiale-
ment asymétrique, qui devient momentanément symétrique, puis bascule
sur ’asymétrie opposée (figure I11.16).

La série de dessins de la figure IIL.15 montre qu'une particule située
initialement sur un site A; se déplace d'une unité a vers la droite et se
retrouve donc sur le site A;;; quand la phase ¢ a augmenté de 27. Dans
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le méme temps, une particule initialement sur le site 3; se retrouve sur
le site B,_; aprés ce méme changement de phase. Selon 1’état initialement
occupé par la particule, on géneére donc deux courants en sens opposé pour
un méme cycle de pompe, ce qui est nettement moins intuitif que notre
premier exemple d’'un réseau translaté.

3-3 L’expérience de Nakajima et al.

L'idée de la pompe adiabatique (ou "topologique") date de 1983 avec
I'article de Thouless, mais c’est véritablement grace aux expériences me-
nées avec des atomes froids dans des réseaux optiques qu’elle a pu étre
mise en pratique (HATSUGAI & FUKUI 2016). Il n’est en effet pas possible de
moduler dans le temps les parametres d'un réseau cristallin pour des élec-
trons, et la version photonique de la pompe adiabatique n’est pas simple
a implémenter non plus [voir cependant WIMMER, PRICE et al. (2017) et
OzAWA, PRICE et al. (2018)].

Pour des atomes froids, la déformation périodique du potentiel de
confinement peut se faire relativement simplement en utilisant un super-
réseau optique, et en modulant dans le temps la phase relative des deux
ondes stationnaires et leurs intensités. Nous allons décrire ici une expé-
rience menée a Kyoto sur un gaz d’atomes fermioniques (NAKAJIMA,
TOMITA et al. 2016). Signalons qu’il y a eu de maniére quasi-simultanée
la publication de deux autres résultats expérimentaux obtenus avec des
bosons & Munich (LOHSE, SCHWEIZER et al. 2016) et au JQI Maryland (LU,
SCHEMMER et al. 2016).

L'expérience de Kyoto a été menée avec ~ 10 atomes d’Ytterbium
171Yb piégés dans une série de tubes verticaux indépendants (figure I11.17).
Dans chaque tube, les atomes sont placés dans un potentiel de période spa-
tiale 266 nm, superposé avec un potentiel de période double, 532nm. La
phase relative entre les profils spatiaux de ces deux ondes, notée ¢ dans
(II1.22), est controlée par un interférometre auxiliaire. Elle peut étre varie
continument de ~ 207 dans cette expérience, ce qui correspond & une di-
zaine de cycles de pompage.

Les atomes sont préparés dans la bande fondamentale du réseau avec
un taux de remplissage de ~ 0.7 par état de spin au centre du nuage. On ne
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FIGURE II1.17. Série de tubes verticaux indépendants. Le potentiel de super-
réseau est appliqué le long de I'axe z. Figure extraite de NAKAJIMA, TOMITA
et al. (2016), sup.mat.

part donc pas stricto sensu d’un isolant de bande (remplissage unité) mais
la bande est remplie de maniére uniforme, ce qui est suffisant pour obser-
ver la quantification du déplacement du centre de masse; la température
est en effet notablement supérieure a la largeur de cette bande, tout en res-
tant notablement inférieure au gap qui sépare la bande fondamentale de la
premiere bande excitée.

Une fois les cycles de pompage effectués, on prend une image du nuage
in situ que 1’on compare avec I'image de référence prise pour un nuage non
déplacé (figure II1.18) ; on repeére ainsi le décalage entre les centres de masse
le long de la direction verticale z.

La premiere expérience menée par NAKAJIMA, TOMITA et al. (2016) a
consisté a mesurer le déplacement induit par un réseau en translation. Il
suffit pour cela d’annuler l'intensité du réseau de courte période V. inc. et
de varier linéairement dans le temps la phase ¢. Le déplacement mesuré
est représenté sur la figure I11.19 par des points rouges. On vérifie qu'il est
bien linéaire avec le nombre de cycles de pompage, avec un coefficient de
proportionnalité compatible avec la valeur attendue de ¢ = 532nm tous
les temps T', c’est-a-dire a chaque fois que ¢ augmente de 2.

La seconde expérience a consisté a appliquer une déformation pério-
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t=10T

FIGURE II1.18. Image in situ du nuage d’atomes avant et aprés 10 cycles de la
pompe adiabatique. La durée T d"un cycle de la pompe est de 50 ms. Le déplacement
du centre de masse le long de I'axe z révele la quantification recherchée. Figure
extraite de NAKAJIMA, TOMITA et al. (2016).

dique en temps du potentiel de Rice-Mele. Cette déformation est similaire

a celle représentée en figure I11.15 et elle est obtenue en variant linéaire-

ment ¢ pour une valeur constante de I’amplitude des deux réseaux :
Vprinc. =30 Er

Viee, = 20 B, (IIL.30)

ou E, = h*k?/(2m) est I'énergie de recul & la longueur d’onde \ = 27 /k =
532nm. Pour ces grandes valeurs de profondeur de réseau, le mécanisme
simplifié représenté sur la figure III1.15 décrit en bonne approximation le
principe de la pompe adiabatique. Les résultats correspondants sont éga-
lement tracés en figure I11.19 (points bleus). Quand le nombre de cycles de
pompe n’est pas trop grand (< 6), on trouve la aussi un déplacement en
accord avec la quantification attendue. Pour les durées de pompage plus
longues, le déplacement est plus faible que prévu. NAKAJIMA, TOMITA
et al. (2016) attribuent cet effet au confinement harmonique additionnel le
long de I'axe z, qui crée un déplacement d’énergie comparable a la largeur
de bande quand le déplacement du centre de masse augmente au dela de
6a.

NAKAJIMA, TOMITA et al. (2016) ont également testé la robustesse de
cette pompe adiabatique en déformant le contour suivi dans le plan (J', A).
Rappelons que I'on s’attend a ce que la pompe fonctionne si et seulement
si le contour encercle le point critique J' = J, A = 0. Par ailleurs, le signe
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FIGURE II1.19. Déplacement du centre de masse du nuage d’atomes en fonction
du nombre de cycles de la pompe géométrique. Les points rouges correspondent
a un simple réseau translaté, les points bleus a une déformation similaire a celle
représentée en figure I11.15. Figure extraite de NAKAJIMA, TOMITA et al. (2016).

du déplacement est lié au sens dans lequel le contour est parcouru. L'expé-
rience de NAKAJIMA, TOMITA et al. (2016) a confirmé ces différentes pré-
dictions, comme on peut le voir sur la figure II1.20.

4 Pompe adiabatique et phase de Berry

Les exemples étudiés au paragraphe précédent tiraient parti du fait que
I'effet tunnel jouait un role négligeable la plupart du temps, ce qui simpli-
fiait considérablement I’analyse. Le résultat de THOULESS (1983) a une por-
tée beaucoup plus générale, comme nous allons le voir maintenant. Dans
cette partie, nous allons utiliser essentiellement un raisonnement géomé-
trique, bien adapté au cas du modele RM pour lequel nous pouvons repré-
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FIGURE II1.20. Robustesse topologique de la pompe adiabatique, quand on va-
rie le contour dans le plan J',A (avec ici 26 = J' — J). Figure extraite de

NAKAJIMA, TOMITA et al. (2016).
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senter les états par un pseudo-spin 1/2. Dans la partie 5, nous utiliserons
une approche plus générale, a partir d'un traitement fondé sur la réponse
linéaire.

4-1 Hamiltonien cyclant et phase géométrique

Pour analyser 1’évolution du systeme au cours d’un cycle de la pompe,

partons de 1’état de Bloch |w§_)) de la bande fondamentale du modele de
Rice-Mele, avec un moment g donné. Considérons une variation tres lente
des parametres J' et A, qui réalise en une période de cycle T une trajectoire
fermée comme celle représentée par un cercle rouge sur la figure IIL2. Le
raisonnement se fait alors en deux étapes :

— Puisque qu’a tout instant ¢ entre 0 et 7' I’hamiltonien H () reste pé-
riodique de période a, le théoréeme de Bloch dans sa version dépen-
dante du temps s’applique : I'état du systeme reste a chaque instant
une fonction de Bloch, c’est-a-dire le produit de 'onde plane e'?* par
une fonction u(z, t) (ou |u(t))) périodique sur le réseau.

Prenons maintenant en compte le fait que les parametres J' et A va-
rient tres lentement. Le théoreme adiabatique indique que l'état du
systéme, caractérisé par la fonction périodique |u(t)), va en bonne ap-
proximation rester dans la bande fondamentale, donc dans I'état |u§})>
donné en (II1.3). Cet état varie dans le temps puisqu’il dépend des va-
leurs instantanées de J’ et A, via les angles 6, et ¢,. On sait que I'ap-
proximation adiabatique sera valable pour un temps de cycle T suf-
fisamment long pourvu qu'il ny ait pas d’annulation de 1’écart entre
I’état suivi et les autres états accessibles, en ’occurrence 1'état de méme
¢, mais appartenant a ’autre bande |u((1+t)>

Pour que le raisonnement précédent s’applique pour tous les moments ¢
de la zone de Brillouin, il faut que le gap entre la bande fondamentale et
la bande excitée ne se ferme pas, donc que notre contour ne passe pas par
le point central du vortex de la figure II1.2, J* = J, A = 0. Une fois ce fait
acquis, on sait que I’état du systeme a 'instant final 7" sera identique a 1’état

initial |wé;)>, a une phase pres.

Il nous reste bien stir a prendre en compte ce facteur de phase, composé
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FIGURE I11.21. Diagramme bi-dimensionnel avec les moments en abscisse et le
temps en ordonnée. Le mouvement adiabatique correspond a des trajectoires rec-
tilignes comme la fleche rouge, la connaissance de la dynamique se résumant a la

phase ~(q).

comme toujours de deux termes :

ei’Y(Q) — ei<bdyn((I) eiq)geom(fI)_ (III31)
La phase dynamique s’écrit (cf. cours 1)
1 T
Cayn(q) = —7 / B dt, (IIL.32)
0

ol E,g_)(t) représente 'énergie de 1'état |1/;¢(1_)> de la bande fondamentale,
pour les valeurs des parametres J, J' et A a 'instant ¢. La phase géomé-
trique vaut quant a elle

T
Bomla) = [ Aala.t) . (1.33)
0
ol nous avons introduit? la connexion de Berry temporelle
As(q,t) = (ug,t|Orug,e), (II1.34)

2. On oublie ici la mention (=) de la bande puisque seule la bande inférieure est supposée
occupée.
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I'indice 2 faisant référence au fait qu’on a ici deux variables, ¢ et ¢, et que
I'on prend la dérivée du ket |u, ) par rapport a la seconde.

Nous venons donc de montrer que 'action de 1'opérateur d’évolution
a une particule U(T') sur la durée T' d'un cycle de la pompe est diagonal

dans la base des états de Bloch |¢((f)> :
U(T) = expliv(4)]

ou § est l'opérateur moment de la particule, admettant les états |¢),) comme
vecteurs propres, avec la valeur propre g.

(I11.35)

4-2 Le déplacement du centre de masse

Le fait que 'opérateur d’évolution soit diagonal dans la base des |¢,)
permet de déduire assez simplement la translation du centre de masse X
d’une assemblée de N particules identiques sans interaction. Remarquons
d’abord que puisque 'opérateur position du centre de masse

1L
X:N;acn

est un opérateur "a une particule”, sa moyenne se calcule & partir de 1’opé-
rateur densité réduit a un corps (1), obtenu en prenant la trace partielle de
I'opérateur densité total sur N — 1 particules :

(X(T)) = Tr (1‘ ﬁ(l)(T)) .

Par ailleurs, si les particules sont indépendantes, I'évolution de I'opérateur
densité réduit V) est donnée par

(I11.36)

(I1.37)

p(T) = U(T) pM(0) UN(T), (IT1.38)

de sorte que I'on obtient apres permutation circulaire a l'intérieur de la
trace :

(X(T)) = Tr (JE(T) p (o)) (IIL.39)
ol1l'on a posé :

(I11.40)
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Dans la derniere égalité, nous avons utilisé le fait que 'opérateur position
de chaque particule est défini ici comme canoniquement associé a son mo-
ment, de sorte que [, ] =iet

™D 3 @D = 3 — 9 ~(q). (IIL.41)
On trouve donc le déplacement recherché pour le centre de masse

Az = (X(T)) - (X(0)) = —(0,7(d))- (I11.42)

Supposons maintenant que la bande d’énergie inférieure est uniformé-
ment remplie quand l'assemblée de particules est dans 1’état |¥), c’est-a-
dire que I'opérateur densité a un corps est proportionnel a I'identité dans la
base |1/J((1_)>. La moyenne intervenant dans (II1.42) devient alors une simple
intégrale sur la zone de Brillouin (de largeur 27 /a) :

+7/a
04v(q) dg. (1I1.43)

—m/a

a

Com

Az =
Dans cette intégrale, la contribution de la phase dynamique est nulle du
fait de la périodicité de I’énergie E, avec g et il reste a évaluer

a [T d®geom

_% —m/a dq

T
Ax = dq avec Pgeom(q) :/ As(g,t) dt.
0

(IIL.44)

4-3 Trajectoires sur la sphére de Bloch

Face a l'expression (I11.44), le premier réflexe est d'intégrer simplement
le résultat pour trouver :

Az = —21 [ geom (+77 /) — Byeom (—7/a)] (II1.45)
s
et de trouver ensuite la valeur de cette phase géométrique Pgeom(+7/a)

pour les deux extrémités de la zone de Brillouin.

Cette démarche, que nous allons suivre dans un instant, appelle néan-
moins une mise en garde. Nous sommes en train de manipuler ici des ex-
pressions mathématiques qui peuvent étre singuliéres en certains points de

l'espace (g,t). En effet, le paramétrage (II1.3) de 'état |u, ) en termes des
angles polaires 0, ; et ¢, ; peut conduire a des expressions mathématiques
mal définies pour la connexion de Berry "temporelle" Ay = i(ugq ¢|Oruq+)
qui intervient dans ®geom (¢) (Voir § 5). Pour mener le calcul sans probleme,
le moyen le plus stir est d’exprimer le déplacement du centre de masse en
terme de la courbure de Berry, ce que nous ferons dans le paragraphe sui-
vant (§ 4-4).

Pour le moment, nous allons voir comment donner un sens a (I11.44-
II1.45) en utilisant un raisonnement géométrique. Nous savons depuis le
premier chapitre que pour un probléme se ramenant a un pseudo-spin1/2,
la phase géométrique Pgeom(g) est, @ un facteur 1/2 pres, I'angle solide
décrit par la trajectoire sur la sphere de Bloch de 'état |u, ;) quand ¢ varie
de 0 a T. Examinons donc cette trajectoire pour différentes valeurs de ¢
(figure II1.22) en utilisant les expressions de 0 ; et ¢ ¢

A ; J' + J el

cosly = ——, % ginf, = 0]

el (IIL.46)

1/2
avec |h(q)| = {AQ + 24 %20 cos(qa)} et les deux angles 0, €
[0,7] et ¢4 €] — 7, +7].

— Pour ¢ = 0, la quantité e'?« sin 0, = (J + J') /¢, reste toujours réelle po-
sitive quand J’ et A varient sur le cercle de la figure II.2. La trajectoire
sur la sphere de Bloch est donc un simple aller et retour sur le méri-
dien de longitude 0 : I'angle solide correspondant a cette trajectoire,
représentée en violet sur la figure II1.22 est nul.

— Pour ga/m = £1/4,1/2,3/4,7/8, les trajectoires représentées par les
couleurs bleue, verte, jaune et orange, s’écartent de plus en plus du
méridien central. Elles génerent des angles solides de plus en plus
grands et de signe opposé pour +¢, qui tendent vers le demi-espace
(angle solide de 27) quand ¢ s’approche de 7 /a.

— Pour ¢ = £7/a, les deux trajectoire suivies sont identiques : ce sont
des grands cercles rouges passant par les poles; l'angle solide vaut
donc 427 et la phase géométrique associée est L.

Cette analyse géométrique nous apprend deux choses. D’une part, tous
les points de la spheére de Bloch sont atteints au moins une fois quand g et ¢



CHAP. III. LES POMPES ADIABATIQUES §4. Pompe adiabatique et phase de Berry
1 |
t
T
A A A A A A A A 05 B B
S
~
: o :
o0
K
—0.5F —
—7/a 0 +r/a 4 1l |
| | | | |
-1 —0.5 0 0.5 1
qa/m

FIGURE II1.22. Trajectoires suivies pour un q fixé dans un cycle de la pompe. La
phase géométrique @ geom (t) est donnée, a un facteur 1/2 pres, par I'angle solide
sous-tendu par la trajectoire correspondante. On a pris une trajectoire circulaire
centrée en (1,0) et de rayon 0.5 dans le plan (J'/J, A) parcourue a vitesse uni-
forme.
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FIGURE II1.23. Phase géométrique déduite de I'angle solide sous-tendu par la
trajectoire de I'état |ug ) sur la sphere de Bloch au cours d'un cycle de la pompe.
Cette phase géométrique varie continuement de —m a +m quand q décrit la zone de
Brillouin, ce qui entraine la quantification du déplacement Ax donné en (111.44).
Le code de couleurs des différents points est le méme que celui de la figure I11.22.

varient respectivement dans les intervalles [—7/a, +7/a] et [0, T : 1a sphere
de Bloch est completement enveloppée par ces trajectoires. Ensuite, par
continuité, on voit qu'il faut assigner la valeur ®4oom = — a la trajectoire
pour ¢ = —7/a et la valeur ®yeom = +7 a la trajectoire ¢ = 7/a. Le résultat
(II1.45) doit donc étre compris comme

a

Ax = lim  Pgeom(q) (111.47)

qg——7/a

ot la premiére limite est prise par valeurs négatives et la seconde par va-
leurs positives. Cela conduit finalement a :

(I11.48)

Le déplacement du centre de masse dans un cycle de pompe est donc ef-
fectivement quantifié en unité de période du réseau.
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On voit donc que pour ce probleme a deux dimensions (une de temps
et une d’espace), la sphere de Bloch est entiérement recouverte par les états
|ug,+). Ceci constitue 'invariant topologique du probleme, qui ne peut pas
étre modifié par un changement "doux" de la trajectoire suivie dans le plan
(J', A). Cet invariant est I’équivalent pour ce probleme 2D de l’enroule-
ment d’une phase dans un probleme 1D.

4-4 Déplacement quantifié et courbure de Berry

Continuons a faire abstraction des singularités possibles dans la défini-
tion de 'état |u,,,) pour établir une autre expression pour le déplacement
Az du centre de masse de I’assemblée de particules. Pour ce probleme avec
une coordonnée d’espace et une coordonnée de temps, nous pouvons défi-
nir les deux composantes de la connexion de Berry [ A, a déja été introduit
en (II1.34)] :

»Al (Q7 t) = i<uq,t|aquq,t>a AQ(C], t) = i<uq,t‘atuq,t>v (IH49)

qui forment un vecteur réel a deux composantes. Nous définissons égale-
ment la courbure de Berry :

0, .
00a0) = (31) % (41) =100t 10141} = Guty 0, ) (1150

qui est une quantité scalaire réelle.

L’expression (I11.44) pour le déplacement Az fait intervenir la dérivée
par rapport a g de la phase géométrique

geom / -'42 Q7

(IIL.51)
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Une intégration par parties donne

dPgeom . d /T
—seom ) dt
dq dg [ 0 < > ]

= i/(ﬁ'quw\@tuq,ﬁ dt +i/<uq7t|8q3tuq7t> dt
= i / (Dqtig.e|0tuqe) At 41 [(uq¢|Oqug. )]s — i / (B +|Oqug.s) dt

T
/ Q(q,t) dt,
0

le terme tout intégré étant nul du fait de la périodicité en temps.

(IIL.52)

Quand on reporte ce résultat dans 1’expression du déplacement de
centre de masse, on trouve

+7/a
Ax = /Qq, ) dg dt.

—7/a

(IIL.53)

Cette expression est "robuste” au sens ot la courbure de Berry est inva-
riante de jauge. Elle ne présente pas de singularité, contrairement aux
expressions faisant intervenir la connexion de Berry. Nous y reviendrons
dans le paragraphe 5. Nous verrons en particulier que du fait de la pério-
dicité en ¢ et en t du probleme, l'intégrale

+r/a
/ (g,t) dg dt

—m/a

(IIL.54)

est nécessairement un entier, le nombre de Chern, qui en l'occurence est
égalal.

5 Pompe adiabatique et nombre de Chern

Dans la derniére partie de ce chapitre, nous allons présenter un traite-
ment général de la pompe adiabatique. Nous allons commencer par préci-
ser la nature des singularités déja mentionnées, susceptibles d’apparaitre
lors du calcul de la connexion de Berry. Nous passerons ensuite a une pré-
sentation de la pompe adiabatique pour un réseau 1D quelconque, vue
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comme un probleme bi-dimensionnel, une dimension d’espace et une di-
mension de temps. De ce fait, les notions que nous allons dégager ici re-
viendront dans la suite du cours, lorsque nous aborderons les problemes
bi-dimensionnels d’espace. Nous verrons en particulier que la quantifi-
cation de la pompe n’est autre que la manifestation de 1’existence d'un
nombre de Chern. Signalons par ailleurs qu'une autre approche de la
pompe adiabatique fait appel au formalisme de Floquet. Nous renvoyons
le lecteur intéressé par cette approche a l'article de revue de COOPER,
DALIBARD et al. (2018) et aux références qu’il contient.

5-1 Singularité(s) de la connexion de Berry

Dans tout ce cours, nous avons utilisé abondamment la représentation

d’un état \ug’;)) en terme d’un point sur la sphere de Bloch. Cette représen-
tation, biunivoque, est extrémement commode pour mener des raisonne-
ments géométriques simples en terme de contour s’enroulant sur la sphere.
Elle présente toutefois une ambiguité pour deux points particuliers, les
poles nord et sud de la sphere de Bloch, obtenus respectivement pour les
latitudes 6, = 0 et 8, = 7. L'angle azimuthal ¢, (longitude) est en effet
indéterminé en ces points, ce qui peut conduire aux singularités que nous
allons maintenant commenter.

Dans ce qui précede, nous avons choisi d’exprimer l'état |u, ;) dans la
base propre de I’opérateur ¢, avec une composante réelle positive sur 1’état
de base |+), ce qui nous a conduit a écrire

- cos(6/2)
[ug,t) = ( ¢i% sin(0/2) > (I1L.55)
ol les angles 6 = 0, ; et ¢ = ¢, sont définis par
A - J + Jelaa
cosf = =%, e?sinf = ,5—&—7e7 (II1.56)
€q,t €q.t
avec .
o = [Af +J2 4+ J* + 27 cos(qa) (I1L.57)

et § € [0,7], soit sin@ > 0. Dans la mesure ot la trajectoire suivie par
(J{,A;) évite le point central (J,0), la définition (II1.56) ne comporte au-
cune ambiguité sauf en un point particulier, le couple (J', A) qui atteint le
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pole sud 6 = 7. En effet, I'état |u, ) en ce point devient

i = ()

mais la phase ¢ ne peut pas étre déterminée a partir de (II1.56) puisque
sin @ = 0 en ce point.

(IIL58)

Cette ambiguité se transcrit directement sur la connexion de Berry que
nous avons définie en (I11.49) pour notre probléme a deux dimensions (une
d’espace ¢ et une de temps t)

A(q 1) = ug | Vug,), V= <2q> . (I11.59)
t

Un calcul immédiat donne

A(q,t) = =V sin?(/2) (IIL.60)

qui est donc singulier au p6le sud, en # = 7. Notons qu’au pdle nord, ¢ est
également indéterminé mais le fait que sin®(6/2) = 0 efface la singularité
sur .A. Cette différence de traitement entre pole nord et pole sud vient du
fait que nous avons imposé a la composante de |ugy,;) sur |+), d’étre réelle
positive, alors que la composante sur |—), est complexe.

Examinons cette singularité de maniere générale. Notons (qo,to) un
point ot le pole sud de la sphere de Bloch est atteint. Paramétrons le voisi-
nage de ce point par

q=qo+ 9q, t =ty + 6t, (II1.61)
et considérons un développement limité au voisinage de ce point :
e'?sinf ~ o dq + B dt, (I1L.62)

ol a, § sont des nombres complexes qui dépendent du probleme consi-
déré. La contrainte sin > 0 conduit a :

i adq+Bét
ol A

~ = inf ~|lad ot
woqt gorp  Smo~lada+ o,

(II1.63)
et donc

cosf ~ —1+ %|a(5q + B 6t (I11.64)
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On en déduit la variation de la connexion de Berry au voisinage de ce point

singulier :
A~ -Vomny— 1 (70 (IIL65)
lacdg + Bt2 \ 6q
ol l'on a introduit le nombre réel
N = % (@B — aB*). (IIL66)

Le vecteur A a une structure tourbillonnaire autour du point singulier
(go, to) : il est orthoradial et son module diverge comme l'inverse de la
distance a 'origine.

Cette divergence apparait effectivement pour la pompe adiabatique du
modele de Rice-Mele, comme on peut le voir sur la figure I11.24. Cette
figure a été tracée en supposant que la trajectoire circulaire dans le plan
(J', A) de la figure II1.2 est parcourue a vitesse uniforme. Le pole sud de la
sphere de Bloch est alors atteint pour :

Singularité au pole sud pour: ga =+, t =37/4. (I11.67)
puisqu’on a en ces points
i J + J el
J=J A<0 =cosby=—=-1, e sinﬂqzizo.
€q €q
(II1.68)

La phase géométrique ®zeom(g) et la phase de Zak ®y,x(t) (appendice 2)
sont donc bien définies pourvu qu’on les calcule respectivement en dehors
deg=+w/aett=3T/4.

La divergence de la connexion de Berry que nous venons de trouver dé-
pend du choix de jauge. On aurait pu décider d’'imposer une composante
réelle positive sur |—), au lieu de |+), en paramétrant 1'état |u,,,) sous la

forme .

lig.s) = e”'% cos(0/2)

Yart) = sin(6/2)
et la nouvelle connexion de Berry A aurait été singuliere autour du pole
nord de la sphere de Bloch, c’est-a-dire pour un autre couple (o, to).

(I11.69)

Nous avons déja eu l'occasion de mentionner qu’au contraire de la
connexion de Berry, la courbure de Berry définie en (I11.50)

Q=VxA (I11.70)
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10
- 11
. ' o
- 105 t/T 0
-5
i 10
| | | | | ~10
-1 -0.5 0 0.5 1
qa/m
T 10
- 11
» - ’
- 105 t/T 0
-5
- -0
| | | | | 710
-1 -0.5 0 0.5 1
qa/m
- ‘ . 0 4
2
- 40.5 t/T 0
-2
n 11 —4
| | | | |
-1 -0.5 0 0.5 1
qa/m

FIGURE 1I1.24. Haut et milieu : composantes 1 et 2 de la connexion de Berry
A(q,t) pour le choix de jauge du texte. Un point singulier apparait a l'instant
t = 3T /4 pour ga = *m car I'état |ug+) se trouve alors au pole sud de la sphere
de Bloch. Bas : courbure de Berry 2(q, t) qui est parfaitement réguliere sur tout le
plan (q,t). Son intégrale sur le rectangle [—m/a, w/a] x [0, T est égale 4 27, soit
un nombre de Chern de 1.
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était invariante de jauge. La divergence que nous venons de trouver pour
A ne doit donc pas se produire pour Q2. Montrons-le explicitement a par-
tir du développement limité précédent. Nous avons établi au chapitre 1
I'expression générale de 2

1
2 = ~2 V6 x V(cost) (IIL.71)
ce qui conduit au point (go, to) a
Q~ —% u,, (II.72)

ce qui est effectivement régulier. Le calcul pour la pompe adiabatique du
modele de Rice-Mele confirme cette régularité (figure 111.24, bas).

5-2 Le courant dans une pompe adiabatique

Dans le traitement que nous avons présenté au paragraphe §3, nous
avons utilisé des arguments géométriques simples tirant parti de I’hamil-
tonien de Rice-Mele, pour déterminer le déplacement du centre de masse
du gaz de particules dans un cycle de pompage. Nous allons maintenant
mettre en place un formalisme plus général qui nous permettra de montrer
I'importance de la courbure de Berry pour ce type d’étude.

Nous partons comme précédemment d'une assemblée de particules
sans interaction, et nous supposons que l’opérateur densité a une particule
est diagonal dans la base des moments ¢q. Nous pouvons donc calculer le
flux de matiére pour une particule dans un état de Bloch |,), puis moyen-
ner ensuite le résultat sur q.

Partons d'une particule préparée dans 1’état de moment g dans la bande
fondamentale n = 0 et considérons un cycle de la pompe, pendant lequel
certains parametres caractérisant le réseau (J' et A pour le modele de Rice—
Mele) varient trés lentement. L’état de la particule a un instant donné peut
s’écrire au premier ordre de I'approximation adiabatique (cf. chapitre 1) :

(™9, ©))

m + (IH73)

W) ~ [p) +ih > ™)
n#0
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Notons que pour alléger les notations, nous n’avons pas explicitement in-
diqué la dépendance en ¢ et en ¢t des fonctions de Bloch et des énergies :

W) =gy, BT =B

Nous souhaitons calculer, a 'ordre le plus bas non nul, la vitesse moyenne
dans cet état. L'opérateur vitesse est donné par

(I1.74)

5 d
P avee p=—ih— (I1L.75)

dz

@ =
et nous allons donc avoir besoin d’évaluer des éléments de matrice du type

@O p ™).

Il est en général plus commode de travailler avec les parties périodiques
|u™) qu’avec les fonctions de Bloch |¢)(")) elles-mémes. Le passage d’un
type de fonction a I’autre se fait en utilisant

(I11.76)

p (eiqmuy})(z)) = e%” (j + hg) uly () (I1L.77)
de sorte que I'élément de matrice (II1.76) se réécrit
@O p [p™) = W] (5 + hq) [u™). (I1L.78)

L'impulsion moyenne dans 1’état |¥(¢)) vaut donc, toujours a 1’ordre 1
de I'approximation adiabatique

(WO)lple) =

+ih > (W) (p+ hg) [u™)
n#0

(W (p + hq) [ul)
(u™|05u()

Pour aller plus loin, nous allons avoir recours aux lemmes suivants,
prouvés dans I'appendice 3 :

1o+ ha)lu™) = T (EO — E®) (9,u®u). (I1L.80)
et m
(b + hg)|u'®) = 50, 5. (ITL.81)
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En utilisant de plus une relation de fermeture dans la deuxiéme ligne de
(II1.79), nous arrivons a :

vt = (U(1)] % W) = 50,8 (1(0,u®9u) +ec). (M8

Nous voyons donc apparaitre deux composantes pour cette vitesse
moyenne :

— La premiere +9,E® est la vitesse de groupe. Quand on prend sa
moyenne sur tous les états ¢ en les supposant également peuplés, on
trouve un résultat nul du fait de la périodicité en ¢ (a chaque instant ¢)

de la bande d’énergie Eé?t).

— La seconde contribution est (au signe pres) la courbure de Berry que
nous avons introduite en (I11.50) :

Qge =1 ((8qu(0)|0tu(0)> - <3tu(0)|8qu(0)>> . (II1.83)

Pour une population uniforme de tous les moments g, la vitesse moyen-
née sur ces moments vaut donc a l'instant ¢ :

_ a
UVt = — 5= Qq,t dg

(I11.84)
21 7B

oll a est la période spatiale du potentiel et 27 /a représente donc la largeur
de la zone de Brillouin.

Le déplacement moyen sur un cycle de durée T s’obtient quant a lui en
intégrant cette vitesse :

T
a

Arx = —— O, ¢ dg dt

v 277/0/213 ot €4

et ’on retrouve le résultat que nous avions obtenu "pédestrement” pour le
modele de Rice-Mele a 1’équation (II1.53). L'intérét de la présente dériva-
tion est de ne pas étre passée par la connexion de Berry, dont nous avons
vu qu’elle pouvait contenir des singularités, et de reposer entierement sur
la notion de courbure de Berry, qui est parfaitement réguliére.

(IT1.85)
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| Y |
T T

9o qo + 27/a

FIGURE II1.25. Diagramme bi-dimensionnel dans l'espace (q,t) : moment en
abscisse et temps en ordonnées. La surface grisée représente la zone d’intégration
de (I11.86), la courbure de Berry §, + est périodique en q de période 2 /a et pério-
digue en t de période T

5-3 Nombre de Chern et quantification du pompage

Nous allons maintenant établir la quantification du déplacement Az,
qui n’est qu'un cas particulier du fait que la quantité

1 T rqo+27/a
C=— Q¢ dg dt
27T/0/qo at ¢4

est toujours un entier si 2 est une courbure de Berry et si l'intégrale est
prise sur un domaine rectangulaire avec des conditions aux bords pério-
diques (figure I11.25) :

(I11.86)

— La périodicité de la zone de Brillouin assure que I’hamiltonien et ses
états propres sont les mémes pour le moment ¢y et le moment ¢o +
21 /a;
— La périodicité temporelle de la pompe assure que I’hamiltonien et ses
états propres sont les mémes a l'instant ¢ = 0 et a l'instant ¢t = 7.
Pour montrer ce résultat, rappelons que la courbure de Berry €, ; est
définie a partir de la connexion de Berry A, ; par

V x Ay = Qu,. (I1L.87)
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A

| X==

S = (qlatl) A

9 qo + 27/a q

FIGURE I11.26. Contour d’intégration suivi en (111.88) pour éviter la singularité
en S = (qi,t1). La contribution des parties rectilignes s’annule du fait de la
périodicité de Ag +. La contribution du petit cercle donne £2x.

Il est tentant d’appliquer la formule de Stokes, qui relie l'intégrale surfa-
cique de 2 a l'intégrale de A sur le pourtour du rectangle de la figure
I11.26. Toutefois, des précautions doivent étre prises, toujours en raison des
singularités possibles de A, ; en un ou plusieurs points g¢;, ¢; du rectangle
considéré.

Supposons qu’il y ait un seul de ces points, noté S = (g1,t1), la gé-
néralisation a plusieurs points étant immédiate. Considérons le contour
qui longe le pourtour du rectangle et fait une incursion a l'intérieur de
ce rectangle pour éviter le point singulier S. La zone exclue autour de S ne
change pas l'intégrale surfacique de €2, puisque cette fonction est réguliére.

On a donc
/ Qg dgdt = (j{ —1—% )Aq,t-dl,
rectangle cercle

ot le cercle exclu a une taille infinitésimale.

(I11.88)

Du fait de la périodicité du probleme, a la fois en ¢ et en ¢, les contribu-
tions des cotés du rectangle se compensent deux a deux. Il ne reste donc
dans le membre de droite que la contribution du petit cercle, centré sur le
point singulier S. Or, nous avons vu qu’autour d'un tel point, la connexion
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de Berry a une structure tourbillonnaire, avec

Ay~ -V (I11.89)

de sorte que l'intégrale curviligne de A sur le petit cercle est égale a +2,
avec un signe qui dépend du sens du tourbillon (le signe du coefficient y
introduit en (IIL.66)). On en déduit donc dans le cas d'un seul point singu-

lier
// Qqﬂg dq dt = :|:27T,

ce qui est le résultat recherché. Dans le cas ot il y a plusieurs points sin-
guliers, leurs contributions s’ajoutent indépendamment et de manieére al-
gébrique de sorte que 1'on trouve :

(I11.90)

/ Qg+ dgdt = 27(Ny — N_). (II1.91)
Dans tous les cas, on trouve une quantification du déplacement en unité
de la période spatiale a lors d’un cycle de pompage.

Appendice 1. Cellule doublée et bandes repliées

I peut arriver que 1'on recherche les bandes d"un hamiltonien pério-
dique avec une définition non optimale de la cellule unité. Par exemple, au
lieu de reconnaitre sur la figure II1.3 que la cellule unité a une taille A/2, on
aurait pu poser que la période du potentiel est A (haut de la figure I11.27).
Cette hypothese n’est pas fausse, elle ne tire simplement pas le meilleur
parti de la forme du potentiel. Avec ce choix d'une période doublée, la
zone de Brillouin est quant a elle divisée par 2 :

Cellule unité de période A/2 — zone de Brillouin : ¢ € [k, k|

Cellule unité de période X — zone de Brillouin : ¢ € [—k/2,k/2]

et on arrive au spectre d’énergie représenté sur la figure II1.27 a droite.
Pour comparaison, on a reporté sur la gauche de cette figure le spectre
déja montré en figure 1114, en grisant les parties extérieures de la zone de
Brillouin. On constate qu’il y a un simple repliement de ces parties vers
I'intérieur, le spectre global n’étant pas modifié. Simplement, pour chaque
valeur ¢ de la nouvelle zone de Brillouin, le nombre d’états propres ), est
doublé puisqu’on a a la fois I'ancien v, et I'ancien g .
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T T
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0

15 T 15 T

10 |- - 10 S

0 | I | 0 I
—1 —0.5 0 0.5 1 —-0.5 0 0.5

q/k q/k

FIGURE I11.27. Haut : Cellule unité "non optimale”, de taille \, pour le potentiel
sinusoidal de période \/2. Bas : repliement du spectre de bande quand on choisit
la taille de la cellule unité égale a X (a droite) au lieu de \/2 (i gauche).
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Appendice 2. Pompe adiabatique et phase de Zak

Dans la partie 3, nous avons établi le lien entre déplacement Ax du
centre de masse dans un cycle de pompage, phase géométrique ®geom (¢) et
courbure de Berry Q(g, t). Il est également possible de relier Az a la phase
de Zak ®z.x(t) calculée a chaque instant ¢ du cycle de pompage :

+7/a
bra) = [ Aila.0)do (1.92)
—m/a
Notre point de départ sera la relation :
dd d +7/a +7/a
ok i / (g 1| Oquqs) dt| = — / Qq,t) dg.  (II1.93)
dt di —m/a , ' —m/a

Cette expression est valable pourvu que 1’on évite la singularité "pole sud",
donc pour ¢ # 37T'/4.

A partir de cette expression, on peut écrire le déplacement Az comme :

_ i T d(I)Zak dt — i
2 Jo dt 2m

Comme nous l'avons fait pour la phase géométrique, il faut pour donner
un sens a cette équation suivre contintiment 1’évolution de la phase de Zak
quand le temps t passe de la valeur 0 a la valeur T'. Cela se fait a partir
de I’évolution des contours correspondants sur la sphere de Bloch et nous
le montrons sur la figure IIL.28, le résultat redonnant bien évidemment la
valeur trouvée précédemment Az = —a.

Az

(@741 (T) — Pzak(0)] - (I11.94)

Appendice 3. Preuve des lemmes (II1.80-111.81)

Nous allons prouver ici ces lemmes en dimension quelconque, puisque
nous en aurons également besoin pour les problemes bi-dimensionnels.
Nous allons donc montrer que

@) (p + hq)|u™) = %(E@ — EMY(V u®]u™). (IIL.95)
et m
(WOl(D + hg)[u') = = VB (IT1.96)
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W

A 4

—r/a 0 +7,r/a q

FIGURE II1.28. Trajectoires suivies 4 un instant donné quand on parcourt la
zone de Brillouin. La phase de Zak ®z.x(t) est donnée, a un facteur 1/2 pres, par
I'angle solide sous-tendu par la trajectoire correspondante. On a pris une trajec-
toire circulaire centrée en (1,0) et de rayon 0.5 dans le plan (J'/J, A). Les deux
petits disques noirs indiquent le point oit le pdle sud est atteint, ce qui correspond
a une singularité de la définition de I'angle azimutal ¢4, pour I'état |ug ).
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On pourra également consulter 1’article de revue tres complet de XIAO,
CHANG et al. (2010).

Pour le prouver, rappelons que les fonctions périodiques u(™ sont so-
lutions de I'équation aux valeurs propres (cf. chapitre 1) :

~ . - h 2
Hyluf™y = ESY W)y avee Hy = % +V(r) (IIL.97)
soit, en prenant le produit scalaire avec <u¢(,0)| :
(Wi HglulMy = ES™ 6,,0. (I11.98)

Cette équation est vérifiée pour tout q. Prenons donc le gradient par rap-
port a q des deux membres :

(Vi | Hglul) + () |V g Hglul) + (ul)) | Hg [V quy) = (V4ES?) ba0.
(I11.99)
Ona

h (P + hq) (111.100)

m
qui est précisément l'opérateur intervenant dans 1’élément de matrice
(II1.78).

Pour n # 0, on déduit de (I11.99) :

Vqﬁq =

n n h o n n
B (Vqu ) + (w0 b+ hly?) + B )|V quiy) = 0

(TI1.101)
que l'on associe a
Wiy =60 = (Vaullul) + Wl |Vaul) =0 (11.102)
pour trouver le résultat (I111.95)
h o n n n
~ (b + hg)luf?) = (EY — BY) (Vqul u). (I11.103)
Pour n = 0, on associe (111.99) et (I111.102) pour trouver
%@5{” (B + hg)|ul)) = V4B, (I11.104)

qui constitue le résultat (I11.96).






Chapitre IV

Topologie et courbure de Berry dans un réseau 2D

Apres avoir consacré la premiere partie de cet enseignement aux pro-
blemes uni-dimensionnels, nous abordons a partir de maintenant 1'étude
de systemes topologiques a deux dimensions. Rappelons que cette géomé-
trie bi-dimensionnelle a joué un role majeur dans I'émergence de concepts
topologiques en physique, avec la découverte de 1'effet Hall quantique
dans les gaz d’électrons confinés dans des puits quantiques. Elle permet
de caractériser les phases topologiques par leurs propriétés de transport,
ce qui n’était pas directement possible a 1D; par ailleurs, elle donne nais-
sance a des nombres topologiques (indices de Chern) plus "robustes" que
la phase de Zak, qui restait dépendante de la paramétrisation choisie pour
un probléme physique donné.

Nous allons considérer dans ce chapitre une bande d’énergie isolée et
nous allons nous poser la question de la topologie de cette bande. Nous
allons apporter deux types de réponse. La premiere sera mathématique
et directement inspirée de ce que nous avons compris pour les pompes
géométriques, concernant la couverture de la sphere de Bloch. La seconde
réponse sera physique et portera sur les propriétés de transport que 'on
peut attendre pour ces systemes. Bien entendu, les deux types de réponses
conduiront & la méme caractérisation in fine. Dans le cours 5, nous com-
pléterons ces deux réponses par une troisiéme, portant sur l’existence de
canaux de bord.

Pour simplifier notre analyse, nous allons étudier majoritairement
des systemes discrets avec des couplages tunnels n’autorisant des sauts
qu’entre sites voisins. Cela va nous permettre d’utiliser I’approximation
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des liaisons fortes et de mener presque tous les calculs de maniére analy-
tique. Comme nous l’avons fait a une dimension, nous allons également
chercher a travailler avec les géométries les plus simples permettant 'ap-
parition d"une topologie non triviale. Comme a 1D, cela conduit a considé-
rer un réseau avec deux sites possibles par cellule unité. Ce type de réseau
conduit naturellement & I'émergence de points de Dirac dans une géomé-
trie 2D, et c’est donc par cette notion que nous allons commencer notre
étude, avant de passer a la caractérisation de la topologie.

1 Réseaux bi-partites et points de Dirac

Nous allons rappeler dans cette premiere partie quelques caractéris-
tiques importantes de réseaux réguliers a deux dimensions. Nous com-
mencerons par une breve description des réseaux triangulaires et carrés
dans le modele des liaisons fortes. Ces deux réseaux ont un seul site par
cellule unité, donc une seule bande d’énergie dans l'approximation des
liaisons fortes. Par conséquent, ils ne peuvent pas déboucher spontané-
ment sur des bandes topologiques, sauf en présence d’'un champ de jauge
extérieur, comme nous le verrons au cours 6.

Nous passerons ensuite au réseau hexagonal de type graphene; ce ré-
seau comporte deux sites par cellule unité, comme les modeles SSH et RM
que nous avons étudiés a une dimension. On obtient a priori deux bandes
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d’énergie dans le modele des liaisons fortes, ce qui est propice a la re-
cherche d’effets topologiques. Nous discuterons en particulier les points
de Dirac du réseau graphéne standard, qui joueront un réle crucial dans
I'émergence de ces propriétés topologiques. Nous donnerons également
quelques illustrations de la réalisation de ce réseau en photonique et avec
des atomes froids.

1-1 Réseaux triangulaires et carrés

A deux dimensions, les réseaux réguliers les plus simples sont trian-
gulaires ou carrés. En physique des atomes froids, le réseau triangulaire
peut étre obtenu en faisant interférer trois ondes lumineuses identiques
coplanaires, a 120 degrés 1'une de l'autre, et avec leur polarisation perpen-
diculaire au plan. Les maxima! d’intensité forment un réseau triangulaire
de points A;, avec une distance entre proches voisins égale a a = 2)/3.
Les atomes viendront s’y piéger si la fréquence de la lumiere est inférieure
a la fréquence de résonance des atomes. Le réseau carré peut quant a lui
étre généré par deux paires orthogonales d’ondes stationnaires, avec une
distance a = A\/2 entre deux sites adjacents.

Ces deux types sont des réseaux de Bravais, c’est-a-dire que 'on peut
générer tout le réseau en translatant une cellule unité ne comportant qu'un
seul site de
J1,J2 € Z (Iv1)
oll les vecteurs a; et as sont indiqués sur la figure IV.1.

T = J1a1 + j2a2,

Considérons un hamiltonien ot seuls les sauts entre proches voisins
sont autorisés, avec un élément de matrice tunnel noté —J comme au cha-
pitre précédent. Le théoreme de Bloch indique que I'on peut chercher les
états de Bloch sous la forme

[g) = D €'97i|A) (IV.2)
J

avec une seule fonction périodique sur le réseau
lug) = D 145).
J

1. Si I'on souhaite disposer plutét d'un piégeage aux minima d’intensité tout en gardant
un réseau triangulaire, il faut orienter les polarisations dans le plan des faisceaux.

(IV.3)
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FIGURE IV.1. Réseau triangulaire et réseau carré. La zone grisée indique une
cellule unité possible.

et une seule bande d’énergie? . La fonction |u4) est donc réelle et en fait in-
dépendante de g. L'expérience que nous avons acquise aux chapitres pré-
cédents sur le cas 1D nous indique que 1’on ne peut pas espérer observer
de topologie non triviale dans ce modele a une bande.

1-2 Le réseau hexagonal "graphéne"

Pour obtenir une situation qui généralise celle étudiée a une dimen-
sion, avec le modele SSH et le modele de Rice-Mele, il nous faut passer a
un réseau avec (au moins) deux sites par cellule unité. Cela conduit natu-
rellement a une paramétrisation des états propres a quasi-moment donné
par un pseudo-spin 1/2. La topologie correspondante peut donc étre com-
prise en examinant la position de ce pseudo-spin sur la sphere de Bloch.
Le réseau le plus connu de ce type est le réseau hexagonal représenté sur
la figure IV.2.

La cellule unité de ce réseau comporte effectivement deux sites distants
de a, notés A et B et correspondant respectivement au bas et au haut de
chaque lien vertical. Le couplage tunnel, limité la aussi aux proches voisins,

2. L'énergie associée al’état |1pq) vaut —2J [cos(q - @1) + cos(q - a2) + cos(q - (a1 — a2)]
pour le réseau triangulaire et —2J [cos(q - a1) + cos(q - @2)] pour le réseau carré.
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b2 b]

qx

o o
FIGURE IV.2. Haut : le réseau hexagonal et sa cellule unité d’aire (3+/3/2)a>.

Bas : la zone de Brillouin correspondante d’aire 87/ (3\/§a2) ; les points de Dirac
sont marqués par un cercle bleu.

peut faire passer une particule d'un site A vers trois sites B, a savoir celui
de la méme cellule et les sites B décalés respectivement de —a; et —a, avec

0ol )

Dans l'espace des quasi-moments g, la zone de Brillouin a elle aussi une
structure hexagonale, et le réseau réciproque est engendré par les deux

(IV4)
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vecteurs b; et by définis® para; - b; =274, ; :

3 () w30

T 3a\ 1 T 3a\ 1 (v:6)

On peut chercher les états propres de cet hamiltonien sous la forme
de Bloch t4(r) = €97 ug(r) ol ug(r) est périodique sur le réseau. Cette
périodicité s’écrit dans la limite des liaisons fortes (Hubbard) considérée
ici [cf. cours 1] :

luq) = agq Z‘Aﬁ + Bq Z|Bj> ) |O‘q‘2+|ﬁq|2:1a Iv7)
J J

ce qui revient comme annoncé a parameétriser |uq) comme un pseudo spin

1/2:
— [ Qq
Uug) = . (1V.8)
)= ()
Avec ces notations, 1’état de Bloch |1/4) est donné par
() = D¢ 17 (gl Ag) + BalBy)) (v9)

J

L'état de Bloch |y)4) est état propre de ’hamiltonien décrivant le cou-
plage tunnel avec la valeur propre E,, ce qui se transcrit en terme du
pseudo-spin :

S « (0%
A Q> V.10
() =G (V10
ot I'on a introduit la matrice 2 x 2
- Es (14 eiren 4 omiaaz)
Hq - (_J (1 + eiq-al + eiq.ag) EB . (IV11)
3. On adopte ici la définition générale
Ras . Raq
b =27 ar - (Raa) by = 27r7a2 “(Ray) (IV.5)

oil R désigne la rotation de /2.
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Pour l'instant, nous supposerons les deux sites A et B équivalents, et donc

de méme énergie. Nous poserons par convention
Eyx=FEp=0 (IV.12)

de sorte que Hy peut s’écrire en terme des matrices de Pauli 6;, ¢ = z,y, 2

Hy=—h(q)-6,  hy(q) +ihy(q) =J (1 +eT% +¢99%)  (IV.13)
ou encore
1+ cos(q - a1) + cos(q - asz)
h(q) = sin(q - a;) + sin(q - az) (IV.14)
0
Les énergies propres de cet hamiltonien sont
:|: i a1 i a2

E) = £|h(q)| = £J |1 + €I 4 el9%2) (IV.15)

que nous allons maintenant discuter. Les deux états propres correspon-

dants, |u((1i) ), sont localisés sur I’équateur de la sphere de Bloch puisque le
vecteur h est lui-méme localisé dans le plan zy.

1-3 Les points de Dirac

La structure de bande (IV.15) est bien connue, en particulier grace aux
études sur le graphene (CASTRO NETO, GUINEA et al. 2009), et elle est
représentée sur la figure IV.3. Les deux bandes d’énergie Eéi) ne sont pas
disjointes, mais se touchent en des valeurs de g particulieres, les points de
Dirac, qui sont les solutions de

1+ eiq-a1 + eiQ'GQ =0. (IV16)

La premiere zone de Brillouin a une structure hexagonale et il y a un point
de Dirac a chacun des six sommets de ’hexagone (figure IV.2, bas). Comme
chaque sommet est lui-méme a la frontiere de trois hexagones, il y a deux
points de Dirac/zone de Brillouin®,

4
avec Q. = j:?)\/_% <(1)) .

4. voir le cours 2012-13, chapitre 6, pour une étude détaillée.

q=Q. (IV.17)
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FIGURE IV.3. Structure de bande du réseau hexagonal.

La dénomination "point de Dirac" provient du fait que la relation de
dispersion au voisinage de Q. est celle d'une particule quantique relati-
viste en dimension 2. En posant ¢ = g — Q_, I'hamiltonien prend en effet
la forme de Dirac

HF) = ho (£G4, 60 + Gy 6,) (IV.18)
pour g petit devant la taille de la zone de Brillouin, avec la vitesse v =
(3/2)Ja/h.

Nous sommes ici dans une situation marginale vis-a-vis des propriétés
topologiques. Nous avons vu pour les problémes & une dimension (et il
en va de méme a deux dimensions) que 1’établissement d’un contact entre
deux bandes d’énergie était un point singulier : ce contact peut disparaitre
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dy

0

/1;/((/,1‘~ (/1/>

hx(%m Qy) =0
qx

FIGURE IV.4. Points de Dirac obtenus a l'intersection des lignes du plan q,, q,
le long desquelles h,(q) et h,(q) s’annulent. Ces points sont robustes dans la me-
sure ot un petit changement des parametres de I’hamiltonien déforme légérement
ces lignes, mais ne supprime pas leurs points d'intersection qui sont simplement
déplacés.

quand on modifie un ou plusieurs parametres du probléme, et selon cette
modification, les deux bandes disjointes qui résultent auront ou non des
propriétés topologiques. Notre but dans le reste de ce chapitre et le suivant
sera de comprendre quelles modifications apporter a ’hamiltonien pour
basculer d’un coté ou de l'autre®.

Robustesse des point de Dirac. Nous venons de voir que les deux
bandes d’énergie se touchaient aux points de Dirac. L'existence de ces
points de contact entre les deux bandes est une conséquence directe du
fait que I'hamiltonien des réseaux que nous venons d’étudier s’écrit

Hq = — (ha(q)02 + hy(q)dy) - Iv.19)
Les énergies des deux bandes + [h2 + hf/] '/2 coincident donc aux points ot
hy et h, s’annulent simultanément. Or, quand q varie dans le plan (¢, g,),
I'existence de zéros simultanés pour h, et h, est "naturelle”. Les fonctions
h. et hy, peuvent a priori prendre des valeurs positives et négatives, et cha-

5. Notons que I’on peut mettre en évidence une topologie particuliere pour cette situation
marginale a partir de I'étude des états de bord, comme cela a été étudié théoriquement par
DELPLACE, ULLMO et al. (2011), puis expérimentalement par MILICEVIC, OZAWA et al. (2017).
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cune s’annule sur des lignes du plan (figure IV.4). Un point de Dirac cor-
respond a l'intersection de telles lignes et le champ de vecteur h = (hy, hy)
présente une structure de vortex autour de ce point (figure IV.5).

Cette structure de vortex assure la robustesse des points de Dirac tant
que 'hamiltonien reste de la forme (IV.19). Si on modifie légerement la
valeur de certains coefficients tunnel par rapport a d’autres, les points de
Dirac vont se déplacer, mais ne disparaitront pas. Pour les déformations
plus fortes, deux points de Dirac d’enroulement opposé peuvent venir au
contact I'un de 'autre et s’annihiler (MONTAMBAUX, PIECHON et al. 2009),
d’une maniére formellement similaire & deux vortex dans un superfluide
2D dans la description de la transition de Kosterlitz-Thouless (cf. cours
2016-17).

1-4 Réseau hexagonal pour polaritons ou atomes

Au cours des dix derniéres années, plusieurs plateformes ont été utili-
sées pour implémenter un réseau hexagonal dans un systéme ondulatoire,
et observer ainsi une relation de dispersion avec des cones de Dirac. En
dehors des systemes électroniques, citons sans chercher a étre exhaustif les
ondes acoustiques (TORRENT & SANCHEZ-DEHESA 2012), les réseaux de
guides d’onde (RECHTSMAN, ZEUNER et al. 2013b), ou encore les résona-
teurs micro-onde (BELLEC, KUHL et al. 2013) (voir figure IV.6).

La plateforme des polaritons de cavité, que nous avons déja décrite au
cours 2 pour la réalisation d’une chaine SSH, peut également étre utilisée
pour réaliser de tels réseaux bi-dimensionnels (JACQMIN, CARUSOTTO et
al. 2014). On montre en figure IV.7 une image de la microstructure dans
laquelle on a creusé des trous selon un réseau triangulaire, la zone active
formant donc un réseau hexagonal. Cette zone active est composée d'une
couche de GaAlAs entourée de deux miroirs de Bragg, formant une cavité
planaire de facteur de qualité Q@ ~ 7 10%*. Comme décrit au chapitre 2,
on pompe le systéeme avec de la lumiére non résonnante et on observe la
lumiere de photoluminescence, soit résolue en position (ce qui montre les
zones actives formant le réseau hexagonal), soit résolue en impulsion (ce
qui montre la structure de bande avec les cones de Dirac caractéristiques).

Avec des atomes froids, la premiere mise en évidence directe de points
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FIGURE IV.5. Champ de vecteur n(q) = h(q)/|h(q)| dans le plan q,, g, pour
le réseau hexagonal. Les points de Dirac sont indiqués par les cercles rouges et
forment eux-mémes un réseau hexagonal dans I'espace des moments (cf. figure
IV.2, bas). Au voisinage de ces points, le champ de vecteur n(q) possede une struc-
ture de vortex, avec des enroulements de signe opposé pour deux points de Dirac
adjacents.
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FIGURE IV.6. Réseau hexagonal pour des ondes acoustiques (haut, gauche), des
ondes lumineuses guidées (haut, a droite) et des ondes électromagnétiques dans le
domaine ~ 6 GHz (bas). Figures extraites de TORRENT & SANCHEZ-DEHESA
(2012), RECHTSMAN, ZEUNER et al. (2013b) et BELLEC, KUHL et al. (2013).
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FIGURE IV.7. Haut : Microstructure de AlGaAs formant un réseau hexagonal.
Bas : spectre de photoluminescence dans I'espace des positions (gauche) et dans
Uespace des moments (droite). Sur la figure de droite, on trace E(q) en fonc-
tion de q,, avec un choix de q, qui permet de passer sur un point de Dirac. La
figure de gauche a été obtenue pour une puissance de pompe suffisante pour at-
teindre le régime de condensation des polaritons. Figures extraites de JACQMIN,
CARUSOTTO et al. (2014).
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de Dirac faite par TARRUELL, GREIF et al. (2012) a été décrite dans le cours
2012-13 et nous n’y reviendrons pas ici. Nous allons nous intéresser ici a
I'expérience plus récente de DUCA, LI et al. (2015) qui a mis en évidence
I'enroulement de phase autour d’un point de Dirac (figure IV.5).

Sur le plan formel, le déplacement d'une particule dans l'espace des
moments g en présence d'un point de Dirac peut étre vu comme analogue
au cas du mouvement d’une particule de charge e dans I'espace réel (i.e.
des positions r) en présence d’un solénoide infiniment étroit créant un flux
magnétique fini (MIKITIK & SHARLAI 1999). Cette deuxiéme situation phy-
sique, représentée sur la figure IV.8, correspond a l'effet Aharonov-Bohm
(AHARONOV & BOHM 1959). Si I’on consideére une trajectoire le long d'un
contour C qui entoure le solénoide, la phase accumulée le long de la trajec-

toire
e
— P A(r)-d
27rhj({; (r)-dr,

oll A(r) est le potentiel vecteur décrivant le champ magnétique du so-
lénoide, est proportionnelle au flux du champ magnétique dans le solé-
noide. Pour une trajectoire qui n’entoure pas le solénoide, cette phase de
Aharonov-Bohm ® g est nulle.

Dpp = (IV.20)

Considérons maintenant une "trajectoire” fermée dans l'espace des g
qui entoure un des points de Dirac (figure IV.9). Si le mouvement le long
de cette trajectoire se fait assez lentement, la particule initialement pré-

parée dans un état donné du pseudo-spin, 1’état fondamental |u(q*)> par
exemple, va rester dans cet état et va accumuler une phase géométrique.
Nous savons (c¢f. cours 1) que cette phase géométrique est donnée par la
moitié de 1'angle solide sous-tendu par le vecteur h(q) le long de cette
trajectoire. Comme le vecteur h(q) décrit dans ce cas un tour entier sur
I'équateur de la sphere de Bloch, I'angle solide vaut 2 et la phase géo-
métrique vaut = (contour C; de la figure IV.9). Si au contraire la trajectoire
n’entoure pas un point de Dirac ou en entoure deux d’enroulements oppo-
sés, I’angle solide sera nul, ainsi que la phase géométrique correspondante
(contour C, de la figure IV.9).

Pour mettre en évidence cet effet, DUCA, LI et al. (2015) ont réalisé un
interférometre a deux voies et vérifié que la différence de phase a la sortie
de cet interférometre était égale a = ou 0 selon que l'aire de l'interféro-
metre incluait ou non un point de Dirac. Cette expérience a été réalisée
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C1

FIGURE IV.8. Leffet Aharonov—Bohm. Un solénoide infini génére un champ ma-
gnétique localisé a l'intérieur du solénoide. On mesure grdce a un dispositif in-
terférométrique la phase accumulée par la fonction d’onde d'une particule chargée
effectuant un contour fermé. Si le contour n’entoure pas le solénoide (contour Cy),
le flux magnétique est indétectable. En revanche, si le contour entoure le solé-
noide (contour Cs), la phase géométrique accumulée est proportionnelle au flux
(Eq. 1V.20), bien que la trajectoire classique de la particule ne pénétre jamais dans
la zone de champ magnétique non nul.

avec des atomes de rubidium préparés dans un réseau optique formé par
trois ondes lumineuses a 120 degrés l'une de l'autre.

Initialement 1’état externe des atomes est un paquet d’ondes localisé au
centre de la zone de Brillouin (g; = 0) et leur état interne est un certain
sous-niveau Zeeman magnétique °® noté | 1). On réalise alors un interféro-

metre de type 5 — m — 3 avec des impulsions micro-onde (figure IV.10) :

— Une premiére impulsion micro-onde /2 prépare une superposition
cohérente de | 1) et | |), le moment magnétique de | |) étant opposé a
celui de | 1), avec un état global qui s"écrit donc :

@, 1) + lai, d) (IV.21)

6. Plus précisément, les deux états enjeusont |[FF =2,m = 1) et |[FF =1, m = 1).
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FIGURE IV.9. Deux "trajectoires” possibles dans l'espace des moments q. Le
contour Cy, qui entoure un point de Dirac, correspond d une phase géométrique
+m. Le contour Cy correspond a une phase géométrique nulle.

— Une accélération du réseau le long de I’axe «, réalisée en décalant la
fréquence d’un des faisceaux laser par rapport aux deux autres, crée
une force d’inertie F;, identique sur les deux états de spin. Cette force
va décaler progressivement le quasi-moment q le long de I'axe x, c’est
le phénomene des oscillations de Bloch que nous avons déja rencontré
et que nous développerons un peu plus loin.

— Un gradient de champ magnétique crée une force opposée sur chaque
état de spin le long de l'axe y, ce qui permet de séparer les trajec-
toires de | 1) et | ). Les deux quasi-moments des deux états de spin
s’écartent donc de part et d’autre de ¢, = 0, tout en gardant la méme
valeur de ¢,.

— Au bout d'une durée 7, une impulsion micro-onde 7 échange I'état
de spin des atomes, ce qui permet de refermer l'interférometre dans
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FIGURE IV.10. Séquence expérimentale suivie pour réaliser un interférometre
a deux voies dans I'espace des moments, permettant de révéler I'enroulement de
phase de  autour d’un point de Dirac. Figure inspirée de DUCA, Ll et al. (2015).
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FIGURE IV.11. Interférences dans I'espace des moments autour d’un point de Di-
rac. Quand I'un des points de Dirac K ou K’ est a l'intérieur de 'interférometre,
la valeur mesurée pour ® est en bon accord avec la prédiction Pgeormy = 7. Le Ié-
ger décalage du point de bascule (environ 10% en valeur relative) s’explique par
U'extension finie des paquets d’ondes dans I'espace des moments. Figure extraite de
Duca, Liet al. (2015).

I’espace des moments q.

— Au bout de la durée 27, les deux paquets d’ondes ont atteint le méme
moment q; et I'état global d"un atome s’écrit

|qf7T>+eiq>|qf7\l/>7 (IVZZ)

ol & contient 'information de phase recherchée.

— Pour accéder a la phase relative ®, on procéde a une derniere impul-
sion micro-onde /2 avec la phase ®\w et on mesure la population
dans les deux états de spin

s o 1+ cos(®+ Pyw). (Iv.23)
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Comme toujours, ¢ contient a la fois la phase géométrique et la différence
des phases dynamiques accumulées sur chacun des bras de l'interféro-
metre. En principe, les phases dynamiques accumulées sur chaque bras
de l'interférometre sont identiques par symétrie. En pratique, DUCA, LI et
al. (2015) ont calibré la phase dynamique résiduelle grace l'interférometre
d’aire nulle obtenu en inversant 1’accélération du réseau au moment du
pulse 7.

Le résultat final de cette expérience, indiqué sur la figure IV.11, montre
que la phase entre les deux bras de l'interférometre est ® ~ 7 si les deux
chemins passent de part et d’autre d’un point de Dirac, et ® ~ 0 sinon.
C’est une confirmation directe de I'enroulement de phase autour d’un
point de Dirac.

2 Caractérisation "géométrique" de la topologie

Apres avoir étudié un modele a deux bandes concret, correspondant au
réseau hexagonal du graphéne, nous abordons maintenant la caractérisa-
tion de la nature topologique possible des bandes qui émergent dans ce
type de modele. Nous allons nous intéresser dans ce paragraphe a une ca-
ractérisation géométrique, qui sera fondée sur la sphere de Bloch. Nous al-
lons proposer un critére pour disposer d’une bande topologiquement non
triviale, qui est son recouvrement total quand g décrit I'ensemble des va-
leurs possibles. Dans la partie suivante (§3), nous ferons ensuite le lien avec
un critére plus physique, fondée sur la quantification de la conductance de
Hall.

2-1 Le recouvrement de la sphére de Bloch

Comme la partie précédente, nous nous intéressons ici a un modéle de
liaisons fortes avec deux sites A et B par cellule unité. Commencons donc
par en rappeler les ingrédients principaux :

— L’hamiltonien H, dans ce modele de liaisons fortes s’écrit de maniere
générale

Hy=Eo(q)1-h(q) -6 (IV.24)
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ou Ey et h sont des fonctions périodiques de g sur la zone de
Brillouin. Nous ne nous limitons pas nécessairement aux couplages
entre proches voisins, les fonctions E et h pouvant donc différer de
ce que nous avons trouvé pour le graphene.

— Les énergies propres sont Ey + |h| .

— En dehors des points de Dirac, pour lesquels le vecteur h(g) s’annule,
on peut introduire le vecteur unitaire

h(q)

n(q) =

9= Thg

que 'on caractérise par ses angles polaires et azimutaux [fg, ¢4] en
coordonnées sphériques. L’hamiltonien H, s’écrit donc

(IV.25)

(IV.26)

N . —i¢ &
Hq—E01—|h|( cosf e 51110).

e?sinf —cosd

— On va s'intéresser a la bande d’énergie la plus basse Ey — |h|, associée
au vecteur propre

() _ cos(0/2)

u$™) <e1¢ sin(0/2) ) (IV.27)
avec le méme choix de jauge qu’aux chapitres précédents, a savoir une
premiere composante réelle, positive ou nulle.

— A toute valeur de g, on peut donc associer le point de la sphere de
Bloch de coordonnées (6, ¢) (c’est-a-dire le vecteur n(q)), qui déter-
mine de maniére unique 1'état propre |uff)>.

Sur le plan de la topologie, la caractérisation d’un hamiltonien H, est
donc donnée par 'application :

cos g sinf,
sin¢g sind, |,
cos b,

q= (Qxa Qy) — Ng = (IVZS)

qui va de la zone de Brillouin vers la sphére de Bloch. Rappelons la périodi-
cité de H4 vis-a-vis des quasi-moments g quand on leur ajoute un vecteur
du réseau réciproque, par exemple b; ; pour le réseau du graphéne (figure
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IV.2). La zone de Brillouin possede donc une structure de tore et les zones
atteintes sur la sphere de Bloch quand g explore la zone de Brillouin sont
les mémes que quand g explore 'ensemble du plan (¢, gy).

Pour préciser la caractérisation de H,, rappelons les deux résultats que
nous avons trouvés a une dimension.

— Pour les hamiltoniens de type SSH, oi1 la trajectoire 1D de n(q) est
confinée sur ’équateur de la sphere de Bloch, le classement se fait en
fonction du nombre d’enroulements autour de 1’équateur. Ce critere
permet de déterminer de maniére non ambigué I’existence d’éventuels
états de bord.

— Pour les pompes géométriques, c’est-a-dire les systémes 1D évoluant
dans le temps et donc effectivement bi-dimensionnels, nous avons
classé ces systemes selon la couverture de la sphere de Bloch quand
le vecteur n(q, t) décrit le rectangle [—7/a, +m/a] x [0, T]. Nous avons
appelé topologique un systeme tel que n(q,t) recouvre entierement la
sphere de Bloch, ce cas correspondant a un déplacement de matiere
non nul et quantifié dans un cycle de pompe.

Dans les deux cas, nous nous sommes donc convaincus que cette caracté-
risation d’origine purement mathématique correspondait a des propriétés
physiques bien claires.

Nous allons adopter ici une définition similaire : nous allons caractéri-
ser H, par la maniére selon laquelle n(q) entoure la sphere de Bloch quand
q décrit toute la zone de Brillouin. Si n(q) ne recouvre pas toute la sphere,
nous dirons que nous sommes dans une situation normale ou encore topo-
logiquement triviale. Si au contraire n(qg) recouvre entiérement la spheére, la
situation sera qualifiée de topologique ou encore topologiquement non triviale.

La définition mathématique précise de ce recouvrement se fait a partir
du nombre d’enveloppements

1
=& //ZB n - [(0g,m) x (9g,n)] dg. dgy. (IV.29)

C’est une propriété importante de la géométrique différentielle que la
quantité C ainsi définie est toujours un entier et peut doncjouer le role d'in-

variant topologique. En pratique, nous rencontrerons essentiellement des
situations pour lesquelles C = 0 (bande normale, pas d’enveloppement)
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et |C| = 1 (bande topologique, avec un enveloppement). Cette définition
peut étre vue comme la généralisation a 2D du nombre d’enroulements
que nous avions défini a 1D dans le cadre du modele SSH (cours 1) :

1 %dq

= — IV.30
21 Jzp dg ( )

ou ¢ était I’angle azimutal définissant le vecteur n.

2-2  Le cas du graphene

Dans le cas du grapheéne, nous avons vu que 'hamiltonien H, s’écrit

1+ cos(g - ay) + cos(q - as)
sin(q - a1) + sin(q - a2)
0

Hqy=—-h(q) -6 avec h=.J . (IV.31)

Les vecteurs h et n = h/|h| sont donc toujours dans le plan équatorial.
L'application ¢ — n(q) ne peut donc évidemment pas recouvrir I'ensemble
de la sphere de Bloch (figure IV.12).

2-3 Couverture partielle ("triviale")

Pour obtenir un recouvrement de la sphére de Bloch s’étendant au dela
de son équateur, il faut ajouter une composante h.(q) . a 'hamiltonien.
Le plus simple pour cela est de donner une énergie opposée FA aux deux
sites A et B, de sorte que ’hamiltonien H, devient

a, - A he(q) — ihy(q)> . soit ha=A  (IV32)

<h1 (Q) + ihy (Q) -A

avec les énergies propres :

1/2

Ef =+ [hl(q)+ hf/(q) + A?]

: (IV.33)

Le contact aux points de Dirac disparait et on obtient deux bandes d’éner-
gie disjointes (figure IV.13).



CHAP. IV. TOPOLOGIE ET COURBURE DE BERRY DANS UN RESEAU 2D

§2. Caractérisation "géométrique” de la topologie

Es=Ep

FIGURE IV.12. Correspondance entre la zone de Brillouin du réseau hexagonal
et la sphére de Bloch, avec la méme énergie pour les sites A et B : seul I'équateur
de la sphere de Bloch est atteint. Les points rouges ont été obtenus par un tirage
au sort uniforme de q dans la zone de Brillouin.

Meéme si une surface étendue de la spheére de Bloch peut désormais étre
couverte quand g décrit I’ensemble de la zone de Brillouin, il est clair que
le critere de recouvrement total de la sphere de Bloch que nous avons posé
au paragraphe précédent ne peut pas étre réalisé. En effet, I'angle 6 défini

par

A
[h2 + 2 + A?]

cos(f) = (IV.34)

1/2

est toujours inférieur a /2 si A est positif. Tous les états de la bande in-
férieure |uf,_)) ont donc une image dans I’'hémisphere nord de la sphere
de Bloch (figure IV.14); cette bande inférieure ne peut pas étre qualifiée de
topologique selon le critere que nous avons fixé puisque tous les points de
la sphere ne sont pas atteints. Il en va de méme pour la bande supérieure :

tous ses états |ug+)> ont une image dans '’hémisphere sud de la sphere de
Bloch.
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FIGURE IV.13. Bandes d’énergie obtenues pour le réseau hexagonal avec cou-
plages entre proches voisins et une énergie sur site £A avec A = J.

2-4 Couverture totale ("non triviale")

Pour terminer cette partie consacrée a I’argument "géométrique" fondé
sur le recouvrement de la sphere de Bloch, donnons un exemple d’hamil-
tonien H, qui remplit ce but. Considérons une "légere” modification de
(IV.32) ot1 la quantité i, dépend elle-méme de q :

7, = ha(@)  hal(g) —iky()

o= (hx(q) +ihy(q) “h.(q) ) (IV.35)
avec
ha(q) = Ao {—sin(q- @) +sin(q-az) +sinlg- (a1 —az)]}  (IV36)
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Ey # Ep

FIGURE IV.14. Correspondance entre la zone de Brillouin du réseau hexagonal

(avec A = J) et la couverture (partielle) de la sphere de Bloch par I'état \uf,_)>
de la bande fondamentale. Les points rouges ont été obtenus par un tirage au sort
uniforme de q dans la zone de Brillouin.

Nous ne chercherons pas a justifier ici cette forme, qui apparaitra naturel-
lement au cours prochain quand nous étudierons le modele de HALDANE
(1988), en ajoutant des couplages aux seconds voisins. Le point important
pour nous a ce stade est que I'ensemble de la sphére de Bloch est recouvert

de maniére non triviale par I’état |uf{)> quand q explore I'ensemble de la
zone de Brillouin (figure IV.15). De maniere plus quantitative, le calcul du
nombre d’enveloppement a partir de (V.14) donne |C| = 1, confirmant la
nature topologiquement non triviale de la bande ainsi obtenue.

Lien avec la pompe adiabatique du modéele Rice-Mele. Un autre
exemple de couverture non triviale de la sphére de Bloch est fourni par
notre étude de la pompe adiabatique du cours précédent; nous avons
trouvé dans cette étude une couverture totale de la sphere de Bloch en
envoyant un état du systétme de moment ¢ a l'instant ¢ sur la sphere de
Bloch :

(¢,t) — n, (IV.37)

quand ¢ décrit l'intervalle [—7/a, 7/a] et ¢ 'intervalle [0, T'] avec des condi-
tions aux limites périodiques. Si on remplace formellement ¢ par ¢, et t par
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(av/3/27) gz

FIGURE IV.15. Bandes d’énergie (gauche) et couverture totale de la sphere de

Bloch par I'état |u£f)> (droite), obtenues en disposant les termes +h(q) donnés en
(IV.36) sur la diagonale de H, (avec Ao = J). Nous verrons au prochain chapitre
que ces termes apparaissent dans le modele de Haldane, prenant en compte des
couplages complexes aux seconds voisins. Les points rouges ont été obtenus par
un tirage au sort uniforme de q dans la zone de Brillouin.

¢y dans ce probleme, on aboutit a la couverture recherchée. Ainsi la trajec-
toire circulaire dans le plan (J’, A) centrée en (J, 0) et de rayon J envisagée
au cours précédent se transcrit pour les variables (g, ¢,) :

sin(gya)

v 1+ cos(gya) + e~ 1%
Hq=—J (1 + cos(gya) + eti9=a ' (IV:38)

—sin(gya)

3 Caractérisation "physique" de la topologie

Zn

Apres cet "argument d’autorité” qualifiant de topologique une bande
telle que le nombre d’enveloppements C soit différent de 0, nous allons
maintenant passer a une caractérisation plus physique de la topologie pos-
sible d’une bande d’énergie, fondée sur la notion de transport quantifié.

Pour cela, nous allons nous inspirer directement des concepts dévelop-
pés pour l'étude de I'effet Hall quantique. Nous allons les détailler sur un
modele général de systéme périodique, en quittant donc momentanément
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FIGURE IV.16. Représentation schématique d’une expérience d’effet Hall. L'ap-
plication d'une force F, selon la direction x induit une densité de courant J, selon
la direction y. Le champ magnétique appliqué est perpendiculaire au plan.

le modele a deux bandes. Nous retrouverons bien stir ce modele a deux
bandes a la fin de notre raisonnement et nous vérifierons que notre critere
physique fondé sur un transport quantifié coincide avec le critere géomé-
trique décrit au paragraphe précédent.

3-1 L’effet Hall quantique

La découverte de l'effet Hall quantique entier et les travaux théoriques
ont suivi ont permis d’établir une correspondance entre la nature topolo-
gique d'une bande d’énergie et la conductivité de cette bande. Plus précisé-
ment, une expérience d’effet Hall quantique consiste trés schématiquement
a (cf. figure IV.16) :

— prendre un échantillon bi-dimensionnel rectangulaire [0, L,] x [0, L]
contenant un "gaz d’électrons” (puits quantique) que 1’on place dans

90

un champ magnétique orienté selon z;

— appliquer une tension continue V,, entre les deux cotés opposés x = 0
et v = L, correspondant a un champ électrique £ parallele a 'axe =
avec &, =V, /L. Dans le cadre d’expériences menées avec des atomes
neutres, cette tension est simplement remplacée par une force F' uni-
forme paralléele a 'axe x;

— mesurer l'intensité I,, (ou la densité de courant J,, = I,,/L,) qui circule
dans la direction y.

L'intensité I,,, quand elle n’est pas nulle, est proportionnelle a la tension
V... On définit ainsi le tenseur” de conductivité de Hall o, par

Iy=0y.Ve © Jy=0u.6 (IV.39)

et le résultat spectaculaire de l'effet Hall quantique (entier) est la quantifi-
cation de cette conductivité :
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Oyz = — 1

- (IV.40)

ol n est un entier positif, négatif ou nul, e la charge des particules conduc-
trices et h la constante de Planck. Cette quantification avec un entier n
donné reste valable sur un plateau de champ magnétique, avant de bas-
culer vers l’entier n + 1 quand on diminue le champ magnétique.

L’entier n a une origine topologique; plus précisément, il révele la to-
pologie des bandes d’énergie peuplées pour un champ magnétique donné.
Le traitement désormais traditionnel de l'effet Hall quantique consiste a
utiliser la théorie de la réponse linéaire pour calculer o, pour les bandes
d’énergie occupées (THOULESS, KOHMOTO et al. 1982). Le résultat fait in-
tervenir un nombre de Chern (topologique) relié a la courbure de Berry de
ces bandes.

Dans ce qui suit, nous allons adopter une démarche légerement diffé-
rente de ce traitement traditionnel. Nous allons faire une analyse locale
de la dynamique d'un paquet d’ondes dans la zone de Brillouin. Pour
une bande pleine, nous retrouverons bien sir les résultats connus, mais
ce traitement sera mieux adapté aux expériences récentes menées avec des
atomes ou des photons. Ces expériences permettent en effet de travailler

7. On a par symétrie o4y = —0yz-
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avec des bandes qui ne sont que partiellement remplies et elles donnent
acces a des informations plus "riches" que la simple conductivité o,

3-2 Evolution du moment g

Pour mener notre analyse locale, nous allons considérer une particule
placée dans le potentiel périodique V(r) a deux dimensions (r = (z,y)).
Pour fixer les idées, nous supposerons la particule préparée a l'instant ¢ = 0
dans l'état de Bloch g, de la bande fondamentale n =0 :

\I/tzo(’l’) = 1/)5;()]) (,,,) — el90T ug]) (1")7 (IV.41)

0
ou bien dans un paquet d’ondes centré sur ce moment g, et de largeur
faible devant la taille de la zone de Brillouin. Pour simuler une expérience
d’effet Hall quantique, nous supposons qu’une force uniforme (et dépen-
dant éventuellement du temps) F'; parallele a 'axe x est appliquée a la par-
ticule en plus du potentiel V(7). L'hamiltonien décrivant le mouvement de
la particule est donc

PP

H=—+V(#)—F,-7.

V.42
o (Iv42)

Nous allons procéder en deux temps, en regardant séparément I'évolution

. P . d ags
?T? du moment q de la particule et '’évolution % de sa position moyenne,
c’est-a-dire sa vitesse.

La premiere partie de notre raisonnement va consister a retrouver le
phénomenes des oscillations de Bloch, c’est-a-dire 1’équation d’évolution
tres simple pour le moment q :

dg

— =F. IvV4
he (IV.43)

Ce phénomene a déja été abordé dans le cours 2012-13 et nous rappelons
ici les étapes qui permettent d’établir ce résultat.

Du fait de la présence de la force F', le probleme n’est plus périodique
d’espace, et il semble que le théoreme de Bloch ne puisse plus étre invoqué.
Toutefois il est simple de retrouver un probleme périodique. Il suffit de
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faire la transformation unitaire générée par I'opérateur

Up = exp [—it - Ay avec A = % /0 t Fy dt’ (IV.44)
pour obtenir '’hamitonien transformé
Y N
= (p+ hA” +V(7) (Iv45)
2m

qui est bien périodique d’espace. Nous allons donc nous intéresser a I'évo-
lution de I'état de la particule apres cette transformation unitaire

Ty (r) = U, Uy () (IV.46)

en remarquant que les deux états ¥ et ¥ coincident en ¢ = 0.
On peut alors raisonner de la maniére suivante pour cet hamiltonien
transformé :
— On part a l'instant initial d’un état de Bloch de quasi-moment gq,.

Comme l'hamiltonien H; est périodique d’espace, on va rester a
chaque instant dans un état de Bloch

U, (r) = 90" uy(r) (IV.47)

ot u¢(r) est une fonction périodique sur le réseau.

— En reportant cette expression de ¥; dans l’équation de Schrodinger,
on trouve que la fonction périodique u;(r) doit étre solution de

(IV.48)

ih— =
2m

Ouy {@+M%+Am2
ot

+ V(r)} ug ().

Il s’agit donc d’une évolution sous l'effet de I’'hamiltonien H 2o+ As, OU
. 2
i — (p+ hq)
= ——
2m

est I'hamiltonien usuel permettant de déterminer la partie périodique
des fonctions de Bloch. On se retrouve donc face a un probléme usuel

+V(r) (IV.49)



CHAP. IV. TOPOLOGIE ET COURBURE DE BERRY DANS UN RESEAU 2D

§3. Caractérisation "physique" de la topologie

d’hamiltonien dépendant d’un parametre extérieur, en 1’occurrence
Ay, pour lequel les fonctions propres sont connues a chaque instant

(les ui").

— Si la bande fondamentale est a chaque instant séparée des bandes su-
périeures (pas de point de Dirac!) et si la force F' évolue lentement
dans le temps, la particule va rester a chaque instant dans la bande
fc?ndamenjtale et suivre quasi—z%diabatiquement 'état propre uf;z)) A,
Sil’on revient a I’état de la particule avant transformation unitaire

Ui(r) =

on trouve que cet état coincide (a une phase pres) avec I'état de Bloch
de la bande fondamentale de quasi-moment

U, (r) = @A (0 () (IV.50)

qO"FAt

q; = qo + A (Iv.51)

d’ot1 I'équation d’évolution recherchée (IV.43).

Le moment g parcourt donc la zone de Brillouin de maniere uniforme
au cours du temps. Du fait de la structure périodique de cette zone, on
obtient un mouvement périodique, I'oscillation de Bloch, le long de I'axe
parallele a la force F.

Ceci termine la premiére partie de notre analyse, en nous donnant 1'évo-
lution du quasi-moment. Nous allons maintenant nous intéresser a 1'évo-
lution de la position de la particule.

3-3 Lavitesse "anormale" ou "anomale"

Pour déterminer 'évolution de la vitesse moyenne de la particule, nous
allons faire un raisonnement tres proche de celui que nous avions mis en
place pour I’analyse de la pompe géométrique a la partie 5 du cours 3.

Partons de I'expression de1’état de la particule a l’ordre 1 du développe-
ment a la base de 'approximation adiabatique pour ’hamiltonien Hg 4, :

Uq, |atuq, )

(0) (n)
fu) = [D) + iR > Jul? =

n#0

T (IV.52)
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Dans cette équation, la dépendance en ¢ de 1'état uf;i) provient de la varia-
tionde A = [ ¢ Fy dt’. Pour une force F = F,u, alignée avecl’axe z, on a
donc

h [0y = (IV.53)
ou1 'on a utilisé 1'équation du mouvement de g trouvée plus haut [cf.
(IV.43)]. Le petit parametre du développement (IV.52) est donc

|CIT qt>

z0
— <1 V.54

Ap < (IV.54)
ol on a posé que 'échelle de quasi-moment sur laquelle \ugo)> varie est de
I'ordre de la taille 1/a de la zone de Brillouin et ott AE représente un écart
typique entre deux bandes d’énergie.

Nous allons évaluer a 'ordre 1 en ce petit paramétre la moyenne de

I'opérateur vitesse

h
=iV,
m

Q>

=P (IV.55)
m
pour l’état de Bloch e'9:" u,(r). Le

bution de \ufﬁ)) :
0 o—ig;r) P (g, (0

1 .
L0 5+ ha) )

terme dominant provient de la contri-

Vo =

1
- = (0)
= theq ,
ol nous avons utilisé le résultat d'un des deux lemmes établis au chapitre
précédent. Cette premiere contribution est I'expression bien connue de la
vitesse de groupe.

(IV.56)

Le terme suivant du développement provient de la contribution croisée
des termes d’ordre 1 et 2

(0)
Uuq,’ |0y, u
171 § p+hqt)|u ><qt| m(It>

+ c.c.
n 0
n;é() E‘(lt) - E‘(]t)

(IV.57)

En utilisant le second lemme vu au chapitre précédent, cette expression se
simplifie pour donner

F,
v =55V qui|0g,ul) + c.c. (IV.58)
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La composante selon = de v; s’annule quand on ajoute la contribution du
complexe conjugué et on trouve pour la composante selon y

F; Qq,
h

(IV.59)

Uiy =

otl 'on a introduit la courbure de Berry au point g de la zone de Brillouin

Qg = i ((aqmuéo)|8qy“go)> - <8Qyu£10)|aq:zu£]0)>> (1V.60)
= i ((Vaul?l < 1V ) .. (IV.61)

En introduisant la notation vectorielle Q, = Qqu., cette contribution a
la vitesse s’écrit

1
*th X Ft-

- (IV.62)

Vit =
Cette vitesse est parfois appelée "vitesse anormale” ou "vitesse anomale" 8.
On la rencontre dans les articles de KARPLUS & LUTTINGER (1954) et
ADAMS & BLOUNT (1959), ces derniers étant a I'origine de la dénomination
anomalous velocity. Une présentation "moderne” du formalisme conduisant
a l’expression ci-dessus peut étre trouvée dans CHANG & NIU (1995).

A cet ordre du calcul, nous obtenons donc la deuxiéme équation du
mouvement donnant la vitesse pour le quasi-moment q :

hwg = VB + Qg x F (IV.63)

qui vient compléter celle écrite en (IV.43) pour I'évolution du moment q.

Ordres de grandeurs. En reprenant I'idée que 1’énergie EL(IO) et I'état de

Bloch \uflo)> varient appréciablement sur une échelle ¢ de l'ordre de la taille
1/a de la zone de Brillouin, on trouve

(IV.64)

8. On pourra préférer I'appellation anomale qui signifie littéralement qui résulte d’une ano-
malie.
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de sorte que v; < v si la condition de validité (IV.54) est vérifiée . Toute-
fois nous allons voir dans un instant que pour une bande pleine, la contri-
bution de v s’annule et la conduction est alors entierement déterminée
par v;. Il était donc bien nécessaire de pousser notre calcul jusqu’a I’ordre
1 inclus.

3-4 Conductance d’une bande uniformément remplie

Pour retrouver la conductance quantifiée de 'effet Hall, donnons nous
un échantillon bi-dimensionnel avec une cellule unité d’aire A..j, la zone
de Brillouin correspondante ayant une aire dans l'espace des moments

(2m)?
Accll ’

Nous considérons la situation ot le remplissage de I’échantillon est d"une
particule par cellule unité, soit une densité surfacique

Agp = (IV.65)

ep)_ 1

p A (IV.66)
Ainsi, dans le cadre du modele de liaisons fortes que nous avons déve-
loppé pour le graphene, il y a v = 2 sites par cellule unité, donc un taux de
remplissage de 1/y = 1/2 particule par site. Comme 'existence de v sites
par cellule unité conduit a v bandes d’énergie, notre hypothese sur le rem-
plissage de l’échantillon revient a dire que la bande fondamentale n = 0
est pleine et les v — 1 bandes supérieures sont vides.

Nous supposons que les particules sont des fermions sans interaction,

N

de sorte que l'opérateur densité a une particule est simplement égal a
I'identité dans la base des \1/1((,0)>. Le flux moyen de particules

J = p?P) () (IV.67)

est donc obtenu en moyennant la vitesse vy donnée en (IV.63) sur tous les
moments g de la zone de Brillouin :

1
v) = —— v, d?q.
) AZB//ZBq 1

9. On suppose comparable I'écart entre bandes A E qui intervient dans (IV.54) et la largeur
de la bande 0 qui intervient ici.

(IV.68)




CHAP. IV. TOPOLOGIE ET COURBURE DE BERRY DANS UN RESEAU 2D

§3. Caractérisation "physique" de la topologie

On constate immédiatement que la contribution de vy = 3 V4 E( ) s’annule
car la fonction E,(I ) est réguliere et périodique sur la zone de Brillouin. Il
ne reste donc que la contribution de v; = €24 x F, soit en prenant la force
F le long de I’axe z et en utilisant (IV.65) :

Jy =0y Fy (IV.69)
avec 1
oys =5 C (IV.70)

ot1 ’on a introduit le nombre de Chern

c- L // 0q d%. (IV.71)
2 7B

La conductance de Hall sera quantifiée de la maniere annoncée '° en (IV.40)
pourvu que le nombre de Chern C soit un entier. Prouvons maintenant ce
résultat important.

3-5 Le nombre de Chern est un entier.

Ce point a en fait déja été prouvé au chapitre 3 lors de notre étude de
la pompe géométrique. La démonstration a faire ici est en tout point sem-
blable. Introduisons la connexion de Berry

Ag =i (ul |V qul®) (IV.72)
de sorte que
Qg = Vg x A, (IV.73)

La formule de Stokes appliquée "naivement" donne alors pour le nombre
de Chern

// Qg d%ii A, - dq (IV.74)
7B

7ZB

olt le contour correspond au périmetre de la zone de Brillouin. Quand les
états |uq) sont définis de manieére périodique sur cette zone, cette intégrale

10. Notons qu’il y a un facteur e? d’écart entre les deux expressions, e étant la charge de
I'électron. En effet, la conductance habituelle de I'effet Hall caractérise la réponse du cou-
rant électrique a un champ électrique £, alors que I'on regarde ici la réponse du courant de
particules a une force F.

de contour s’annule. On pourrait en déduire que le nombre de Chern est
toujours nul. Mais cette conclusion serait incorrecte, car la définition de
la connexion de Berry peut présenter une ou plusieurs singularités ponc-
tuelles dans la zone de Brillouin (KOHMOTO 1985).

Deux pistes peuvent étre suivies pour contourner cette difficulté.

— La premiere, déja décrite dans le cours 3, consiste a se fixer un choix
de jauge, puis a utiliser un contour qui évite ces singularités (figure
26 du chapitre 3). Chaque singularité contribue alors par un facteur
+2m a l'intégrale curviligne. Le nombre de Chern correspond donc a
la somme algébrique de ces singularités : il peut donc étre non nul,
mais ce sera toujours un entier.

— L’autre possibilité consiste a utiliser dans 1’espace des moments deux
choix de jauge (I) et (II) reliés par la transformation

[ul Dy = e7xa [ulD) (IV.75)
ce qui entraine pour les connections de Berry
A = AD + Y xq. (IV.76)

Pour une cellule unité a deux sites, le choix de jauge (I) peut corres-
pondre par exemple a celui fait jusqu’a maintenant, avec une premiere
composante de |u) réelle et positive, et le choix de jauge (/1) a une
deuxieme composante de |u) réelle et positive, soit pour la bande in-

férieure :
@)y — _cos(9/2) Dy — e 1% cos(6/2)
(D) Jug”) <e1¢sin(9/2))’ (D) : Jug ™) ( sin(0/2) )
(IV.77)

avec simplement x4 = ¢4. Nous avons vu au chapitre 3 que la jauge
(I) conduit a une singularité en g quand le pole sud est atteint, alors
que la jauge (II) conduit a une singularité en g pour le pdle nord. On
peut alors séparer la zone de Brillouin en deux !! parties complémen-
taires : la partie A ne contient pas de singularité pour le choix de jauge
(I) etla partie B ne contient pas de singularité pour (1) (figure IV.17).
Séparons de la méme facon l'intégrale surfacique de la courbure de
Berry en deux parties, chacune pouvant étre calculée par la formule

11. O peut toujours raffiner en introduisant un troisieme choix de jauge en cas de singula-
rités communes a (I) et (11).
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dy

A
<

Az

FIGURE IV.17. Une zone de Brillouin (supposée ici rectangulaire) est séparée en
deux régions complémentaires A et B, associées a deux choix de jauge différents
(I) et (II). Ces régions sont choisies telles qu’il n’y a pas de singularité pour la
jauge (I) dans la région A, et idem pour la jauge (11) dans la région B. On note
C le contour fermé délimitant la frontiere entre ces deux régions.

de Stokes pour la jauge non singuliére. En notant C le contour formant
la frontiére entre les zones A et B,on a:

/ Qg d%q = //qu2q+// Qg d%q

7B A B

( 7( - 7{ ) ALl dg + 7{ Al - dq. (IV.78)
7ZB C C

Comme mentionné plus haut, I'intégrale curviligne de AEII ) sur le bord
de la zone de Brillouin donne un résultat nul, compte tenu de la pé-
riodicité en q. Il reste donc :

// Q, d%q = 7{ (Agm _Agp) -dq = f Vaxq-dg.  (IV.79)
7ZB C C

Or pour que le changement de jauge (IV.75) soit monovalué, il faut que
cette derniere intégrale soit un multiple de 27, d’ot1 le résultat.

La conclusion de cette approche fondée sur 1'étude du transport nous
conduit donc a la définition suivante : une bande d’énergie sera qualifiée
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de topologique si et seulement si son nombre de Chern

1
- — || ,d
C 277'//2\]3 qdq

est un entier non nul. Dans le cas contraire C = 0, on dira que la bande
est topologiquement triviale. Rappelons par ailleurs que la courbure de
Berry €24 de la bande considérée est bien définie si cette bande est isolée de
ses voisines par un gap. Notre critere exclut donc les structures de bandes
comportant des points de Dirac.

(IV.80)

4 La courbure de Berry dans un réseau 2D

4-1 Comparaison de nos deux approches

Nous avons donné dans les parties qui précedent deux caractérisations
possibles de la topologie associée a une bande. La premiere était explici-
tement limitée au cas des liaisons fortes et des cellules a deux sites. En
écrivant I’hamiltonien sous forme de combinaison de matrices de Pauli,

Hq = ho(q)1 — h(q)-& (IV.81)
et en introduisant le vecteur unitaire
h(q)
n(q) = ——= (Iv.82)
D= g
nous avons introduit l'invariant topologique
1
c—-L // n- [(9g,n) x (9,n)] dg, dg,. (IV83)
47 7B Y ’

qui indique comment le vecteur n4 recouvre la sphere de Bloch.

La seconde méthode, que nous avons développée pour un hamiltonien
périodique général en analysant la conductivité de Hall, nous a conduit a

I'invariant
1
— Qg d?
2m / 7B 1

1 .
0 // 1 (<8qwu£10)|aqy“go)> - @qyuéo)wauf;o)» d?q. (IV.84)
ZB

C =
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Comment ces deux définitions se comparent-elles?

I1 est en fait assez simple de montrer qu’elles coincident pour un mo-
dele de liaisons fortes a deux sites. Nous savons que pour ce modele a
deux bandes, les états |ufl_)> de la bande fondamentale et le vecteur n s’ex-
priment chacun en fonction des angles f et ¢ :

‘ sin @ cos ¢
0l = (e;ﬁ% 2/)2)> . n=sing sing (1V.85)
cos 6

et les arguments des deux intégrales peuvent étre évalués en fonction de
V40 et Vg4¢. Un calcul un peu long, mais sans difficulté, donne pour ces
deux termes :

n - [(0g,n) x (Og,m)] = sing (04,60 95,0 — 04,0 04, 0)
= =21 (0,0 100,u57)) = (g, 47104, 05 7))

qx Y'q
— 20, (IV.86)

Cette expression peut également s’écrire en fonction du vecteur b plutdt

quen :
1

Qg =—-
T 2P

En résumé, mesurer la courbure de Berry dans un modele a deux bandes
revient a mesurer le vecteur unitaire ng. C’est précisément ce qui a été
fait dans l’expérience menée récemment a Hambourg (FLASCHNER, REM
et al. 2016) et que nous allons décrire en § 4-3. Auparavant, nous allons
profiter du lien établi entre topologie et courbure de Berry pour dégager
les conditions nécessaires a 1’observation de bandes topologiquement non
triviales.

h-[(8g,h) x (Og,h)] (IV.87)

4-2 Nombre de Chern et symétries spatio-temporelles

Courbure de Berry et symétrie d'inversion spatiale. Un hamiltonien
présente la symétrie de réflexion si pour un choix approprié de l'origine
des coordonnées, il satisfait

[So, H] =0 (IV.88)
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ot1 S est I'opérateur linéaire et unitaire réflexion (ou inversion de parité) dé-
fini par son action sur une fonction d’onde ¢ (r) :

Sotp(r) = (—r) ouencore Sy|r)=|—r). (Iv.89)
Considérons un hamiltonien A décrivant le mouvement d’une particule
dans un potentiel périodique et invariant par réflexion. On en déduit une

relation simple entre ses états propres, les fonctions de Bloch z/z,(]") (r) =

eiq"‘ué") (r). En effet, la transformée par Sy d"un état propre doit encore étre
un état propre, ce qui entraine qu’a une phase pres ué”) (—r) = u(_"g (r).On
en déduit alors I'invariance de la courbure de Berry

(IV.90)

Invariance par réflexion : Qe =Q_4.

Courbure de Berry et renversement du temps. Pour le type de probleme
considéré ici, dans lequel le spin n’intervient pas, 'opération de renverse-
ment du temps consiste sur le plan physique a garder la position inchangée
et a inverser le sens de la vitesse. Sur le plan mathématique, ’opération de
renversement du temps s’obtient en appliquant 1’opérateur antilinéaire et
unitaire K, défini par son action 2 sur une fonction d’onde ¢ (r) :

Kotp(r) = 0 (r). (V1)
Cette transformation ne change pas la densité de probabilité en position
|¢(7)|2. Pour 'impulsion, 'amplitude de probabilité initiale associée a 1(r)
est bien entendu la transformée de Fourier ¢(p) de ¢ (r). La nouvelle am-
plitude de probabilité en impulsion, qui est la transformée de Fourier de la
fonction d’onde transformée Ky, est donc ¢*(—p), ce qui conduit a I'in-
version annoncée pour la distribution en vitesse. Pour un hamiltonien pé-
riodique et invariant par renversement du temps, un raisonnement simi-

laire au précédent conduit a (ué") (r)) = u(_"g () dont on déduit

Invariance par renv. du temps : Q_g = —{)4. (Iv.92)

12. L'opération de renversement du temps suppose que l’on a fait un choix de phase pour
les vecteurs de base; en 1'occurence, les kets |r) sont supposés ici "réels", c’est-a-dire que
Ko|r) = |r). L'antilinéarité de Ko conduit alors a Ko ([ (r)|r)) = [*(r)|r).
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Conséquences. Dans le cadre d’un modele de liaisons fortes comme ceux
qui nous intéressent majoritairement dans ce cours, un hamiltonien est in-
variant par renversement du temps s’il existe un choix de base des sites
Aj,Bj, ... pour lequel tous les éléments de matrices tunnel sont réels.
Quand c’est le cas, la relation (IV.92) entraine que le nombre de Chern de
chaque bande est nul, puisque les éléments de surface autour de g et —g
ont des contributions opposées a I'intégrale de la courbure de Berry :
. 1 2
Invariance par renv. du temps: C = o // g dg=0. (Iv.93)
Pour les problémes sans spin que nous avons considérés ici, on ne peut
avoir une bande topologiquement non triviale qu’en brisant I'invariance
par renversement du temps.

Si ’hamiltonien considéré possede en plus une propriété de symétrie
par rapport a l'origine, alors la combinaison de (IV.90) et (IV.92) entraine
que la courbure de Berry s’annule en tout point de la zone de Brillouin, la
vitesse anomale étant donc elle aussi uniformément nulle :

Invariance par réflexion + renv. du temps : Qg =0. (Iv.94)

4-3 Mesure locale de la courbure de Berry

Une procédure possible pour déterminer 6, et ¢4 en tout point de la
zone de Brillouin dans une situation a deux bandes a été proposée par
HAUKE, LEWENSTEIN et al. (2014), puis implémentée par FLASCHNER,
REM et al. (2016). Le point de départ est la distribution en impulsion as-
sociée a I’état |u5f)>, qui peut étre mesurée dans l’expansion balistique ré-
sultant de I'extinction soudaine du réseau optique :

N(q) f(q) ’cos(Gq/Z) + el%a sin(9q/2)|2

= f(q)[1 —sinfgcospq].

La quantité f(q) correspond a la distribution en impulsion de la fonction
de Wannier associée a chaque site A ou B, qui est supposée étre beaucoup
plus large que les structures pertinentes liées a la variation en g des angles
fq et ¢q. Le point central de (IV.95) est que N(q) dépend de la phase rela-
tive des contributions des deux sites A et B dans l'expression de 'état de

(IV.95)
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Bloch |ufl_) ). Plus précisément, bien que cette mesure ne soit pas suffisante
pour déterminer completement les angles 0, et ¢4, elle fournit la valeur du
produit sin 64 cos ¢g.

Pour aller un cran plus loin, HAUKE, LEWENSTEIN et al. (2014) ont sug-
géré d’appliquer une trempe soudaine aux parametres du réseau de sorte
que 'hamiltonien devienne

H} = (hwo/2) 6. (IV.96)

On laisse alors le gaz évoluer dans le réseau pendant un intervalle de
temps ¢ ajustable avant de mesurer la distribution en impulsion. Puisque
I’évolution pendant la durée ¢ consiste simplement en l'ajout de la phase
+wot/2 aux amplitudes des sites A et B, la distribution en impulsion a
I'instant ¢ s’écrit :

N(q,t) = f(q) [1 — sinfq cos(dq + wot)] .

En répétant cette procédure pour différentes durées ¢ et en mesurant I'am-
plitude et la phase du signal correspondant, on a acces a la fois a ¢4 et a 0,
en tout point g de la zone de Brillouin.

(IV.97)

Cette procédure a été implémentée par FLASCHNER, REM et al. (2016)
a partir d’'un réseau hexagonal de tubes remplis d’atomes fermioniques
40K. Les parametres initiaux sont choisis de sorte qu'il y ait initialement
un grand décalage en énergie fuw4 g entre les sites A et B. On a alors deux
bandes plates dans le modéle de liaisons fortes, sans couplage tunnel entre
sites, et les atomes sont préparés dans la bande d’énergie la plus basse.
Pour établir une dynamique dans ce réseau, FLASCHNER, REM et al. (2016)
ont appliqué une modulation résonnante a la fréquence Q ~ wap. Cette
modulation est obtenue en faisant vibrer le réseau de maniére circulaire
grace a une modulation de phase des trois ondes lumineuses formant le
réseau. Nous reviendrons en détail dans les cours prochains sur la des-
cription quantitative de ce mécanisme, le seul point important pour nous
a ce stade étant que I'on peut ainsi obtenir une courbure de Berry qui peut
prendre des valeurs significatives. La trempe nécessaire & la procédure de
HAUKE, LEWENSTEIN et al. (2014) est ensuite obtenue en éteignant simple-
ment la modulation résonnante.

Les amplitudes et les phases de 'oscillation temporelle de N (g, t) me-
surées par FLASCHNER, REM et al. (2016) sont montrées en figure IV.18,
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Amplitude

7

Berry curvature

(1/1bl?)

FIGURE IV.18. Amplitude o sin6q (gauche) et phase ¢q (milieu) obtenues
a partir de la mesure de 'oscillation (IV.97) de la distribution en impulsion.
Droite : courbure de Berry reconstruite. Figure extraite de FLASCHNER, REM
et al. (2016).

avec la courbure de Berry reconstruite a partir de

Qq

1 <<anu(q_)|8Qyu((]_)> - <8Qyu51_)|8qzusl_)>>

= % sinfg (Vqoq X Vgbq) - u.. (IvV.98)
La "pixellisation" de la zone de Brillouin pour cette reconstruction est trés
précise, avec plus de 2800 points de mesure g. Sur cette figure, on distingue
tres nettement des zones de courbure de Berry positive et d’autres de cour-
bure de Berry négative. Nous avons vu que l'intégrale de (2, sur toute la
zone de Brillouin s’écrit C x 2, o1 C est le nombre de Chern de la bande.
Pour I'expérience de Hambourg, la courbure de Berry ainsi reconstruite
conduit & une valeur de C compatible avec 0, comme attendu pour ce type
de réseau modulé. FLASCHNER, REM et al. (2016) mesurent plus précisé-
ment C = 0.005(6).

La méthode proposée par HAUKE, LEWENSTEIN et al. (2014) est inspi-
rée d’une proposition antérieur de ALBA, FERNANDEZ-GONZALVO et al.
(2011) (voir aussi GOLDMAN, ANISIMOVAS et al. (2013)). Dans cette propo-
sition, les sites A and B étaient supposés occupés par des états internes |a)
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et |b) différents. La mesure de la distribution en impulsion peut alors étre
faite indépendamment pour chaque état interne, ce qui donne acces a la
polarisation locale pour la bande inférieure :

Ni(q) — Na(q)
Na(q) + No(q)

=coslq = (IV.99)

Les deux autres composantes de n peuvent également étre mesurées en
appliquant un couplage cohérent entre |a) et |b) avec une phase et une
durée ajustables, de maniére a tourner le pseudo-spin pendant 1’expansion
balistique. Une fois la direction de n(g) connue en tout point de la zone de
Brillouin, la valeur de la courbure de Berry peut étre déterminée comme
dans l'expérience de Hambourg.

Appendice 1: couplage entre premiers voisins

Le but de cet appendice est de justifier ’expression de ’'hamiltonien
H, écrit en (IV.11). Le site A de la cellule localisée en 7, que nous notons
|A,7;), est couplé a 3 sites B : celui de la cellule 7; et ceux des cellules
localisées en r; — a; et r; — ag (cf. figure IV.2). La partie de I’'hamiltonien
concernant ce site est donc :

—J (|4} (B, rj| + [A, i) (B, —an| + A, 75)(B,7; — as]) + He
(IV.100)
Partant de la fonction de Bloch donnée en (IV.9) et réécrite ici plus explici-
tement :

[q) = 3 €77 (gl A, s} + Bal B.75) (Iv:101)
J
l'équation aux valeurs propres pour I'énergie H|,) = FEqlthg) s'écrit
quand on la projette sur (A, r;| :
—J'Bq (eiq"“ﬂ' +el(ri—an) 4 eiq'(Tf‘”)) =E,¢e' 97 aq, (IV.102)
ou encore
Hgap=—J (1 + 719" 4 71092, (IV.103)
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De méme, Hq 54 = H, 4p etlamatrice 2 x2de H, s’écrit pour le couplage

entre proches voisins :

yo 0 Hg aB
Hq_ (Hq,BA 0 >

comme indiqué en (IV.11) pour E4 = Eg = 0.

(IV.104)

Appendice 2 : distribution en impulsion

Considérons une particule préparée dans un état quelconque de la
bande fondamentale d'un réseau a deux sites par cellule unité :

) :/ cq [V57)) d%q (IV.105)
ZB
et cherchons sa distribution en impulsion p = 7k :
N (k) = [(Kl)I (IV.106)
Chaque état de Bloch |1/),(,_)> s’écrit
[(6§7) = D¢ (aqlds) + Bal By)) (IV.107)

J

Son produit scalaire avec I'onde plane |k) d’impulsion Ak fait intervenir
les deux produits scalaires (k|A;) et (k|B;). Introduisons les fonctions de
Wannier w,,p(r) :

wa(r) = (rlAo),

wi(r) = (r|Bo) (IV.108)

et supposons pour simplifier que ces deux fonctions sont identiques, a une
translation a = au, pres:

wp(r) =was(r — a). (IV.109)
Les fonctions de Wannier d'un site j quelconque vérifient alors
(r|Aj) = wa(r —rj) (r|Bj) = wa(r —rj; —a) (IV.110)
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et on trouve dans I’espace des impulsions

(klAj) = e *Tada(k),  (k[Bj)=e ® it i, k),  (IV111)

oll W (k) désigne la transformée de Fourier de w4 (r).

L’amplitude de I'onde plane k dans le développement de I'état |¢)) est
donc

(k[y) = wA(k)/ d*q Cq Zeiq"‘j (aqefik""j + /qufik'(T‘j‘Fa))
ZB y
3

(IV.112)
La somme sur les sites j du réseau n’a une contribution non nulle que si
q = k, ce qui donne finalement

(k[Yp) = wa(k) cr (ou + Bre %) (IV.113)

pourvu que k soit dans la zone de Brillouin. La situation considérée dans
I'expérience de Hambourg correspond a une remplissage uniforme de la
bande (|cx| indépendant de k). Par ailleurs, le terme e~*'¢ correspondant
au décalage de la cellule B par rapport a la cellule a peut étre réincorporé
dans la phase ¢, d’ot le résultat (IV.95).






Chapitre V

Bandes topologiques et états de bord

Le cours précédent a été consacré a I'établissement d"un critere pour
qu'une bande d’énergie d'un réseau périodique a 2D puisse étre considé-
rée comme topologique. Ce critére est fondé sur le transport et directement
inspiré de l'effet Hall : si cette bande est pleine, une force appliquée selon
x doit créer un courant quantifié dans la direction orthogonale y. La quan-
tification de ce courant fait intervenir le nombre de Chern C de la bande
considérée, que l'on calcule a partir de sa courbure de Berry () :

1
= — 0, d%q.
¢ 27?//213 a4

Concevoir et réaliser des réseaux pour lesquels C # 0 n’a rien d’évident.
Tout d’abord, nous avons vu que pour des réseaux invariants par renverse-
ment du temps et par réflexion, la courbure de Berry €, était nulle en tout
point de la zone de Brillouin. Il faut donc briser au moins une de ces deux
symétries. Nous avons également vu que si l’'on conserve I'invariance par
renversement du temps, alors 0, = —{)_, : l'intégrale de la courbure de
Berry sur la zone de Brillouin reste nulle; on peut avoir localement (dans
I'espace des moments) une topologie non triviale si €05 # 0, mais on n’ob-
tient pas pour une bande pleine la conductance quantifiée recherchée.

(V.1)

Partant d’un réseau 2D simple de période a, décrit dans la limite des
liaisons fortes avec des sauts entre premiers voisins, il faut donc briser son
invariance par renversement du temps; pour un probléme sans spin, cela
impose de réaliser des coefficients tunnels complexes. Deux voies peuvent
étre considérées pour cela :
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— L'une consiste a transposer au réseau la géométrie de l'effet Hall, c’est-
a-dire appliquer un champ magnétique uniforme sur ce réseau. Ce
champ vient briser I'invariance par translation de période a et peut
donner naissance a un spectre d’énergie trés riche, avec un grand
nombre de sous-bandes d’énergie (HOFSTADTER 1976), nous y revien-

drons dans le cours suivant.

— L’autre voie, proposée par HALDANE (1988), consiste a garder la
méme cellule unité que le réseau initial, c’est-a-dire un modéle & deux
bandes, tout en augmentant (Iégerement) le nombre de couplages tun-
nel. C’est elle que nous allons explorer dans ce cours.

Une fois posés les principes du modele de Haldane, nous verrons com-
ment il a été implémenté en pratique avec des atomes froids dans une ex-
périence menée par JOTZU, MESSER et al. (2014). Nous utiliserons ensuite
ce modele pour expliquer la correspondance ceeur-bord (bulk-edge), c’est-a-
dire l'apparition inévitable de canaux de bord a l'interface entre deux zones
de topologie différentes. Nous terminerons par la mise en évidence expé-
rimentale de ces canaux de bord sur des systéemes photoniques et nous di-
rons quelques mots de l'effet Hall de spin. Ce dernier peut étre vu comme
une généralisation de ces concepts topologiques a des problémes inva-
riants par renversement du temps, mais pour lesquels deux états de spin
(ou de pseudo-spin) subissent des sorts opposés.
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FIGURE V.1. Les couplages tunnel entre seconds voisins dans le modele de Hal-
dane. A gauche, couplages aux six seconds voisins pour un site A, a droite pour
un site B. Le sens de chaque fleche indique le signe de la phase transférée lors
d’'un saut tunnel, selon les convention de la figure V.2. L'enroulement de phase a
Uintérieur d'un hexagone est le méme pour les sites A et B (figure V.3).

FIGURE V.2. Convention de signe pour la phase accumulée lors d'un saut tunnel
d’amplitude J' entre les sites Sy et So.

—J' (et190|S5) (51| + H.c.)

1 Le modéle de Haldane

Le modele proposé par HALDANE (1988) est une extension du réseau
hexagonal rencontré au cours précédent dans lequel un couplage supplé-
mentaire entre seconds voisins (next-to-nearest neighbors — NNN) est ajouté.
La cellule unité ne change pas et conserve deux sites, que nous noterons
A et B comme précédemment. Avec ce modele, Haldane a montré qu'une
bande topologique, caractérisée par un nombre de Chern non nul, peut
émerger en l'absence d’'un champ magnétique uniforme (ou de moyenne
spatiale non nulle). Il s’agit donc d’un probleme fondamentalement diffé-
rent de celui des niveaux de Landau et de leur version discrétisée, c’est-
a-dire le modele de Harper-Hoftstadter, que nous rencontrerons au cours
suivant.
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FIGURE V.3. Gauche : liens entre second voisins a l'intérieur d'un hexagone
donné dans le modele de Haldane. Droite : les vecteurs utilisés pour paramétri-
ser les sites et les liens du réseau.

1-1 Nouveaux couplages, nouvelle topologie

Nous avons vu au chapitre 4 que la condition nécessaire pour obtenir
une bande topologique, avec un nombre de Chern non nul, était de briser
I'invariance par renversement du temps. Dans le modele de liaisons fortes
que nous allons utiliser ici, cela signifie que certains éléments de matrice
tunnel doivent étre non réels !.

Le modéle de Haldane consiste a conserver un élément de matrice réel
J pour décrire les transitions A <+ B entre premiers voisins, et prendre
un élément de matrice complexe J' e*% pour décrire les transitions entre
seconds voisins A <+ Aet B <+ B (figures V.1 et V.2). Le choix du signe de la
phase £¢q est tel que sur un cycle au sein d'un hexagone parcouru dans le
sens positif, on accumule la phase +3¢o pour A - A — AetB - B — B
(figure V.3). On conserve également la possibilité de dissymeétriser les sites
A et B en leur donnant une énergie différente +£A.

Par rapport a I'’hamiltonien de type graphéne qui conduit & un spectre
de bande avec des points de Dirac, on introduit donc deux éléments sus-
ceptibles d’ouvrir un gap au niveau de ces points : (i) 'énergie sur site A
déja rencontrée au cours précédent et (ii) les couplages A <+ Aet B <+ B
proportionnels a J'e*'#0. Nous allons voir maintenant que ces deux élé-
ments jouent des roles antagonistes en ce qui concerne 1’émergence d’une
bande topologiquement non triviale.

1. et bien stir que leur phase complexe ne puisse pas étre éliminée par un changement de
jauge.
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1-2 Diagramme de phase

Puisque la périodicité du probléme n’est pas modifiée par l'introduc-
tion des nouveaux couplages en J’, la cellule unité comporte toujours deux
sites et ’'hamiltonien périodique H, reste une matrice 2 x 2 que I’on peut
décomposer en trois parties :

— L'énergie sur site +A :

A -A 0 .
Hopq = < 0 A) =-Aq,. (V.2)
— Le couplage tunnel entre premiers voisins du réseau hexagonal
. 0 1+ e i0a1 4 g—igraz
HLQ =—J <1 + ela-al + ela-az 0 > ) (V3)

ol les vecteurs a; et a; sont définis comme au chapitre précédent par
(cf. figure V.3)

w2

Ce couplage fait émerger des points de Dirac Q. correspondant a I’an-
nulation de la fonction 1 + €731 + 992, On a pour j = 1,2

(V4)

V3

=42
(V5)

— Les couplages entre second voisins; chaque site A est couplé aux 6
autres sites A qui 'entourent et qui forment un hexagone régulier, et

il en va de méme pour les sites B. Introduisons les trois vecteurs p,
aveca =1,2,3

cos (Qi 'aj) = _%’ sin (Qi : al) = —sin (Qi -a2)

p1 = —ai, P = ag, ps = —(p1 + pa), (V.6)

représentés sur la figure V.3. Avec la convention adoptée sur la figure
V.1, la fonction d’onde est multipliée par e™'? dans une transition
|A,7) — |A, 7+p,) et par e~ %0 dans une transition |4, 7) — |4, 7—p,)
(et inversement pour B).
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En sommant ces six contributions, on arrive a (cf. appendice) :

3
IA{Q,q — _2Jl (Za_l COS(q *Po — ¢0) 5 0 )
0 2a=1€08(q - po + ¢0)
= —2J'cosgCql — 2 singpy Sq 6. (V.7)
ol 'on a posé
3 3
Z cos(q-p,),  Sq=_sin(g-p,)- (V.8)
a=1 a=1

L’hamiltonien total Hg, somme des trois hamiltoniens Hy 12, peut
comme précédemment étre mis sous la forme

Hy = Eo(q)1-h(q)-& (V.9)
avec
he(q) = J[1+cos(q-ay)+cos(q-asz)] (V.10)
hy(g) = Jlsin(g-a1) +sin(q - az)] (V.11)
h.(q) = A+2J singy Sq (V.12)
Cet hamiltonien donne naissance aux deux bandes d’énergie
E,(]i) = Eo(q) £ |h(q)|. (V.13)

Nous avons vu au chapitre précédent que ces deux bandes possédent une
topologie non triviale, caractérisée par un nombre de Chern non nul, si et
seulement si le vecteur n = h/|h| enveloppe completement la spheére de
Bloch quand g varie dans 1’ensemble de la zone de Brillouin. Quand c’est
le cas, le nombre d’enveloppements

o=

Suivre 1'ensemble des points atteints par n(g) sur cette sphere est fai-
sable, mais quelque peu fastidieux, et nous nous intéresserons ici a la

[(8g,m) x (9g,m)] dgy dgy. (V.14)

est non nul.
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FIGURE V.4. Diagramme de phase pour le modele de Haldane. Les deux bandes
sont topologiques quand le nombre d’enveloppement C est non nul.

condition nécessaire suivante : les deux poles (nord et sud) doivent cer-
tainement atteints pour que la spheére soit recouverte. Or les poles sont
atteints quand la projection de h dans le plan zy s’annule, c’est-a-dire aux
deux points de Dirac Q.. Pour que chaque point de Dirac corresponde a
un pdle différent, il faut que h,(Q+) et h,(Q_) soient de signes opposés. En
utilisant le fait qu’aux points de Dirac, les trois quantités sin(Q - p;) sont
égales entre elles et valent +V3 /2, la condition d’atteinte des deux pdles
s’écrit en utilisant (V.12) :

(A +3v/3.J' sin ¢>O) (A — 3v3.J'sin qso) <0 (V.15)
Oou encore A
% < 3V/3 |sin ¢ (V.16)

Un examen plus détaillé du probléeme montre que cette condition néces-
saire est en fait suffisante : quand les deux pdles sont atteints, le vecteur n
enveloppe la sphéere de Bloch quand g balaye la zone de Brillouin avec le
nombre d’enveloppements C = £1.
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| |

FIGURE V.5. Le réseau "mur de briques” (a gauche) et sa zone de Brillouin (a
droite) ; les points de Dirac sont indiqués par des cercles bleus. La cellule unité a
pour aire 2a* et la zone de Brillouin a pour aire 272 /a®.

‘ ° °

On arrive donc au diagramme de phase de la figure V.4, avec deux lobes
conduisant & une topologie non triviale, entourés par un domaine infini
correspondant a C = 0. Les nombres de Chern C*) des deux bandes sont
opposés et C = C(~) = —C(+),

1-3 La version "mur de briques"

Le réseau de type "mur de briques", représenté sur la figure V.5, s’ob-
tient a partir d’un réseau carré de pas a en supprimant un lien vertical sur
deux, tout en gardant tous les liens horizontaux. Il a initialement été pro-
posé comme une alternative commode au réseau hexagonal, permettant de
simplifier les calculs. Les vecteurs de base du réseau "mur de briques" dans
I'espace réel

(V.17)

. 1 . -1
a =a 1/ az =a 1 )
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sont en effet orthogonaux, de méme que les vecteurs engendrant 'espace

réciproque? :
m (1 m (-1
n=t() et (d)

Tout comme pour le réseau hexagonal, la cellule unité comporte deux sites
notés A et B sur la figure V.5 qui peuvent avoir des énergies différentes

+A:

- -A 0

o= (2 2)
Si on limite l'effet tunnel aux sauts entre premiers voisins, I’hamiltonien
s’écrit de la méme fagon qu’en (V.3) :

(V.19)
(V.20)

—ig-a1 —ig-az
0 1+e +e > 7 (v21)

H17q =—J <1 _|_eiq.a,1 + eiq~a2 0

et on obtient pour A = 0 deux points de Dirac aux points d’annulation de
1+ el791 4 el7°92_ Ces points sont localisés en

2

Gy = E£—.

o (V.22)

qgc:O’

Ce réseau a acquis ses "lettres de noblesse" sur le plan expérimental avec
les expériences de Zurich de TARRUELL, GREIF et al. (2012), qui ont montré
comment le réaliser en pratique par une superposition d’ondes lumineuses
stationnaires disposées selon des axes orthogonaux. Ces expériences ont
été décrites et analysées dans le cours de 2012-13 et nous ne reviendrons
pas dessus ici.

Comme pour le réseau hexagonal, on peut ouvrir un gap au niveau des
points de Dirac et obtenir des bandes topologiquement non triviales en
ajoutant un couplage entre seconds voisins comme indiqué sur la figure
V.7. Chaque site A ou B posseéde quatre seconds voisins, au lieu de six
pour le réseau hexagonal. Avec les phases représentées sur la figure V.7 et

2. On adopte comme au chapitre précédent la définition

Ras Rai

by =27 ——~—, by =27 —n——
ai - (Rag) as - (Ral)

(V.18)

ott R désigne la rotation de /2.
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FIGURE V.6. Structure de bande pour le réseau "mur de briques”.

la convention précisée en figure V.2, I'hamiltonien décrivant le couplage
aux seconds voisins s’écrit (cf. appendice) :

2
. .p — 0
i = oy (Za_l cos(q - po — $0) )
0 Yoy cos(q - p, + o)
= —2Jcos Cq 1 — 2J'singy Sy 6. (V.23)
ot ’on a introduit les vecteurs
pP1 = —am, P2 = a2, (V24)
et oli on a posé
2 2
Cq=) cos(q-p,), Sq=Y sin(g-p,). (V.25)
a=1 a=1

La seule différence par rapport au modéle de Haldane original est que la
somme sur l'indice « figurant dans (V.23-V.25) ne porte désormais que sur
a = 1,2. Mis a part ce point, ’analyse de la topologie des bandes de ce



CHAP. V. BANDES TOPOLOGIQUES ET ETATS DE BORD

§1. Le modele de Haldane

T T

FIGURE V.7. Couplage entre seconds voisins dans le réseau "mur de briques”
pour un site A donné (a gauche) et pour un site B donné (i droite).

réseau est en tout point similaire a ce que nous avons vu plus haut et on
obtient un diagramme de phase semblable & celui de la figure V.4, avec une
région topologique définie par :

\AI

< 2v/3 | sin ¢ (V.26)

1-4 Liaisons fortes et courbure de Berry

Dans le cours précédent, nous avons montré pourquoi la courbure de
Berry 24 apparait comme un outil naturel pour caractériser le transport
induit par une force F' dans une bande topologiquement non triviale. Nous
avons traité la position des particules comme une variable r continue, avec
les fonctions de Bloch

PP (r) = U (r), (V.27)
et un nombre a priori infini de bandes d’énergie, repérées par l'indice j =
0,1,2,.... L'action de la force F était quant a elle décrite par le potentiel

V=—F-p (V.28)

L’approximation des liaisons fortes que nous utilisons ici vient apporter
deux modifications a cette approche, 'une pratique, l'autre plus concep-
tuelle. La modification pratique vient du fait que le nombre de bandes est

106

fini, ce qui fournit une relation simple entre les courbures de Berry des dif-
férentes bandes. La modification conceptuelle vient du fait que I'on discré-
tise la position des particules, ce qui peut amener une certaine ambiguité
dans I’écriture des potentiels comme en (V.28).

Commengons par rappeler une expression simple de la courbure de
Berry, dont la preuve détaillée a été donnée dans le cours 2013-14 (cha-
pitre 3). Partant d'une cellule unité a n sites (avec n = 2 pour le modéle de
Haldane), I'hamiltonien périodique 7, est une matrice n x n et on trouve
donc n bandes d’énergie ES, j =1,...,
peut alors montrer que

n, avec les états propres \ugj ). On

ap —iy" {1’ Vally gy x (u§”| Vg Jug”)

a_ (V:29)
% (B - E§")

L'intérét de ce résultat est qu’il fait intervenir le gradient par rapport a q
de I’hamiltonien H,, qu1 est une fonction réguliere, plutdt que le gradient

des vecteurs propres |uq ) dont nous avons vu qu’il pouvait présenter des
singularités.

Une fois ce résultat acquis, il est simple de montrer que la somme des n
courbures de Berry
n
()
>

Jj=1

(V.30)

est nulle en tout moment g de la zone de Brillouin, car chaque couple (3, j')
contribue deux fois a la somme, ces deux contributions étant égales en va-
leur absolue et de signes opposés. On en déduit que la somme des nombres
de Chern des n bandes d’énergie est également nulle :

(V.31)

Ce résultat ne se généralise pas au cas infini : par exemple, pour une par-
ticule libre plongée dans un champ magnétique, les bandes d’énergie sont
les niveaux de Landau qui ont tous le méme nombre de Chern |C| = 1.

Passons maintenant au deuxieme point, qui porte sur 'ambiguité résul-
tant de notre discrétisation de la position. Nous allons raisonner sur une
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cellule unité a deux sites, mais la généralisation a n sites est immédiate.
Nous avons choisi jusqu’a maintenant de paramétrer nos états de Bloch
sous la forme

[toq) = D _ €97 (aq|A5) + Bal By)) (V:32)

J

ce qui revient a assigner la méme position r; aux deux sites A et B de la
cellule j. Cela peut poser un probléme quand on doit prendre en compte
également la présence d’une force extérieure; en effet, le potentiel V dont
cette force dérive — qui est la version discrétisée de (V.28) —ne doit en prin-
cipe pas prendre la méme valeur sur les sites A et B d’'une méme cellule.
Le remede est a premiére vue simple : il suffit "d’encoder" la position de
chaque site A ou B dans une cellule donnée en écrivant les fonctions de
Bloch plutét sous la forme :

a) = 3 (RN Gl Ay) + TR BBy )

J

(V.33)

et d"utiliser le méme encodage dans l’expression de V. Dans (V.33), les vec-
teurs R 4 p représentent les décalages des sites A et B par rapport au centre
r; de leur cellule. Les coefficients G, et 3, se déduisent de aq et 8, par la
transformation unitaire trés simple

g\ _ 7 (g o [eTiRa 0
<5q> =U, <5q> avec Uy = < 0 o—ia-R (V.34)
et ’hamiltonien permettant de les déterminer est

Hy = U, Hy U (V.35)

Le désavantage de ce nouvel hamiltonien H, est qu’il n’est plus pério-
dique sur le réseau réciproque, contrairement a I’hamiltonien de départ
Hg, car 'opérateur Uq ne 1'est pas :

ﬁq_}rQ # ﬁq.

I est donc plus délicat d’utiliser les résultats du théoréme adiabatique
quand on effectue un trajet ¢ — g + Q dans la zone de Brillouin. C’est
pourquoi nous avons préféré utiliser jusqu’ici ’hamiltonien H, "sans en-
codage de la position".

fﬂHQ = fIq mais (V.36)
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En revanche, pour les problémes liés au transport, en particulier aux
mesures locales dans I'espace des moments, il est préférable dutiliser I'ex-

pression (V.33) des états de Bloch et donc H car I’action d’une force est plus
facile a prendre en compte. Or il est important de noter que la courbure de
Berry n'est pas invariante dans le changement

H, — H, (V.37)
Il ne s’agit en effet pas d"un simple changement de jauge, mais d"une trans-
formation unitaire plus générale . Une "mesure expérimentale de la cour-
bure de Berry" comme nous en décrivons dans ce cours suppose en fait
un protocole expérimental qui passe par un choix précis de 'écriture des
états de Bloch (V.32) ou (V.33), qu'il faut préciser pour donner un sens non
ambigu aux résultats. Le passage de 1'une a 'autre des conventions est
bien entendu possible et I'on pourra consulter ’appendice D de COOPER,
DALIBARD et al. (2018) pour plus de détails.

Notons pour finir que la caractérisation topologique en terme de
nombre de Chern n’est fort heureusement pas modifiée par le passage de
(V.32) a (V.33); les courbures de Berry (24 et Qq peuvent différer, mais on
pourra vérifier qu’elles ont la méme intégrale sur la zone de Brillouin.

1-5 Exemples pour le réseau mur de briques

A titre d’exemple, nous avons tracé sur les figures V.8 et V.9 (haut) la
courbure de Berry Q, de la bande fondamentale calculée pour le réseau
"mur de briques" pour des parametres situés au centre de la région topolo-
gique:J = 0.2J, ¢9 = m/2 et A = 0. Ce calcul a été fait dans la version
(V.32) de I'écriture des états de Bloch, c’est-a-dire sans encodage de la po-
sition pour la figure V.8 (resp. avec encodage de la position pour la figure
V.9). On constate dans les deux cas que cette courbure prend des valeurs
significativement différentes de 0 autour de la position des (ex-)points de
Dirac. On vérifie par ailleurs dans les deux cas que l'intégrale de Qg sur
la zone de Brillouin est égale a 27, correspondant a un nombre de Chern
C = 1. Les figures V.8 et V.9 (bas) sont obtenues pour des parametres situés

3. Unchangement de jauge revient a multiplier les coefficients «, 3 par une méme quantité
e'Xa, ce qui n’est pas le cas de la transformation (V.34).
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q-ay/m qg-ai/w

q-ay/m

q-as/w

FIGURE V.8. Courbure de Berry Qg pour la bande inférieure du réseau "mur
de briques”, avec les états de Bloch (V.32) "sans encodage de la position”. Haut :
bande topologique, avec un couplage aux seconds voisins J' = 0.2.J, ¢pg = 7/2
et A = 0. Le nombre de Chern correspondant (intégrale de Qg divisée par 2m)
est égal a 1. Bas : bande non topologique, avec J' = 0, A = J. Dans ce cas
invariant par renversement du temps, on a Qq = —$1_4 et l'intégrale sur la zone
de Brillouin est nulle, donc C = 0.
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FIGURE V.9. Courbure de Berry Qg pour la bande inférieure du réseau "mur
de briques”, avec les états de Bloch (V.33) "avec encodage de la position”. Haut :
bande topologique, avec un couplage aux seconds voisins J' = 0.2.J, ¢pg = m/2
et A = 0. Le nombre de Chern correspondant (intégrale de Qq divisée par 2m)
est égal a 1. Bas : bande non topologique, avec J' = 0, A = J. Dans ce cas
invariant par renversement du temps, on a Qq = —$1_4 et l'intégrale sur la zone
de Brillouin est nulle, donc C = 0.
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dans la région non topologique J' = 0, A = J; la courbure de Berry a alors
une intégrale nulle sur la zone de Brillouin, soit C = 0.

2 Modulation temporelle et topologie

Nous abordons maintenant la description de la réalisation expérimen-
tale du modéle de Haldane avec des atomes froids, réalisée par JOTZU,
MESSER et al. (2014). Son principe est de partir d'un réseau bi-partite de
type "mur de briques" avec ses deux points de Dirac, et de lever la dégéné-
rescence en ces points pour obtenir deux bandes disjointes et topologiques.

Comme nous 'avons vu, la méthode la plus simple pour lever la dé-
générescence dans ce type de réseau consiste a donner des énergies diffé-
rentes £A aux deux sites A et B, mais elle ne conduit pas a des bandes
topologiques, puisqu’on ne brise pas l'invariance par renversement du
temps. La courbure de Berry aux deux points de Dirac prend des valeurs
opposées, et son intégrale sur la zone de Brillouin reste nulle [figures V.8
ou V.9 (bas)].

Pour obtenir deux bandes topologiques, il faut donc "rectifier" la cour-
bure de Berry, c’est-a-dire ouvrir le gap aux points de Dirac tout en s’assu-
rant que la courbure de Berry résultante possede le méme signe en ces deux
points [figures V.8 ou V.9 (haut)]. Ce résultat peut étre obtenu en modulant
dans le temps les parametres du réseau : c’est le principe des "réseaux se-
coués", qui permettent de briser I'invariance par renversement du temps et
que nous allons maintenant décrire. Notons que cette approche a d’abord
été proposée en physique de la matiére condensée par OKA & AOKI (2009),
qui suggéraient d’éclairer une feuille de graphéne avec de la lumiere po-
larisée circulairement pour ouvrir un gap topologiquement non trivial au
niveau des points de Dirac (voir aussi GU, FERTIG et al. (2011)).

2-1 Les réseaux secoués

Une méthode trés commode pour obtenir des coefficients tunnels com-
plexes dans un réseau optique consiste a moduler dans le temps certains
parametres du réseau, puis a chercher I’hamiltonien effectif, indépendant
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du temps, qui en résulte. Pour un réseau dans la limite des liaisons fortes,
une modulation relativement simple a implémenter est un déplacement
global p, de I'ensemble des sites du réseau. Pour un systeme 2D, ce dépla-
cement peut étre fait de maniere chirale en prenant par exemple un mouve-
ment circulaire uniforme pour p,, ce qui permet d’obtenir des phases non
triviales pour les coefficients tunnel.

Partons d’un réseau optique décrit dans l'approximation des liaisons
fortes, avec des sites localisés aux points r,. Quand le réseau est immobile
dans un référentiel galiléen (p = 0), 'hamiltonien décrivant le mouvement
d’une particule dans ce réseau s’écrit
Z E. P, Z (V.38)

1mmoblle |T04 s |

avec P, = |r4)(r4|. Les coefficients J(S% sont réels et positifs. Quand 'en-

semble du réseau bouge, la manieére la plus simple pour décrire la dyna-
mique du systeme est de se placer dans le référentiel accéléré lié au réseau.
Dans ce référentiel, le mouvement du réseau se décrit comme une force
d’inertie

F,=—-mp,, (V.39)
et ’hamiltonien décrivant le mouvement de la particule est alors
H; = Himmobile — Fit - 7, (V.40)
ol 7 est I'opérateur position dans ce modele de liaisons fortes :
(V41)

f“zZra P,.

Le terme additionnel dans (V.40) provenant du mouvement du réseau
est proportionnel a l'accélération du réseau, soit ~ w?py pour un mou-
vement sinusoidal d’amplitude py et de pulsation w. Or nous allons étu-
dier ici la limite des grands w (en comparaison des pulsations de Bohr du
probleme) et nous souhaitons simultanément traiter ce terme additionnel
comme une perturbation. La forme (V.40) se préte donc mal & ce dévelop-
pement perturbatif et nous allons commencer par "abaisser le degré" en w
de la perturbation en utilisant une transformation unitaire exacte.
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Cette transformation unitaire a en fait déja été rencontrée au chapitre
précédent. On introduit

U =exp[—i#- Ay avec A, = / F,. dt' = pt, (V42)
et on obtient le nouvel hamiltonien apreés transformation :
2 N A A dU o
H, = U HU +ih—L0]. (V.43)

dt

Dans le cas présent, la partie E,, P, correspondant a I'énergie sur site dans
(V.38) commute avec l'opérateur unitaire U; et est donc inchangée. Pour les
termes décrivant le saut d’un site 8 a un site «, on trouve

O Ira) (rg| UF = emramsl 2/ ) (1) (Vd)
de sorte que I'hamiltonien de la particule dans le référentiel du réseau et
apres transformation unitaire s’écrit

ZE P, ZJM

ra)(rsl. (V.45)

La prise en compte du mouvement global du réseau se fait alors par une
modulation dans le temps des coefficients tunnel :
0 i —rp)
Jop(t) = Ty e relpin, (V46)
On notera que la dépendance en temps intervient ici via la vitesse du ré-
seau, et non plus 1’accélération comme en (V.40). Ceci correspond a l'abais-
sement de degré en w mentionné plus haut. Plus précisément, pour un cou-
plage entre sites distants typiquement de A/2, o1 A est la longueur d’onde
lumineuse servant a créer le réseau, I'argument de I'exponentielle est de
I'ordre de

mAwpy o po hiw
Ky = =n22= .
0 o SR (V.47)

quantité qui est choisie ~ 0.8 dans les expériences de JOTZU, MESSER et al.
(2014).
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2-2 Hamiltonien effectif

Le traitement d"un hamiltonien variant périodiquement en temps est en
général compliqué et on doit recourir a une approche numérique utilisant
la méthode de Floquet pour décrire de maniere précise la dynamique sous-
jacente. Toutefois, quand la fréquence de modulation w de '’hamiltonien est
grande devant les fréquences de Bohr du systeme (ici la largeur et 'écart
entre bandes d’énergie de Himnlobi]e), on peut utiliser un développement
en puissances de 1/w pour obtenir les composantes les plus importantes
de la dynamique.

Nous ne détaillerons pas ici I'ensemble du formalisme conduisant a cet
hamiltonien effectif et nous renvoyons le lecteur par exemple* a 'article
de GOLDMAN & DALIBARD (2014), qui détaille sa dérivation ainsi que les
termes additionnels décrivant le micro-mouvement associé aux oscillations
rapides de I'hamiltonien. Le résultat principal est le suivant : partant d’un
hamiltonien périodique en temps représenté par ses composantes de Fou-
rier (™

I_j[t _ E[(O) + Z (ﬁ(n)einwt + E[(—n)e—inwt) , (V48)
n>0
I'hamiltonien effectif indépendant du temps s’écrit :
A A 1 1 A A
—gO 4 — Z g™ g 2
Hog = H +F”*’nz>o” [H H ]+0(1/w ). (V.49)

La procédure a suivre pour obtenir Hg est donc bien définie. Partant
de I'expression de H; dans laquelle la dépendance en temps provient de la
modulation des coefficients tunnels, on décompose ces coefficients tunnel
en série de Fourier en utilisant

Z j 1nwt

ol J,(z) est la fonction de Bessel d’ordre n, ce qui conduit aux compo-
santes H(™ de I'hamiltonien. Nous allons maintenant mettre en ceuvre
cette procédure pour le réseau "mur de briques".

1z sin(wt) _

(V.50)

4. On pourra également consulter les articles précurseurs de AVAN, COHEN-TANNOUDJI
et al. (1976) et RAHAV, GILARY et al. (2003), ainsi que BUKOV, D"ALESSIO et al. (2015) et
ECKARDT (2017).
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A3 As

R

FIGURE V.10. Un site B et ses trois voisins A,, o = 1,2,3, avec les couplages
induits par la vibration du réseau.

2-3 Coefficients tunnel entre seconds voisins

Nous souhaitons appliquer le résultat général (V.49), valable a 1'ordre
1 inclus en 1/w, au réseau mur de briques. Pour simplifier 1’algebre, nous
allons nous concentrer sur une cellule donnée, plus précisément sur le site
B de cette cellule que nous prendrons localisé en r = 0. Ce site est couplé
par effet tunnel aux trois sites A qui 'entourent : le site A; appartenant
a la méme cellule et situé en 1 = —awu,, et les sites A, et Az situés en
r2,3 = Tawu, (figure V.10).

En absence de modulation du réseau, la partie de I’'hamiltonien qui fait
intervenir le site B considéré s’écrit

—J< > Aa><B|> +H.c. (V.51)
a=1.2,3
Supposons que le réseau est secoué selon le mouvement elliptique

P = Vo5 sin(wt + @) Uy + vy sin(wt + @,) uy, (V.52)

de sorte que I'hamiltonien correspondant aux sauts tunnel s’écrit, apres
passage dans le référentiel du réseau et transformation unitaire :

H, = A1><B| —|—e_i"‘msm(“t+“"m)|A2>(B|

_J {e—ifcy sin(wt+y)
+e+inz sin(wt+pz) |A3> <B|} + H.c. (V53)

ottl'on a posé k,/, = mavy ;/,/h. La décomposition en série de Fourier de
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ces coefficients donne alors?

(k) €™ B (Ar] + (~1)"| A1) Bl]
JT0(r2) € | B)(Aal + (=1)"|A2) (B] + | 43)(B| + (=1)" [ B)(Asl]

™

Comme nous l'avons écrit plus haut, le parametre x,,, dans l'expé-
rience de Zurich est de 1'ordre de 1, ce qui entraine que seules les deux
premieres fonctions de Bessel [Jj et J; prennent des valeurs significatives.

Prenons a partir de maintenant
(V.55)

Ky =Ky = K

pour simplifier les notations. Le terme n = 0 associé a Jy(x) correspond a
une renormalisation du coefficient tunnel entre premiers voisins :

J — J=J Jo(k). (V.56)
Le terme correspondant a n = 1 a pour contribution
1 N N
— W D
o~ [H H ] (V.57)
qui se calcule explicitement en mettant H+1) sous la forme
HED +J Ji(k) (e+is&y Ol + etiee 023)
ACY = T (k) (e*i% Oy + e ive 023) (V.58)
ol nous avons introduit les opérateurs
O1 = |41)(B| - |B)(4i] (V:59)
O = [A2)(B| = |B){A2| — |A3)(B| + |B) (43|
Le commutateur recherché vaut alors :
[ﬁ(1)7ﬁ(_1)] = —i2J% J2(k)sin(py — @z) [O1, O3] (V.60)

ce qui fait apparaitre dans I’hamiltonien effectif le couplage désiré entre
seconds voisins

L (e“”/2|A2><A1| +e+i”/2|A1><A3|) + He (V.61)

5. On remarquera que H (™) n’est pas hermitien, mais vérifie (H (™)t = A(=7),

(V.54)
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FIGURE V.11. Un site A et ses trois voisins B,, o = 1,2, 3, ainsi que les cou-
plages induits par la vibration du réseau.

avec

J2
Tw
Ce couplage est maximal pour un mouvement circulaire du réseau (¢, —
py = £m/2) et s’annule pour un mouvement linéaire. Quelle que soit la
valeur de ¢, — ¢, il correspond a un facteur de phase e*™/2 pour les liens
entre seconds voisins A — A, comme représenté sur la figure V.10. L'am-
plitude J’ est par construction petite devant 'amplitude tunnel initiale J
entre premiers voisins, puisque nous avons supposé J < w pour notre
développement.

J' =2"— J2(r) sin(e, — @) (V.62)

On peut bien stir faire un traitement identique pour trouver le couplage
entre seconds voisins B — B. En isolant par la pensée un site A entouré
de ses trois voisins B immédiats, on arrive aux couplages indiqués sur la
figure V.11 :

—J (e+i’f/2|Bl><Bg| + e+i’f/2\Bg><Bl\) + He., (V.63)
qui correspondent bien au choix fait dans la premiere partie de ce cha-
pitre. On pourra se convaincre qu’a cet ordre du calcul en 1/w, iln'y a pas

couplage a plus longue distance qui apparait entre les différents sites du
réseau "mur de briques".

2-4 Les résultats expérimentaux de Zurich

L'expérience de JOTZU, MESSER et al. (2014) a été menée avec des
atomes fermioniques de “°K polarisés en spin. Ces atomes évoluent dans
un réseau 2D correspondant a un "mur de briques" légérement déformé,
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FIGURE V.12. Schéma expérimental utilisé par JOTZU, MESSER et al. (2014)
pour réaliser un réseau “mur de briques” oscillant, de maniére a obtenir deux
bandes topologiquement non triviales.

obtenu en superposant deux ondes stationnaires le long de 1'axe z et une
onde stationnaire le long de y (figure V.12). L'écart en énergie +A est
controlé en ajustant la position relative des deux ondes stationnaires le long
del’axe . Le confinement le long de I'axe z est un piege harmonique faible,
de sorte que 'expérience est effectivement menée avec des tubes d’atomes
paralleles a I’axe z.

Les atomes sont d’abord préparés dans la bande fondamentale du ré-
seau statique, puis la modulation est branchée en un temps de 20ms.
Cette modulation est obtenue en faisant vibrer les miroirs de rétro-réflexion
grace a des actuateurs piézo-électriques, en combinaison avec des modu-
lateurs acousto-optiques situés en amont. Ceci permet de réaliser le dépla-
cement global p, souhaité pour le réseau.

Une fois la dégénérescence levée aux points de Dirac, JOTZU, MESSER
et al. (2014) ont mesuré le signe de la courbure de Berry en ces points. Pour
cela, ils ont préparé un paquet d’ondes au centre de la zone de Brillouin,
puis utilisé la technique des oscillations de Bloch. Plus précisément, ils ont
appliqué une force F' qui a fait évoluer ce paquet d’ondes vers un des deux
points de Dirac. Nous avons établi dans le cours précédent les équations
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FIGURE V.13. Principe de la mesure de la courbure de Berry aux niveaux des
points de Dirac. Si le gap est ouvert sans briser I'invariance par renversement du
temps (figure de gauche), les courbures de Berry aux deux points de Dirac sont
opposées et la déflexion d'un paquet d’ondes en ces points se fera avec des sens
opposés. Au contraire, pour des bandes topologiques, on peut avoir des déflexions
égales en ces deux points (figure de droite).

du mouvement correspondantes :

dq

h— = F V.64
It (V.64)
hwy = VEg+QqxF (V.65)

La premiere équation indique que le moment g évolue dans la direction de
la force F'. Dans la seconde équation, le terme en V E; ne joue pas de role
apres intégration sur une période de Bloch; le terme 2, x F" est au contraire
essentiel : il va causer une déflexion de la vitesse du paquet d’ondes dans
une direction perpendiculaire & F et le signe de cette déflexion nous ren-
seigne directement sur le signe de la courbure de Berry Q.

Limitons-nous pour commencer aux deux cas limites (cf. figures V.4 et
V.13):

— A # 0, J = 0, ce qui doit correspondre a des bandes non-
topologiques, puisqu’on brise l'invariance par réflexion, mais pas l'in-
variance par renversement du temps. On doit donc avoir Qg =
—Qq,, ce qui veut dire que les paquets d’ondes tournent en sens op-
posé aux deux points de Dirac, I'un dans le sens direct et I'autre dans
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FIGURE V.14. Déplacement du centre de masse du nuage apres passage sur un
des deux points de Dirac. Un déplacement identique pour les deux points de Dirac
signifie une courbure de Berry de signe opposé (cf. figure V.13). La figure de gauche
correspond au cas non topologique : ¢o = 0 et on varie A. La figure de droite
correspond au cas topologique : A = 0 et on varie @, — ¢, donc J'. Figures
extraites de JOTZU, MESSER et al. (2014).

le sens rétrograde.

— A =0,J # 0, ce qui doit au contraire conduire & des bandes to-
pologiques. La courbure de Berry doit alors prendre la méme valeur
aux deux points de Dirac, et les deux paquets d’ondes doivent tourner
dans le méme sens.

Les résultats de JOTZU, MESSER et al. (2014) ont confirmé ces prédic-
tions (figure V.14). La force F, créée par un gradient de champ magnétique,
peut étre appliquée dans un sens ou dans 1’autre (points bleus et points
rouges de cette figure) pour aller sonder les deux points de Dirac. On ob-
serve bien une déflexion qui reflete une courbure des trajectoires identique
aux deux points de Dirac dans le cas topologique : la courbure de Berry a

PRl

effectivement été "rectifiée".

JoTzu, MESSER et al. (2014) ont ensuite exploré de maniére systéma-
tique 1'espace des parametres A, J’ et reconstruit un diagramme de phase
qui reproduit celui attendu pour le modele de Haldane, avec deux "lobes
topologiques” entourés d’une région normale (figure V.15).
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FIGURE V.15. Diagramme de phase reconstruit a partir des expériences de dé-
flexion aux points de Dirac, a comparer avec la prédiction théorique de la figure
V.4. Figure extraite de JOTZU, MESSER et al. (2014).

3 Les états de bord

Nous abordons maintenant un aspect essentiel de la topologie des
bandes d’énergie, les états de bord qui apparaissent a la jonction entre
deux phases de topologie différentes. Nous avons déja rencontré ces états
dans les problemes 1D et nous allons justifier de maniere qualitative leur
existence a deux dimensions. Une discussion plus rigoureuse pourra étre
trouvée par exemple dans l'article de HATSUGATI (1993). Nous donnerons
ensuite des exemples concrets en utilisant le réseau® "mur de briques” et
nous terminerons par la description d’expériences récentes menées en pho-
tonique mettant en évidence ces états de bord de maniere tres claire.

3-1 La correspondance "cceur-bord"

Nous avons déja rencontré au chapitre 2 les états de bord dans le cadre
de notre étude de chaines périodiques a une dimension. Rappelons brie-

6. Les arguments que nous allons développer sont bien adaptés au cas des réseaux décrits
dans un modele de liaisons fortes, avec un nombre n fini de bandes avec 3", C (4) =0.Le
cas des niveaux de Landau avec un nombre infini de bandes ayant toutes le nombre de Chern
C = 1 doit étre traité différemment (voir par exemple le cours 2013-14 et ses références).
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FIGURE V.16. Apparition d’un état de bord dans une géométrie unidimension-
nelle, au point de contact entre deux chaines SSH de topologies différentes. L'éner-

gie E = 0 de cet état est située dans le gap entre les deux bandes d’énergie bulk
B,

vement le résultat : quand on connecte deux variantes topologiquement
différentes d’un réseau, par exemple le réseau SSH, un état discret appa-
rait a l'intérieur du gap en énergie qui existe pour une chaine infinie. Cet
état est localisé spatialement autour du point ot les deux demi-chaines se
touchent (figure V.16). Une particule préparée dans cet état y reste donc
indéfiniment.

A deux dimensions, la jonction entre deux réseaux de topologie diffé-
rente se fait le long d’une ou plusieurs lignes, le cas géométriquement le
plus simple correspondant a deux demi-plans de natures différentes, sépa-
rés par I'axe y = 0. On peut avoir par exemple le vide (topologiquement
trivial) dans la partie y > 0 et un matériau topologiquement non trivial
dans la partie y < 0.

Nous allons voir qu’il apparait également dans ce cas des états de bord,
ou plus exactement un canal de bord. Ce canal comprend une infinité
d’états, localisés au voisinage de I'axe y = 0 et se propageant le long de
I'axe z. Chaque état est caractérisé par son moment g, et son énergie F(g;).
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FIGURE V.17. Matériau 2D topologique & deux bandes BY). Ce matériau est
supposé sans bord (il recouvre tout le plan ou occupe une région L, x L, avec des
conditions aux limites périodiques). La bande B(=) est supposée pleine et I'autre
vide. Une force appliquée le long de I'axe x induit une oscillation de Bloch le long
de l'axe x ainsi qu'une densité de courant quantifié J, le long de I'axe y.

Pour étre plus précis, considérons un matériau topologique a deux

bandes, avec une bande fondamentale E,(]_) caractérisée par un nombre de
Chern non nul C(-) (et donc C(H) = —C()). Ces bandes sont représentées
sur la figure V.17 quand l'indice ¢, varie dans la zone de Brillouin. Nous
supposerons la bande fondamental remplie et la bande excitée vide, soit
une particule par cellule du réseau. Si ce matériau remplit ’espace entier,
on sait qu’une force appliquée le long de ’axe x va induire un phénomene
d’oscillation de Bloch le long de 1’axe z, ainsi qu'un courant quantifié le
long de I’axe y. Plus précisément, en une période de Bloch, I'indice ¢, va
décrire toute la zone de Brillouin et un courant de C(~) particules/cellule
unité va circuler le long de 'axe y, par exemple vers les y positifs si 'on a
choisi le sens de la force F;, de maniére appropriée.

Supposons maintenant que ce méme matériau ne remplit que le demi-
espace y < 0 (figure V.18). On perd donc la périodicité en y, mais on
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['osc. Bloch selon z |
—

Fy

FIGURE V.18. Matériau avec une bande fondamentale topologique comme en fi-
gure V.17, mais n’occupant qu’un demi-espace. Que devient le courant J, a l'in-
terface ?

conserve la périodicité en x. La composante ¢, du vecteur de Bloch reste
donc un "bon nombre quantique”, et on peut continuer a tracer les éner-
gies des états en fonction de g,. Pour le cceur du matériau situé loin de
lI'interface dans la zone y < 0, on s’attend a retrouver le méme diagramme
énergétique que pour le cas initial, de sorte qu’au moins une partie de la
figure V.17 reste valable. Examinons toutefois ce qui se produit quand on
applique la force F,. On s’attend a ce qu’au cceur du matériau, le phéno-
mene des oscillations de Bloch continue a se produire le long de la direction
x et qu'un courant soit généré dans le sens des y positifs. Mais il y a un pro-
bleme quand les particules arrivent en y = 0 : elles ne peuvent pas passer
du c6té y > 0 (le vide) et elles ne peuvent pas non plus s’accumuler sur
cette ligne”. Comment résoudre ce paradoxe?

Ce sont les canaux de bord qui vont venir a notre secours. S’il y a dans le
diagramme énergétique C(~) lignes qui connectent la bande considérée et
la bande supérieure, on va pouvoir envoyer par ce "détour" C(~) particules
vers la bande supérieure lors de chaque oscillation de Bloch, pour chaque

7. Si on a affaire a des fermions, on peut invoquer directement le principe de Pauli, mais
le résultat est le méme pour des bosons : deux états initialement orthogonaux (localisés en
(z,y1) et (z, y2)) doivent rester orthogonaux au cours d’une évolution unitaire.
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FIGURE V.19. Diagramme énergétique typique pour un matériau ne remplissant
qu’un demi-espace et topologiquement non trivial (ici C=) = 1). Le moment q,
reste un "bon nombre quantique” et on retrouve les mémes bandes que pour I'es-

pace entier (figure V.17). On trouve en plus un état de bord, indiqué en rouge,
(bord)

-

d’énergie E . Ce canal permet "d’évacuer” vers la bande supérieure les parti-
cules qui arrivent au voisinage de I'axe y = 0 du fait du transport qui se produit
au sein du ceeur du matériau lorsqu’on applique une force paralleéle a sa frontiere.

cellule unité. Cela compense exactement l’arrivée du courant quantifié a la
frontiere y = 0. Une fois dans la bande supérieure, 'action de la force F,
est inversée et les particules partent vers y = —oo.

On a ici une illustration simple du principe de correspondance "coeur—
bord" (bulk-edge). La figure V.19 illustre ce principe pour le cas C(~) = 1,

Eé?ord)

avec donc un seul canal de bord, caractérisé par I'énergie et la vi-

tesse de groupe v, = 1 -4 E{Po Y

B g . La robustesse de cet état de bord appa-
rait de maniere presque évidente sur ce dessin : il s’agit d’un lien qui doit
nécessairement relier deux bandes d’énergie distinctes. Si on déforme de
maniere modérée les parametres du réseau, ce lien ne peut pas disparaitre;
le seul moyen de s’en débarrasser est de faire en sorte que les bandes se

touchent puis se séparent de nouveau. Si la bande fondamentale devient
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FIGURE V.20. Interprétation des états de bord dans le cas de particules chargées
placées dans un champ magnétique uniforme, perpendiculaire au plan (situation
de l'effet Hall quantique entier).

topologiquement triviale lors de cette opération, le canal de bord disparait.

Une représentation imagée de ces états de bord est souvent proposée
dans le cadre de l'effet Hall quantique. On considére un gaz 2D d’élec-
trons dans un champ magnétique perpendiculaire au plan. Dans ce cas, les
bandes d’énergie sont les niveaux de Landau et elles ont toutes un nombre
de Chern de 1, ce qui fait que 1’'on s’attend effectivement a la présence
d’états de bord. Dans le coeur du matériau, une représentation classique
du mouvement d’un électron correspond a une trajectoire cyclotron cir-
culaire. Il n’y a donc aucun transport. En revanche, ces trajectoires sont
interrompues quand 1’électron touche le bord de I'échantillon et on obtient
une orbite "sautante" (skipping orbit”) qui correspond bien a un déplace-
ment le long de la frontiere. Cette image simple ne se généralise toutefois
pas aisément au cas général d'une bande topologique, contrairement au
raisonnement ci-dessus fondé sur les oscillations de Bloch.

3-2 L’exemple du réseau "mur de briques" : demi-plan

Pour rendre cette discussion plus quantitative, nous avons représenté
sur les figures V.22 et V.23 les énergies propres E, pour un demi-plan
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FIGURE V.21. Réseau "mur de brigues” couvrant le demi-plan y < 0. Nous
n’avons pas représenté les couplages aux seconds voisins responsables de I'appari-
tion de propriétés topologiques.

couvert par un réseau mur de briques, comme représenté sur le schéma
V.21. La figure V.22 est obtenue dans le cas topologique, pour A = 0, ¢y =
7/2. La figure V.23 correspond au contraire au cas normal A = J, ¢g = 0.
Dans les deux cas, on a aussi indiqué dans la partie supérieure de la figure
le diagramme énergétique obtenu pour un plan entier, donc sans état de
bord.

Ces deux diagrammes confirment l'intuition que nous avons dévelop-
pée plus haut. On voit tout d’abord que le diagramme d’énergie "bulk"
(les bandes) sont inchangées quand on passe du plan entier au demi-plan.
Dans le cas topologique, un canal de bord apparait, correspondant a la
branche E[(Iford) qui joint les deux bandes d’énergie B(*). Dans le cas non
topologique, il y a également des branches d’états de bords visibles, mais
elles ne connectent pas les deux bandes B(+) et B(~). Ces branches n’ont
donc pas de robustesse topologique et elles peuvent disparaitre quand on
déforme le réseau. Elles dépendent également fortement de la maniére se-
lon laquelle on découpe l'interface matériau-vide. Ce point a été étudié en
détail pour le graphene, voir par exemple le livre de BERNEVIG & HUGHES
(2013) et les références qu’il indique.
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FIGURE V.22. Energies E,, pour un réseau "mur de briques” dans le cas topolo-
gique J' = J/10, A = 0, ¢9 = w/2. Haut : plan entier. Bas : demi-plan avec la
présence d'un état de bord.
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FIGURE V.23. Energies E,, pour un réseau "mur de briques” dans le cas non
topologique J' = J/10, A = J, ¢o = 0. Haut : plan entier. Bas : demi-plan.
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FIGURE V.24. Ruban formé avec le réseau mur de briques, infini dans la direction
x et comportant n, lignes dans la direction y (ici ny, = 4). On peut prendre des
conditions aux limites ouvertes selon y ou des conditions aux limites périodiques
en identifiant la ligne 1 avec la ligne n,, + 1.

3-3 L’exemple du réseau "mur de briques" : ruban

L’exemple du demi-plan que nous avons développé ci-dessus a l’avan-
tage d’étre trés proche du systéme infini dont nous sommes partis, mais il
ne permet pas de suivre de maniere individuelle la variation des énergies
des différents états. Pour y remédier, il est utile de s’intéresser également
a la géométrie d'un ruban infini dans une direction, = par exemple, et ne
comportant qu'un nombre fini n, de lignes dans 1’autre direction (figure
V.24).

Pour chercher les états propres de ce systeme, on peut toujours utiliser
le théoreme de Bloch selon la direction z. Pour chaque valeur de g, on a un
probleme aux valeurs propres pour un hamiltonien de taille (2n,) x (2n,)
que l'on diagonalise numériquement. En reprenant les mémes parametres
qu’au paragraphe précédent, on retrouve dans le cas topologique des ca-
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FIGURE V.25. Réseau “mur de briques” avec un ruban de n, = 20 lignes, cas
topologique : J' = J/10, A = 0, ¢o = /2. Haut : conditions aux limites pério-
digues selon y. Bas : conditions aux limites ouvertes.
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FIGURE V.26. Réseau "mur de briques” avec un ruban de n,, = 20 lignes, cas
non topologique : J' = J/10, A = J, ¢o = 0. Haut : conditions aux limites
périodigues selon y. Bas : conditions aux limites ouvertes.
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FIGURE V.27. Haut : représentation avec une zone de Brillouin étendue des états
propres d'un ruban du réseau "mur de briques”. On a choisi n,, = 6 lignes et on
s’est placé dans la méme situation topologique que sur la figure V.25, J' = J/10,
A =0, ¢o = 7/2. Bas : la population du canal de bord sur les n,, = 6 lignes est
indiquée pour quelques valeurs de l'indice q,,.

naux de bord reliant les deux bandes d’énergie (figure V.25, bas). Notons
que I’'on a maintenant deux canaux de bord au lieu d'un, puisqu’il y a un
canal se propageant sur le haut du ruban, et un canal se propageant sur le
bas. Pour une valeur de ¢, donnée, les vitesses de groupe de ces deux ca-

1 _d_po(bord)

naux vy = 5 1.—FEq,

i das sont égales en valeur absolue, et de signe opposé.

Dans le cas non topologique (figure V.26, bas), cette étude faite avec
le ruban confirme également les résultats obtenus avec le demi-plan : pas
d’états de bord connectant les deux bandes d’énergie, mais des états nou-
veaux au voisinage de chacune des bandes. Notons que ces canaux de
bord, topologiques ou non, disparaissent quand on prend des conditions
aux limites périodiques entre les deux bords du ruban, comme attendu (cf.
haut des figures V.25 et V.26).
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Pour compléter notre description de ces canaux de bord, nous avons
représenté sur la figure V.27 les énergies d'un ruban de n, = 6 lignes
seulement, ce qui permet de suivre facilement chaque niveau d’énergie.
Nous avons choisi une représentation de zone de Brillouin étendue, ce qui
permet de visualiser ce qui se passe dans une oscillation de Bloch. Consi-
dérons par exemple une particule préparée a ¢ = 0 dans 1’état surligné en
rouge avec le moment ¢, = 0. Cet état est un état de cceur (bulk), puisque sa
population est plutdt concentrée sur les lignes centrales du ruban. En pré-
sence d'une force F, le moment ¢, va augmenter selon la loi g, = F,t/h
et la particule va suivre I'état surligné si la force F' n’est pas trop grande.
Quand g,a ~ 7/2, cet état est devenu un état de bord, localisé essentiel-
lement sur le haut du ruban. Pour gya ~ m, la particule est de nouveau
localisée vers le centre du ruban, mais elle est passée dans la bande d’éner-
gie supérieure. Elle redescend ensuite vers la bande inférieure, cette fois-ci
en étant localisée sur le bas du ruban pour ¢,a ~ 37/2. Elle revient en-
fin a son état initial (2 une phase pres) pour ¢,a = 2r. Ce comportement
confirme l’argument que nous avons développé un peu plus haut pour un
demi-plan.

3-4 Réservoir et transport quantifié

Les arguments développés ci-dessus permettent d’expliquer la quantifi-
cation du transport sur un cas concret, quand le ruban est couplé a un réser-
voir imposant son potentiel chimique . Plus précisément, supposons que
p est situé dans le gap qui sépare la bande fondamentale de la bande exci-
tée. Considérons un ruban de taille finie L, selon =, comportant n, = L, /a
sites avec des conditions aux limites périodiques selon cet axe. Le moment
¢ est donc quantifié et peut prendre une des n, valeurs

2 .
qm:z <—1+j> avec jp=1,...,n;. (V.66)

a Ny

Supposons la bande fondamentale pleine jusqu’a la valeur p (figure V.28,
haut) et appliquons une force F; le long de l'axe x. L’équation du mou-
vement hg, = F, nous indique que la période des oscillation de Bloch,
c’est-a-dire le temps nécessaire pour parcourir la zone de Brillouin de lar-
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FIGURE V.28. Quantification du courant quand un réservoir impose son poten-
tiel chimique p. Haut : on considere un ruban de taille finie L, = nga selon x
avec des conditions aux limites périodiques selon cet axe, de sorte que les moments
g sont quantifiés. Bas : on applique une force Fy le long de I'axe = créant une
oscillation de Bloch de période tp. En un temps 6t = tg/n,, chaque moment a
augmenté d'un quantum, de sorte que le réservoir doit faire passer une particule
du haut du ruban vers le bas du ruban pour maintenir I'équilibre.
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geur 27 /a, est tg = 27h/(Fa). En un temps

tp  2rh
st=-5="T

e oLy (V-67)

tous les moments se sont donc décalés d'un quantum 27 /L, vers la droite.
Une particule sur le canal de bord montant est donc passée au dessus de
1 et il manque une particule sur un état en dessous de p sur le canal de
bord descendant. Le role du réservoir est de rétablir 1’équilibre, ce qui re-
vient & transférer une particule localisée en haut du ruban vers le bas de ce
ruban, le reste des particules se réajustant a l'intérieur de la bande fonda-
mentale. Cela crée un courant selon la direction y, et 1a densité de courant
correspondante est

1/6t F,
Y L, 2nh’ ( )
soit une conductivité J )

Cette conductivité est bien quantifiée en unité de 1/h avec un nombre
quantique C = 1, correspondant au fait qu’il n'y a qu’un seul canal de
bord montant.

3-5 Guides d’onde et systémes passifs

Une belle illustration de l'existence d’états de bords dans un modele de
type Haldane a été fournie par RECHTSMAN, ZEUNER et al. (2013a). Il s’agit
d’expériences menées avec une série de guides d’onde paralleles comme
sur la figure V.29. Ces guides d’onde sont gravés par laser dans de la silice
d’indice ny = 1.45 et ils correspondent a une légére augmentation de 'in-
dice local An(r) ~ 1073. Dans le plan transverse, ces guides d’onde sont
arrangés de maniere a former un réseau hexagonal. La propagation de la
lumiere le long de 1’axe des guides se fait avec un nombre d’onde k et elle
joue le role du temps qui figurait les problémes 2D que nous avons traités
jusqu’ici. On peut ainsi écrire une équation pour le champ électrique £(r)
qui est formellement identique a celle d’une particule massive évoluant a
deux dimensions :

08 1 <325 825> ko An(r)

no
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FIGURE V.29. Série de guides d’onde paralléles formant un réseau hexagonal
de coté a = 15 um. La longueur de propagation est de 10 cm. Chaque guide est
elliptique avec pour grand et petit axes 11 et 4 pm. Gauche : figure extraite de
RECHTSMAN, ZEUNER et al. (2013b). Droite : figure extraite de RECHTSMAN,
ZEUNER et al. (2013a).

Plus précisément, chaque guide d’onde ne contient qu'un mode transverse
et la lumiere peut passer d'un guide au guide voisin du fait du couplage
par onde évanescente. On réalise ainsi une situation tres proche du régime
de Hubbard et du modéle des liaisons fortes pour décrire le mouvement
d’une particule sur un réseau. En particulier, pour un réseau infini, la dy-
namique du champ électrique £(r) dans le plan zy au fur et & mesure de
la progression le long de 1’axe z est bien décrite par des bandes d’énergie

E(qz, qy)-

Pour passer du réseau hexagonal simple au modéle de Haldane, la mo-
dulation temporelle étudiée plus haut est implémentée ici en donnant une
forme hélicoidale aux guides d’onde, avec environ 20 tours d’hélice sur la
distance de propagation totale de 10 cm (figure V.30a). Comme expliqué
ci dessus, cela confére aux bandes d’énergie F(q., ¢,) un caractere topolo-
gique et donne naissance a des états de bord pour un échantillon de taille
finie. En 'occurence, RECHTSMAN, ZEUNER et al. (2013a) ont travaillé avec
des échantillons de section carrée, comportant de une a quelques centaines
de guides d’onde. Pour sonder ces états de bord, ils ont injecté de la lu-
mieére sur un coté du carré et mesuré la distribution de la lumiere en sortie,

FIGURE V.30. Gauche : guides d’onde torsadés, permettant d'implémenter la mo-
dulation temporelle étudiée dans ce chapitre et conduisant a des bandes topolo-
giques. Droite : états de bord observés pour un rayon de I'hélice égal a 8 ym. Fi-
gures extraites de RECHTSMAN, ZEUNER et al. (2013a).

apres propagation sur 10 cm.

Un exemple typique est représenté sur la figure V.30b, avec deux carac-
téristiques importantes :

— Lalumiére n’a pratiquement pas diffusé vers le coeur de 1’échantillon.

— Lalumiere a progressé le long du bord de maniére chirale, en longeant
la frontiére de 1’échantillon dans le sens des aiguilles d"une montre.

— Cet état de bord chiral est robuste : méme au passage sur le coin su-
périeur droit de 1’échantillon, il n'y a pratiquement pas eu de rétro-
réflexion; la lumieére a ensuite longé vers le bas le bord droit de
I’échantillon.

Dans leur article, RECHTSMAN, ZEUNER et al. (2013a) ont procédé a
des tests complémentaires pour vérifier la pertinence du modéle, comme
I'influence du rayon de courbure de I'hélice, ou encore le role de défauts
volontairement ajoutés sur le bord de 1’échantillon.
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3-6 Effet Hall de spin

Nous nous sommes concentrés dans ce chapitre sur la méthode la plus
simple pour créer des bandes d’énergie de topologie non triviale : nous
avons considéré une particule sans spin et nous nous sommes placés dans
une situation ol I'invariance par renversement du temps était brisée. Cela
permet d’obtenir une courbure de Berry telle que 2_4 # —(24 et donc une
intégrale non nulle pour cette courbure de Berry (i.e. un nombre de Chern

C #0).

A partir de 2005, on a commencé a réaliser qu'il était également pos-
sible d’obtenir une topologie non triviale pour des problémes invariants
par renversement du temps, pourvu que l'on tire parti d'un degré de li-
berté de spin 1 et | (ou de pseudo-spin) (KANE & MELE 2005a; KANE &
MELE 2005b; BERNEVIG, HUGHES et al. 2006). L'idée de base est de réali-
ser une situation ott les nombres de Chern C; et C| prennent des valeurs
égales en valeur absolue, mais de signes opposés. Il y a toujours |C| ca-
naux de bord par spin; ces canaux circulent dans des sens opposés, ce qui
est bien compatible avec l'invariance par renversement du temps. La pre-
miere mise en évidence expérimentale de I'effet Hall de spin a été décrite
par KONIG, WIEDMANN et al. (2007).

Nous n’allons pas reprendre ici 1’algebre correspondant a la description
de cet effet Hall de spin, qui est voisine de ce que nous avons rencontré
jusqu’ici — avec la complication due a l’existence de deux états internes
pour les particules au lieu d’un. Signalons simplement que la robustesse
des états de bords est assurée s'il ne peut pas y avoir de diffusion depuis
le canal 1 vers le canal |, et réciproquement. Pour des fermions, l'inva-
riance par renversement du temps 8 garantit une protection topologique en
empéchant 'hybridation entre ces deux canaux et donc la rétro-diffusion
sur d’éventuels défauts. Pour des bosons, en particulier pour des photons,
cette protection n’existe pas de maniere aussi forte, méme si des versions
plus faibles ont été analysées (WU & Hu 2015).

Une expérience récente menée au JQI de 1'Université du Maryland a
permis de mettre en évidence ces canaux de bords pour des photons indi-
viduels (BARIK, KARASAHIN et al. 2018). On part de nouveau d’un maté-
riau formé de cellules hexagonales, en I'occurrence un cristal photonique

8. valable en ’absence d’'impuretés magnétiques
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FIGURE V.31. Figure extraite de BARIK, KARASAHIN et al. (2018).

FIGURE V.32. Fiqure extraite de BARIK, KARASAHIN et al. (2018)

(membrane de GaAs de 0.16 um d’épaisseur) dans lequel on découpe des
ensembles de 6 triangles équilatéraux comme sur la figure V.31. On réalise
deux phases topologiquement distinctes en

— poussant les trous triangulaires vers 'extérieur de chaque hexagone,
comme sur la partie supérieure de la figure V.31;

— poussant les trous triangulaires vers l'intérieur de chaque hexagone,
comme sur la partie inférieure de la figure V.31;

A la frontiere entre deux zones correspondant a ces phases (figure
V1.20), on s’attend a voir apparaitre des courants de bord. Plus précisé-
ment, on s’intéresse dans cette expérience a la propagation d'un champ
électromagnétique, avec le champ magnétique perpendiculaire au plan des
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hexagones et le champ électrique dans le plan. Le pseudo-spin correspond
a la polarisation de ce champ électrique : les deux canaux de bord circulant
en sens opposé correspondent aux deux polarisations circulaires o~ ou o ™.

La lumiere est injectée dans ce matériau grace a des boites quantiques
placées au sein méme de la membrane de GaAs. On éclaire une zone pré-
cise de I’échantillon de fagon a n’exciter que les boites de cette zone (50
boites/pm?). Un champ magnétique important (9 Tesla) leve la dégéné-
rescence entre les polarisations o4, ce qui permet de déterminer la polari-
sation d’un photon détecté en mesurant sa longueur d’onde. Ainsi sur la
figure VI.20, on éclaire la zone M et on détecte les photons dans les zones
L (left) et R (right). On vérifie qu’il y a bien une relation bi-univoque entre
la polarisation du photon et le sens du canal de bord (figure V.33). On vé-
rifie également la robustesse (relative) de ces canaux de bord. Les photons
ont réussi a "prendre le virage" de la frontiere entre les deux régions. Une
analyse de la distribution temporelle des photons (la fonction de corréla-
tion d’intensité g?(7)) montre le caractére "particulaire” de cette propaga-
tion par canaux de bord, le dégroupement des photons émis par une boite
quantique restant vérifié au niveau des détecteurs.

Ce type de dispositif, protégé topologiquement, permet d’envisager des
applications nouvelles en terme d’intrication quantique entre émetteurs,
ainsi que la construction de portes logiques quantiques intégrées [voir par
exemple LODAHL, MAHMOODIAN et al. (2017) et AMO (2018)].

Appendice : les couplages aux second voisins

Modele de Haldane

Avec la convention de la figure V.2, les couplages du site A de la cellule
7T a ses six seconds voisins s’écrivent pour le modéle de Haldane :

3
—J' Z (e+i¢°\A,rj><A,rj — po| + e A P (A + p.l) + He.

a=1

(V.71)
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FIGURE V.33. Figure extraite de BARIK, KARASAHIN et al. (2018)
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et pour le site B de cette méme cellule :

3
_J Z (e—i%\B,rj)(B,rj —pal + e+i¢o|B,rj>(B,rj +pa\) +Hec.

a=1
(V.72)
Partant de la fonction de Bloch
[a) = D™ (cqld,mj) + Bl Bomj)) (V73)
J
écrivons 1’équation aux valeurs propres pour ’hamiltonien
Hlvg) = Eqlba) = (A 75|H|bq) = Eq (A,milibg) (V.74)

ce qui donne pour le couplage aux seconds voisins

3
~Tag Y (e iR TG Te) ) = By ag @75 (V.T5)

a=1
ou encore

3
Hyan = 7‘]/2 (e+i(¢0*Q'pa) +ei(7¢0+q.pa))

a=1

3
— 72J’Zcos(q~pa — ¢0) -

a=1

(V.76)

Le passage de H, a4 a4 Hy pp se fait en changeant ¢y en —¢q [cf. (V.71-
V.72)].

Le mur de briques

En parallele avec ce que nous avons fait pour le réseau hexagonal, in-
troduisons les deux vecteurs p,, « =1,2:

-1 -1
pr=—a=\{_4)> pr=ax=1{ 4 |-

(V.77)
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La convention de la figure V.2 que nous avons adoptée pour déterminer
la phase associée a un lien tunnel donne donc pour le choix représenté en
figure V.7 :

2
—J' Z (e+i¢0|A7rj><Aarj - pa‘ + eii(bO‘AvrjMAarj + pa|) +H.c.

a=1

(V.78)
L’algebre est ensuite identique a celle qui précéde pour le modele de Hal-
dane [cf. eq. (V.76)], la seule différence étant que la somme sur « vade 1 a
2 (au lieu de 1 a 3).






Chapitre VI

Le modele de Harper-Hofstadter : I’effet Hall retrouvé

Nous abordons dans ce dernier chapitre le probleme qui est en fait a
I'origine de la notion de bandes topologiques : I'effet Hall quantique. C’est
en effet ’analyse du mouvement quantique a deux dimensions d’un en-
semble de charges placées dans un champ magnétique qui a montré la
quantification de grandeurs liées au transport, comme la conductivité de
Hall, et qui a mis en avant I'importance des états de bords. C’est également
cette analyse qui a permis de dégager la notion de robustesse topologique
en physique de la matiére condensée.

Aprioril'étude de 1'effet Hall quantique ne nécessite pas de réseau sous-
jacent. On trouve cet effet si les particules se déplacent librement dans le
plan zy, sous le seul effet du champ magnétique B = Bu.; le spectre
en énergie correspond alors aux niveaux de Landau. Toutefois, dans le but
de faire le lien avec les cours qui précedent et pour décrire précisément
les expériences récentes en photonique et en physique des atomes froids,
nous allons nous concentrer essentiellement sur le cas ot1 un potentiel pé-
riodique V' (r) est également présent dans le plan zy. La possibilité de trai-
ter ce potentiel dans la limite des liaisons fortes permet alors de simplifier
considérablement I'analyse : c’est le modéle de Harper—Hofstadter.

Une fois ce modele posé, nous étudierons ses implémentations récentes
en physique atomique et en photonique. Nous verrons comment elles ont
permis la mesure explicite du nombre de Chern des bandes d’énergie.
Nous montrerons également comment les états de bord associés a cette
topologie non triviale permettent de réaliser de nouveaux dispositifs, des
lasers topologiques, qui exploitent la robustesse des bandes ainsi formées.
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Nous terminerons ce chapitre par un bref apergu des nouvelles possibi-
lités ouvertes par l'exploitation des degrés de liberté internes des atomes.
Ces degrés de liberté peuvent a eux seuls former une dimension de l'es-
pace, on parle alors de dimension synthétique. On peut également les utiliser
pour enrichir le "paysage énergétique” dans lequel les particules évoluent :
les bandes d’énergie qui apparaissent pour ces "états habillés" peuvent
elles aussi posséder une topologie non triviale, trés similaire a celle d'un
niveau de Landau. Pour finir, nous montrerons comment cet "habillage"
des atomes par la lumieére peut donner naissance a des interactions non

locales entre particules.

1 Le modele de Harper-Hofstadter

L’effet Hall quantique concerne le mouvement de particules chargées
en mouvement libre dans le plan zy, en présence d’'un champ magnétique
B = Bu, perpendiculaire a ce plan. Le modeéle de Harper-Hofstadter !
est une version discrétisée de ce probleme : les particules sont placées sur
un réseau régulier, carré ou triangulaire, décrit dans la limite des liaisons
fortes avec uniquement des couplages entre premiers voisins. La présence

1. Plus précisément, HARPER (1955) a montré que 1'étude de ce mouvement se ramenait
a un probléme uni-dimensionnel, dont il a étudié la limite en champ faible, retrouvant ainsi
les niveaux de Landau. HOFSTADTER (1976) a approfondi cette étude en montrant la nature
fractale du spectre, qui devient significative pour de grands champs magnétiques.
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du champ magnétique est prise en compte par des amplitudes de saut com-
plexes entre sites adjacents.

Dans cette partie, nous allons commencer par rappeler quelques résul-
tats du probleme continu, en particulier le spectre en niveaux de Landau
équidistants, avant de passer au probleme discrétisé.

1-1 Les niveaux de Landau

Nous commengons notre discussion par un bref rappel concernant le
traitement quantique du mouvement d’une particule chargée dans un
champ magnétique uniforme B = B u,. Ce probléme est abordé dans de
nombreux ouvrages de mécanique quantique [voir par exemple COHEN-
TANNOUD]JI, D1U et al. (1973)] et nous 1’avons étudié en détail dans le cours
2013-14. Nous allons donc nous borner ici a donner les quelques éléments
pertinents en relation avec notre théme principal, les bandes d’énergie to-
pologiques.

L’hamiltonien décrivant le mouvement de la particule de masse m et de
charge e s’écrit

H=(p—eA®))?/2m (VL1)

ou 7 et p = —iAV, désignent les opérateurs position et impulsion de la
particule. Le potentiel vecteur est défini a une transformation de jauge pres
et vérifie

V x A=B. (V1.2)

Nous nous limiterons ici au mouvement de la particule dans le plan xy per-
pendiculaire au champ magnétique. Le spectre en énergie s’obtient simple-
ment en remarquant que '’hamiltonien peut encore s’écrire

S -
= (Hm + Hy) : (VL3)
ot ’on a introduit I’opérateur quantité de mouvement
II = p — eA(#). (V1L4)

Les deux composantes de cet opérateur vérifient la relation de commuta-
tion

[M1,,11,] = i heB (VL5)
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de sorte que l'algebre de ces composantes est formellement identique a
celle d’un oscillateur harmonique

. hw 7~ A A A
=" (X2 n P2) avec [X,P]=i. (VL6)
On déduit de cette équivalence que le spectre est composé de niveaux équi-

distants appelés niveaux de Landau :

E, = hw. (n+1/2) avec w. = eB/m, (V1.7)

w, représentant la fréquence cyclotron de la particule dans le champ B.

Une étude détaillée des états propres associés a ce spectre en énergie
montre que chaque niveau de Landau posseéde une dégénérescence macro-
scopique

dégénérescence = 2 (VL8)
ou S est la surface de 'échantillon et
¢ = (h/eB)'/? (VL9)

est la longueur magnétique.

Nous obtenons donc un spectre de bande similaire a celui d"une parti-
cule dans un potentiel périodique, a ceci pres que chaque bande est infini-
ment étroite. Un calcul détaillé permet de montrer que le nombre de Chern
Cde chaque niveau de Landau vaut 1. Cela conduit a une conductivité de
Hall o, non nulle, ce qui généralise en fait un résultat bien connu de mé-
canique classique : quand on applique une force F' = Fu, (par exemple
grace a un champ électrique) sur une particule chargée placée dans un
champ magnétique orienté selon z, la particule se déplace en moyenne le
long de I'axe y. Ce déplacement peut étre vu comme un cas particulier de
la vitesse anormale que nous avons rencontrée au chapitre 4.

1-2 Réseau carré et champ magnétique

Nous passons maintenant au probleme de Harper—Hofstadter, qui
consiste a transposer la question précédente a un espace discrétisé. Plus
précisément, nous souhaitons modéliser le mouvement d’une particule sur
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FIGURE VI.1. Réseau carré a deux dimensions de pas a en présence d’un champ
magnétique B orthogonal au plan.

un réseau carré de coté a, dans le cas ol la particule est chargée et soumise
a un champ magnétique uniforme perpendiculaire au plan du réseau (fi-
gure VL.1). Nous supposerons qu’il est légitime de limiter les couplages
aux sites les plus proches et nous nous limiterons & I’approximation a une
bande : une base de 'espace des états de la particule est donnée par {|4;)},
ot la paire d’entiers relatifs j = (j, j,) repére la position de chaque site :

Aj v 1y =a(Jaug + jyuy). (VI.10)
En champ magnétique nul, I'hamiltonien s’écrit
Hy=—J Y |A;)(Az], (VL11)

(3,3")

ot la notation (j, j') restreint la somme sur les couples de proches voisins.
Comme nous 'avons vu dans les chapitres précédents, les états propres de
cet hamiltonien périodique pour une cellule unité a un site sont les fonc-

tions de Bloch '
) = > €ITI|A;) (VL12)
J

et leur énergie est
Eq = —2J [cos(gga) + cos(gya)], (VL.13)

ce qui correspond a une bande d’énergie de largeur 8.J.
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FIGURE V1.2. Pour tout contour C sur le réseau carré, le choix des phases v(j —
j') doit conduire a la valeur correcte de la phase de Aharonov—Bohm ®(C) =
(e/h)¢, oit ¢ est le flux du champ magnétique a travers le contour.

La présence du champ magnétique est prise en compte dans cette ap-
proximation a une bande en attribuant une valeur complexe aux éléments
de matrice tunnel entre sites adjacents (phase de Peierls) :

J  remplacé par  J exp[iv(j — j)], (V1.14)
avec pour préserver le caractere hermitien de ’hamiltonien
J=D) = (Jeni=I) T s (s )= (G o 5. (V119)

Les phases individuelles y(j — j') sont choisies de maniére a ce que la
phase de Aharonov-Bohm &®(C) accumulée le long d’un contour fermé :

eC)= Y G -5 (VIL.16)
contour
vérifie
@(C)z%(b mod (2r), (VL17)

ou ¢ est le flux de B a travers le contour considéré (figure VI.2). Il y a bien
stir un nombre infini de choix possibles pour les y(j — j') : c’est le principe
de l'invariance de jauge.
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j+uy‘ VG + g = G+ e +uy) | JF U + Uy

Y = F+uy)
"/(.7. + Uy — J +uy + uy)

Y(d = J+ ua)

, L
J J+ug

FIGURE V1.3. Facteurs de phase sur les bords d'une cellule unité donnée. La
somme algébrique des coefficients  doit vérifier la contrainte (V1.18).

En utilisant 1’additivité déduite de (VI.15), on se convaincra aisément
qu'une condition nécessaire et suffisante pour que la relation (V1.17) soit
vérifiée pour tout contour C est de la satisfaire pour chaque cellule carrée
élémentaire. En suivant les bords d’une cellule unité carrée de surface a?
dans le sens direct (figure VI.3), on doit donc avoir :

(I)cellule 7(] — .7 + ux) + '7(.7 +uy; — .7 +u, + uy)
qa’B

h

- V(j"i'uy_>j+ua:+uy)_'7(j_>j+uy):

Substitution de Peierls. Un moyen simple pour trouver un ensemble de
coefficients y(j — j') satisfaisant (V1.18) consiste a se donner un potentiel
vecteur A(r) pour le probleme continu (c’est-a-dire faire un choix de jauge)
et a poser que

aj’
G =5 = %/ A(r) - dr. (VL19)
aj
Cette prescription fournit un ensemble convenable pour les coefficients v
puisque l'intégrale de contour §, A - dr est par définition égale au flux du
champ magnétique a travers ce contour C.

(VL18)

mod (27)
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Valeurs du champ magnétique. Dans ce probleme discrétisé, le champ
magnétique se caractérise donc entierement par la phase ®cepule qu'il crée
a travers une cellule unité, c’est-a-dire par le nombre o défini par

o = Beeliule (V1.20)
2T

Ceci vient imposer une valeur maximale pertinente : si le champ est tel
que Pceliule = 27, il n"aura aucun effet puisqu’on peut le décrire par des
coefficients tunnel tous réels positifs, comme pour le champ B = 0.

1-3 Nouvelle périodicité dans le cas rationnel

Le fait d’attribuer une phase v(j — j') aux coefficients tunnel fait
perdre la périodicité initiale du probléeme et vient compliquer considéra-
blement la recherche du spectre de ’hamiltonien. Toutefois, on peut re-
trouver un probleme périodique — mais de plus grande période spatiale —
quand « est un nombre rationnel :

p
a=—.

p

(VI.21)

Considérons en effet le choix suivant, déduit de la jauge de Landau A(r) =
—Byu, :
— Les coefficients tunnel le long de la direction y restent tous réels et
égaux a J, soit :

VG =G Euy) =1 (V1.22)

— Les coefficients tunnel le long de la direction = ont pour valeur
J expliy(j — j')] avec
’a
™ pf]y .
p
Avec ce choix, on constate que ’hamiltonien est périodique de période a
selon x et de période pa selon y. Ces coefficients tunnel sont indiqués sur la

figure V1.4 pour le cas particulier &« = 1/4, soit p’ = 1, p = 4, correspondant
a une phase Aharonov-Bohm de /2 par plaquette.

YI = J+uy) =2 (V1.23)

Le fait de retrouver un probléme périodique va nous permettre d’uti-
liser a nouveau le théoreme de Bloch pour rechercher les états propres et
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e—idm/2 _
e—i37'r/2 =i
|
e 2 — |
e—iXO =1

FIGURE VI.4. Jauge de Landau pour le probleme de Harper—Hofstadter avec un
flux 1/4, c’est-a-dire une phase de Aharonov—Bohm ®cepnie = 7/2 par cellule du
réseau carré initial (phase mesurée dans le sens trigonométrique). La zone grisée
d’aire 4a® représente une cellule magnétique unité possible pour ce choix de jauge.
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les énergies associées. Toutefois, nous notons que la nouvelle cellule unité,
appelée cellule magnétique unité, a maintenant une taille @ x pa. Il y a donc
p sites par cellule magnétique unité, ce qui va donner naissance a p bandes
d’énergie a partie de la bande initiale de largeur 8.J trouvée en 1’absence de
champ magnétique. Ce point est a contraster avec le modeéle de Haldane,
pour lequel I'introduction de phases complexes sur les coefficients tunnel
ne changeait pas la taille de la cellule unité initiale.

Ce choix de cellule magnétique unité n’est bien siir pas le seul possible.
Dans le cas Pcenule = 7/2, une autre possibilité est indiquée sur la figure
VL5 et conduit a une cellule unité magnétique carrée 2a x 2a (son aire to-
tale de 4a® n’est pas modifiée par rapport a la figure V1.4); cette seconde
possibilité est en fait plus pertinente pour l'expérience de AIDELSBURGER,
LOHSE et al. (2015) que nous décrirons un peu plus loin, car les coeffi-
cients complexes choisis ici se connectent plus naturellement & ceux obte-
nus quand on branche ou éteint les faisceaux lumineux formant le réseau
optique.

1-4 Spectre de ’hamiltonien

Nous supposons dans ce qui suit que le parametre o est un nombre
rationnel qui s’écrit @« = p’/p. La forme du spectre de ’hamiltonien ne
dépend bien stir pas du choix de jauge. Plagcons-nous dans la jauge de Lan-
dau, avec la position d"une cellule unité repérée par :

;= a(jo Uz + Dy Uy). (V1.24)

Pour un moment de Bloch g donné, une fonction périodique sur le réseau
est caractérisée par ses p amplitudes aq ., v = 1,...,p sur les p sites 4; ,
composant la cellule magnétique j :

ug) = agu [ D 145.) | - (V1.25)
v=1 7

Les états de Bloch s’écrivent quant a eux

[hg) =) €™ (Z aq,ylArj,») : (VL.26)
J v=1
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FIGURE VL5. Autre choix de jauge possible pour le probleme de Harper—
Hofstadter avec un flux 1/4, c’est-a-dire une phase de Aharonov—Bohm ®cepjyie =
7/2 par cellule du réseau carré initial (phase mesurée dans le sens trigonomé-
trique). La zone grisée d'aire 4a* représente une cellule magnétique unité possible
pour ce choix de jauge.

En reportant cette expression dans I'équation aux valeurs propres pour
I'hamiltonien pour I’énergie F4, on obtient une équation matricielle pour
le vecteur colonne a p composantes

Qq,1
Qg2
Vg = (V1.27)
Qq,p
qui s’écrit sous la forme
HyVy = EgVy. (VL.28)
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ch‘
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qya/m qza/m

FIGURE V1.6. Bandes d’énergie pour le modele de Harper-Hofstadter pour le
flux oo = 1/4, avec la cellule magnétique unité de la figure V1.4, correspondant i
la jauge de Landau.

La matrice carrée H, a pour taille p x p et elle s’écrit par exemple pour
a=1/4:

2 cos(agy) 1 0 etiaay
o 1 2cos(ag, + 7/2) 1 0
Hq=—=J 0 1 2 cos(aqy + ) 1
e 4iagy 0 1 2 cos(agy + 37/2)
(V1.29)
Les 4 bandes d’énergie correspondantes,
By =+J {4 +2[2+ cos®(2aq,) + cos?(2ag,)] 2} , (VL30)

tracées sur la figure V1.6, sont disposées symétriquement par rapport a
E = 0. Les deux bandes extrémes sont séparées des autres par un gap
alors que les deux bandes intermédiaires se touchent en 4 points de Dirac
a l'intérieur de la zone de Brillouin | — 7 /a, +m/a]x] — w/(4a), +7/(4a)].

On peut également mener cette recherche des énergies avec le choix de
cellule magnétique unité carrée, indiquée sur la figure VL.5. En repérant
les 4 sites qui la composent par les lettres A, B, C, D comme indiqué sur la
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figure VL5, on peut écrire une fonction de Bloch sous la forme
the) = Zeiqq‘j (aqlAj) + bq|Bj) + cq|Cj) + dq|Dj)) (VL.31)
J

ol j désigne désormais la position de la cellule magnétique unité de taille
2a X 2a

r; = 2a (Joug + jyuy) - (VL32)
L’équation aux valeurs propres pour I’hamiltonien s’écrit
H,V, = E,Vy (VL33)
avec
0 1—ie7iQ 1 —je i@ 0 aq
_ 1+ iel@= 0 0 —i+e @ | b
Ha==711 10, 0 0 1 +ie-i@ |0 Va= Cq
0 i+e@  1-—iel@ 0 dq
(VL34)

oul’on a posé Q. = 2ag, et Q, = 2aq, pour alléger I'écriture. Les 4 valeurs

z 4

propres de H, pour ce choix de cellule magnétique unité s’écrivent
2 2 1/2\1/2
Eq=+J {4 + 2 [4 — cos®(2¢a) — cos®(2gya)] } , (VL35)

et sont tracées sur la figure quand g varie dans la zone de Brillouin carrée

—5- < Gz,qy < 5-.0Onretrouve bien s, avec une disposition différente,

les mémes éléments qu’en figure VL.6.

Rappelons finalement la forme du spectre de ’hamiltonien obtenu
quand on fait varier le parametre « entre 0 et 1, en nous limitant aux va-
leurs rationnelles pour conserver un probléeme périodique. Ce spectre, de
nature fractale et appelé papillon de Hofstadter (HOFSTADTER 1976), est
représenté sur la figure VI.8. Le calcul numérique a été fait pour tous les
rationnels p’ /p avec les entiers p, p’ allant de 1 & 100. La discussion détaillée
de ce spectre a été faite dans le cours 2013-14.

1-5 Topologie des bandes d’énergie

Une fois déterminés les énergies et les états propres de I’hamiltonien
périodique H,, on peut calculer la courbure de Berry fo ) et le nombre

E/(2J)

L0500 0

2qza/m 2qya/m

FIGURE V1.7. Bandes d'énergie pour le modele de Harper—Hofstadter pour le flux
a = 1/4, avec la cellule magnétique unité carrée de la figure VI.5.

de Chern C) pour chaque bande d’énergie. Le calcul de C) a été fait
par THOULESS, KOHMOTO et al. (1982); il passe par la résolution d'une
équation diophantienne, c’est-a-dire une équation algébrique a coefficients
entiers. Nous ne discuterons pas le cas général, assez technique, et nous al-
lons nous concentrer sur le cas a = 1/p. On trouve alors le résultat simple
suivant :

— Si p est impair, toutes les bandes ont pour nombre de Chern C = 1,
sauf la bande centrale pour laquelle on trouve C = —p + 1. La somme
de tous les nombres de Chern est nulle comme attendu (cf. chap. 5).

— Si p est pair, les deux bandes centrales se touchent en des points de
Dirac, comme on l'a vu dans le cas o = 1/4. Le nombre de Chern pour
cette paire de bandes est C = —p + 2 et toutes les autres bandes ont
pour nombre de Chern C = 1. La aussi, la somme de tous les nombres
de Chern est nulle.

Nous avons déja indiqué au chapitre 5 que la courbure de Berry (),
dépend de la maniere dont on encode la position de chaque site a I'inté-
rieur d'une cellule unité. Pour les expériences dans lesquelles on agit sur
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FIGURE VL.9. Courbure de Berry pour la bande fondamentale du modéle de
4. Harper—Hofstadter pour le flux 1/4. Ce résultat a été obtenu avec un encodage
, | . de la position de chaque site a l'intérieur de la cellule unité magnétique.
0.0 05 1.0

.....

a = p' [p rationnel entre 0 et 1, et p,p’ entiers inférieurs a 100.

les atomes avec une force extérieure, il est judicieux d’encoder explicite-
ment cette position R, v = 1,...,p dans la définition de |ugq) et [1)4). Cela
revient a écrire la fonction périodique (VI.25) plutét sous la forme :

p
[ug) = 3 Ggu €T | D 144.)
v=1 7

(VL.36)

et utiliser I'hamiltonien périodique H, défini a partir des coefficients dq .

La courbure de Berry pour la bande fondamentale et pour cet encodage
de la position est tracée en figure V1.9 pour oo = 1/4 (calcul fait en jauge
de Landau). On vérifie numériquement que son intégrale sur la zone de
Brillouin est bien égale a 27, ce qui correspond & C = 1. Un tracé similaire
serait obtenu a partir de la zone magnétique unité carrée de la figure VL5.
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Quand on diminue la valeur de & = 1/p, on constate que la courbure
de Berry de la bande fondamentale devient de plus en homogene sur I'en-
semble de la zone de Brillouin. Ainsi, pour o = 1/8, la variation relative
de Qg est inférieure a 5 %. Notons que ce résultat n’est valable que sil’on a
encodé la position comme en (VI.36). Pour le choix (V1.25), la courbure de
Berry reste fortement modulée méme pour de trés faibles valeurs de c.

2 Le modeéle de HH avec des atomes

2-1 Premiéres propositions, premiéres expériences

Une idée simple pour imprimer la phase v(j5 — j') quand un atome
saute du site j au site j' est d’induire ce saut avec de la lumiére : le saut se
fait si et seulement si I'atome effectue un processus Raman stimulé entre
deux états correspondant a des sites voisins. Dans un tel processus, appelé
effet tunnel assisté par laser,1’atome absorbe un photon de vecteur d’onde k4,
puis effectue une émission stimulée d’un photon de vecteur d’onde k. La
phase relative des deux faisceaux lumineux s’imprime alors sur la fonction
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FIGURE VI.10. Principe de I'effet tunnel assisté par laser pour des atomes de
moment magnétique y. Un gradient de champ magnétique b’ 1eve la dégénéres-
cence entre sites adjacents distants de a et bloque I'effet tunnel direct. Une paire
de faisceaux lumineux avec la différence de fréquence wi — wo = pb'a/h rétablit
un couplage résonnant entre sites, avec la phase relative e'(¥1=*2)"3 "imprimée”
lors de la transition.

d’onde atomique via le coefficient tunnel J qui devient complexe.

Cette proposition a été faite initialement par JAKSCH & ZOLLER (2003).
On part d’un réseau carré standard dans lequel on inhibe ’effet tunnel or-
dinaire le long d"une direction, y par exemple, en appliquant un gradient
de champ magnétique b’ de sorte que deux sites adjacents j et j + u, ont
une différence d’énergie A = ub'a bien supérieure au couplage tunnel J
(on suppose ici que les atomes sont préparés dans un sous-niveau Zeeman
de moment magnétique x non nul). On envoie ensuite une paire de fais-
ceaux laser de vecteurs d’onde k; et de fréquence w;, i = 1,2, avec le choix
de fréquence w; — wp = A qui permet d’induire une transition résonante
entre les sites adjacents (figure VI.10). La phase du coefficient tunnel asso-
cié a cette transition est directement reliée a la phase relative des faisceaux
laser en ce point, c’est-a-dire ei(F1=k2)"5,

Cette méthode a été mise en ceuvre par AIDELSBURGER, ATALA et al.
(2013) a Munich et MIYAKE, SIVILOGLOU et al. (2013) au MIT, respective-
ment pour « = 1/4 et o = 1/2. Ces premieres expériences ont essentielle-
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ment consisté a mesurer la structure de bande et a observer le mouvement
cyclotron; elles ont été décrites dans le cours 2013-14 et nous ne les re-
prendrons donc pas ici de maniere détaillée. Puisque I'on applique sur les
atomes un potentiel dépendant périodiquement du temps, son traitement
théorique quantitatif utilise le formalisme de Floquet. Il est voisin de ce
que nous avons fait au chapitre précédent pour le modele de Haldane, a
ceci pres que I'on s’intéresse ici a une perturbation résonnante alors qu’on
utilisait auparavant une perturbation de haute fréquence.

Le résultat s"énonce simplement dans le cadre d'un modele a deux sites
|a) et |b), en prenant une perturbation périodique consistant & moduler
I'énergie d'un des deux sites. Partant de '’hamiltonien

H(t) = —J (|la)(b] + |b){a]) + A By + £ cos(wt + ¢) P, (V1.37)
ott P, et P, sont les projecteurs sur les états a et b, on peut montrer que
dans le cas résonant A = fiw > J, la dynamique a long terme est régie par
I’hamiltonien effectif (ECKARDT & HOLTHAUS 2007)

Heg = —J T (k/Tw) (€' |a)(b] + e |b)(al) (VL38)
ol J; est la fonction de Bessel de premiere espece. L'effet tunnel entre les
deux sites a et b est donc bien restauré, avec une facteur de phase de Peierls
qui dépend de la phase de la modulation. Notons que dans ce modéle a
deux sites, la phase ¢ peut étre éliminée? de (V1.38) par un changement de
jauge qui consiste a rédéfinir I'état a : |@) = e!?|a). Ce n’est heureusement
pas le cas pour un réseau a deux dimensions, lorsque la phase ¢ dépend
de la position; ce cas est analysé de maniere détaillée dans GOLDMAN,
DALIBARD et al. (2015).

2-2  Super-réseau et projection de bandes

L'utilisation d'un gradient de champ magnétique pour lever la dégéné-
rescence entre sites voisins pose des problémes pratiques liés aux fluctua-
tions du champ magnétique ambiant. Ces fluctuations viennent brouiller
la phase de Peierls que 1’on cherche a imposer par ’effet tunnel assisté par

2. En d’autres termes, la physique ne peut pas dépendre du choix de 'origine du temps
dans (VI.37).
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FIGURE VI.11. Un potentiel de super-réseau a deux dimensions permet de le-
ver la dégénérescence entre 4 sites d'un réseau carré, avec les énergies £4 = 0,
Ep =A+6, Ec =9, Ep = A+ 26, ot le repérage des états A, B, C, D est le
méme qu’en figure V1.5. Une modulation dans le temps i la pulsation A /h permet
ensuite (a I'approximation du champ tournant) d’arriver aux énergies (V1.40).

laser, et elles ont empéché les groupes de Munich et du MIT de mettre en
évidence les propriétés topologiques de leur réseau.

Pour contourner cette difficulté, le groupe de Munich a adopté une stra-
tégie légerement différente qui consiste a éliminer tout champ magnétique
(AIDELSBURGER, LOHSE et al. 2015). La levée de dégénérescence entre sites
adjacents se fait maintenant par un super-réseau, une méthode que nous
avons déja rencontrée dans les problemes 1D et qui avait été proposée dans
ce contexte par GERBIER & DALIBARD (2010). Plus précisément, on dispose
des ingrédients suivants (figure VI.11) :

— Un réseau carré dans lequel tous les sites sont équivalents avec un
coefficient tunnel J entre proches voisins.

— Un super-réseau le long de 1’axe = de sorte que les sites B, D représen-
tés sur la figure VI.5 ont un surplus d’énergie A par rapport aux sites

A C:
Es=Ec=0,

Ep=FEp=A. (VL.39)

En premiere approximation, I’effet tunnel "nu" est inchangé le long de
y mais il est bloqué le long de = du fait de 'écart en énergie A entre
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sites voisins. La modulation va donc se faire a la pulsation A/A pour
restaurer l'effet tunnel le long de x tout en induisant une phase de
Peierls différente sur les liens A — Bet C' — D.

— Un deuxiéme super-réseau le long des deux axes x et y vient donner
un surplus d’énergie § aux sites B et C, et 20 au site D.

Une fois pris en compte le potentiel additionnel modulé dans le temps

a la fréquence A /A, on obtient un hamiltonien effectif avec les énergies sur
site :

Ey=-0, Eg=FEc=0, FEp=+4§ (VI.40)

qui viennent s’ajouter a I’hamiltonien de Harper étudié en premiére partie.

L'intérét du super-réseau d’énergie ¢ est de produire une cellule unité
a quatre sites comme celle de ’hamiltonien de Harper, mais avec un pa-
rametre de contrdle supplémentaire. Pour ¢ grand, la bande la plus basse
correspond simplement a placer les atomes sur les sites A. Une étude plus
poussée montre que '’hamiltonien périodique correspondant

§/J  1—ie i@ 1 —ie i@ 0
- B 1 +iel@= 0 0 —i+eiQu
Ho(0) = =7 || il 0 0 T (VL41)
0 i+ el@ 1 —iel@= —0/J

conduit a des bandes topologiquement non triviales si et seulement si

6] < 2. (V1.42)

On peut alors adopter la procédure expérimentale suivante :

1. On branche les réseaux et super-réseaux a ¢ et A, de facon a placer
tous les atomes dans les sites de basse énergie (A).

2. On branche lentement (30 ms) la modulation a la pulsation w = A/F,
tout en gardant J grand; a ce stade, la dynamique des atomes est en-
core figée.

3. On diminue adiabatiquement J jusqu’a la valeur 0 pour atteindre 1'ha-
miltonien de Harper pour un flux o = 1/4. Cette diminution implique
un passage par le point singulier § = 2.J ot la topologie de la bande
fondamentale devient non triviale. Toutefois, les populations des 4
bandes restent & peu pres constantes dans cette opération qui dure
également 30 ms.
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FIGURE VI.12. Procédure de chargement de la bande fondamentale du réseau de
Harper—Hofstadter pour le flux o = 1/4 utilisée par AIDELSBURGER, LOHSE
et al. (2015). On part de la situation oii la différence d’énergie & est grande devant
le couplage tunnel, ce qui permet de positionner les atomes sur la bande fondamen-
tale composée essentiellement des sites A, cette bande étant non topologique. On
diminue ensuite lentement la valeur de § pour rentrer dans un régime de bande to-
pologique pour § = 2J, puis arriver au cas de I’hamiltonien de Harper—Hoftsadter
avec § = 0 et un flux Pcenyie = 7/2 (soit = 1/4).

4. On procede a I’'expérience désirée.

5. Pour analyser le résultat produit, on suit le chemin inverse. On analyse
la population finale des différentes bandes par la méthode de projec-
tion de bande usuelle, c’est-a-dire une extinction adiabatique du réseau
optique suivie d'un temps de vol. Chaque bande est alors associée a
un site A, B,C, D et a une zone d’impulsion bien déterminée, ce qui
permet de déterminer la population de chacune de ces bandes.

2-3 La mesure du nombre de Chern
Le point central de I'expérience de ATDELSBURGER, LOHSE et al. (2015)

a été la mesure du nombre de Chern associé a la bande fondamentale. Bien
que cette expérience ait été menée avec des bosons, le principe de la me-

137

sure est directement inspiré du résultat que nous avons rencontré au cha-
pitre précédent pour des fermions sans interaction. Dans ce cas, si la bande
en question est uniformément remplie, on sait que I'on a un courant I,
quantifié selon i quand une force uniforme F,, est appliquée selon  :

dN

AN|  _ C LF,
dt

T2 R

1,

, (V1.43)

selon y

On sait qu’il y a dans ce cas une densité surfacique p(>P) = 1/¢2 ot1 £ est la
taille de la cellule unité (¢ = 2a pour le réseau HH pour un flux a = 1/4).
Cela signifie que la vitesse moyenne des particules v, le long de I'axe y
définie par

1 dN

(D), — — 1
p e, = (VL.44)
Y Lw dt selon y
est égale a
F,0?
v = . 14
vy =C 9 Th (VL45)

Ce dernier résultat portant sur la vitesse des particules ne dépend en fait
pas de I'hypothese d'une bande completement remplie. Si 'on examine la
démonstration de la quantification de la conductance (V1.43), on constate
que le point important est le remplissage uniforme de la zone de Brillouin,
c’est-a-dire une population identique pour tous les états de Bloch. C’est a
cette condition que I'intégrale de la courbure de Berry sur le quasi-moment
fait apparaitre le nombre de Chern. En revanche, la valeur exacte de cette
population n’a pas d’importance pour établir (V1.45).

On peut donc transposer tel quel le résultat (V1.45) a des bosons, pourvu
que la bande considérée, en 'occurrence la bande fondamentale, soit uni-
formément remplie et que les autres bandes soient vides. Une telle situa-
tion pourra étre obtenue si la largeur de la bande fondamentale AFE, est
petite devant le gap entre la bande fondamentale et la premiére bande ex-
citée E; — Ep. Il suffit alors de choisir la température T telle que

AEy < kT < By — B (VL46)

pour que cette hypothese soit vérifiée. En pratique, pour le réseau HH avec
a = 1/4, on trouve (E; — Ey)/AEy ~ 7, ce qui permet de valider en pre-
miere approximation la condition (V1.46).
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FIGURE V1.13. Transport dans un réseau carré avec un flux ®cenule = 7/2
(données 1) mesuré par AIDELSBURGER, LOHSE et al. (2015). Un courant de
Hall est observé par I'intermédiaire du déplacement du centre de masse du nuage
le long de la direction y quand une force uniforme induisant des oscillations de
Bloch est appliquée le long de I'axe x pendant une durée ajustable. Aux temps
courts, seule la bande fondamentale est appréciablement peuplée, ce qui conduit
a un déplacement Ay(t) linéaire en temps. La pente correspondante est en bon
accord avec le nombre de Chern C = 1 attendu pour cette bande. Aux temps plus
longs, des processus de chauffage égalisent les populations des différentes bandes
et le courant s'interrompt. Les données 2 ont été obtenues pour une flux nul. Cette
figure a été préparée avec I'aide de Monika Aidelsburger.

Dans l'expérience de AIDELSBURGER, LOHSE et al. (2015) la force F,
est une force dipolaire, créée par le gradient d’intensité d"un faisceau auxi-
liaire. Cette force est appliquée pendant une durée variable ¢ et on me-
sure le déplacement du centre de masse du nuage d’atomes en fonction
du temps. Aux temps courts, typiquement inférieurs a 50 ms, le déplace-
ment selon y, similaire a un courant de Hall, est bien proportionnel a ¢
(figure VI.13). La valeur trouvée pour la vitesse v, est en accord avec la
valeur attendue a partir de (VL45) pour le nombre de Chern C = 1 de la
bande inférieure. Plus précisément, en prenant en compte les populations
mesurées des quatre bandes, on trouve C = 0.9 (2). Aux temps plus longs,
le chauffage provenant de la modulation résonante induit des transitions
entre les différentes bandes, qui finissent par étre également peuplées. Le
mouvement de dérive le long de l'axe y s’arréte alors, puisque la somme
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des quatre nombres de Chern est nulle. Une analyse précise de cette dyna-
mique aux temps longs, couplée a une mesure indépendante des popula-
tions de chaque bande, conduit a Ceyp, = 0.99 (5).

2-4 Le probleme du chauffage

Le fait que I'hamiltonien ait une dépendance explicite en temps intro-
duit une difficulté supplémentaire dés qu’on s’intéresse a une assemblée
de particules en interaction. En effet, il n'y a a priori pas conservation de
I'énergie associée a ’hamiltonien effectif; 1’énergie du micro-mouvement
peut étre convertie en chauffage lors de processus inélastiques intervenant
lors de la collision entre deux particules. Pour un hamiltonien contenant
des termes oscillant a la pulsation w, ces processus inélastiques corres-
pondent & I’absorption ou a 1’émission de phonons d’énergie fiw. A long
terme (sauf exceptions liées par exemple au phénomene de localisation a N
corps), on s’attend a ce qu'un systéme en interaction avec un hamiltonien
ainsi modulé atteigne une température infinie, c’est-a-dire une population
égale pour tous les niveaux d’énergie (LAZARIDES, DAS et al. 2014).

Une description de ces processus inélastiques a deux corps dans le
cadre du formalisme des ondes de Bloch a été proposée par BILITEWSKI
& COOPER (2015b) et BILITEWSKI & COOPER (2015a). Cette analyse, basée
sur la regle d’or de Fermi écrite dans le formalisme de Floquet, conduit
a un accord tres satisfaisant avec le chauffage mesuré expérimentalement
par AIDELSBURGER, LOHSE et al. (2015). Elle montre en particulier le role
important du degré de liberté selon la direction =z perpendiculaire au plan
du réseau. L'expérience de AIDELSBURGER, LOHSE et al. (2015) était faite
dans une géométrie de tubes paralléles a 1’axe z et cette direction n’était
donc que faiblement confinée. Un chauffage important pouvait alors se
produire lors de collisions, en transférant I’énergie du micro-mouvement
a ce mouvement selon la direction z. BILITEWSKI & COOPER (2015a) ont
montré qu'un confinement beaucoup plus fort selon 1’axe z pouvait réduire
fortement cette source de chauffage : sil’énergie nécessaire pour exciter un
quantum de ce mouvement est beaucoup plus grande que l'énergie liée
a la modulation fAiw, la densité d’états qui intervient dans la régle d’or de
Fermi est fortement réduite en passant de sa valeur 3D (grande) a sa valeur
2D pour le plan zy uniquement (nettement plus faible). Ce type d’analyse
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a été généralisé au cas d'un superfluide décrit par I'équation de Gross—
Pitaevskii par CHOUDHURY & MUELLER (2015) et LELLOUCH, BUKOV et
al. (2017).

3 L’effet Hall en photonique

La premiére voie suivie en photonique pour simuler 'effet Hall quan-
tique a consisté a utiliser des effets opto-magnétiques induit par un grand
champ magnétique (0.2T) sur un cristal photonique opérant dans le do-
maine des micro-ondes et composé de barres de ferrite (WANG, CHONG
et al. 2009). Nous allons présenter ici des expériences plus récentes, me-
nées sans champ magnétique et dans le domaine visible (ou infra-rouge
proche). Notons que dans le domaine des longueurs d’onde visibles, la ré-
ponse magnéto-optique des matériaux est en général tres faible et il a donc
fallu avoir recours a d’autres méthodes pour induire un comportement de
type "effet Hall" dans ces systémes.

Nous allons nous intéresser successivement a des expériences "pas-
sives", dans lesquelles on sonde essentiellement la réponse optique linéaire
du systeme, puis des expériences "actives”, dans lesquelles la topologie est
utilisée pour fabriquer de nouvelles sources laser robustes. Plusieurs de ces
expériences utilisent un réseau de micro-résonateurs en anneau, et nous al-
lons commencer par décrire ce systéme initialement proposé par HAFEZI,
DEMLER et al. (2011), avant de présenter quelques résultats représentatifs.

Dans les implémentations photoniques que nous allons considérer ici,
le site élémentaire du réseau est un micro-résonateur en anneau comme
celui représenté sur la figure V1.14. Il s’agit de guides d’onde monomodes
en silice, dans lesquels la lumiere peut circuler dans le sens direct ou dans
le sens indirect. La lumiere est choisie résonante avec ces anneaux, avec un
facteur de qualité supérieur a 10%. Elle est injectée dans un des anneaux
composant le réseau grace a un guide d’onde tangentiel, qui vient imposer
le sens de circulation dans cet anneau, et par suite — comme nous allons
le voir — dans tous les anneaux du réseau. Dans ce qui suit, nous allons
d’abord nous intéresser au cas ot la lumieére tourne exclusivement dans le
sens direct sur ces anneaux, et nous reviendrons sur cette hypothése a la
fin du paragraphe.
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FIGURE VI1.14. Micro-résonateur en anneau, utilisé comme "site” d’un réseau
de Hubbard pour la lumiére, formé d’un guide d’onde circulaire. Cette figure est
extraite de BANDRES, WITTEK et al. (2018). Le rayon de I'anneau est de 5 um, la
largeur et la hauteur du guide sont respectivement de 0.5 pum et 0.2 um .

FIGURE VI1.15. Lien connectant deux anneaux dans I'expérience de BANDRES,
WITTEK et al. (2018). Ce lien est supposé non résonnant avec la lumiére.

3-1 Micro-résonateurs en anneau

L’équivalent du couplage tunnel entre sites dans le modele de liaisons
fortes est obtenu en insérant entre deux anneaux un lien en forme de rec-
tangle aux bords arrondis (figure VI.15). Ce lien est congu pour étre non
résonant avec la lumiere (HAFEZI, DEMLER et al. 2011). Dans un point de
vue dynamique, on peut considérer qu'un photon réside pendant une du-
rée assez longue sur I'anneau A; en tournant dans le sens direct, puis saute
vers l'anneau A, en passant par le lien L situé entre A; et A, (figure VI.16).
Il va ensuite séjourner pendant une durée assez longue sur A,, toujours en
tournant dans le sens direct. Le caractere non résonant du lien L entraine
que le passage sur L est quant a lui tres bref. Pour la géométrie représentée
sur la figure VI.16, ce passage de A; vers A se fait via la partie supérieure
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FIGURE VI1.16. Passage de I'anneau A; vers 'anneau A, via le lien inséré entre
les deux. Pour la lumiére tournant sur les anneaux dans le sens direct, ce passage
Ay — Ay se fait sur le bord supérieur du lien.

du lien L. La phase accumulée (1 — 2) dépend donc de la longueur op-
tique de cette partie supérieure.

Considérons maintenant le passage de I'anneau A, vers 'anneau A,
toujours pour de la lumiere tournant dans le sens direct dans les anneaux
(figure VL.17). On voit qu'un photon doit dans ce cas emprunter le chemin
passant par le bas du lien rectangulaire. La longueur optique de ce chemin
est différente du précédent si le lien rectangulaire n’est pas parfaitement
centré sur le segment A; A;. On dispose ainsi d"'un moyen pour induire
un couplage 1 — 2 qui n’a pas la méme phase que le couplage 2 — 1.
Si on choisit la référence de phase nulle pour un rectangle centré, on ob-
tient (2 — 1) = —y(1 — 2) : c’est I'ingrédient nécessaire pour construire
I’hamiltonien de Harper.

3-2 Implémentation photonique passive

L’'idée proposée par HAFEZI, DEMLER et al. (2011) a été mise en pra-
tique par HAFEZI, MITTAL et al. (2013). L'expérience a été faite avec un
réseau carré de 8 x 8 anneaux reliés entre eux par des liens (figure VI1.18).
La lumiére est injectée sur un des anneaux situés en périphérie. On mesure
avec un objectif de microscope la lumiére diffusée par les 64 anneaux.

Une cellule unité de ce réseau est représentée sur la figure VL19.
Elle représente une implémentation directe de 1’hamiltonien de Harper—
Hofstadter en jauge de Landau. Les liens le long de la direction y sont cen-
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FIGURE VI1.17. Passage de I'anneau A, vers I'anneau Ay via le lien inséré entre
les deux. Pour la lumiere tournant sur les anneauxdans le sens direct, ce passage
Ag — A se fait sur le bord inférieur du lien. Le chemin optigue est donc différent
de celui de la figure V1.16, pour le passage A1 — As.

trés sur les anneaux, de sorte que la phase associée est nulle. En revanche,
les liens le long de la direction 2 sont décalés d'une distance ajustable, de
sorte que la phase accumulée quand on parcourt la cellule dans le sens
1 — 2 — 4 — 3 — 1 estnon nulle et constante sur tout le réseau, et bien
siir opposée a celle obtenue dans le sens 1 — 3 — 4 — 2 — 1. L'expérience
de HAFEZI, MITTAL et al. (2013) a été réalisée pour un flux par cellule unité
de 2w avec o = 0.15.

L'expérience a confirmé I'existence de canaux de bords qui se propagent
sans interruption méme en présence de défauts. En changeant la longueur
d’onde de la lumiére, on peut exciter un canal de vitesse de groupe positive
ou négative, c’est-a-dire se propageant dans le sens direct ou dans le sens
indirect, en bon accord avec les prévisions (figure VI.20).

Invariance par renversement du temps et effet Hall de spin. Dans I'ex-
périence que nous venons de décrire, il n'y a aucun élément physique qui
brise l'invariance par renversement du temps. Comment se fait-il que 'on
puisse dans ces conditions obtenir un comportement de type effet Hall
avec des états de bord chiraux?

Le point crucial est que nous nous sommes restreints dans ce qui pré-
céde a un mouvement précis de la lumiere sur un anneau donné, en sup-
posant que ce mouvement se faisait dans le sens direct. On peut reprendre
le méme probleme en considérant le cas ot la lumiere tourne dans le sens
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FIGURE VI1.18. Schéma de I'expérience de HAFEZI, MITTAL et al. (2013).

rétrograde, et on trouve alors que chaque phase est changée en son oppo-
sée. Ainsi la figure VI.16 donnant le passage A; — As est modifiée pour
devenir la figure VI.21.

On retrouve ici une situation d’effet Hall de spin, pour laquelle on peut
obtenir une topologie non triviale pour des problemes invariants par ren-
versement du temps, pourvu que l'on tire parti d'un degré de liberté de
spin 1 et | (ou de pseudo-spin) (KANE & MELE 2005a; KANE & MELE
2005b; BERNEVIG, HUGHES et al. 2006). Cette situation a déja été brieve-
ment présentée au chapitre précédent. Dans le cas présent, le pseudo-spin
est associé au sens de rotation de la lumiére dans un anneau; la robustesse
des états de bords est assurée par le fait que la rétro-diffusion de la lumiére,
qui inverserait son sens de rotation dans les résonateurs en anneau, joue un
role négligeable.

3-3 Implémentation photonique active

Un schéma similaire basé sur un réseau carré de résonateurs a récem-
ment été utilisé pour créer® un "laser topologique" & deux dimensions par

3. On pourra également consulter 'article de BAHARI, NDAO et al. (2017), qui décrit la
réalisation d'un laser topologique en utilisant un milieu magnétique (yttrium iron garnet,
YIG) pour briser explicitement l'invariance par renversement du temps.
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FIGURE VI.19. Cellule unité de I'expérience de HAFEZI, MITTAL et al. (2013).
La lumiere est résonnante avec les anneaux situés aux sites A;, qui forment les
neeuds d'un réseau carré. La lumiere est injectée dans le réseau de telle sorte qu’elle
tourne dans le sens direct sur chaque anneau. Elle passe d’un site a I'autre par les
liens, dont la position déterminée par les distances x14 et x34 permet d’ajuster la
phase 2o acquise par le champ électromagnétique sur une cellule (o = 0.15 dans
I'expérience). On génere ainsi un réseau de Harper—Hofstadter.

BANDRES, WITTEK et al. (2018) et HARARI, BANDRES et al. (2018). La fi-
gure V1.22 montre un réseau carré de 10 x 10 résonateurs de site, disposés
sur une plateforme comportant des puits quantiques de InGaAsP pouvant
amplifier le champ électromagnétique en présence d’'un pompage adéquat.
L'expérience est réalisée pour le cas « = 1/4 que nous avons étudié ci-
dessus. Les résonateurs et les liens sont représentés sur les figures V1.14
et VI.15. Pour comparaison, les mémes expériences sont menées avec un
réseau de méme nature mais sans le décalage des liens, ce qui conduit a
a = 0 (topologie triviale).

L'effet laser sur les canaux de bord est obtenu en dirigeant la lumiere de
pompage sur le bord de ’échantillon (figure VI1.23). On mesure la lumiere
émise par I'échantillon, a la fois au niveau de chacun des résonateurs et
aussi au niveau de coupleurs de sortie disposés sur un coin de 1’échan-
tillon. La figure VI1.24 montre quelques caractéristiques importantes de ce
laser :
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FIGURE VI1.20. Mise en évidence des canaux de bord dans l'expérience de
HAFEZI, MITTAL et al. (2013). Selon la longueur d’onde de la lumiere, on ex-
cite un canal de bord avec une chiralité positive ou négative. Les images de gauche
correspondent aux résultats expérimentaux et les images de droite a des simula-
tions numériques.

— La puissance de sortie tracée en fonction de la puissance de pompe
montre que le laser topologique opére avec une efficacité meilleure
que son équivalent non topologique. Cela s’explique par le fait que
dans le réseau non-topologique, les modes intervenant dans !'effet la-
ser s’étendent dans le cceur du matériau, ce qui entraine des pertes
significatives. Ces modes ont également tendance a minimiser 1’am-
plitude au niveau du coupleur de sortie pour maximiser le gain. Au
contraire, le mode de bord topologique est par définition localisé sur la
frontiére de I’échantillon, il occupe cette frontiére de maniere uniforme
et posseéde donc une amplitude significative au niveau du coupleur de
sortie.
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FIGURE VI1.21. Passage de I'anneau Ay vers I'anneau A, via le lien inséré entre
les deux. Pour de la lumiére tournant dans le sens indirect dans les anneaux, ce
passage Ay — A se fait sur le bord inférieur du lien. La phase accumulée est donc
opposée a celle trouvée pour de la lumiére tournant dans le sens direct dans les
anneaux (figure V1.16). Ce résultat est conforme a l'invariance par renversement
du temps du systéme.

— Le spectre de la lumiére émise est plus étroit pour le laser topologique,
indiquant que ce dernier fonctionne dans un régime monomode, alors
que le laser non topologique est multimode : la puissance émise dans
le mode longitudinal dominant est supérieure par un ordre de gran-
deur dans le cas topologique. Cela s’explique par le fait dans le cas
non topologique, différentes régions de 1’échantillon ont tendance a
déclencher l'effet laser a des fréquence variées, du fait du désordre
inévitable se produisant lors de la fabrication de 1’échantillon. Cela fa-
vorise un fonctionnement multimode longitudinal, ce qui n’est pas le
cas pour le laser topologique.

Ces différentes caractéristiques montrent 1'intérét de la topologie en
photonique. La robustesse qu’elle apporte permet d’envisager des dispo-
sitifs dont le fonctionnement sera moins sensible aux défauts aléatoires
pouvant survenir lors de la fabrication. Nous avons donné ici 1’exemple
de l'effet laser ot le gain apporté par la topologie est clair, mais on peut
également citer la fabrication de lignes a retard controlé, qui sont un com-
posant essentiel du traitement optique de 'information et pour lesquelles
le désordre est également un facteur limitant.
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FIGURE VI1.22. Réseau de 10 x 10 résonateurs utilisé par BANDRES, WITTEK
et al. (2018) pour fabriquer un laser dans une topologie décrite par I'hamiltonien
de Harper—Hofstadter. On a disposé au coin supérieur gauche des structures per-
mettant d’extraire de maniere efficace la lumiére du réseau de résonateurs.

4 Utilisation de la structure interne atomique

Dans ce cours, nous nous sommes essentiellement concentrés sur le
mouvement de particules dans des potentiels périodiques en négligeant
toute structure interne de cette particule. Les effets topologiques sont ap-
parus en tirant parti de coefficients tunnels variant dans 1’espace, comme
pour le modele SSH, ou de coefficients tunnel avec un facteur de phase
complexe, comme pour le modéle de Haldane. La possibilité d'utiliser la
structure interne des atomes ouvre un nouveau champ de possibilités. Les
sites des réseaux topologiques peuvent correspondre alors a des états in-
ternes différents; le passage d'un site a ’autre ne se fait plus par un effet
tunnel standard, mais par changement du niveau interne résultant de 1’ab-
sorption ou I"émission de photons.

Nous avions abordé dans le cours 2013-14 la description d’une partie
des mécanismes qui permettent de créer un champ magnétique artificiel
sur un gaz d’atomes. Une fois ce champ créé, des bandes topologiques
peuvent apparaitre naturellement, comme dans le cas de 1’effet Hall quan-
tique. Nous commencerons cette partie par un bref rappel de deux méca-

zeN 2

nismes déja étudiés dans le cours de 2013-14, l'effet tunnel assisté par des
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FIGURE V1.23. Schéma de principe d’un laser topologique : on envoie la lumiere
de pompe sur la frontiere de I'échantillon de facon a fabriquer une inversion de
population pour un canal de bord. Ce canal se propage de maniére chirale le long
de I'échantillon, et on détecte la lumiére laser dans une des deux voies de sortie.
Image extraite de BANDRES, WITTEK et al. (2018).

transitions Raman et la notion de dimension synthétique, avant de nous
concentrer sur un autre type de systémes, appelés réseaux de flux.

4-1 Transitions Raman et dimensions synthétiques

Nous avons décrit en § 2-1 I'effet tunnel assisté par laser comme processus
capable d’'imprimer un facteur de phase complexe sur le coefficient tunnel
entre deux sites. Nous nous étions limités dans la discussion de § 2-1 au
cas oil seul I’état externe de I'atome était modifié. Toutefois, on peut géné-
raliser ce principe au cas ol la transition représentée en figure VI.10 affecte
également |'état interne de 1’atome.

Plus précisément, considérons un systéme a deux sites A et B séparés
spatialement et piégeant respectivement les atomes dans les états internes
|a) et |b) (figure VI.25). On peut induire un saut d’une particule du site A
vers le site B en éclairant cette particule avec une onde électromagnétique
progressive F ¢!(*v=#) qui induit (par exemple) la transition

|a) + photon — |b). (VL.47)
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FIGURE VI1.24. Gauche : puissance de sortie du laser en fonction de la puissance
de pompe. Droite : spectre mesuré pour une puissance de pompe de 23.5 kW/cm?.
Image extraite de BANDRES, WITTEK et al. (2018).

Lors de cette transition, la phase ¢ de 1’onde électromagnétique sur la ligne
y = 0 du segment AB est imprimée sur 1'élément de matrice V4p. En gé-
néralisant cette idée & 1’échelle d"un réseau entier, on peut reproduire les
éléments essentiels du modele de Harper-Hofstadter (JAKSCH & ZOLLER
2003; GERBIER & DALIBARD 2010). Un schéma possible est d’alterner des
colonnes de sites piégeant les états |a) et les états |b), puis de faire une ingé-
nierie de l'effet tunnel assisté par laser pour reproduire (par exemple) les
éléments de matrice du modele de Harper-Hofstadter de la figure V1.4.

Sil’on souhaite simplement réaliser un ruban dont la largeur ne dépasse
pas quelques sites, on peut utiliser le concept de dimension synthétique, re-
présenté sur la figure VI.26. On utilise un atome dont 1’état fondamental
posséde un moment cinétique J (J = 1 sur la figure), donc 2J + 1 états
Zeeman |J,m) avec m = —J,—J + 1,...,J; chaque état Zeeman joue le
role d'une ligne du ruban. L’axe orthogonal (x sur la figure V1.26) est quant
a lui une dimension de 1’espace usuel le long de laquelle on a disposé un
réseau 1D. Le mouvement le long de cet axe correspond a l'effet tunnel ha-
bituel alors que le mouvement le long de la direction synthétique est initié
par des transitions Raman stimulées

|J,m) — |J,m % 1). (V1.48)
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FIGURE VI.25. Effet tunnel assisté par laser accompagné par un changement
d’état interne.

Ces transitions sont elles-mémes induites par une paire de faisceaux lu-
mineux auxiliaires, I'un polarisé o et l'autre polarisé 7, qui impriment la
phase souhaitée lors de la transition. Le principe de cette dimension syn-
thétique a été proposée par CELI, MASSIGNAN et al. (2014) et a été mis en
ceuvre dans plusieurs groupes au cours des derniéres années, d’abord avec
des transitions Raman entre sous-niveaux fondamentaux (STUHL, LU et al.
2015; MANCINI, PAGANO et al. 2015), puis sur la raie étroite (transition
d’horloge) d’atomes a deux électrons externes (KOLKOWITZ, BROMLEY et
al. 2017; Livi, CAPPELLINI et al. 2016).

4-2 Ftats habillés et suivi adiabatique

Dans les situations que nous venons d’envisager, nous sommes par-
tis d’un réseau périodique (1D ou 2D), auquel nous avons superposé un
faisceau lumineux auxiliaire qui induit un couplage tunnel complexe entre
sites. Le réseau optique n’était donc pas lui-méme topologique, mais sim-
plement une base pour "discrétiser" ’espace. Nous allons maintenant re-
chercher si un réseau optique périodique peut posséder a lui tout seul
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|m = +1) O O O O O si I'on choisit une lumiere de longueur d’onde située au barycentre
des deux raies de résonance D; et D, avec des poids 2/3-1/3. Nous

allons supposer cette condition réalisée dans la suite.

— une partie vectorielle en
e ——O—O—O—0)
Vir)=«k(r)-J (V1.49)
ol k(r) dépend de I'amplitude et de la polarisation du champ élec-
_ N\ N\ N\ N\ N\ trique de la lumiére au point r. Pour simplifier notre analyse, nous al-
m=-1) N / / / / lons négliger la structure hyperfine du niveau fondamental de 1’atome
) ) ) ) ] et nous limiter au degré de liberté de spin de l’électron externe. L'opé-
(G —=2a  (j—1a ja (G+Da  (+2)a

FIGURE VI.26. Utilisation d’une dimension synthétique pour un atome de spin
J =1, avec trois états internes |J,m) et m = 0,=%1. Le confinement le long de
I'axe x est celui d’un réseau 1D usuel. L'axe y correspond aux 3 valeurs possibles
de m. Le "mouvement” le long de cette direction se fait par des processus Raman
stimulés qui induisent des transitions Am = =1 entre états internes (fleches
orange).

toutes les caractéristiques nécessaires pour créer des bandes topologiques,
sans avoir recours a des modulations temporelles des coefficients ou a des
faisceaux lumineux annexes. Nous allons voir que la réponse est positive,
et correspond a la notion de réseau de flux.

Nous allons nous limiter ici a un réseau créé par des faisceaux lumi-
neux tres désaccordés par rapport aux raies de résonance de 1’atome, de
maniere a éviter tout processus d’émission spontanée. Dans ces condition,
l'interaction entre ’atome et la lumiére a pour seul effet significatif un dé-
placement lumineux du niveau fondamental, créé par les processus a deux
photons absorption—émission stimulée. Intéressons-nous aux atomes alca-
lins, avec un seul électron externe, qui sont majoritairement utilisés dans
les expériences de gaz quantiques; le déplacement lumineux est alors dé-
crit en tout point r de ’espace par un opérateur qui comporte * :

— une partie scalaire U(r), qui déplace tous les sous-niveaux Zeeman de
la méme quantité. Pour un atome alcalin, cette partie scalaire s’annule

4. On pourra consulter le chapitre 1 du cours 2012-13 qui comporte une discussion dé-
taillée de I'opérateur déplacement lumineux
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rateur moment cinétique J sera donc dans la suite 'opérateur de spin
1/2, caractérisé par les matrices de Pauli 6,6, 6.

Avant de traiter le mouvement de l'atome dans ce potentiel avec le
formalisme quantique, commengons par un raisonnement classique et
intéressons-nous au cas d'un atome au repos au point r. L’hamiltonien se
ramene donc au seul potentiel V (r); pour un atome de spin 1/2, il s’agit
d’une matrice 2 x 2 que nous pouvons diagonaliser en tout point r pour ob-
tenir les deux niveaux habillés | XSF)
pour énergies £|k(7)] :

), combinaisons linéaires de |£), avec

V(r) i) = £l i) (V1.50)

Prenons maintenant en compte le mouvement de 1’atome, décrit de ma-
niére quantique. L’état le plus général (spatial+spin) peut s’écrire sous la
forme

Py (r, )Y + oo () X)), (VL51)

L'évolution des deux amplitudes de probabilité ¢4 (r, t) est obtenue en in-
jectant cette forme dans 'équation de Schrodinger régie par ’hamiltonien
. P
H=_—+V(7), (VL52)
2m
et elle se ramene en général a deux équations aux dérivées partielles cou-

plées pour les amplitudes ¢ (r, t).

Nous allons nous placer ici dans la situation ot1 'atome bouge suffisam-
ment lentement pour suivre adiabatiquement un des niveaux habillés, par
exemple I'état habillé inférieur |x(~)), sans passer de maniére significative
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sur l'autre niveau. On prend donc 94 (r,t) ~ 0 pour tout point r et tout
temps .

L’évolution se rameéne alors a une seule équation différentielle pour
l'amplitude ¢_ (7, t), dans laquelle les termes dominants sont :

_ h2
i =—— V% — |&(r)| v +...

" _
! ot 2m

(VL.53)

Toutefois, nous savons que l'approximation adiabatique amene avec elle
des termes supplémentaires, comme la phase géométrique décrite par une
connexion de Berry. Ce sont précisément ces termes supplémentaires qui
peuvent donner naissance a des propriétés topologiques pour un réseau
de flux.

Pour ce probleme ot I’approximation adiabatique porte sur un mouve-
ment dans 1’espace réel, la connexion de Berry se définit pour 1’état habillé
x{7)) par

Alr) =104 | Vexl?)

et elle vient contribuer a I'’équation (V1.53) sous la forme (cf. cours 2013-14)

(VL54)

2
T = g AV — AW e — el v+
La connexion de Berry joue donc le role d"un potentiel vecteur pour une
particule de charge fictive ¢ = 1 dans ce probleme. L'approximation adia-
batique est également a 1’origine d"un potentiel de jauge scalaire W (r) dans
(VL.55), mais nous ne l'écrirons pas explicitement car il ne joue qu'un réle

mineur dans la suite.

ih

(VL55)

Avec (VL55), nous retrouvons un probleme d’effet Hall quantique
puisque nous sommes face au mouvement 2D d’une particule dans un
champ magnétique (fictif). Ce champ magnétique est égal au rotationnel
du potentiel vecteur (connexion de Berry) A et est donc une courbure de
Berry dans l’espace des positions. Nous la noterons ici B :

B(r) =V x A(r) (VL56)

pour éviter toute confusion avec la courbure de Berry €2(g) que nous avons
introduite auparavant dans 1’'espace des moments. La question ouverte est
maintenant de savoir si ce champ magnétique effectif dans I'espace réel
peut conduire a une bande topologique pour I'hamiltonien (VL.55).
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4-3 Les réseaux de flux

Un réseau de flux est défini comme une configuration lumineuse pour
laquelle le flux du champ magnétique effectif B(r) a travers la cellule
unité du réseau est non nul (COOPER 2011). C’est donc une configuration
pour laquelle il est naturelle de chercher si elle peut donner naissance a
des bandes topologiques. Pour discuter cette notion de maniére concrete,
considérons 1’exemple suivant. Supposons que la configuration laser ré-
sulte en 1'opérateur déplacement lumineux

R cos(kx)
V(r)=k(r) & avec K(r) = Ko cos(ky) (V1.57)
sin(kz) sin(ky)
soit dans la base |£) . des états de spin de 'atome :
Sy sin(kz) sin(ky) cos(kx) — icos(ky)
V(r) = ro (cos(kx) +icos(ky) —sin(kz)sin(ky) (VL.58)

Une cellule unité correspondant a la périodicité de V est un carré de coté
21 /k. Cette configuration peut étre obtenue en superposant des ondes
stationnaires le long des axes = et y avec des polarisations adéquates
(COOPER, DALIBARD et al. 2018).

Les énergies des niveaux habillés s’écrivent

1/2

+|k(r)| = £ro [1 + cos?(kz) cos® (ky)] (V1.59)

Pour l'état habillé de basse énergie, —|«(r)|, les minima de potentiel sont
situés sur le réseau carré kx = n,m, ky = nym (figure V1.27, haut). Il y a 4
minima de —|k| par cellule unité.

Le calcul du champ magnétique effectif B se fait a partir de la formule
trouvée au chapitre 4
1
= — K
2|wf?

[(0zK) X (OyK)] (VL.60)

qui conduit a

1 — cos?(kx) cos?(ky)

B. = -k 77
2[1 + cos?(kx) cos?(ky)]

(VL61)



CHAP. VI. LE MODELE DE HARPER-HOFSTADTER : L'EFFET HALL RETROUVE

§4. Utilisation de la structure interne atomique

R
A

—|r(r)|/ Ko

2.50.5
kx/m ky/m

0.4 F
% il
= Ll
= 027 0.2

ol

05 1.5 1.5 25

2.50.5
kx/m ky/m

FIGURE VI1.27. Haut : Variation de I'énergie de I'état habillé |x(7)) sur une
cellule unité carré de coté 2w / k. Bas : variation du champ magnétique effectif |B.|
pour cet état habillé.
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Ce champ est tracé sur la figure VI.27, bas. Le calcul montre que le flux de
ce champ a travers la cellule unité carrée de coté 27 /k est égal & 4.

Le fait que le flux soit un multiple de 27 n’est pas surprenant : on cal-
cule ici l'intégrale d'une courbure de Berry sur une zone (z,y) avec des
conditions aux limites périodiques. Un raisonnement identique a celui que
l’on avait fait dans 1’espace des moments pour l'intégrale de Q2(g) sur une
zone de Brillouin permet de conclure que ce flux peut étre vu comme 27
fois le nombre de Chern associé, dont on sait qu'il doit étre entier.

Dans la limite des grands puits de potentiel olt k¢ devient grand de-
vant l’énergie de recul E, = h%k?/2m, on retrouve la limite de liaisons
fortes, dans laquelle on peut se limiter aux sauts entre proches voisins sur
le réseau carré composé par les minima de I'énergie —«. Nous avons vu (i)
qu’il y a 4 minima par cellule unité et (ii) que le flux de B a travers la cel-
lule unité est égal 47. Cela entraine que le flux de B a travers une maille du
réseau des minima est égal a 7, et correspond a deux bandes se touchant
en des points de Dirac.

Ce régime avec des bandes a points de Dirac n’est pas propice a 1'obten-
tion de bandes topologiques. Il vaut mieux opérer le réseau de flux dans un
régime intermédiaire d’intensité, ol1 le couplage « est de ’ordre de 1’éner-
gie de recul. On obtient alors une bande fondamentale séparée des bandes
supérieures par un gap, avec un nombre de Chern égal a 1. Notons que
I'approximation adiabatique devient sujette a caution puisque 1’énergie ci-
nétique des particules est alors comparable a 1’écart entre les potentiels
habillés +|k/|. Il est donc plus prudent de déterminer les bandes d’éner-
gies a partir du probleme initial a deux composantes, plutot que d’utiliser
I'expression approchée (V1.55). C’est la procédure suivie pour arriver aux
bandes d’énergie montrées en figure VL.28, pour le choix kg = 2 E;.

Un des points importants dans la physique des réseaux de flux est la
recherche de bandes d’énergie quasi-plates, c’est-a-dire avec un rapport
gap/largeur le plus grand possible. Le fait que la bande soit plate per-
met en effet d’obtenir facilement un effet dominant des interactions et de
se rapprocher ainsi de conditions propices a 'observation d’effets simi-
laires a 1'effet Hall quantique fractionnaire (COOPER & DALIBARD 2013).
En pratique, pour un atome dont 1’état fondamental a un moment ciné-
tique J = 1, le rapport gap/largeur peut atteindre des valeurs de 1'ordre
de 50 (COOPER & DALIBARD 2011b).
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FIGURE VI1.28. Bandes d’énergie les plus basses obtenues pour I'hamiltonien
H=2 1 V (#) ol I'opérateur V () donné en (V1.58) agit a la fois dans I'es-

2m
pace des variables externes et internes. Le calcul est fait pour ko = 2E,. La bande
fondamentale, relativement plate en comparaison avec le gap qui la sépare de la

premiere bande excitée, a pour nombre de Chern C = 1.

A notre connaissance, le concept de réseau de flux n’a pas encore été
implémenté tel quel dans un laboratoire. Signalons toutefois 1’expérience
récente de WU, ZHANG et al. (2016) (et sa version améliorée dans SUN,
WANG et al. (2017)) qui a montré 1’existence d'une bande topologique dans
un réseau 2D. Dans ces deux expériences, la partie scalaire du déplacement
lumineux jouait un role prépondérant; elle créait un réseau carré dans le-
quel les deux états de spin |t), étaient simultanément piégés, 'expérience
se déroulant dans le régime des liaisons fortes. Le role de la partie vecto-
rielle de l'opérateur déplacement lumineux était d’induire des couplages
entre proches voisins dépendant du spin. On réalise alors une situation for-
mellement similaire au modéle de Haldane, dans laquelle il n'y a pas de
flux du champ magnétique artificiel B, mais donnant néanmoins naissance
a une bande topologique. WU, ZHANG et al. (2016) ont vérifié la nature to-
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pologique de cette bande en mesurant la polarisation du spin moyen des
atomes en différents points de la zone de Brillouin, suivant une proposition
de LU, LAW et al. (2013).

4-4 Interactions entre états habillés

L’ensemble de ce cours a porté presque exclusivement sur des assem-
blées de particules sans interaction. La seul exception a concerné notre
discussion des modes de Majorana au chapitre 2, pour lesquels les inter-
actions étaient un ingrédient indispensable pour faire apparaitre un gap
supraconducteur. La combinaison des considérations topologiques et des
interactions dans un systéme a grand nombre de particules est bien siir un
probleme essentiel, qui reste encore trés ouvert. On pourra consulter 1ar-
ticle de REPELLIN & REGNAULT (2018) ainsi que la partie V de la revue
de COOPER, DALIBARD et al. (2018) pour trouver une liste de références
récentes sur ce probléeme.

Pour conclure cette partie sur l'utilisation de la structure interne ato-
mique, nous allons simplement nous concentrer sur une collision binaire
et indiquer comment 1'habillage des niveaux d'un atome permet de mo-
difier l'interaction dans ce cas. Rappelons pour commencer que pour des
atomes libres et & basse température, 'interaction a deux corps est dominée
par des collisions en onde s, qui peuvent étre décrites par une interaction
de contact, donc locale, g §(r; — r2), ou la distribution de Dirac 6(r) est
supposée régularisée (HUANG 1987). Nous allons montrer que dans un ré-
seau de flux, les interactions acquierent un caractere non-local du fait de la
dépendance en impulsion des états habillés.

Un état habillé de la bande fondamentale d’un réseau de flux s’écrit de
maniére générale
|\Ilq> = |¢q> Y |Eq>,

c’est-a-dire comme le produit d"un état de Bloch |¢4) décrivant le mouve-
ment du centre de masse de 1’atome, et un état de spin |Z,). C’est la dépen-
dance en g de cet état de spin qui est & 'origine de l'interaction non-locale
que nous allons trouver.

(VL62)

Commengons par le cas simple de particules sans spin ou complete-
ment polarisées. Pour l'interaction de contact V' = ¢ 6(7), 1'élément de ma-
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trice de V décrivant le passage d’une paire de particules discernables depuis
I'état initial (g4, g,) versl'état (q; + q¢, g, — q,) est égal a g (& un facteur de
normalisation pres) et il est indépendant du moment transféré q,.

Pour des particules indiscernables, les observables physiques font inter-
venir la somme sur les deux permutations

(VL63)

(g1,9>) — (@1 + 91,92 —q,) et (q2—q4 a9, +4q,),

avec un signe relatif ¢ = +1 selon qu’on a affaire a des bosons ou des
fermions. [’élément de matrice de V est doublé pour des bosons polari-
sés et il s’Tannule pour des fermions polarisés : ce dernier résultat traduit
simplement le fait qu'un gaz de fermions polarisés est insensible a une in-
teraction de contact, puisque le principe de Pauli interdit & deux fermions
de se trouver a la méme position.

Considérons maintenant la collision entre deux atomes préparés dans
la bande fondamentale d"un réseau de flux (V1.62) et supposons pour sim-
plifier que l'interaction de contact est indépendante de I'état de spin |=).
Pour des particules indiscernables (bosons ou fermions), I’élément de ma-
trice de V pour le processus a deux canaux (V1.63) s’écrit maintenant

<77[}1h+‘1t7w42_qt‘V‘w‘I17¢‘I2> <Z‘I1+Qt|2‘h> <EQ2_Qt|ZQ2>
+e <7/}q2—qt;¢q1+qt‘v‘¢q17wq2> <Zq2—qt|2q1> <2q1+qt|2q2>

Pour des fermions, cet élément de matrice n’est en général plus nul. Ainsi,

dans le cas particulier g, = 0, il est proportionnel a (1 — (g 12g1) |2>

Ce résultat indique qu’a partir de fermions en interaction de contact
et occupant une seule bande d’énergie, 1'habillage par laser conduit a
un gaz en interaction. Plus précisément, on peut montrer que ces interac-
tions dans un gaz de fermions a une composante sont essentiellement en
onde p (ZHANG, TEWARI et al. 2008b). Cette émergence d’une interaction
entre deux fermions identiques peut étre vue comme une correction non-
adiabatique a I'habillage par laser, ce qui permet a deux fermions de se
trouver au méme point de I'espace, leurs états internes étant légerement
différents du fait de leur vitesse relative (COOPER & DALIBARD 2011a).

Cette conversion d"une interaction de contact en une interaction dépen-
dant de I'impulsion via un habillage par laser des états atomiques se pro-
duit également pour des bosons; WILLIAMS, LEBLANC et al. (2012) ont
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ainsi montré qu'une composante de collision en onde d apparaissait entre
bosons ultra-froids du fait de cet habillage.
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