Chapitre 3

Collisions a basse énergie
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Le chapitre précédent a été consacré a la mise en place du formalisme
général permettant de traiter une collision entre deux particules, puis a
la prise en compte de l'invariance par rotation du potentiel d’interaction
entre ces particules. Cela nous a permis de décrire la collision en termes
de déphasages d,(k) associés aux différents moments cinétiques ¢. Nous
abordons maintenant le cas d’une collision a basse énergie, telle que kb <
1, ol1 k est le vecteur d’onde relatif des deux partenaires de la collision et b
la portée du potentiel d’interaction.

Ce probleme est d'une grande importance pour la physique des atomes
froids. Il va apporter une simplification considérable sur le plan mathéma-
tique : seules les ondes partielles les plus basses (¢ = 0 ou 1) contribuent
de maniére significative, et quand elles jouent un rdle, on peut les caracté-
riser par seulement un ou deux parametres physiques comme la longueur
de diffusion ou la portée effective. Cette simplification permet en particu-
lier de remplacer le potentiel réel entre atomes, qui peut étre compliqué a
déterminer comme nous l'avons vu au chapitre 1, par un potentiel beau-
coup plus simple conduisant au méme jeu de parametres physiques. Nous
discuterons ainsi les exemples du puits carré et du pseudo-potentiel.

L'origine de cette simplification est bien connue dans tous les domaines
de la physique ondulatoire, I'optique ou l’acoustique par exemple : si on
observe un objet de taille b avec une longueur d’onde A ~ 1/k > b, on ne
peut pas distinguer les détails de cet objet, qui apparait donc comme quasi-
ponctuel. On peut alors modéliser la diffusion d’une onde par cet objet en
le remplagant par un systéme plus simple.
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1 L’équation radiale a basse énergie

1-1 La portée d'un potentiel

La notion de développement a basse énergie est intimement liée a la
portée b du potentiel diffusant, c’est-a-dire la plage de distance autour de
r = 0 sur laquelle le potentiel V(r) a un effet. Pour un potentiel comme
un puits carré, que nous étudierons en détail en § 3, la portée est bien siir
égale a la largeur du puits. Pour un potentiel se comportant comme une loi
de puissance aux grands 7 :

1)

cette notion est plus subtile. En fait, elle ne prend un sens qu’en physique
quantique : si on considere un paquet d’ondes localisé dans une zone d’ex-
tension o, I'énergie potentielle ~ —C,, /o™ sera significative par rapport a
I’énergie cinétique liée a la localisation 1 /mo? quand

C hQ - y < (mcn)l/(”—Q)

-_n Z
on mo?

ce qui définit, a un coefficient multiplicatif arbitraire pres, la portée du po-
tentiel —C,,/r". Notons que ce raisonnement n’a de sens que pour n > 2.
Le potentiel coulombien (n = 1) est de portée infinie en mécanique quan-
tique comme en mécanique classique. Pour le potentiel de van der Waals
—Cs/7%, nous poserons dans tout ce cours!

B L (2mCe )
vdW — 9 h2 .

©)

A cette échelle de longueur est naturellement associée une échelle d’éner-
gie définie par
ﬁ2

. (4)
2m, RZ qw

1. Quand on définit des échelles de longueur, d’énergie, etc. a partir de considérations
dimensionnelles, il est généralement préférable de ne pas y incorporer de facteurs numériques
(2, m, e,...) car ces derniers ne peuvent pas étre rétablis a la fin du calcul par de simples
considérations d’homogénéité. Toutefois, pour la définition de I'échelle de longueur R, qw,
le poids des traditions est tel que nous avons préféré ne pas adopter une définition différente
de celle la plus courante dans la littérature.

EvdW =
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1-2 Les différentes zones spatiales a considérer

Au chapitre précédent, nous avons établi I'équation radiale vérifiée par
la fonction d’onde réduite u(r) = 7 (r) pour une valeur donnée ¢ du mo-
ment cinétique :

2 32 2
— 27:71 371; (fig(fn—i—l) + V(r)) u(r) = FE u(r) )

ou encore
u" + (kQ o g(g,':g 1) _ Qm;;/(r)) u=20 (6)

avec E = h2k?/2m, et v (r) = d%u/dr?.

Dans ce qui suit, nous allons chercher a caractériser les solutions de
cette équation, en tirant parti de 1’existence de deux échelles de longueur
bien séparées pour le probleme & basse énergie :

— L’échelle "courte distance" donnée par la portée du potentiel b (i.e.
R.qw pour le potentiel de van der Waals). Pour » > b, on peut né-
gliger 'influence de V (r) dans (6).

— L’échelle "longue distance" donnée par 1/k, c’est-a-dire la longueur
d’onde de de Broglie réduite associée a la particule incidente. Pour
r < 1/k, on peut négliger l'influence de k2 dans (6).

On distingue donc trois zones de 1'espace, représentées sur la figure 1 :

— La zone intérieure ot1 I’action de V' est significative :

1 2
O CCE I )

r<b: (7)
La résolution exacte de cette équation nécessite la connaissance précise
du potentiel V(). La solution est indépendante de k, donc de I'éner-
gie, dans cette limite basse énergie. Comme il s’agit d'une équation
différentielle du second degré, il y a deux solutions indépendantes,
mais on ne conserve que la solution physiquement acceptable s’annu-
lant en r = 0, puisque u(r) = r¥(r).

— La zone intermédiaire ol1 on peut négliger a la fois la contribution de
V(r)etdek?:

w_ H+1)

b<r<l/k: u _TUZO' (8)
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1/r? important négligeable
V(r) important négligeable
k2 négligeable important
\ | |
[ [ [ T
0 b 1/k

FIGURE 1. Les trois zones d’espace a considérer pour analyser le comportement
des solutions de (6) pour ¢ ~ 1. Pour ¢ = 0, la premiere ligne n’est pas utile.

Deux solutions indépendantes de cette équation sont ‘*! et 1/r¢. La
solution physiquement intéressante s’écrit donc dans cette zone :

u(r) oc a Pt + %. 9)
ou encore u(r) = ar +  pour ¢ = 0.

— La zone extérieure ou k? domine devant /(¢ + 1)/r% et V(r), c’est-a-
dire r > 1/k pour ¢ de 'ordre de l'unité (ou r > ¢k sinon) :

E<<r: v’ + k*u=0. (10)

Les solutions sont bien sir sin kr et cos kr, et nous avons vu au cha-
pitre précédent qu’il est intéressant de mettre la combinaison linéaire
physiquement pertinente sous la forme

u(r) o sin(kr —0r/2 4+ 6y),

o  sin(kr — ¢r/2) + tan(dy) cos(kr — m/2) (11)

'action du potentiel diffusant V' (r) étant caractérisée par le déphasage

5o(k).
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1-3 Le raccord entre les zones

Le but de l'étude théorique d'un probleme de diffusion est la détermi-
nation du déphasage d,(k) pour un potentiel V(r) donné. Cette détermina-
tion revient a raccorder la solution dans la zone extérieure r > 1/k a celle
trouvée dans la zone intérieure r < b.

Le raccord au niveau de r ~ b entre zone intérieure et zone intermé-
diaire se fait au cas par cas. Selon l'expression du potentiel V' (r), une ré-
solution analytique ou numérique permet de déterminer le rapport o/ a
prendre pour se raccorder a la solution vérifiant »(0) = 0.

Le raccord au niveau de r ~ 1/k entre zone intermédiaire et zone ex-
terne se fait grace aux solutions exactes de 1’équation

£0+1
u" + (kQ—( - )>u=0. (12)
Il s’agit des deux fonctions :
VEr Jogaja(kr) et VEr Yoy o(kr) (13)

ou J,(z) et Y, (x) sont les fonctions de Bessel de premiere et deuxieme
espece.
— Pourkr < 1,ona

VEr Jogapa(kr) ~ g (kr)™, (14)
Vkr Yo olkr) ~ —ey (kr)™* (15)

ce qui redonne bien le comportement attendu en (9). Nous ne préci-
serons pas ici les coefficients de proportionnalité c; et ¢y, qui sont de
simples nombres faisant intervenir I'(£ 4 1/2) et T'(¢ + 3/2).

— Pour kr > 1,0ona

Vkr Jop1o(kr)  ~  /2/m sin(kr — (n/2), (16)
VEr Yo jo(kr) ~ —/2/m cos(kr — n/2) (17)

ce qui redonne bien le comportement attendu en (11). Plus précisé-
ment, tan d, caractérise le poids relatif de Y,/ par rapporta Jy /s :

u(r) o Vkr J(+1/2(k7"):| — tan dp [\/H Yip1/2(kr)| . (18)
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Nous pouvons donc déduire de ce qui précede le comportement du
déphasage 0, avec k. Le prolongement de (18) dans la zone intermédiaire
donne :

u(r) o« [CJ (kr)”l] + tan o [Cy (kr)fq (19)
c’est-a-dire en comparant avec (9) :
é _ oy tan dp (20)

a cy k26+1 '

Nous avons déja mentionné que le rapport 5/«, obtenu en raccordant la
zone intermédiaire avec la zone intérieure, est indépendant de k. On en
déduit donc la loi d’échelle a basse énergie :

tan [6g(k)] oc K2+, (21)

Ce résultat est important pour tout ce qui va suivre. Il montre que pour
une énergie et donc un k& donnés, l'effet du potentiel V' (r) — caractérisé par
une valeur non nulle de tan §, — sera d’autant plus faible que £ sera grand.
En pratique, ce sera donc la valeur la plus petite ¢ = 0 qui jouera un role
dominant ou, pour des fermions polarisés pour lesquels seules les valeurs
impaires de ¢ sont autorisées, la valeur ¢ = 1.

Le role central joué par la diffusion en onde s (¢ = 0) se comprend
aisément quand on examine le potentiel effectif formé par le potentiel réel
V (r) et la barriere centrifuge h?¢(¢+1)/2m,. Ce potentiel, tracé sur la figure
2 pour V(r) de la forme de Lennard-Jones, comporte :

— une aile a grande distance dominée par le terme centrifuge,

— un maximum local pour r ~ Ryqw avec une hauteur de barriere ~
Evaw.

— un comportement a courte distance dominé par V (r).

Nous avons déja montré au chapitre 2 que dans un gaz quantique,
I'énergie thermique d’un atome est tres inférieure a E,qw. Par conséquent,
dés que ¢ # 0, la particule relative incidente depuis » = +o0o possede une
énergie 2 beaucoup plus faible que la hauteur de la barriére centrifuge; elle
va faire demi-tour au niveau du point de rebroussement r,(E), dont la po-
sition est quasiment la méme qu’en absence de potentiel diffusant (figure
2). Les canaux de diffusion dans les ondes de moment cinétique non nul
sont donc "inopérants”, et tout se passe pour eux comme si les particules
n’interagissaient pas. Seule subsiste la diffusion dans 1’onde s (¢ = 0).
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FIGURE 2. En haut, cas d’un moment cinétique ¢ # 0. Rouge : potentiel de
Lennard-Jones superposé au potentiel centrifuge; bleu : potentiel centrifuge seul.
Dans un gaz quantique, une collision atomique se fait généralement a une énergie
E < Vp de sorte que les atomes n’explorent que la région dominée par la barriére
centrifuge. Les canaux correspondants a £ # 0 donnent donc lieu a une diffusion
beaucoup plus faible que celle du canal £ = 0 (figure du bas), quand celle-ci est
autorisée.

1-4 Validité du développement a basse énergie

Le traitement qui précede a consisté a négliger completement l'effet de
V(r) dans la zone > b. Quand V(r) est un potentiel carré, rigoureuse-
ment nul au dela de b, cela est évidemment correct. En revanche, cette ap-
proximation peut étre problématique pour un potentiel en loi de puissance
—Cy/r"™. Pour évaluer la validité de ce traitement, nous allons comparer
leffet du terme centrifuge en 1/r? a celui de 1 /7" sur la solution envisagée
pourb < r < 1/k:

u(r) oc a Pt + ﬁe' (22)
T
Plus précisément, il faut s’assurer que V(1) x (a r*!) reste toujours petit

devant (h20(¢ + 1)/2m,7?) x (B/r") sur toute cette zone. A priori, on s’at-
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tend a ce que ces deux termes soient comparables & la frontiere » = b, et il
faut donc que le premier terme décroisse plus vite que le second quand on
prend r >> b. Cela impose

n—f0—1>2+/¢ & n > 20+ 3. (23)
Il s’agit d’une condition trés contraignante. Pour un potentiel de van der
Waals n = 6, on voit que ce qui précede, en particulier la loi d’échelle (21),
n’est valable que pour ¢ = 0 (onde s) ou ¢ = 1 (onde p). Pour les ondes par-
tielles de moment cinétique plus élevé, le déphasage 6,(k) décroit moins
vite avec k que ne le laisserait supposer la loi (21) [LANDAU & LIFSHITZ

(1975), §132].

2 La diffusion en onde s et en onde p

Nous avons montré au paragraphe précédent qu’a basse énergie, la dif-
fusion se produisait essentiellement dans les canaux de faible moment ci-
nétique, a commencer par l'onde s, ¢ = 0. Nous allons donc nous concen-
trer d’abord sur ce canal, puis nous dirons quelques mots sur le canal sui-
vant £ = 1.

Rappelons quelques résultats importants établis au chapitre précédent
a partir du développement en ondes partielles. L'amplitude de diffusion
f(k, @) s’écrit sous la forme générale

f(k,0) = 3 _(20+1) Pu(cost) fulk), (24)
¢
ce qui donne quand on se limite au canal £ = 0:
f(k,0) = fo(k), (25)

c’est-a-dire une diffusion isotrope, comme il se doit pour un état de mo-
ment cinétique nul. Par ailleurs, nous avons relié chaque amplitude f,(k)
au déphasage 0,(k) par :

(26)
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ol la partie imaginaire de 1/f(k), c’est-a-dire le terme —ik, provient du
théoreme optique, c’est-a-dire qu’il est essentiel pour assurer l'unitarité du
processus de diffusion : le flux sortant doit étre égal au flux entrant.

Dans cette limite, la section efficace différentielle est isotrope, ce qui
conduit & une expression tres simple pour la section efficace totale :

d
Basse énergie : d%(ﬂ) = [f(R)% o =Anlf(R). @7)
2-1 Lalongueur de diffusion
Pour 'onde s, le résultat général (21) s’écrit sous la forme :
k—0: tan[dg (k)] x k. (28)

Le coefficient de proportionnalité a la dimension d'une longueur et on dé-
finit ainsi la longueur de diffusion :

o = — lim 22L(R)] 29)
k—0
En prenant pour l'instant tan[dy (k)] = —ak (le premier terme correctif sera

discuté ci-dessous), on obtient 'amplitude de diffusion en onde s a basse
énergie :

1 1 . a
La longueur de diffusion peut étre positive, négative, nulle ou infinie.
Ordre suivant du développement de f(k) : 1a portée effective. On peut

montrer [cf. MESSIAH (2003) et LANDAU & LIFSHITZ (1975)] que le déve-
loppement limité de la partie réelle de 1/ f ne fait intervenir que des puis-
sances paires de k, jusqu’a un ordre déterminé par la rapidité de la dé-
croissance de V(r) & l'infini. Pour le potentiel de van der Waals décroissant
comme 79, on obtient & l'ordre 2 inclus en k :

1 1.1,
ordre2en k : m S ik + 57“@14; , (31)
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ot 'on a introduit la portée effective r., quantité réelle également homogene
a une longueur. Pour le domaine d’énergie des gaz quantiques, la connais-
sance de la longueur de diffusion a et de la portée effective r. est largement
suffisante pour décrire correctement I’ensemble de la physique des colli-
sions en onde s. En fait, dans ce cours, nous pourrons nous limiter a (30),
c’est-a-dire une diffusion avec portée effective nulle (r. = 0). Cette limite
correspond en particulier au pseudo-potentiel que nous introduirons plus
loin.

Régime "unitaire". Quand on se place dans une situation o1 1/a = 0,
c’est-a-dire a = 100, I'amplitude de diffusion a basse énergie est égaleai/k
et la section efficace a 47 /k? (pour des particules discernables). Ces deux
quantités atteignent donc (en module) leur valeur maximale autorisée par
le théoréme optique, c’est-a-dire par 'unitarité de la mécanique quantique.
Nous reviendrons dans les chapitres ultérieurs sur les moyens d’atteindre
ce régime et sur ses conséquences physiques.

Particules discernables vs. indiscernables. Les résultats établis ci-dessus
l'ont été pour des particules discernables et ils conduisent la section effi-
cace totale :

4dra?

Particules discernables, basse énergie : _—
& 1+ k2q2

Otot ~ (32)
Nous avons établi au chapitre précédent comment prendre en compte I'in-
discernabilité des particules, bosons ou fermions. Pour des bosons polari-
sés, cette indiscernabilité vient doubler la contribution des ondes partielles
paires et annuler la contribution des ondes impaires ; pour des fermions, les
contributions sont inversées. On en déduit que dans le régime de 'onde s
qui nous intéresse ici, on a :

8ma?
Bosons polarisés, basse énergie: oot & ———— 33
p 4 g O 1 + k2a2’ ( )
Fermions polarisés, basse énergie: oot ~ 0. (34)

Pour les fermions polarisés, le terme dominant est constitué par la diffu-
sion en onde p, comme nous le verrons en § 2-4.
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2-2 Longueur de diffusion et dernier état lié.

Nous avons mentionné au chapitre précédent que la matrice de tran-
sition T et I'amplitude de diffusion f présentaient une divergence quand
on les évaluait pour une énergie £ égale a 1’énergie d'un état lié de 'ha-
miltonien p?/2m, + V(). Si on connait de maniere précise 'amplitude de
diffusion f(E), il est donc intéressant de regarder ses pdles pour en dé-
duire sans calcul I’énergie des états liés. Nous en verrons un exemple pour
le puits carré en § 3-3.

Quand on dispose seulement d’une valeur approchée de f(k), cette
connexion entre amplitude de diffusion et états liés est d'un intérét va-
riable. Ainsi, quand on utilise 'expression de f(k) donnée en (30), on

trouve un seul pole en k = i/a correspondant a 1’état 1ié :
elhr efr/a h2k2 K2
T 2mea?’

(35)
r r

Cette expression n’est bien siir acceptable que pour a > 0, pour que 'état
trouvé soit normalisable. Nous verrons dans la suite du cours, en particu-
lier en §3-3 pour le puits carré, qu’elle fournit une bonne estimation de
I'énergie du dernier état lié quand a > b.

2-3 Comment calculer une longueur de diffusion

Nous avons donné en (11) I’expression générale de la fonction d’onde
réduite u(r) pour un état de moment cinétique ¢. Pour I'onde s, cette ex-
pression se simplifie en

u(r) o sin(kr) + tan(dg) cos(kr). (36)

Prenons la limite £ — 0 de cette expression en utilisant tan[dy (k)] ~ —ka.
On a pour un r donné sin kr =~ kr, cos kr = 1, de sorte que

k—0: u(r) < k(r — a). 37)

Pour déterminer q, il suffit donc de chercher la solution d’énergie nulle de
I"équation radiale (6) pour £ = 0:

o’ (r) + Qm;ii‘;(r)u(r) =0. (38)
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Il faut retenir la solution physiquement acceptable, c’est-a-dire conduisant
a u(0) = 0. Dans la zone extérieure ot V(r) est négligeable, I'équation
radiale (38) s’écrit u”(r) = 0 et la solution retenue est donc de la forme
u(r) = ar+f.La comparaison de cette forme avec (37) permet d’en déduire

la longueur de diffusion a = —§/a.

2-4 Diffusion en onde p

Dans le cas de 'onde p (¢ = 1), le résultat général (21) s’écrit

k—0: tan[0; (k)] oc k> (39)
On est donc conduit a introduire le volume de diffusion :
. tan[dy(k)]
v=— Illi)% — @ (40)

Par ailleurs, le polynéme de Legendre P, () = x de sorte que I'ampli-
tude de diffusion s’écrit

F(k,0) = 3cosd f1(k) (41)

avec
1 k . 1

AR " wal®)] Y TwEe

kv
A petit k, le terme dominant de I'amplitude de diffusion est donc la partie
réelle f1(k) o k?, la section efficace différentielle varie comme

(42)

do _ |f(k,0)]* o k* cos? @

a9 (43)

et la section efficace totale comme o  k*.

L’expression (42) ci-dessus donne le terme dominant de la partie réelle
pour k petit ainsi que la valeur exacte de la partie imaginaire. Mais comme
ces deux termes different par un facteur k3, il est important de préciser si
d’autres termes (en k~! ou en k°) peuvent contribuer de maniere signifi-
cative a la partie réelle de f(k), avec une amplitude qui pourrait dépasser
celle de la partie imaginaire.
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Dans un développement de type "portée effective", similaire a celui
mené pour 'onde s en (31), on est effectivement conduit a introduire une
correction d’ordre k? par rapport au terme dominant et poser :

k3 1k

N 2k,

tan[dq (k)] v 2 (44)

ot k. a la dimension d’un nombre d’onde. Ce terme additionnel vient cor-
riger I'amplitude de diffusion donnée en (42) :
L ~ 1 + E — ik.
fi(k) kv 2
Cette correction est plus importante que son équivalent en onde s. En effet,
en présence d'une résonance de type Feshbach qui assure v = oo et qui
vient donc annuler le terme dominant, c’est le terme de portée effective
qui devient prépondérant, et non le terme universel ik comme c’est le cas
pour I'onde s quand a = oo. C’est ainsi que la description d"une résonance
en onde p en terme de contact de Tan conduit & introduire deux contacts,
I'un associé au volume v et l’autre associé a k. (YU, THYWISSEN et al. 2015).

(45)

Ce que nous venons de décrire s’applique bien pour des potentiels dé-
croissant tres vite a l'infini (plus vite que 1/r7), mais est en toute rigueur
incorrect pour le potentiel de van der Waals en 1/7% (MOTT & MASSEY
1949). Dans ce cas, on peut montrer qu'un terme additionnel, d’ordre 1/k,
contribue a I'amplitude de diffusion (GAO 1998). Ce terme peut toutefois
étre négligé dans le cas ot la diffusion en onde p est induite par une réso-
nance de Feshbach (YOSHIDA & UEDA 2015).

2-5 Exemples d’expériences de collisions froides

Nous allons maintenant illustrer les résultats qui précedent avec deux
expériences menées sur des gaz quantiques au cours des 20 dernieres an-
nées.

Collisions en onde s pour des bosons. Le premier exemple porte sur
I'observation de collisions en onde s, donc isotropes, avec des bosons tous
préparés dans le méme état de spin. L'expérience a été menée au Labora-
toire Charles Fabry de I'Institut d’Optique par JASKULA, BONNEAU et al.
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Colliding condensates

FIGURE 3. Collision entre deux condensats de Bose-Einstein d’hélium métastable.
Le halo sphérique est en accord avec la prédiction pour une diffusion dans I'onde s.
Chaque point correspond a la détection d'un atome. Figure extraite de JASKULA,
BONNEAU et al. (2010).

(2010) (voir aussi PERRIN, CHANG et al. (2007) pour une expérience an-
térieure menée par le méme groupe). On part d’'un condensat de Bose—
Einstein d’atomes d’hélium métastable, dans lequel les particules ont une
vitesse négligeable. On utilise une impulsion lumineuse avec deux paires
de faisceaux laser créant une transition Raman stimulée vers un autre état
interne de I'atome. Cette impulsion crée deux groupes d’atomes se propa-
geant en sens opposés avec une vitesse v = £2v,¢, et un troisieme groupe
est constitué par les atomes restant a vitesse nulle. La vitesse v, est la vi-
tesse de recul associée a I’absorption ou I’émission d"un photon résonnant
avec l'atome, soit 9.2 cm/s pour 'hélium métastable. On laisse les colli-
sions se produire et on prend ensuite une image du nuage d’atomes apres
temps de vol, ce qui permet de déterminer sa distribution en vitesse.

Un exemple de résultat est montré sur la figure 3. On a sélectionné ici
le produit de la collision entre le groupe d’atomes a v = 2u,. et le groupe
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FIGURE 4. Gauche : mesure de la relaxation vers I'équilibre pour un nuage confiné
dans un piége harmonique. Cette relaxation est le résultat de collisions élastiques,
dans un nuage n’ayant initialement pas le bon rapport d’aspect dans un piege har-
monique. Droite : variation de la section efficace o avec la température du nuage,
pour des fermions polarisés (symboles fermés) et pour un mélange de deux états de
spin (symboles ouverts). Figures extraites de DEMARCO, BOHN et al. (1999)

d’atomes a v = 0, ce qui correspond a une vitesse du centre de masse égale
a Urec. On y voit ce qui reste des deux groupes d’atomes initiaux (taches
brillantes en haut et en bas) et un halo sphérique correspondant au produit
des collisions dans 1’onde s. Puisque la collision est élastique, la vitesse
finale des atomes est égale en module a la vitesse initiale. L'isotropie de
I'amplitude de diffusion se traduit par une densité uniforme sur toute la
sphere.

Inhibition des collisions pour des fermions polarisés. Pour des fer-
mions polarisés, les seuls canaux de diffusion autorisés sont les ondes
partielles de ¢ impair, en particulier / = 1 a basse température. Pour
mettre en évidence ce phénoméne, DEMARCO, BOHN et al. (1999) ont étu-
dié la vitesse de thermalisation d’une assemblée de fermions (*°K) dans
un piege harmonique. Ils sont partis d'un gaz de 107 atomes a l'équi-
libre dans un piege anisotrope, de sorte que les tailles du gaz selon les
trois axes a = z,y,z du piege vérifient la loi d’équipartition de l'éner-
gie 2mw?r? = 1kgT. A un instant donné, on modifie une des trois fré-
quences propres du piege et on regarde le temps nécessaire pour que la
forme du nuage s’adapte a cette nouvelle configuration sous 1’effet des col-
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Vi(r)

Vo

FIGURE 5. Puits de potentiel carré de profondeur Vj et de largeur b.

lisions élastiques (GUERY-ODELIN, ZAMBELLI et al. 1999). Un exemple de
relaxation vers 1’équilibre est montré en figure 4 (gauche).

Quand on refait la méme expérience pour des températures de plus en
plus basses, on observe un allongement spectaculaire du temps de relaxa-
tion, qui s’explique par une décroissance de la section efficace pour des
fermions polarisés (figure 4, droite, symboles fermés). Cette décroissance
se fait selon la loi attendue pour l'onde p, o o« k* oc T? entre 5 et 50 K.
Une expérience de controle instructive consiste a refaire la méme expé-
rience avec un mélange de deux états de spin (figure 4, droite, symboles
ouverts). On trouve alors une section efficace a peu pres indépendante de
la température, comme attendu pour des collisions dans 1’onde s.

3 L’exemple du puits carré

Un potentiel en puits carré constitue probablement le systéeme le plus
simple sur lequel on peut appliquer les concepts que nous venons d’ex-
poser, pour tester et comprendre les prédictions principales. Nous consi-
dérons dans cette section le potentiel attractif représenté sur la figure 5,
de profondeur V{ > 0 et de portée b. Nous allons commencer par calculer
la longueur de diffusion pour ce puits; nous étudierons ensuite les états
stationnaires de diffusion (énergies positives), puis les états liés (énergies
négatives).
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FIGURE 6. Variation de la longueur de diffusion d’un puits carré avec la profon-
deur V.

3-1 Lalongueur de diffusion pour un puits carré

Comme nous l'avons écrit en §2-3, la méthode la plus simple pour
déterminer la longueur de diffusion consiste a chercher 1'état propre de
I’équation de Schrodinger d’énergie nulle. La fonction d’onde réduite u(r)
de cet état vérifie

r<b : u’(r)+kiu(r)=0 (46)

r>b u’(r)=0 (47)
avec Vo = h?kZ /2m,. La solution s’écrit

r<b u(r) = Asin(kor) (48)

r>b u(r)=ar+p (49)
La continuité de u et de sa dérivée en r = b impose :

kocos(kob)  «
sin(kgb)  ab+ (50)
dont on déduit la longueur de diffusion viaa = -3/« :
ko

Cette longueur de diffusion est tracée sur la figure 6 en fonction de la
profondeur du puits de potentiel. Quand le puits est peu profond (kob <
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1), cette longueur de diffusion est petite et négative. Cela se comprend ai-
sément par l'approximation de Born :
] k3b?
/ V(r)d®r = OT

qui redonne le premier terme non nul du développement limité de (51).
Quand k( augmente et devient de I'ordre de 1/b, la longueur de diffusion
(51) diverge? en tendant vers —oo quand kob — /2 par valeurs néga-
tives, puis bascule vers +oo pour décroitre & nouveau, puis rencontre une
seconde divergence en kob = 37/2, etc.

my

 27h2

k—0:

f(k) ~ (52)

Pour comprendre ces divergences, nous nous intéresserons en § 3-3 aux
états liés dans ce puits carré. Nous y montrerons que chaque divergence
est associée a I'apparition d'un nouvel état lié (théoréme de Levinson). Au-
paravant, pour acquérir une intuition de la signification physique de la
longueur de diffusion, nous allons étudier les états propres de 1’équation
de Schrédinger avec une énergie tres légérement positive.

3-2 Le puits carré : états de diffusion

La fonction d’onde réduite d'un état stationnaire de diffusion d’énergie
positive E = h?k?/2m, vérifie

r<b : W(r)+ku(r)=0, kI =kj+k, (53)
r>b u”(r) 4+ E*u(r) =0, (54)
dont la solution s’écrit :
r<b u(r) = Asin(kir) (55)
r>b u(r) = Bsin(kr + &) (56)

Le raccord de w et de sa dérivée au point » = b donne la valeur du
déphasage do(k) :

1 1
™ tan(k1b) = Z tan(kb + do) (57)

1

2. Il est également possible de calculer analytiquement la portée effective pour ce modele
de puis carré (CASTIN 2007). On trouve que ce parametre a lui aussi un comportement pré-
sentant une succession de divergences.
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FIGURE 7. Etats stationnaires de diffusion du puits carré dans le cas a > 0 (point
rouge sur la figure 6). Les nombres d’onde sont k/ky = 0.02,0.03,0.05 et Ia
longueur de diffusion vaut a = 4.7b.

ou encore

do(k) = —kb + arctan {: tan(klb)} mod [r]. (58)
1
On vérifie sur cette expression que la longueur de diffusion trouvée plus

haut [¢f. (51)] s’obtient comme — limy,_,¢ tan [0 (k)] /&

Commengons par examiner le cas d"une longueur de diffusion positive
en prenant par exemple le point marqué par un cercle rouge sur la figure
6, correspondant a kob = 0.557. Regardons le comportement de trois états
propres de faible énergie : k/ky = 0.02,0.03,0.05 (figure 7). La variation a
longue distance (figure 7, haut) est une sinusoide de période 27 /k, comme
attendu. Quand on fait un zoom sur la partie centrale (figure 7, bas), on
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voit que ces états partagent tous le méme nceud, situé en tres bonne ap-
proximation au niveau de la longueur de diffusion; ils se comportent donc
tous comme

(59)

—ka.

u(r) o sin[k(r — a)]
au dela de ce nceud, comme attendu a partir de (56) et de 6y (k) ~

L'interprétation physique de la longueur de diffusion est donc simple
dans le cas a > 0 : le comportement des états de diffusion pour r > a est
identique a celui qu’on aurait si on travaillait avec un potentiel de coeur
dur, de rayon égal a la longueur de diffusion a. Bien sfir, les fonctions
u(r) ne sont pas nulles pour r < g, contrairement au cas d’'un potentiel de
cceur dur; cela joue un réle quand on s’intéresse aux collisions inélastiques
conduisant a la formation de dimeéres. Mais pour les processus élastiques,
une longueur de diffusion positive est équivalente a un potentiel de coeur
dur et tend donc a maintenir les particules loin les unes de autres en impo-
sant a la fonction d’onde relative de s’annuler en r = a.

Passons maintenant au cas d'une longueur de diffusion négative, avec
le point violet de la figure 6, correspondant a kob = 0.4757. Nous considé-
rons toujours les trois états de faible énergie : k/ky = 0.02,0.03,0.05 (figure
8). On voit maintenant que le comportement sinusoidal a longue distance
correspond a des courbes qui se croiseraient au point r = a (négatif) si on
les prolongeait dans la région non physique < 0. Un tel comportement
est également en accord avec la variation attendue en sink(r — a)] et il
conduit a une probabilité augmentée de trouver les deux particules proches
l'une de l'autre, par rapport a ce que 1’on aurait si elles n’interagissaient

pas.

3-3 Le puits carré : états liés

Nous allons maintenant relier les divergences trouvées pour la lon-
gueur de diffusion a I'apparition d’états liés dans le puits carré. Commen-
¢ons par rappeler qu’a trois dimensions, un tel puits n’admet pas toujours
d’état lié. Pour le prouver, partons de la forme de la fonction d’onde radiale
réduite attendue pour un état lié. Puisque £ < 0, introduisons « et k; tels
que

2,2
sy

S k2 = k2 — k2.

(60)

page 11

40 60 80 100 120 140 160

|
180 200

-0.5 |

FIGURE 8. Etats stationnaires de diffusion du puits carré dans le cas a < 0 (point
violet sur la figure 6). Les nombres d’onde sont k/ky = 0.02,0.03,0.05 et la
longueur de diffusion vaut a = —7.5b.

La fonction d’onde radiale réduite d’un état lié doit vérifier

u”(r) + kfu(r)

u”(r) — k*u(r)

r<b
r>b

=0 (61)
=0 (62)
avec la condition aux limites u(0) = 0. La solution physiquement accep-
table s’écrit donc, a un facteur multiplicatif preés :

r<b

r>b

u(r) = A sin(kr)
u(r) = Be "

(63)
(64)
et il faut raccorder le sin(k;7) a l'intérieur du puits avec 'exponentielle

décroissante a I'extérieur du puits, en égalant les valeurs gauche et droite
de la fonction et de sa dérivée en r = b.
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FIGURE 9. Principe de la résolution graphique permettant trouver les états liés
dans un puits carré a trois dimensions [cf. (65) et (66)]. On doit trouver l'inter-
section entre la courbe y = —x cot(nx) (avec x = kib/mw et y = rb/7) et le
cercle de rayon kob/m. Le seuil d’apparition du premier (resp. deuxieme) état lié
correspond au cercle orange (resp. cyan) de rayon kob/m = 1/2 (resp. 3/2). Il n’y
a pas d’état lié pour kob/m = 0.4 (cercle rouge), un seul état lié pour kob/m = 0.7
(cercle vert) et deux états liés pour kob/m = 1.7 (cercle violet).

Si le puits est trop peu profond, le sinus sera une fonction strictement
croissante a l'intérieur du puits, méme pour la valeur maximale possible
k1 = ko (voir par exemple la figure 8). On ne peut alors pas le raccorder
de maniere continue et dérivable a I'exponentielle décroissante pour r > b.
Plus précisément, la condition de raccordement de u et v’ en r = b impose

k1 cot(k1b) = —k (65)

que I’on couple a la relation

k2 4+ k2= k2 (66)
pour faire une résolution graphique (figure 9). Dans le quart de plan k; > 0,
x > 0, on doit trouver 'intersection entre la courbe définie par (65), tracée
en bleu sur la figure 9 et le cercle (66). On constate que le premier état lié
apparait pour kob = 7/2, le deuxieéme état lié pour kob = 37/2, etc. Ces
seuils d’apparition des états liés correspondent bien aux divergences de la
longueur de diffusion trouvées plus haut.
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FIGURE 10. Energies des états liés dans un puits de potentiel carré, obtenues par
la résolution indiguée en figure 9. La courbe pointillée indique la prédiction appro-
chée —h?*/(2m.a?), valable proche du seuil de dissociation. La figure du bas est
un agrandissement de celle du haut au voisinage du seuil d’apparition du premier
état lié.
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On pourra par ailleurs vérifier sur ce cas completement soluble le lien
entre positions des états liés et poles de 'amplitude de diffusion, qui se
calcule ici a partir du déphasage d (k) donné en (58) et de la relation (26).

L’énergie des premiers états liés est tracée sur la figure 10, en fonction
du parametre ko contrdlant la profondeur du puits. Nous avons également
indiqué la prédiction approchée —h?/(2m,a?), donnant 'énergie du der-
nier état lié quand il est proche de la limite de dissociation. Cette prédic-
tion est utile quand « est tres grand, mais on constate qu’elle devient rapi-
dement inexacte quand on s’éloigne du seuil de dissociation.

4 Pseudo-potentiel et condition de Bethe-Peierls

Dans ce qui précede, nous avons établi les lois qui régissent les interac-
tions entre particules a basse énergie. Ce domaine de basse énergie corres-
pond au régime ot la longueur d’onde thermique des particules A = 27 /k
est grande devant la portée b du potentiel. De maniére équivalente, I'éner-
gie cinétique des particules doit étre petite devant h?/mb?. Quand cette
condition est remplie, les collisions se produisent majoritairement dans le
régime de 1’onde s, au moins quand celui-ci est autorisé.

L'amplitude de diffusion s’écrit alors :

1 1 1
NS — k4 ork? ..
a 2

flk) "~

La partie imaginaire de f(k) en ik est imposée par l'unitarité de la méca-
nique quantique. La longueur de diffusion a et la portée effective r. sont
des quantités réelles, homogenes a une longueur, caractérisant le potentiel.
En général, quand on ne se place pas au voisinage d'une résonance, a et
re sont de l'ordre de b, c’est-a-dire de 'ordre de R qw pour le potentiel de
van der Waals. Ainsi, puisque les k pertinents sont tels que kb < 1, les trois
contributions a f(k) se classent selon :

Basse énergie : (67)

al > |ik| > |rek?|.

(68)

et il suffit alors de connaitre a, la correction en r.k? n’ayant qu’une in-
fluence mineure.
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La longueur de diffusion joue donc un réle central dans la description
des gaz quantiques. Dans la plupart des cas, elle suffit a déterminer les pro-
priétés collectives du fluide, que ce soit les caractéristiques statiques (équa-
tion d’état par exemple) ou dynamiques : excitations collectives comme les
phonons, solitons, vortex, ou encore les phénomenes de démixtion dans
les systemes a plusieurs composantes. Dans la mesure o1 c’est le seul pa-
rametre pertinent, il est 1égitime de remplacer le potentiel réel par un po-
tentiel modele conduisant a la méme longueur de diffusion.

Le but de ce paragraphe ® est de proposer un potentiel modele simple de
portée nulle, conduisant a une diffusion purement isotrope f(k,0) = f(k)
et dont le développement limité (67) s’arréte des 'ordre 1 :

1 1

B o ik, (69)
de sorte que la portée effective sera nulle. On notera que ce type de poten-
tiel modéle admet au plus un état 1ié, puisque nous savons que les énergies
des états liés correspondent aux poles de I'amplitude de diffusion. Plus
précisément si (69) est exacte, il y a un seul pole k = i/a et la fonction
d’onde o e!*" = e~/ correspond & un état lié si a > 0; 1'énergie de cet état
est —h?/(2m,a?). lln'y a pas d’état lié sia < 0.

Satisfaire ce cahier des charges n’est pas évident; nous allons partir
d’un potentiel de contact, proportionnel a la distribution de Dirac 6(r), qui
semble le choix le plus naturel, mais nous allons rencontrer presque im-
médiatement des difficultés mathématiques liées a 1’action de 6(r) sur des
fonctions d’onde qui se comportent comme 1/r au voisinage de 'origine.
Nous passerons a un potentiel de contact régularisé, le pseudo-potentiel, et
nous montrerons son équivalence avec la condition aux limites de Bethe—
Peierls.

4-1 Potentiel de contact en point de vue position

Nous allons commencer notre analyse en expliquant pourquoi un po-
tentiel de contact de type V' = §d(r) ne peut pas convenir stricto sensu,

3. Je remercie Félix Werner pour des discussions éclairantes sur différents points abordés
ici.
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alors que son équivalent a une dimension est tout a fait légitime. Le poten-
tiel de contact est défini par son action sur une fonction d’onde par

V [y(r)] = g(0) 5(r),

Une difficulté surgit quand on s’intéresse a la fonction d’onde i (r) de
I’état stationnaire de diffusion, par exemple quand on la calcule a partir du
développement de Born.

g réel positif ou négatif. (70)

Rappelons le principe de ce développement. On part de I’équation in-
tégrale de la diffusion
[ (r')] &,

Yr(r) =e* T+ /Gor—r 71)

avec la fonction de Green associée a ’hamiltonien d"une particule libre :

my eikr
2rh? r
On cherche la solution de cette équation en puissances du potentiel diffu-
sant, donc ici du parametre g :

Go(r) = —

(72)

de = o o (73)
On a donc ¢\”)(r) = ¢ et la relation de récurrence
(nH) / Go(r — ') [w,(cn) (r’)} 3. (74)

Le calcul du terme d’ordre 1 ne pose pas de probléme :

1/),21)(7') = /go(r -V [eik”’/} d3r = g/go(r — ') §(r") A3
~ gmr eikr
= ggo(r) = _27Th2 r (75)

Le probleme survient quand on cherche a calculer le terme d’ordre 2 dans
le développement de (1)

¢

|
—
Q
O
I
|
3

(76)
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oll nous avons utilisé le résultat (75) donnant %, a I'ordre 1 en V. On voit
que l'on est alors amené a faire agir le potentiel V, donc la distribution de
Dirac, sur une fonction qui diverge en 7’ = 0!

L’action de 6(r) sur la fonction 1/r n’a évidemment pas de sens ma-
thématique bien défini et on ne peut donc pas utiliser cette distribution
d(r) telle quelle : il va falloir la régulariser et cela constituera I'objet des
paragraphes 4-3 et 4-4. Auparavant, il est malgré tout utile de reprendre
le probléme de la "vraie" distribution de Dirac en point de vue impulsion,
c’est-a-dire étudier le comportement des éléments de la matrice de diffu-
sion T'(E) entre deux ondes planes.

4-2 Potentiel de contact en point de vue impulsion

Dans le paragraphe qui précede, nous nous sommes concentrés sur les
fonctions propres en point de vue position, et nous avons été bloqués a
I'ordre 2 du développement de Born quand il a fallu faire agir 6(r) sur la
fonction e!*” /r. Nous allons maintenant reprendre le méme probléme, mais
en point de vue impulsion.

Nous utilisons de nouveau le développement de Born, que nous écri-
vons cette fois-ci en terme de la matrice T'(E) introduite au chapitre 2 :

21.2
V+V ! v E:hk

—V 4+ ... . 77
E — Hy+i04 2my @7)

A l'ordre 1 en g, le calcul de I’élément de matrice de 7' entre deux états
d’impulsion quelconques q; et g, ne pose aucun probleme* :

Ordre1: (q,|T|qy) = (q,|V]qy) = g/e_iql"" 5(r) 2" d3r =g. (80)

4. Rappelons que nous posons dans tout ce cours (cf. chapitre 2) :

(rlg) =", (rlr)=d(r—r"),  (gld') = (2n)*d(q—q), (78)
de sorte que les relations de fermeture en impulsion et en position s’écrivent :
1 3 3
= s [ 10tal = [ im)irla®r 79
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A T'ordre 2 en revanche, des problemes surgissent. On trouve en insé-
rant la relation de fermeture (79) pour l'impulsion au niveau du propaga-
teur libre 1/(E — Hy +1i04) :

2
A _ g 1 3
dre 2 : T = d 1
Or re <q1| |q2> g+ (271')3 /E—E(q)+10+ q, (8 )
avec £(q) = h*q?/2m,. Or la quantité
1 1
I(E) = a? 82
&) <2w>3/E—e<q>+io+ ! ®2)

est divergente quand on effectue la somme sur ¢ jusqu’a l'infini. Ce pro-
bleme est bien stir le méme que celui rencontré en point de vue position,
avec l'action de 6(r) sur la fonction 1/r.

Néanmoins, oublions momentanément que Z(F) est divergente. Tous
les ordres de la série de Born peuvent étre traités comme on l'a fait ci-
dessus pour l'ordre 1 et on aboutit a une série géométrique que nous re-
sommons :

<Q1|T(E)|(I2> =
g

R )

{1 + 9Z(B) + GZ(E) + ...}

Nous allons maintenant voir comment donner un sens a cette resommation
formelle en introduisant une coupure dans I’espace des impulsions. Nous
supposons que l'intégrale sur les moments g ne s’étend pas jusqu’a l'infini,
mais s’arréte a une valeur de coupure notée gmax. L'intégrale se calcule
alors aisément et on trouve (a un terme en 1/gpax pres) :

my

dmax 2
S R d
_ 4
22 /0 Pk -0,

my Tk
= _W Qmax‘FI? .

De maniére générale, I'amplitude de diffusion du vecteur d’onde k vers
le vecteur d’onde k' s’écrit en fonction des éléments de matrice de 7" (cf.
chapitre 2) :

I(E) =

(84)

my
2mh?

flk, k') = ——= (K/|Tk) (85)
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ce qui donne en utilisant (83) et (84) :

2% 2¢max

I(E)] = — ik.

myg ™

Flk)

Remarquons tout d’abord que nous retrouvons la forme demandée en (69),
en particulier la partie imaginaire imposée par l'unitarité. Ensuite, nous
pouvons grace a la coupure assigner une longueur de diffusion a ce pro-
bleme :

7

L 2k [1 (86)

my

1 201 2
= 2Ty max (87)

a myg ™

Cette expression est a la base d’une approche du probléeme en terme de
renormalisation, utilisée par exemple pour calculer I'énergie d'un gaz de
Bose en interaction faible a partir de la méthode de Bogoliubov (énergie de
Lee-Huang-Yang).

— On suppose connus la longueur de diffusion physique a et le couplage
g associé :
_ 2rh*a  Amh*a

g = .
My m

(88)

— On se donne un couplage nu g et une coupure gmax Vérifiant (87), qui
se réécrit :

1 1 MyGmax
- =z max max — 89
pial +Q avec @ 372 (89)
ou encore g
g= —— = 1 max ced). 90
9= 140 9(1+ 9Qmax +--.) (90)

On meéne les calculs pour le potentiel de contact §d(r), écrit en point
de vue impulsion sur la base des ondes planes :

g . A .
ﬁ Z Oq,+q%,—q%q,%; (91)

4q,.92,9
avec les parametres g et Qmax, et on réexprime le résultat final en fonc-
tion de g. Si le résultat est d’ordre 1 en g, on remplace simplement g
par g, en utilisant (90) a 'ordre 0 en Qmax. Si le résultat contient des
termes allant a un ordre supérieur en g, comme pour la correction de
Lee-Huang-Yang, on fait un développement systématique de chaque
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terme en utilisant la encore (90). Le résultat final pour une quantité
physique doit s’exprimer uniquement en terme de g, les termes en
Qmax S'étant éliminés.
Pour une mise en place plus complete et plus rigoureuse de la procédure
de renormalisation, on pourra consulter BRAATEN, KUSUNOKI et al. (2008).

4-3 Le pseudo-potentiel

Nous passons maintenant a 1'étude d’un potentiel d’interaction V de
portée nulle ne présentant pas les singularités de la distribution de Dirac.
La lecon de I’étude qui précede est qu'il faut "effacer" la divergence en r =
0 de la fonction e'*” /r. Nous souhaitons arriver a ce résultat sans modifier
'action de 6(r) quand elle agit sur une fonction réguliereenr = 0.1l y a
de multiples fagons pour arriver a ce but [voir OLSHANII & PRICOUPENKO
(2001)]; la plus simple est celle proposée par HUANG & YANG (1957) [voir
aussi BREIT (1947)], qui consiste a prendre

- 0
Vop [1(r)] = g 3(r) - [ri(r)] 92)
r r=0
Avec cette définition, toute fonction ¢ (r) qui diverge en 0 comme
fe!
1,/}(’!’) = ; + q/}reg("’) (93)

avec ;g réguliere en 0, conduit a une valeur bien définie pour V1 (r) :

Vpp [¥(7)] = g Vreg(0)

quelle que soit la valeur de o qui est purement et simplement "effacée”. En
particulier, pour la fonction e*" /r qui provient de 'ordre 1 du développe-
ment de Born, on pose

(94)

eikr 1 eikr -1 )
=t Vreg(T)  avec reg(r) = — ik quand r — 0, (95)
et on obtient "
Vop { r ] = igk d(r). (96)
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Il est remarquable que cette simple prescription suffise a permettre le
calcul de tous les termes du développement de Born donnant les états de
diffusion de ’hamiltonien
h2

2m,

H=———V?1+V,,. (97)

On aurait pu craindre que les termes d’ordre 2,3, 4, ..., ne fassent appa-
raitre des divergences de plus en plus marquées comme 72, 773,
cela aurait en effet nécessité des procédures de régularisation avec une
complexité croissante. Heureusement, il n’en est rien, comme on peut s’en
convaincre en examinant le terme d’ordre 2. En reprenant son expression

1a ot nous l'avons laissée [cf. (76)] et en utilisant (96), nous obtenons :

2 .
—gm, ) elkr

r’4;

(98)

o (r) = ;ff;; (igk) / Go(r — ) 6(r") &' = ik ( —

L'ordre 2 a donc la méme structure mathématique en e'*" /r que l'ordre 1,
et il n’en différe que par son préfacteur indépendant de r.

La quantité gm,/27h? a la dimension d’une longueur et (en anticipant
un peu sur la suite) nous la noterons
gmy
2mh?’
Nous verrons en effet que a est égale a la longueur de diffusion pour ce
pseudo-potentiel.

(99)

a

Etat stationnaire de diffusion pour le pseudo-potentiel. Le bilan du cal-
cul a I'ordre 2 inclus de I'état stationnaire de diffusion est
. ikr eikr
Yr(r) =e*T —a +1ia’k +... (100)
T

Le calcul des ordres suivants ne pose alors pas de probleme. La relation de
récurrence (74) permet d’exprimer 1’ordre n + 1 en fonction de l'ordre n :

) = [ Golr o) Vi [0 @ (o)
ce qui donne
G () = —ika v (r) = (<ika)" o) (). (102)
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Grace a cette relation de récurrence, 1’état stationnaire de diffusion est ob-
tenu en calculant la série géométrique

;;%(—1ka) =T (103)
d’ot1 'expression recherchée :
V() = ok 4 1 ¢(1)(7°) (104)
1+ika " *
ou encore o
_ Likr a e
Vi(r) =e 1+4ika r ° (105)
Cet état est associé a I'amplitude de diffusion
a 1 1
k) =— — = —— —ik. 1
f(k) T ika ou encore 0] it (106)

A titre d’exercice, on peut vérifier directement que 1)y, est solution de
I’équation de Schrodinger

e V21/J(’l") + Vpp [¥(r)] = E(r) avec F = ZQkZ.

107
2m, My (107)

On utilise pour cela

ikr ikr _
V2 (e ) =V? (1) + V2 (e 1) avec V2 (1) = —4m §(r)
T T T T

(108)
et pour la fonction réguliere a symétrie radiale f(r) = (e!*" —1)/r:
2y L e
Vf = ~ 33 (rf) = (ik) - (109)

Cette vérification permet de montrer que la validité de I'expression de
n’est pas liée a la convergence de la série géométrique (103).

Il y a plusieurs remarques importantes a faire sur ce résultat :

— L’amplitude de diffusion ne dépend pas de 'angle 6, alors que nous
n’avons pas fait I'hypothese que k était petit. Le pseudo-potentiel a la
particularité de ne provoquer de la diffusion que dans 'onde s, quelle
que soit I'énergie de collision.

— L’expression (105) de I'état stationnaire de diffusion n’est pas seule-
ment asymptotique comme pour un potentiel de portée non nulle :
elle est valable en tout point r différent de l'origine.

— La quantité que nous avons noté a correspond bien a la longueur de
diffusion, définie comme — limy_,o f (k).

— La partie imaginaire de 1/f(k) est bien égale a —ik , comme requis
pour assurer l'unitarité et la conservation du flux de probabilité (théo-
réme optique).

— L’expression de droite de (106), qui est valable quel que soit k, montre
que la portée effective r, du pseudo-potentiel est nulle.

— Tous les états de diffusion ont un comportement identique au voisi-
nageder =0:

r—0: wﬂﬂu%—é+0m. (110)

Ce point jouera un role central pour 1’établissement de la condition
aux limites de Bethe-Peierls.

Etat lié du pseudo-potentiel. Dans un potentiel de contact & une dimen-
sion, V(z) = gd(x), on trouve un (et un seul) état lié si et seulement si le
coefficient g est négatif. Il en va presque de méme pour le cas 3D, a une
différence majeure pres : le potentiel V,, [1)(r)] = g4 (r) & [r¢(r)] admet
un (et un seul) état lié si et seulement si g est positif!

Pour montrer ce résultat, le plus rapide est d’utiliser le fait (déja men-
tionné a plusieurs reprises) que les états liés, quand ils existent, corres-
pondent aux poles de I'amplitude de diffusion. Dans le cas présent, nous
connaissons 1'expression exacte de 'amplitude de diffusion [c¢f. (106)]. Elle
posséde un unique pole

: 2
ltika=0 = kel po__n

a  2m,a2 (111)

et ce pole correspond a un état lié physique acceptable si et seulement si
l'état correspondant ~ el*" /r = e~7/¢ /r est normalisable. Il faut donc que
a et par conséquent g soient positifs.

pagel7 -
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Plus précisément, on peut vérifier explicitement que 1'état

efr/a

Yrie(r) = (112)

r

est solution de l’équation de Schrodinger (107) pour l'énergie E =
—h?/(2m.a?). On utilise pour cela [cf. (108) et (109)]

—r/a —r/a
V2 {e ] — 4mi(r) + - © (113)
T a?
et y y
. e~ T/a - d e~ T/a B _g
Vop [ " ] —gé(r)g (r " ) = a5(r), (114)

d’ou le résultat puisque g = 2rh%a/m,. On remarque que la variation au-
tour de r = 0 de cet état lié est identique a celle des états de diffusion [cf.

(110)] :
11

r—0: Yiie(1) Pl + O(r). (115)

4-4 La condition aux limites de Bethe-Peierls

En cherchant les états propres de '’hamiltonien en présence du pseudo-
potentiel, nous avons vu apparaitre des fonctions d’onde variant comme
1/r au voisinage de l'origine. Ce type de variation n’est pas habituel : on
ne le trouve pas pour les états propres de ’hamiltonien dans un poten-
tiel régulier®. Quand V(r) est une fonction continue de r, éventuellement
divergente en r = 0 comme le potentiel coulombien, les états propres au
voisinage de r = 0 s’écrivent ¥ (r) = By + O(r), out O(r) représente un
terme tendant vers 0 au moins linéairement quand r» — 0. L’apparition
d’un terme en 1/r dans les états propres appelle plusieurs remarques :

5. La raison pour laquelle un potentiel V' (r) régulier ne peut pas donner naissance a un
état propre (r) de H variant comme 1/r au voisinage de l'origine est simple. Raisonnons
par l’absurde et supposons que 1 contienne un tel terme : ¢(7) = a1 /7 + Preg(r) Ol Preg
est non-divergente en = 0. Quand on applique H = — %VQ + V(7) sur v, le laplacien
de I'énergie cinétique agissant sur le terme en 1/r fait apparaitre V2 (1/r) = —4m é(r). Si
le potentiel V(7) ne contient pas lui-méme des termes proportionnels a la distribution de
Dirac pour compenser ce §(r) provenant de I'énergie cinétique, la fonction v ne pourra pas
satisfaire Hv(r) = E¢(r).

page 18

— La variation en 1/r au voisinage de l'origine reste compatible avec le
fait que la fonction est de carré sommable. En effet, I'intégrale

JCY o) e

est convergente en = 0. Ce ne serait pas le cas si la divergence était
plus violente (comme 1/r? par exemple).

(116)

En présence du pseudo-potentiel V,,, les états propres s’écrivent au
voisinage de r =0

6

r

W(r) + o+ O(r), (117)
o1 le terme en O(r) peut se développer en série > ., 5,(0,p) 7" Le
fait de voir apparaitre dans ce développement un terme supplémen-
taire en 3_;/r pourrait laisser penser que 1'on a "élargi" I'ensemble
des fonctions accessibles grace au pseudo-potentiel : le coefficient 5_;
semble procurer un degré de liberté supplémentaire par rapport aux
coefficients {8p, 81, 52, ...}. Il n’en est rien; en effet, pour un pseudo-
potentiel de longueur de diffusion a fixée, nous avons trouvé que
tous les états propres de H , qu’ils soient libres ou liés, se comportent

comme
1 1

P(r) Pl + O(r). (118)

Les coefficients 5_; et §y ne sont donc pas indépendants, mais reliés
par -1 = —afo.
Cette discussion suggere 1’équivalence entre les deux points de vue sui-
vants :
— La stratégie adoptée en § 4-3 consiste a ajouter le pseudo-potentiel V,,,,
au terme d’énergie cinétique. On calcule ensuite les états propres (liés
ou libres) de I’hamiltonien

A K2
H=—

V2 + Vip. (119)

2m,
On en déduit que tous ces états propres se comportent comme (118) et
il en va donc de méme pour toute fonction d’onde physiquement ac-
ceptable du systeme, qui doit s’écrire comme une combinaison linéaire
des états propres de H.
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— On "oublie" V,, et on travaille avec I'hamiltonien d"une particule rela-

tive libre )
A h
Hy =

—-—V?, (120)
2m,
mais on impose a toute fonction d’onde physiquement acceptable du

systéme de se comporter comme

P(r) o % - % + O(r) (121)
au voisinage de 7 = 0 ou encore
d 1
3 1)l L = ()= (122)

Ce deuxiéme point de vue, introduit par BETHE & PEIERLS (1935) [voir
aussi WIGNER (1933)], est souvent privilégié quand on souhaite traiter des
systemes a plus de deux particules; la prise en compte des interactions se
fait alors en imposant a la fonction d’onde a IV corps de vérifier pour toute
paire (4, j) [voir par exemple WERNER & CASTIN (2012) pour des bosons] :

1 1
TN) = (m - a) Aij [Rij; {ritrzi ] + O(rij)
' (123)
ol A;; est une fonction réguliere des coordonnées des N — 2 autres parti-
culesetde R;; = (r; +7,)/2.

7"7;]‘4)01 \I/('I’l,...

L'action de Hy sur les états propres de H trouvés en (105) et (112) se
calcule simplement. On trouve pour 1'état stationnaire de diffusion ¢y (r)

- h2k? a 2mh?
How(r) = T Vi(r) — T ika m. 4(r) (124)
et pour l'état 1ié iy;e(7)
. K2 27h?
H()Qp]ié('r') = _W w]jé(',') + ) 6("') (125)

Dans ce point de vue, le point r = 0 est singulier puisque toutes les fonc-
tions d’onde y sont infinies et il est plus simple d’écrire

h%k?

2m,

En tout point r # 0 : f[oz/zk = (126)

Vi,
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et poura > 0:

A K2
En tout pOil’lt r 7é 0 : Howlié = 771/)116'3, (127)
2m,a?
puis de modifier trés légerement la définition du produit scalaire de deux
fonctions

/

) = [ w3ty n(r) d*r (128)
ot le symbole [” signifie qu’on prend l'intégrale sur tout 'espace sauf une
boule centrée en 0, dont on fait tendre le rayon vers 0. Avec cette définition,
ona [ "8(r)f(r) = 0 pour toute fonction f. Cette redéfinition du produit
scalaire permet d’affirmer que les vy, (complétés par ¢ quand a > 0)
forment une base orthogonale de 'espace des fonctions d’onde d’un sys-
teme de longueur de diffusion q, cette base étant une base propre de I'ha-
miltonien d’énergie cinétique au sens de (126) et (127).

Domaine de 1’hamiltonien La condition aux limites (121), qui doit étre
vérifiée pour toute fonction d’onde physiquement acceptable, définit le do-
maine de 'hamiltonien. On peut la rapprocher du traitement que l'on fait
du puits carré infini 1D dans les cours d’introduction a la physique quan-
tique : pour décrire le mouvement d’une particule sur le segment = € [0, L],
r* d?

on prend un hamiltonien purement cinétique, Hy = 5. 1,7 et onimpose
a toute fonction d’onde physiquement acceptable de s’annuler en = 0 et
x = L, ce qui constitue le domaine de ’hamiltonien dans ce cas.

Il est essentiel de ne travailler qu’avec des fonctions de ce domaine sous
peine d’incohérences dans les résultats. Dans le cas du puits carré infini 1D,
CASTIN & WERNER (2012) fournissent ’exemple trés simple de la fonction
constante 1/v/L, qui a une énergie cinétique nulle alors que les énergies
des états propres, satisfaisant les conditions aux limites 1(0) = ¢(L) = 0,
sont strictement positives : E,, = n?F; avec n entier strictement positif et
'énergie de I'état fondamental Egna = E1 = m2h?/(2mL?). Cette appa-
rente violation du théoréme

Vi (| HolY) > Etona

est simplement due au fait que I'on a choisi ¢(z) = 1/ V'L en dehors du
domaine de H, donc non autorisée.

(129)
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Dans le cas 3D qui nous intéresse ici, un exemple simple de I'impor-
tance de respecter le domaine de ’hamiltonien est obtenu pour le cas g < 0.
On sait qu’il n’y a pas d’état lié dans ce cas, et qu'une base de fonctions
propres est fournie par les états de diffusion, qui sont tous d’énergie po-
sitive. On en déduit que pour tout état physique du systeme, 1’énergie
moyenne E () = (¢|H i) doit également étre positive. Néanmoins, si on
considere une fonction gaussienne ¢ (r)  exp(—r?/40?), on peut trouver
des valeurs de o conduisanta F () < 0. La raison en est simple : cette fonc-
tion gaussienne ne vérifie pas la condition aux limites (121) et n’est donc
pas éligible comme état possible du systéme. On pourra consulter CASTIN
(2007) pour une discussion plus approfondie de ce point.

Que vaut I’énergie cinétique? La réponse a cette question est délicate
pour les potentiels de portée nulle, que ’on utilise V,,,, ou la condition aux
limites de Bethe-Peierls. Commengons par rappeler que pour des fonctions
d’onde suffisamment régulieres en r = 0, le terme d’énergie cinétique se
calcule indifféremment par les deux membres de 1'égalité suivante :

fnr/V(zb*(r)va(r)) d*r. (130)

h2 * 2 3,
mr/w (r) V2(r) dr =+

2
On relie ces deux expressions par une intégration par parties, en supposant
que la fonction d’onde décroit suffisamment vite a I'infini.

Le probleme se complique quand on manipule des fonctions qui varient
comme 1/r au voisinage de r = 0. Dans le membre de gauche, V21 (r) fait
apparaitre un §(r) et la quantité [ ¢*(r)d(r) d3r n’est pas définie. Dans le
membre de droite, Vi) et V¢* varient chacun comme 1/r?%, de sorte que
I'on se retrouve avec une intégrale de type [; 72 dr qui est divergente.

Quand on prend l'option d’utiliser la condition aux limites de Bethe-
Peierls, on peut donner un sens au membre de gauche, pourvu que I'on
remplace [ par [’ comme nous l'avons vu plus haut. Mais le résultat est
alors I'énergie totale, par exemple —h?/2m,a® pour 'état lié. Ce n’est ma-
nifestement pas 1'énergie cinétique qui doit étre toujours positive.

On arrive donc a la conclusion suivante pour les états propres dans un
potentiel de portée nulle : que 'on utilise V},, ou la condition aux limites
de Bethe—Peierls, 1’énergie cinétique moyenne, calculée grace au membre
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de droite de (130), est infinie (et positive) et I'énergie d’interaction est in-
finie (et négative); seule la somme des deux est une quantité finie, égale
a +h%k?/2m, pour un état de diffusion et —h?/2m,a® pour I'état lié. Pour
donner un sens précis a chacune des deux composantes de 1’énergie, il faut
revenir a un potentiel de portée non nulle b.

Le fait que l’énergie cinétique soit infinie dans le cas étudié ici peut se
comprendre simplement en regardant le comportement de la distribution
en impulsion des états pour les grandes valeurs de g. Pour une fonction
d’onde ¢ (r), la distribution en impulsion est donnée par n(g) = |1(q)|?, otx
(q) est la transformée de Fourier de 1 (). Or, on sait que la transformée
de Fourier de 1/r est, a un coefficient numérique pres, 1/¢* :

1 1 . .
o2 = :/—e””‘ d3q.
2
r q

Comme une fonction ) (r) satisfaisant la condition aux limites de Bethe-
Peierls diverge comme 1/r en1’origine (sauf si a = 0), le terme dominant de
la distribution en impulsion de cette fonction pour les grands moments est
n(q) x |1/¢*|* = 1/¢*. On comprend alors immédiatement que 'intégrale
a 3D donnant I’énergie cinétique

Eein = /

est divergente. Cette divergence joue un role central dans le formalisme du
contact de Tan.

(131)

h? q2
2m,

n(q) d*q (132)
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