Chapitre 2

Gaz quantique en dimension deux:
du cas idéal aux interactions binaires
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Nous abordons maintenant la notion de fluide quantique a deux di-
mensions. L'essentiel du chapitre sera consacré au gaz parfait régi par la
statistique de Bose-Einstein. Nous nous intéresserons successivement au
cas uniforme, pour lequel il n’y a pas condensation a la limite thermody-
namique, et au cas d'un gaz piégé, pour lequel la condensation peut se pro-
duire. Nous décrirons des expériences menées sur une assemblée de pho-
tons en cavité illustrant cette prédiction. Dans le dernier paragraphe, nous
expliquerons comment prendre en compte les interactions entre particules
en nous intéressant a une collision binaire entre deux atomes identiques.

Rappelons pour commencer quelques éléments permettant de traiter
I'équilibre thermodynamique d'un gaz parfait de particules de Bose. Sup-
posons connus les états propres 1, (r) de I'hamiltonien a une particule et
E, les énergies propres associées, 'indice o étant une variable discrete ou
continue permettant de repérer chaque état de manieére non ambigué. La
population moyenne d’un état v, est alors donnée par

1

No = et — 17 M)

ol nous avons introduit deux variables thermodynamiques intensives, la
température T et le potentiel chimique p. Pour les expériences d’atomes
froids, on peut en général mesurer avec une bonne précision la tempéra-
ture T" et le nombre d’atomes total IV, dont on déduit le potentiel chimique
en inversant la relation N = )" _ N,.
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§1. Le gaz de Bose uniforme a 2D

1 Le gaz de Bose uniforme a 2D

Nous considérons dans ce paragraphe un gaz de particules confiné
dans une boite carrée (a deux dimensions) de taille L x L. Nous utilise-
rons pour simplifier les calculs 1’expression des états propres obtenus en
prenant des conditions aux limites périodiques. Ces états sont alors des
ondes planes repérées par leur impulsion p :

1.
7/’p(r) = Zelp.'r/hv p = 7"‘3 n = (nmny> € Zz' (2)
Nous allons nous intéresser a la limite thermodynamique de ce gaz, en fai-
sant tendre la taille L de la boite et le nombre N de particules vers l'infini,
tout en gardant la densité spatiale constante :

L — 00, N = o0, p? = % : constante 3)
Une notion importante pour le calcul des quantités physiques est la densité
d’états D(E). Considérons une quantité physique F'(p) variant de maniere
relativement douce avec p, la population N(p) du niveau p par exemple,
et intéressons-nous a la somme } _ , F'(p). Lors du passage a la limite ther-
modynamique, on peut remplacer les sommes discrétes sur les impulsions
quantifiées (2) par une intégrale :

F(p) réguliere : ZF(p) — (271;71) /F(p) d*p 4)

Sila quantité a sommer F'(p) n’est fonction que de I'énergie E(p) = p?/2m,
I'intégrale sur la distribution angulaire de I'impulsion p peut étre effectuée
analytiquement et on trouve

Foo mL?
ZF(p)—>/O F(E)D®(E)dE  avec D@®(E)= (5)

T 2wh?’

La variation de la densité d’états aux basses énergies va jouer un role
crucial dans ce qui suit : alors que cette densité s’annule dans le cas 3D
comme VE quand E — 0, elle reste constante a 2D. Les états de basse

3/2
1. La valeur exacte est D) (E) = ﬁ (Q’ZZLQ) / VE.

Cours 2

énergie y jouent donc un rdle plus important; ce fait confirme ce que nous
avions déja vu au premier cours, quand nous avions constaté que c’était
les phonons de grande longueur d’onde qui étaient responsables de la des-
truction de I’ordre cristallin & 2D.

1-1 La non-saturation des états excités

Rappel sur le cas tri-dimensionnel. La condensation de Bose-Einstein
du gaz idéal a 3D est abordée dans de nombreux ouvrages de physique
statistique, et nous 1’avons décrite en détail dans le cours 2015-16. Rappe-
lons que I'on trouve a sa base trois propriétés liées a la distribution (1) :

— A température T fixée, chaque population N,, est une fonction crois-
sante du potentiel chimique p.

— Pour que N, soit défini pour tout état o, y compris 1’état fondamental
que nous notons ici a = 0, il faut que p < Ep.

— Cette inégalité sur i entraine que pour une température 7' donnée, il
existe une borne supérieure sur le nombre d’atomes Nex. (T, i) pou-
vant occuper 1'ensemble des états excités :

Nexe(T, 1) < Nege™(T) (6)
avec
Nexce(T, ) = Z W, N (T) = Z (Ba—F )1/k T_ 1
a0 & -1 Gr0 @ =
@)

Pour un gaz 3D pris a la limite thermodynamique, la quantité utile est
la densité spatiale associée a ces états excités

Nexe(T, 1)

PE(T, ) = T3

(8)

qui se calcule analytiquement en remplacant la somme discrete par une
intégrale :

1 [t DON(E) 1
G)(T. 1) = — " dE = —Lig;n(Z 9
pexc( ’:u’) 3 A %eE/kBT -1 )\;15_' 13/2( ) ( )

page 2



GAZ QUANTIQUE EN DIMENSION DEUX

§1. Le gaz de Bose uniforme a 2D

o1 'on a introduit la longueur d’onde thermique et la fugacité du gaz

Ap = h V2w 7 - eH/kBT (10)
vV kaT
et la fonction polylogarithme
+oo "
Lio(x) = —. (11)
n=1 ne

Pour « > 1, cette fonction est définie en tout point de l'intervalle x € [0, 1]
et on trouve en particulierE]Li3/2(1) =2.612...

La limite Z — 1 correspond a 4 — FEp = 0 pour ce gaz de parti-
cules libres. Le fait que Liz/»(Z) reste fini quand Z — 1 signifie que la
densité spatiale que 'on peut placer dans les états excités est bornée par
2.612/)A3.. La densité dans 'espace des phases associée aux états excités,
définie comme

Dexec = pgi)c)‘%ﬁ (12)
est donc elle aussi bornée supérieurement :

Dexe < D2 = 2.612. (13)

La condensation de Bose-Einstein découle de cette inégalité : elle se
produit lorsque la densité dans 1’espace des phases D dépasse la valeur
critique D52*. Le surplus de particules doit s’accumuler dans 1’état fonda-

mental & une particule p = 0. En d’autres termes, deux cas sont possibles

(figure[T) :

D <2.612:
D > 2.612:

D = Dexec = LiB/Z(Z)a Dy < D, (14)
D =Dy + D™ avec D™* =2612.  (15)

exc exc

Le couple d’équations (14}{15) constitue I'équation d’état du gaz de Bose
idéal a 3D.

2. La constante Liz 5(1) est également égale a la valeur de la fonction {(z) de Riemann
enz =3/2:¢(z) =X 2 no.

Cours 2

Dy
DeXC
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\ 4
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FIGURE 1. Cas 3D : densités dans I'espace des phases associées respectivement d
I'état fondamental (Do) et a I'ensemble des états excités Deyc, en fonction de la
densité totale dans I'espace des phases D. On a posé D, = DI2* = 2.612.

exc

Le cas bi-dimensionnel Pour un gaz 2D, le calcul de la densité spatiale
associée aux états excités peut étre repris de maniére quasi-inchangée par
rapport au cas 3D, la seule différence résidant dans ’expression de la den-
sité d’états, qui perd un facteur v/E. Pour le dire de maniére imagée, la pro-
portion d’états au voisinage de I'énergie nulle augmente quand on passe
de 3D a 2D; comme nous allons le voir, cela fait perdre son caractére sin-
gulier a I'état £ = 0 et vient empécher la condensation.

En remplacant la aussi la somme discrete par une intégrale, on

trouve : N )
pl2) = 1 - M dE = 1
exc I2 0 %GE/]CBT -1 )\%

Liy (2). (16)

Notons que la fonction Li; (Z), qui se calcule a partir de 1’expression géné-
rale (1), peut s’exprimer sous forme analytique Li;(Z) = —In(1 — Z), ce
qui donne pour la densité dans 1’espace des phases

Dexe = —In(1-2). (17)

On arrive alors au point crucial suivant : contrairement a Lis »(Z), la
fonction Li; (Z) n’admet pas de limite finie quand Z — 1. Ceci signifie
que méme pour une densité dans l'espace des phases D arbitrairement
grande, on pourra toujours trouver (a température donnée) un potentiel
chimique p tel que D = Dex (T, ). Ceci ne signifie pas que la population
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du niveau fondamental est nulle, mais simplement qu’elle ne prend pas
de valeur "macroscopique” a la limite thermodynamique. Aucune singula-
rité n’apparait quand on augmente la densité a température constante et la
condensation de Bose-Einstein ne se produit pas.

Il est important de repérer l'ingrédient essentiel qui cause cette diffé-
rence entre les cas 3D et 2D. Toute la question est de savoir si l'intégrale en

dimension d :
+oo D(d) E
/ L. E/k (T) dE
0 Z€ BL — 1

admet une limite finie dans le cas trés dégénéré Z — 1. Comme iln’y a au-
cun probleme de convergence de l'intégrale quand E — +oo, la difficulté
est concentrée en £ — 0. On peut alors faire un développement limité de
I'intégrande au voisinage de F = 0 dans le cas limite Z = 1:

91) = 7

Pexc T)= ﬁ (18)

d d
Z=1,E—=0: ;E(/;f)_lNkBTD(;(m' (19)
Pour une densité d’état variant en loi de puissance au voisinage de 0 :
DY(E) x E¥ (20)
alors l'intégrale sera convergente en F = 0 si
v>0 (21)

et cela méme si Z = 1, qui est la valeur maximale autorisée. C’est la situa-
tion atteinte a 3D : la densité dans les états excités sature et le phénomene
de condensation se produit. En revanche le cas 2D correspond a v = 0 et
l'intégrale est divergente pour Z = 1. Quelle que soit la densité spatiale
choisie, on peut donc toujours trouver un Z assez proche de 1 qui permet
de rentre compte de cette densité.

Equation d’état du gaz 2D. Le résultat

D(T,p)=—-In(1—2)  Z=c/hk=T (22)

constitue I'équation d’état du gaz de Bose idéal a 2D. Indiquons ici deux
cas limites intéressants :

Cours 2

— Le cas non dégénéré s’obtient en prenant la limite Z < 1:

Z<1: D(T,p) ~ Z = et/*sT <« 1, (23)

ce qui correspond au résultat bien connu pour le gaz de Boltzmann.

— Le cas Z — 1, obtenu pour |u| < kT, correspond au contraire a un
gaz fortement dégénéré :

T
Zm1: 1oz~ D(T,u)zln(kB>>>1 (24)

kgT |l

1-2 La distribution en impulsion

Pour un gaz parfait, cette distribution s’écrit :

1
%epz/(kaBT) -1

N(p) = (25)

Pour gagner de l'intuition sur la forme de cette distribution (cf. figure [2),
nous allons étudier les deux cas limites du gaz non dégénéré (7 < 1) etdu
cas fortement dégénéré Z ~ 1.

Cas non dégénéré. Dans le cas Z < 1, on peut faire 'approximation

Z<1: N(p)~ Ze?/C@mksT) (26)

qui redonne la distribution gaussienne de Maxwell-Boltzmann.

Cas fortement dégénéré. Pour décrire le cas Z ~ 1, correspondant a
|¢| < kT, nous allons séparer les impulsions en deux classes :

— Les impulsions p telles que % < kpT, c’est-a-dire pAr/h < V4m, pour
lesquelles nous allons linéariser 1’exponentielle figurant au dénomina-

teur de :

) 2

) kT dnh2 1

Z =1, — <kpT: N(p) ~ — =72 2. .2
2m 2=+ |yl AT p?H+pd

(27)
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FIGURE 2. Distributions en impulsion pour D = 0.1, 0.3, 1, 3, 10.

avec
Pe =V 2mlu| < /2mkpT (28)
(rappelons que p est toujours négatif).

— Les impulsions p telles que % > kg1 pour lesquelles nous allons

négliger le terme "de Bose" —1 au dénominateur de pour retrouver
une distribution gaussienne a la Boltzmann :

2

Z =1, 2an SkT:  N(p)~ o ?/(mksT) (29)

La distribution en impulsion se compose donc de deux parties dis-
tinctes : une partie centrale lorentzienne de largeur p. et des ailes gaus-
siennes de largeur v/mkgT'. Pour aller plus loin, il est intéressant d’évaluer
les poids respectifs de ces deux distributions. On trouve pour la partie cen-
trale lorentzienne

V2mkgT ) knT
Digr. ~ / L _dp~n (B) (30)
0 p +pc |/,L|
c’est-a-dire, en utilisant

Dior. = D. (31)

Pour les ailes gaussiennes, on a

)\2 “+o0 R
Dgan. & —1s / e P /CmET) b qp ~1/e < D. (32)
2mh? V2mksT
Cours 2

Cette contribution Dy, est petite devant D puisqu’on s’est placé dans 1’hy-
potheése d’un gaz fortement dégénéré. On peut donc considérer que la ma-
jeure partie des atomes est localisée dans une distribution lorentzienne de
largeur p. < v/mkgT'. Toutefois, comme une distribution lorentzienne est
non normalisable a 2D (contrairement au cas 1D), il faut mettre une cou-
pure sur les intégrales au niveau de l'impulsion thermique v/2mkgpT.

1-3 Fonction de corrélation a un corps

Au-dela de l'apparition possible d'une fraction macroscopique des
atomes dans 1'état fondamental, une autre manifestation de la condensa-
tion de Bose-Einstein apparait sur la fonction de corrélation :

Gi(r,7') = (r|p|r') (33)

oll p; est l'opérateur densité a un corps. Rappelons que l'invariance par

translation du systéme assure que la valeur de G; ne dépend en fait que de
!/

r—r.

Pour évaluer G, partons de I'élément de matrice de p; entre deux états
d’impulsion p et p’ et introduisons une double relation de fermeture en
position

(lilp') = // (plr) Ga (') (r'|pf) d2r 20", (34)

avec (r|p) = e"P/" /L. En utilisant l'invariance par translation, cette rela-
tion devient

(BlP1[D) = bpp / e TP Gy (r) dPr. (35)

ot I'on a noté pour simplifier G1(r) = G1(r,0). La distribution en impul-
sion N(p) = (p|p1|p) et la fonction de corrélation G;(r) sont donc trans-
formées de Fourier I'une de l'autre. On notera que la démonstration de
ce résultat ne dépend pas du fait que le gaz est idéal, ni de la dimension
choisie pour l’espace.

La fonction de corrélation G; s’obtient en prenant la transformée de
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0 2 4 6 8
’I”//\T

FIGURE 3. Fonction de corrélation G1(r) pour un gaz de Bose idéal a deux di-
mensions. Courbes réalisées pour D = 0.1, 0.3, 1, 3, 10.

Fourier inverse
1
(2wh)?

Gi(r) = / TP/ N (p) d%p

n

1 io —rr?/(nA) (36)
= — —e .
A2, —n

Pour analyser ce résultat, concentrons-nous sur les deux cas limites déja
identifiés, celui du gaz non dégénéré et celui du gaz fortement dégénéré.

Dans le cas non dégénéré, le caractere gaussien de la distribution N (p)
donné en conduit & une fonction de corrélation G; également gaus-
sienne :

Gi(r) ~ p®? e~ AT (37)

La longueur d’onde thermique Ay donne donc l'extension de la cohérence
spatiale dans ce cas.

Z K 1:

Dans le cas fortement dégénéré, nous avons vu que l'essentiel de la
distribution est concentrée dans la lorentzienne centrale de largeur p.. La
transformée de Fourier 2D de cette lorentzienne est définie en tout point
r # 0 et est proportionnelle a la fonction de Bessel d’argument imaginaire
Ky (pcr/h). Le comportement asymptotique de cette fonction est

s

Ko(w) ~ | == e (38)

T — 00 :
2x

Cours 2

et il est dominé par la décroissance exponentielle. On a alors

1 h
—=e "/t = —. 39
Gi(r) « \/776 avec o (39)

En utilisant la définition (28) de p. et le lien (24) entre la densité dans d’es-
pace des phases et le rapport kgT'/|u|, on arrive a la longueur caractéris-
tique de décroissance de la fonction G dans le cas fortement dégénéré :

At p
(~ L (P/2, 40
v (40)

On constate ici le caractere marginal du gaz de Bose uniforme a 2D.
Bien qu’il n’y ait pas d’ordre a longue portée a strictement parler puisque
la fonction G tend vers 0 de maniére exponentielle, la longueur caractéris-
tique de cette exponentielle diverge exponentiellement vite avec la densité
dans l'espace des phases du systéeme. Un tel comportement entraine un
role important des effets de taille finie, que nous allons examiner dans le
paragraphe suivant.

1-4 Les effets de taille finie

Dans les expériences d’atomes froids, on réalise couramment des den-
sités dans 1’espace des phases qui dépassent la trentaine. Pour ces valeurs
de D, on trouve ¢ ~ Ar x 10° Pour une valeur typique de la longueur
d’onde thermique Ar = 1 pm, la longueur de décroissance ¢ de G est de
l'ordre du metre, donc indétectable sur un échantillon de taille réaliste.
Dans ces conditions, la phase est essentiellement constante sur I'étendue
de I’échantillon et tout se passe comme si on avait un véritable condensat
de Bose-Einstein.

On peut se donner deux criteéres équivalents pour fixer le seuil d’appa-
rition des effets de taille finie :

— Le premier consiste a comparer la différence £y — p a l'écart £y — Ey
entre le premier état excité et 1’état fondamental. Quand Ey — i devient
inférieur & E; — Ey, alors la discrétisation des niveaux d’énergie due
aux effets de taille finie commence a jouer un role significatif. A un
facteur numérique pres sans importance ici, I'écart £y — E est d’ordre
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E1 — Ey ~ h?/mL? de sorte que ce premier critere s’écrit :

h? kgT _ L?
< B> 41
ce qui entraine pour le cas dégénéré [cf. (24)] :
D > In(L?/)\3.). (42)

— Le second critere consiste a comparer la longueur de décroissance ¢
de la fonction G avec la taille linéaire L de 1’échantillon. Les effets de
taille finie deviennent significatifs quand ¢ dépasse L, c’est-a-dire :

L
(>L — P> (43)
AT

ce qui est effectivement équivalent au critere (42).

2 Le gaz de Bose dans un piege harmonique 2D

De nombreuses expériences menées sur des atomes, de la lumiere ou
des systemes hybrides utilisent un confinement harmonique des parti-
cules. L’effet majeur de ce confinement est de modifier la densité d’états du
systeme et donc de changer, pour une dimensionalité donnée, I'existence
ou la non-existence du phénomene de condensation. Nous considérerons
dans ce qui suit un piége harmonique isotrope de pulsation w pour lequel
les niveaux d’énergie s’écrivent a une constante additive pres E; = j fu,
avec j € N. Dans le cas d’un piege non isotrope, la plupart des résultats
qui suivent restent valables pourvu que l'on remplace w par la moyenne
géométrique des pulsations du piege.

2-1 L’influence de la dimension d’espace

Pour trouver s’il y a ou non possibilité de condensation, revenons a
I'expression donnant le nombre d’atomes dans les états excités de ’hamil-
tonien a une particule

1
Nexe = Z 1 Bo/keT _ | (44)
a#0 Z

Cours 2

ou l'indice « repeére ici les niveaux d’énergie dans le piege. Comme pour
le cas uniforme, il est utile de remplacer cette somme discrete par une in-
tégrale, ce qui est une bonne approximation si I'énergie thermique kg7’ est
grande devant l'écart entre niveaux d’énergie consécutifs. On obtient alors

Nexc = /0 7%6E/kBT 1 dF (45)

ou D(FE) est la densité d’états pour le piege.

Comme pour le cas d'une boite, la densité d’état dans un piege har-
monique dépend de la dimensionalité. Pour un piege 1D, les niveaux
(4 + 1/2)lw sont non dégénérés ({; = 1), équidistants et séparés de w,
soit )

DW(E) = —. 46

(B) =+ (46)

En dimension 2, le niveau d’énergie F; = (j 4 1)lw est dégénéré {; = j +1

fois; en dimension 3, le niveau E; = (j + 3/2)/w est dégénéré &; = (j +
1)(j + 2)/2 fois, de sorte que

E2
2(hw)s

E
(fw)?”

Revenons maintenant au critere trouvé en (192I). La densité d’états varie
effectivement comme EY et 'exposant v est strictement positif en dimen-
sion 3 et en dimension 2 (respectivement v = 2 et v = 1). Il y a donc
possibilité de condensation dans ces deux cas. En revanche la dimension 1
reste (marginalement) exclue puisqu’elle correspond a v = 0.

DP(E) = DON(E) =

(47)

2-2 Le point de condensation

Le nombre maximal d’atomes que 1’on peut mettre dans un piége har-
monique est obtenu en injectant la densité d’états (#7) dans I'expression
pour la fugacité maximale Z = 1. On obtient

kpT\? Yoo 2

. (max o . . _

20 N <L) (EF) e e =30 5=
(48)
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ﬂ >®<
FIGURE 4. Limite thermodynamique dans un piége : on diminue la pulsation w

tout en augmentant le nombre d’atomes de maniére a garder la densité centrale
constante.

et
3D:  Nma)(T) = Lig(1) kaT')’ avec Liz(1) = io 1120
: exc 3 T 3 P 3 . N

(49)
Rappelons que ces résultats sont valables dans I'hypothese kg1 > hw,
nécessaire pour remplacer la somme discrete par une intégrale. Le cas
opposé kg1 < Tw est conceptuellement trivial : les particules s’accumulent
alors dans I'état fondamental par le simple fait que les niveaux excités ne
sont pas activés thermiquement.

Limite thermodynamique dans un piége. Pour un gaz dans une boite
carrée, la notion de limite thermodynamique est simple : pour une tem-
pérature T' donnée, on fait tendre le nombre de particules N et la taille
de la boite L vers l'infini, en gardant la densité spatiale constante. Dans
un piege harmonique, la limite thermodynamique est obtenue de facon si-
milaire, mais on cherche maintenant & maintenir la densité centrale n(0)
constante, tout en faisant tendre le nombre de particules N vers l'infini
(GROOT |1950; BAGNATO, PRITCHARD et al.[1987). Pour comprendre com-
ment cela est obtenu, utilisons par exemple la prédiction pour la statistique
de Maxwell-Boltzmann :

1 N 202 2 2 _
(2m)4/2 od €

1 1
p(d)(r) = avec omw o = §kBT’ (50)

Cours 2

soit :

m /2
@) (0) — d
pD(0) (2ka T> Nw?. (51)

La limite thermodynamique est donc obtenue en prenant (figure ) :

N — 400, w — 0, p(d)(O) x Nw? = constante. (52)

Les deux résultats (48) et (49) sur la saturation des états excités dans des
pieges 2D et 3D sont pertinents dans cette limite, puisqu’ils s’expriment en

fonction de la seule variable N3 (T) w?:

T d
NGEP(T) w = Lia(1) (’“2 ) (53)

Le cas uni-dimensionnel. A une dimension, la situation est plus délicate
qu’a 2D et 3D puisque l'intégrale diverge quand Z — 1 (BAGNATO &
KLEPPNER [1991). Il faut donc revenir a la somme discrete pour éva-
luer le nombre maximal d’atomes que 1'on peut placer dans un piege de
pulsation w et & température 7. Le calcul est décrit par KETTERLE & VAN-
DRUTEN (1996) et conduit au résultat :

1D, kgT > hw:  Nm(T) ~ % In (QI;iT> : (54)

Comme prévu, ce résultat ne survit pas a la limite thermodynamique
puisque le produit Nw nécessaire pour atteindre le seuil de condensation
diverge. En revanche, dans un piege 1D a w fixé, un condensat se forme
quand le nombre d’atomes dépasse (54).

2-3 Approximation semi-classique

L’état d’équilibre d'un gaz parfait dans un piége harmonique peut
s’écrire en terme de I'opérateur densité a une particule

1

P1 = %eﬁ/kBT _ 17 (55)
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ot H =
p1 est diagonal dans la base des états propres de H et la population de
chaque état est donnée par la statistique de Bose-Einstein (T).

o — Virap (1) est 'hamiltonien & une particule. L'opérateur densité

L’approximation semi-classique (BAGNATO, PRITCHARD et al. 1987)
consiste a "oublier" le fait que p et 7 sont des opérateurs qui ne commutent
pas et a les remplacer par des variables classiques. L'opérateur p; devient
alors une distribution dans 'espace des phases :

1 1
2mh)? Lolm+V ()] /keT _ 1

z©

W(r,p) = (56)

qui permet, par intégration sur 1'une ou l'autre des variables, de détermi-
ner la distribution en position ou en vitesse. La constante de normalisation
de W sera justifiée un peu plus loin.

En réalité, le concept de distribution dans 'espace des phases n’existe
pas en physique quantique. Il est en effet impossible de préparer une par-
ticule dans un état tel que sa position et son impulsion soient toutes deux
parfaitement définies. L'objet qui s’en rapproche le plus est la distribution
de Wigner (WIGNER [1932), quantité réelle mais pas toujours positive. Le
lien entre la fonction W (r, p) définie ci-dessus et la distribution de Wigner
est discuté en détail par CASTIN (2001). Le bilan de cette discussion est
que peut valablement étre utilisée si on s’intéresse a des structures de
I'espace des phases d’étendue grande devant /. En d’autres termes, il ne
faut pas chercher a résoudre individuellement la contribution de chaque
état quantique, mais se limiter a 1’évaluation de quantités physiques qui
varient doucement d'un état donné a un état voisin. Cela doit étre en parti-
culier le cas pour la population de ces états, ce qui impose que kg7 > hw.

Dans le cadre de cette approximation, il est simple de déterminer le pro-
fil de densité spatiale en dimension d, pgi()c (r), dans un piege a tempéra-
ture donnée (rappelons que 1’état fondamental, s’il est macroscopiquement

peuplé, échappe a cette distribution semi-classique). L'intégration sur 1'im-

Cours 2

pulsion donne :

2
1 — [V (r)]/keT
@ (r) [ adp
(2wh)? 1 — Ze—[E+V(@)/ksT

‘Pz .
- G 2[R

1 1 [
= — |z
/\de;jd/Q

i1
,V('r‘)/kBT:| _ — Lid/g 7 ef‘/(’r')/kBT:k57)
AT
On remarque que pour Z < 1, le premier terme (j = 1) de la somme est
grand devant tous les autres et on retrouve la formule de Boltzmann

Z —V(r)/ksT
A © (r)/ksT (58)

d
pl(r) = pld) () =

Nombre d’atomes a l’approximation semi-classique. Le résultat
fournit la densité en tout point du piége. Pour le potentiel harmonique
V(r) = mw?r?/2, on peut maintenant intégrer cette densité sur I'espace et
vérifier que 1’on retrouve bien les résultats obtenus précédemment :

d _ —imw3r?/(2ksT d
NG = Z 2 [ e gty
+oo i d
B Z7 (kpT\" . kpT
i j-z_ljdﬂ(m) wo ()@

2-4 Approximation de densité locale

Pour un potentiel uniformément nul (w = 0), on retrouve le résultat
donné plus haut pour un gaz uniforme a 2D [cf. (16)] :

1
(d) — : u/ksT
pexc(r) - le 2\¢ ) (60)
AL ( )
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ce qui justifie a posteriori la constante de normalisation introduite en (56).
Dans le cas général, le résultat , écrit sous la forme

1. _

((r) = 5 Liaya (elomVI/EeT) (61)

T
fournit une illustration de I'approximation de densité locale : la densité en
un point quelconque du piége est la densité d'un gaz uniforme de méme
température et de potentiel chimique p — V(r). Nous aurons 'occasion
d’utiliser cette approximation pour un gaz de particules en interaction.

Seuil de condensation a I’approximation semi-classique. Plagons-nous
tout d’abord a trois dimensions. La condensation dans le piege harmo-
nique V (r) = mw?r?/2 est obtenue quand la fugacité Z tend vers 1, auquel
cas le résultat indique que la densité centrale du piege vaut :

; 1
3 .
p((ex)c(o) = 2. L13/2 (1). (62)
T
On arrive donc & une conclusion remarquable (et satisfaisante!) qui relie le
cas uniforme et le cas du piege : la condensation dans le piege se produit
quand la densité centrale est égale a la densité critique d’un gaz uniforme

de méme température.

Comment ce résultat se transpose-t-il a deux dimensions? La réponse
ne semble pas évidente, puisqu’il y a condensation dans le piege harmo-
nique, mais pas dans le cas uniforme. Cette réponse se trouve dans le fait
que la densité centrale n(0) dans le piege diverge quand Z — 1, bien que
I'intégrale de n(r) sur tout I'espace reste convergente. La divergence de
n(r) autour du point r = 0 est en effet assez douce :

1 1 2,2
Z=1: p@@r) = z Liy (e*V(T)/kBT) =z In (1 —e M /(2kBT))
T T
r 1
~ 3z In(r?) + constante.
T

On retrouve ainsi le c6té marginal de la condensation a deux dimensions,
au moins dans la limite thermodynamique : elle peut se faire dans un piege
harmonique, mais il faut pour cela ajouter des atomes jusqu’au moment
oll la densité centrale devient infinie. Méme si cela est en principe possible

Cours 2

pour un gaz parfait, on pressent que ce sera problématique en présence
d’interactions répulsives entre particules.

3 Ungaz 2D presque idéal : les photons en cavité

Un exemple de condensation de Bose-Einstein d’'un gaz parfait dans un
piege harmonique 2D est fourni par les expériences menées dans le groupe
de Martin Weitz a Bonn depuis 2010 (KLAERS, SCHMITT et al. 2010), et re-
prises plus récemment dans le groupe de Robert Nyman a Imperial Col-
lege (MARELIC & NYMAN 2015; MARELIC, ZAJICZEK et al. 2016). Il s’agit
de la condensation & deux dimensions de photons dans une cavité Fabry-
Perot. A priori, 'extension a des photons de la notion de condensation de
Bose-Einstein, un phénoméne propre aux particules massives, souleve un
certain nombre de questions :

— Les photons ne sont pas des particules massives dans 'espace 3D.
Comment peuvent-ils acquérir une masse a 2D?

— Pour avoir un condensat & deux dimensions, il faut confiner les par-
ticules, par exemple dans un piege harmonique. Comment obtient-on
ce piégeage harmonique pour les photons?

— On attribue généralement un potentiel chimique nul aux photons, en
invoquant le fait que leur nombre n’est pas conservé. C’est en parti-
culier cet argument qui permet d’établir la formule du rayonnement
du corps noir. Comment se fait-il que les photons puissent acquérir un
potentiel chimique non nul dans cette expérience ?

— La condensation de Bose-Einstein correspond a 1’accumulation d'un
nombre macroscopique de particules dans un seul état quantique du
systeéme, le laser également. En quoi les expériences de Bonn différent-
elles d'un laser « ordinaire » ?

3-1 Masse et potentiel harmonique pour les photons

Le schéma expérimental de KLAERS, SCHMITT et al. (2010) est repré-
senté sur la figure 5| L'expérience est menée avec des photons de longueur
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Pump beam Mirror

Camera/
Spectro—
meter

FIGURE 5. Cavité Fabry-Perot remplie de colorant et pompée latéralement par
un laser. Pour un taux de pompage suffisamment élevé, la condensation de Bose—
Einstein de photons se produit dans le mode longitudinal N = 7 et dans le mode
transverse fondamental. Figure extraite de KLAERS, SCHMITT et al. (2011).

d’onde X autour de 570nm. On utilise une cavité Fabry-Perot de grande
finesse (10°) et de faible épaisseur L ~ 1.5 um. La cavité est remplie d'un
milieu (méthanol+colorant) d’'indice ng = 1.33, de sorte que L ~ N ﬁ
avec NV = 7. Les photons sont stockés dans la cavité dans le mode longitu-

dinal N = 7.

Le choix de la valeur de L est motivé par le fait que l'intervalle spec-
tral libre, c’est-a-dire 'écart énergétique entre le mode N = 7 et ses voi-
sins N = 6 ou 8, doit étre plus grand que kg7, ou T est la température
ambiante, et que la largeur spectrale de la lumiére de fluorescence du colo-
rant. Quand cette condition est vérifiée, ces autres modes ne jouent pas de
role : le degré de liberté selon z peut étre considéré comme gelé. Le choix
L = 1.5 ym conduit & un écart énergétique de 10 kg7 environ, ce qui est
largement suffisant.

Comment donner une masse aux photons? Nous nous intéressons dans
ce qui suit a la dynamique et a la thermodynamique des photons dans
le plan zy, ot z désigne 1’axe de la cavité. Un photon résonnant avec la
cavité a pour vecteur d’onde (k,,k,) avec k, = Nx/L. Si on se limite a
I’approximation paraxiale, c’est-a-dire & des photons faisant un angle faible
avec l'axe z,on a |k | < k.. L'énergie des photons dans le milieu d’indice

Cours 2

no qui remplit la cavité s’écrit donc

he 1/2 h2 k2
hw(ky) = — (K2 + k%) ~ hw L 64
( J_) n0(2+ L) 0+2mph’ ( )
ol l'on a posé
N7h
huo = —C. (65)
noL

On obtient bien une relation de dispersion de particules massives et la
masse effective du photon pour le mouvement dans le plan zy vaut :

"y - (66)

Cette masse effective vaut 0.7 x 1073 kg dans l'expérience de Bonn, 100 000
fois moins qu'un électron!

Comment induire un potentiel harmonique dans le plan zy? Nous
allons faire ici un raisonnement corpusculaire classique, qui pourrait se
transposer en formalisme ondulatoire. La cavité est formée de deux mi-
roirs sphériques de rayon R, de sorte que la distance L entre les deux mi-

. . N 1/2
roirs varie avec l'écart a I'axe r = (22 + y?) /2,

L(r) = Lo — 2 (R VR - r2> . 67)

Le rayon de courbure des miroirs R ~ 1 m est grand devant 1’écart a 1’axe
typique, » ~ 100 um, de sorte que I'on peut faire un développement limité
de cette expression :

7"2

L(ry~ Ly — 7 (68)
Cette variation de la longueur de la cavité avec 1’écart a I'axe induit une
variation spatiale de 1’énergie d’un photon stocké dans le mode N. Plus
précisément, si on injecte ce résultat pour L(r) dans la définition de
hwg, on arrive a

T (1) = hwo(0) + %mphﬂ2r2 (69)
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ot1 la pulsation (2 est définie par :

0=—° (70)

nO\/LoR/2.

On obtient bien le confinement harmonique recherché, avec une fréquence
d’oscillation Q/(27) ~ 40 GHz pour l'expérience de Bonn.

A ce stade, I'énergie d’un photon de position transverse r et d'impul-
sion transverse ik | s’écrit donc
2.2
Pk 1

Zmyn Q212 71
2mph + 2mph ro, ( )

E(’P, kl) =

ce qui suffit d'un point de vue cinématique a appliquer le formalisme pré-
cédent.

3-2 Température et potentiel chimique

La cavité est remplie d"un colorant (rhodamine 6G) que 1’on éclaire sur
le coté avec un laser pompe a 532 nm. Une molécule de colorant peut étre
considérée comme un systéme a deux niveaux électroniques g (fondamen-
tal) et e (excité), avec pour chacun de ces niveaux un quasi-continuum de
sous-niveaux de vibration et de rotation (figure [6). Lors d’une transition
e — g, une molécule émet un photon dans le mode N = 7 de la cavité.
Ce photon peut étre réabsorbé par une molécule (transition g — e), puis
réémis de multiples fois avant de finalement s’échapper de la cavité.

Cette succession de processus d’absorption et d’émission conduit a une
distribution thermique pour 'énergie des photons. Plus précisément, en
utilisant la loi de Kennard-Stepanov qui relie les spectres d’absorption et
d’émission de molécules, on peut montrer que la distribution énergétique
des photons est caractérisée (a peu pres) par la méme température que celle
du colorant, T" = 300 K (KLAERS, SCHMITT et al.|2011)). En association avec
la masse effective déterminée plus haut, ceci correspond a une longueur
d’onde thermique Ay ~ 1.6 ym.

A ce stade, la situation semble similaire a celle du rayonnement du
corps noir, ot I'on s’intéresse aux photons en équilibre avec les parois d'un
four. Or, pour le rayonnement du corps noir, on est conduit a imposer un
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FIGURE 6. Absorption et émission d'un photon par une molécule de colorant.
Figure extraite de KLAERS, SCHMITT et al. (2011).

potentiel chimique nul aux photons. La raison en est que le nombre de
photons, ou plus précisément le nombre d’excitations du systeme, n’est
pas conservé. Quand on considere la dynamique des photons en interac-
tion avec les parois du four, on peut avoir un processus du type :

1 photon — 1 excitation des parois — 2 photons (72)

résultant dans la conversion d’un photon d’énergie fww en deux photons
d’énergie iw'’ et hw”, avec w = w’ +w". L'existence de tels processus impose
i = 2p pour les photons, soit 1 = 0.

La situation est trés différente dans I'expérience de Bonn. Les photons
ont certes la méme température 7' que le colorant, mais leur nombre dans
la gamme de longueur d’onde autour de 570 nm est différent de celui d'un
corps noir a cette température, car il dépend également de l'intensité de
pompage. Pour comprendre ce point, partons du processus représenté en

figure[f]:
1 photon + une molécule g +— une molécule e. (73)

Dans un tel processus élémentaire, le nombre d’excitations du systeme
est constant contrairement au cas du rayonnement du corps noir. Une

3. Si I'on revient a la description des processus élémentaires d’interaction molécule—
rayonnement, on peut remarquer que ce point est a la base de I'approximation du champ
tournant (RWA), consistant a ne garder dans ’hamiltonien que les termes en a|g) (e| + H.c.
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version simplifiée de 1’équilibre dans la relation ci-dessus peut s’écrire en
terme de I'équation bilan :

N(w) Ng(E) = [1 + N (w)] Ne(E + hw) (74)

ot N(w) représente le nombre de photons de pulsation w, N,/ (E) le
nombre de molécules d’énergie interne . Nous avons tenu compte dans
cette équation du phénomene d’émission stimulée, qui est responsable in
fine de la condensation. Dans cette modélisation simple, posons

Ne(E + hw) _h
e = Ze hw/keT (75)

Ny(E)
qui fait 'hypothese implicite que la relaxation a l'intérieur des sous-
niveaux rovirbrationnels garantit une distribution thermique pour chacun
de ces deux continuums. En revanche, le rapport entre les populations glo-
bales de g et e n’est pas thermique, mais imposé par le laser de pompe et
décrit par le coefficient Z. La solution de 1’équation-bilan est

_ N(E + hw) 1

N(w) B
T+ N@) N, (B - N = amr

(76)

c’est-a-dire une loi de Bose-Einstein de fugacité Z # 1.

3-3 Résultats expérimentaux

Un exemple typique de spectres expérimentaux est montré sur la figure
[7} On voit que sur une gamme d’une vingtaine de nanometres, la distribu-
tion en fréquence des photons issus de la cavité reproduit trés bien une loi
de Bose-Einstein a température 7' = 300K et avec un potentiel chimique
qui dépend de la puissance de pompe. Pour une puissance assez grande,
on observe clairement une accumulation de photons dans un pic étroit en
longueur d’onde, autour de 584 nm. Une image directe de la lumiére issue
de la cavité, en dessous et au-dessus du seuil, confirme l'interprétation de
ce pic comme une accumulation de photons dans un mode central de la
cavité (figure[9). Pour A > 585 nm, le nombre de photons chute car ce do-
maine est au-dela de la longueur d’onde de coupure pour le mode consi-
déré (N = 7). Le spectre est alors tres différent d"un corps noir a 3D, pour
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FIGURE 7. Spectre de la lumiére émise pour différentes puissances de pompe. Les
lignes continues sont des ajustements par des distributions de Bose—Einstein as-
sociées a I'énergie et de fugacité non nulle. Pour une puissance de pompe
supérieure a un certain seuil, une accumulation macroscopique de photons se pro-
duit dans le mode fondamental de la cavité. Figure extraite de KLAERS, SCHMITT
et al. (2011).

lequel NV (w) diverge a basse fréquence. Le nombre de photons dans la ca-
vité au seuil de la transition est dg I'ordre de 60000, en bon accord avec la
prédictionlﬂpour un gaz parfait - (kg7'/ ).

Des expériences plus récentes, toujours menées par le groupe de Bonn,
ont porté sur I'étude de la distribution statistique du nombre de photons
présents dans le condensat a un instant donné. SCHMITT, DAMM et al.
(2014) ont notamment montré que ces fluctuations correspondaient a celles
attendues pour I'ensemble grand canonique. Cela est en accord avec l'idée
que le gaz de photons échange de I'énergie et des particules avec le ré-
servoir formé par les molécules du colorant. Ce résultat a récemment été
confirmé par la mesure de la cohérence de phase de la lumiére sortant de
la cavité (SCHMITT, DAMM et al. 2016). La mesure de la chaleur spécifique
du gaz de photons (fig.[9), avec une variation caractéristique en "\", a par

4. Ce nombre differe par un facteur 2 de car il faut prendre en compte les deux états
de polarisation possibles pour les photons.

page 13



GAZ QUANTIQUE EN DIMENSION DEUX

§4. Collisions binaires a deux dimensions

e —_——
100um

-100pum 0o 100pm

FIGURE 8. Répartition spatiale de la lumiere émise par la cavité, en dessous
(gauche) et au-dessus (droite) de la puissance seuil. On notera que les longueurs
d’onde les plus courtes (vertes) sont émises sur les bords, confirmant la présence du
potentiel harmonique effectif mpnQ2r? /2. Figure extraite de KLAERS, SCHMITT
et al. (2011).

ailleurs confirmé la validité de l'interprétation de ces phénomenes en tant
que condensation de Bose—-Einstein (DAMM, SCHMITT et al. 2016).

Condensat ou laser? La réponse a cette question dépend des criteres que
'on fixe pour obtenir 'un ou l'autre des deux effets. Tout d’abord, on peut
imposer qu'un condensat apparaisse au-dessus d"un piédestal assimilable
a une distribution thermique, ce qui n’est pas le cas pour un laser. L'ex-
périence de Bonn satisfait bien ce critére. Par ailleurs, la plupart des la-
sers tendent a produire de la lumiére avec une distribution poissonienne
du nombre de photons émis pendant une durée donnée. Ici, la lumiere
sortant de la cavité présente des fluctuations beaucoup plus importantes,
bien décrites dans I’ensemble grand-canonique d’un gaz de Bose. On peut
par ailleurs remarquer qu’un condensat correspond a une situation d’équi-
libre thermodynamique. De ce point de vue, 1'expérience de Bonn n’est
pas vraiment dans un état d’équilibre, puisque la cavité est un systeme ou-
vert : on y injecte en permanence de 1'énergie via la pompe, et de I'énergie
s’en échappe quand les photons sortent de la cavité. En revanche, puisque
chaque photon subit de multiples processus "absorption—émission" avant
de s’échapper, un quasi-équilibre thermique a bien le temps d’étre atteint.
Au vu de ces différents criteres, tous liés a des propriétés statiques du sys-
teme, il semble légitime de considérer que cette expérience a effectivement
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FIGURE 9. Chaleur spécifique (par photon) mesurée en fonction de la température
réduite T/T.., montrant la singularité caractéristique de la transition de Bose—
Einstein. Dans le régime de haute température, la chaleur spécifique atteint la li-
mite classique de 2kp par photon. Les lignes continues donnent la prédiction pour
un gaz de Bose idéal pour trois nombres de particules différents. Figure extraite de
DAMM, SCHMITT et al. (2016).

réalisé un condensat 2D de photons piégés. Signalons enfin que CHIOC-
CHETTA, GAMBASSI et al. (2015) ont récemment proposé des critéres d'une
autre nature, plus contraignants et fondés sur la vérification de relations de
type fluctuation-dissipation. A notre connaissance, ces critéres n’ont pas
encore été testés sur les « condensats 2D de photons ».

4 Collisions binaires a deux dimensions

Pour aller au-dela du modele du gaz parfait et arriver a la transition
BKT, il faut prendre en compte les interactions entre particules. Dans les
gaz dilués qui nous intéressent ici, ces interactions sont trés bien décrites
par un modele de collisions binaires, ot ’hamiltonien d’interaction se dé-
crit comme une somme de termes a deux corps

A 1
Hipy = §§U(ri — 7). (77)
1]

page 14



GAZ QUANTIQUE EN DIMENSION DEUX

§4. Collisions binaires a deux dimensions

Nous devons donc commencer par décrire le probleme a deux corps inter-
agissant par l'intermédiaire du potentiel U(r). L'étude est simplifiée par
les remarques suivantes :

— Les interactions dominantesE] sont a symétrie sphérique, de sorte que
U(r) ne dépend en fait que de » = |r|. Le moment cinétique est
conservé dans une collision, ce qui permet de traiter le probleme a
deux corps avec des états propres de 1'opérateur L. C’est le principe
du développement en ondes partielles, repérées par la valeur £ € N
du moment cinétique. Notons par ailleurs que pour des bosons pola-
risés, la symétrisation de la fonction d’onde a deux corps entraine que
seules les valeurs paires de ¢ sont autorisées.

— Les atomes sont froids de sorte que leur longueur d’onde thermique
Ar est grande devant la portée du potentiel qui sera notée b. En d’autre
termes, les vecteurs d’onde k pertinents, qui sont de 1'ordre de 1/Ar,
vérifient kb < 1. Par ailleurs, le potentiel U(r) décroit assez vite a 1'in-
fini. La conjonction de ces deux propriétés assure que l'essentiel des
propriétés collisionnelles sont décrites par 1'onde s, c’est-a-dire 1’état
correspondant & un moment cinétique relatif ¢ = 0 entre les deux par-
tenaires de collision (figure[10).

Le traitement des collisions binaires dans un espace a trois dimensions
est fait dans tous les manuels de physique quantique. Dans le cas des
atomes froids, on pourra consulter par exemple PETHICK & SMITH (2008).
Le but de cette section est de montrer les modifications importantes ap-
portées par le passage a deux dimensions, pour préparer ainsi le terrain a
notre étude de la transition BKT.

4-1 Séparation des variables, amplitude de diffusion

Considérons deux atomes identiques de masse m et introduisons les
variables du centre de masse, Ret P :

1
R = 5(1“1 +72), P=p, +p, (78)

5. Nous négligerons donc ici les interactions magnétiques de type dipole-dipole qui brise-
raient cette invariance par rotation.

Cours 2

2 T \ I
Y —— potentiel dans I’'onde s
\ —— potentiel dans 'onde p
K - - - énergie centrifuge (onde p)
1y énergie incidente |
T —
S 0
1} .
_2 | | | |
0 1 2 3 4 )

FIGURE 10. Potentiel radial en —1 /7% ressenti par une particule dans I'onde s (en
rouge, pas de terme centrifuge), et dans une onde partielle de moment cinétique
non nul (en bleu, avec un terme centrifuge en +1/r2). Les échelles de longueur et
d’énergie sont choisies ici adimensionnées.

et les variables relatives, r et p :
1
p=5(P1 D). (79)

L’hamiltonien du systeme se sépare en deux termes

r=T1—T2,

P2 . 132

Hen = — H. =
CM 2M7 el zmr

= HCM + f{rela

+U(r), (80)

ol 'on a introduit la masse totale M = 2m et la masse relative m,, = m/2.
Le probleme de la collision binaire se raméne donc au probleme a un corps
de masse réduite m, dans le potentiel extérieur U(r), décrit par '’hamilto-
nien H,. C’est ce probleme que nous allons étudier.

Nous allons nous intéresser aux états asymptotiquement libres qui dé-
crivent un processus de diffusion. Le formalisme de la théorie des colli-
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sions nous indique qu’a toute onde plane e!*'" état propre de 'hamiltonien

n2

Hrel,O = 2 5 (81)
my
avec la valeur propre Ej = h?k?/2m,., nous pouvons associer un état
propre i (r) de Hye de méme énergie,
-If—rrel/(/)k(r) = FEx 1/1}@(7')7 (82)

cet état s’écrivant asymptotiquement comme la somme de 1'onde plane
incidente et d'une onde sortante sphérique (4 trois dimensions) ou cylin-
drique (a deux dimensions) :

3D, 1 < kr Yr(r) ~ Co {ei’“"" +f (k)etr } : (83)
ikr :
2D, 1 < kr Yr(r) ~ Co {ei’” + f(k)jH l—\/ 8;] } , (84)

ou Cj est une constante de normalisation. Nous avons tenu compte du
fait que la diffusion se fait essentiellement dans le canal de moment ciné-
tique nul (onde s) et nous nous limitons donc au cas d’une onde diffusée
isotrope. Par ailleurs, on remarque que la définition de I'amplitude de dif-
fusion f(k) n’est pas exactement la méme a trois et deux dimensions, avec
le facteur vk qui apparait explicitement dans . La définition adoptée
ici permet d’assurer des propriétés analytiques simples a f(k) (ADHIKARI
1986). Signalons enfin que la raison d’étre du facteur entre crochets dans la
définition 2D tient a la forme trouvée pour f(k) dans le cas d’une géomé-
trie quasi-2D (§ qui prendra la forme f(k) ~ g, oit la constante g est le
parametre habituellement utilisé pour caractériser la force des interactions
dans ce type de probleme.

L’amplitude de diffusion f(k) détermine donc les propriétés de la colli-
sion binaire. Pour la calculer, prenons la moyenne angulaire de 1'équation
de Schrodinger en notant Ry (r) = & [w(r,0,¢) sinf df dp a 3D et
Ri(r) = 5= [¥(r, ) dp & 2D. On arrive alors a I'équation de Schrodinger
radiale :

PR, | 2dR -] k-0 @)

D:
3 dr? r dr h?

Cours 2

et
2m,.

h?

La différence entre les cas 3D et 2D apparait ici bien mineure, avec unique-
ment un facteur 2 de différence pour le terme de dérivée premiere. Nous
allons voir que cet écart change pourtant fortement le comportement de
la fonction radiale Ry (r) et de 'amplitude de diffusion f(k). Notons que
le comportement asymptotique de la fonction radiale Ry (r) est obtenu par

moyenne angulaire de (83}{84) :

ARy | 1dRy

2D
dr2 r dr

+ [kZ — U(r)} Ri(r) =0, (86)

3D, 1 < kr Ri(r) ~ Co {Sm(kr) + f(k)eikr } (87)
kr r
eikr i
2D, 1< kr Ri(r) ~ Cy {Jo(k:r)—i— 1) 7= [—,/&T]}.(ss)

Pour simplifier notre analyse, nous supposerons que le potentiel U (r)
s’annule (ou prend des valeurs négligeables par rapport aux autres éner-
gies du probléme) au-dela du rayon b. Nous nous intéresserons au régime
de faible énergie kb < 1, de sorte qu'il existe une région intermédiaire de
I'espace

b<r<k! (89)

dans laquelle le potentiel U(r) n’a pas d’influence et ot nous pourrons
faire un développement a petites valeurs de kr pour les états de diffusion
Y (7). En particulier I’onde plane incidente vaut e/*” ~ 1 dans cette région
intermédiaire.

4-2 Lalongueur de diffusion a 3D

Nous cherchons a obtenir ici une solution de I'équation de Schrodinger
avec le comportement asymptotique (87). Nous allons pour cela procéder
en trois étapes, que nous reprendrons ensuite dans le cas bidimensionnel.

Etape 1: solutions générales dans la zone U = 0. Plagons-nous dans la
zone r > b de sorte que U est négligeable. Les deux fonctions e**" /r sont
alors solutions exactes de 1’équation radiale (aussi bien pour kr > 1
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5 (1) o frter et

ikx

_______

O

R(r) = Cy (1 - %)

_______

FIGURE 11. Principe du calcul de I'amplitude de diffusion a 3D par un potentiel
ne prenant des valeurs significatives que pour r < b et pour des faibles vecteurs
d’onde kb < 1. Pour kr >> 1, la superposition de I'onde plane incidente et de
U'onde sphérique divergente peut s’écrire aprés moyenne angulaire comme combi-
naison linéaire de e*'*" /r. Ces deux fonctions de base se raccordent dans la zone
intermédiaire b < r < k' aux deux fonctions RV (r) = 1 et RW(r) = 1/r.
La combinaison linéaire physiquement pertinente, avec notamment la réqularité
requise en r = 0, permet de définir la longueur de diffusion a.

que pour b < r < k1), et la solution générale est donc une combinaison
linéaire de ces deux fonctions. En particulier, si on se place dans la région
intermédiaire b < r < k™!, on trouve (cf. figure[11)

+ikr 1+ik 1
SR (90)
T r T

qui, par combinaisons linéaires, donnent une base commode des fonctions
solutions dans cette régionE]:

RO(r) =1 R (r) =1/r, (91)

6. On peut immédiatement retrouver cette base en considérant directement la limite & —
0,U — 0de , rR"” + 2R’ = 0, qui s'intégre en R’ (r) = Ca /72 ol C est une constante, et
donc R(r) = C1 — C2/r out C1 est une autre constante.

Cours 2

soit
R(r)y=Cy — =, (92)

ou C; et Cy sont deux constantes. La forme asymptotique écrite en
termes des deux fonctions e**" /r peut se transposer a cette région inter-
médiaire puisque ces fonctions sont solutions exactes tant que le potentiel
U est négligeable et on aboutit bien a la forme avec

f (k)}

Ri(r) = C; {1+r

(93)

Etape 2 : solution d’énergie nulle. Prenons k& = 0 dans l'équation de
Schrédinger radiale et considérons la zone 0 < r < b ou U(r) n’est
plus négligeable. Comme il s’agit d’une équation différentielle linéaire du
deuxieme ordre, I'espace des solutions est toujours de dimension 2. Toute-
fois, on trouve de fagon générale qu'une seule combinaison linéaire des so-
lutions est acceptable si l’on veut respecter la régularité de Ry(r) en r = 0.
Quand on suit cette solution jusqu’au point = b ott U devient négligeable
et ol1 la forme devient pertinente, cette combinaison linéaire vient im-
poser le rapport C/Cy. Définissons la longueur de diffusion a trois dimen-
sions par le rapport a = C3/C1. La fonction solution pour E = 0 a donc la
forme suivante pour r > b:

E=0: Ry(r)=0Cy (179)’ (94)

r

la longueur de diffusion correspondant donc par définition au point ot
cette forme asymptotique s’annule.

Etape 3 : Raccord des solutions pour une énergie faible. Considérons

maintenant une solution Ry (r) d’énergie faible (kb < 1) et plagcons-nous

dans la zone intermédiaire b < r < k~'. La comparaison entre la forme

et la solution Ry(r) pour E = 0 conduit immédiatement au lien entre
longueur de diffusion et amplitude f (k) :

=—1li k). 95

a =~ lim f(k) 95)

La section efficace totale de diffusion par le potentiel U(r) se calcule alors

en faisant un bilan des courants de probabilité en entrée et en sortie et on
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trouve o = 4ma?®. Pour des particules bosoniques, les effets de statistique
quantique viennent multiplier ce résultat par 2.

4-3 Lalongueur de diffusion a 2D

Reprenons étape par étape le raisonnement fait a 3D (cf. figure[12).

Etape 1 : solutions générales dans la zone U = 0. Le cas 2D apparait
immédiatement plus compliqué que le cas 3D car les ondes cylindriques
e*i+/\/r ne sont pas solutions exactes de 1'équation radiale pour
U = 0. Si elles I’étaient, la limite basse énergie donnerait comme base de
fonctions % + ik+/r, soit par combinaison linéaire % et /r. Or la limite
k—0etU — 0de donne rR"” 4+ R’ = 0 qui s’'integre en R'(r) = Cy/r
et donc

RO (r) = In(r) R (r)y =1, (96)

soit
R(r) = Cy1n(r) 4 Cs. 97)

Pour retrouver ce résultat dans un cadre plus général, on remarque que
I'équation pour la fonction radiale pour U = 0 est en fait 'équation de
définition des fonctions de Bessel d’ordre 0. Deux solutions indépendantes
de cette équation sont la fonction de Bessel de premieére espece, Jo(kr), et
la fonction de Bessel de deuxieme espéceE] Yy(kr). Les comportements de
Jo et Y sont connus a la fois pour les grandes et les petites valeurs de kr :

kr>1: Jo(kr) ~ \/% cos (kzr - %) (98)
Yo(kr) ~ ,/% sin (kr - g) (99)

kr < 1: Jo(kr) ~ 1 (100)

et

Yo(kr) ~ % In(n kr) (101)

7. Cette fonction est également notée Nq(kr) et appelée fonction de Neumann.

Cours 2

etikr ou sin(kr) cos(kr)

20 v VG
ikx
© k_’l“__Z__l

AR T

/ = \

|' ‘:

\ @ > T 79

- (LIn(r)}  R(r) = Co ln(r/as)

FIGURE 12. Principe du calcul de I'amplitude de diffusion a 2D par un potentiel
ne prenant des valeurs significatives que pour r < b et pour des faibles vecteurs
d’onde kb < 1. Pour kr > 1, la superposition de I'onde plane incidente et de
I'onde sphérique divergente peut s’écrire apreés moyenne angulaire comme combi-
naison linéaire de e=* / /1. Ces deux fonctions sont les formes asymptotiques des
fonctions de Bessel de premiere et deuxieme espéce. Elles se raccordent dans la zone
intermédiaire b < r < k™' aux deux fonctions RW (r) = In(r) et R (r) = 1.
La combinaison linéaire physiquement pertinente, avec notamment la régularité
requise en r = 0, permet de définir la longueur de diffusion ao.

ou[ﬂn = 0.89.... En particulier, toute combinaison linéaire de .J; et Y pour
kr < 1 est bien de la forme (97).

Etape 2 : solution d’énergie nulle. Pour k = 0 et en présence du poten-
tiel U(r), I'espace des solutions générales Ry(r) de 1’équation radiale est
de dimension 2. La condition de régularité de Ry(r) en r = 0 vient sélec-
tionner une combinaison linéaire particuliere de ces fonctions. Quand on
la prolonge au-dela du rayon r = b, cette combinaison linéaire se raccorde
a une combinaison linéaire particuliere du type C1 In(r) + C; [cf. (97)], qui

8. n=¢e7/20ty =0.5772... estla constante d'Euler.
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peut encore s’écrire

r>b: Ro(r) = Ciln(r/as) (102)

oll ay = e~ “2/C1 est la longueur de diffusion a deux dimensions.

Etape 3 : Raccord des solutions pour une énergie faible. Passons main-
tenant au cas ot k£ n’est pas nul, mais reste trés petit devant 1/b. Pour
former une onde cylindrique sortante, nous voyons sur que nous
devons prendre une fonction proportionnelle & la combinaison linéaire
Jo +1Yp. Plus précisément, nous allons choisir

1 ) eikr i
2D, 1 < kr: 4 [Jo(kr) + 1Yo (kr)] ~ T l— &T] , (103)

ot1 I’on reconnait entre crochets le préfacteur de f (k) introduit en (88). Pour
r > bla fonction radiale recherchée est donc du type

Ri(r) =Cy {Jo(k:r) + % [Jo(kr) + iYO(k:r)}} . (104)

Dans la région intermédiaire b < r < k~!, cette combinaison linéaire de-
vient :

Ri(r)=Cy {1 + fff) [1 +i % In(n Im)} } . (105)
ce qui conduit a poser dans la limite £ — 0
fk)=—4i ! = ! - (106)

2 1
1+i;1n(77ka2) —gln(nkag) + i

pour retrouver la forme (102) en Cy In(r/as), avec en particulier Ry (r) = 0
pour 7 = ay (PETROV & SHLYAPNIKOV [2001); PRICOUPENKO & OLSHANII
2007).

On notera en particulier que 'amplitude de diffusion f(k) tend vers 0
aux petits k, contrairement au cas 3D ot elle tendait vers une limite finie

9. Cette combinaison porte le nom de fonction de Hankel de premiere espeéce, notée
Hé1> (kr). La fonction de deuxiéme espece, Héz) (kr), correspond quant a elle a Jy — iYp.

Cours 2

égale a —a. Par ailleurs, la section efficace totale de diffusion par le po-
tentiel U(r) se calcule 1a aussi par un bilan des courants de probabilité en
entrée et en sortie. On trouve o(k) = | f(k)|?/(4k), quantité qui a la dimen-
sion d"une longueur et qui diverge a petit k.

4-4 Collisions dans une géométrie quasi-2D

Dans une expérience, la réduction de dimension se fait en confinant
fortement les atomes le long d'un axe, z par exemple. Le confinement est
caractérisé par 'extension résiduelle du gaz le long de cette direction. Par
exemple, si le confinement est obtenu en imposant le potentiel harmonique

1D . )
Vt(rap) (z) = mw?2? et si la température est assez basse, les atomes n’occu-

peront que 1’état fondamental n, = 0 du mouvement selon z,

1 —22 /(242 h
Xo(z):We /o) avec  agy = e (107)

au moins tant qu’on néglige les interactions entre ces atomes.

Le traitement détaillé de la collision entre deux atomes en présence du
potentiel Vt(r;g)(z) a été fait par PETROV & SHLYAPNIKOV (2001) et nous
nous contenterons de donner ici certains résultats de cet article. L'interac-
tion entre deux atomes en absence de potentiel le long de I'axe z est carac-
térisée par la longueur de diffusion tri-dimensionnelle a. Nous allons nous
concentrer sur le cas le plus souvent rencontré en pratique :

a < aoh, (108)

de sorte que 1’énergie associée aux interactions, h?/(ma?), est grande de-
vant fw,. Dans une vision dynamique de la collision, ceci signifie que
méme si les atomes entrent et sortent dans le canal n, = 0, plusieurs états
d’excitation n, # 0 du mouvement selon z interviennent au cours du choc.

Par ailleurs, puisque les états asymptotiques sont ceux d"un gaz confiné
selon z dans lI’état n, = 0, la fonction d’onde de la variable relative de la
paire d’atomes doit s’écrire dans la version 2D vue plus haut :

eikr i
1< kr: Yr(r,z) ~ {eik'r + f(/f)\/H l—\/;l } xo(z)  (109)
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ol r = (x,y). L'amplitude de diffusion f(k) doit rester de la forme (106)
et le travail de PETROV & SHLYAPNIKOV (2001) a été de relier la lon-
gueur de diffusion bi-dimensionnelle as & la longueur de diffusion tri-
dimensionnelle a. Leur résultat peut s’écrire de la maniére suivantem:

as = 2.092 ao, exp (—\/E a2h> .

En pratique, comme a < aon, cette équation conduit a des valeurs extré-
mement faibles de ay. Prenons le cas d’atomes de rubidium (¢ ~ 5nm)
confinés par un potentiel de fréquence w,/2r = 10kHz, ce qui conduit a
aon ~ 100nm. On trouve alors as ~ 3 10~ ¥ m. Cette valeur, 1000 fois in-
férieure a la taille du noyau atomique, n’a aucune signification physique
particuliere et doit simplement étre vue comme un intermédiaire de calcul.
Il est en fait plus intéressant de revenir a l’expression de I'amplitude de
diffusion que 'on peut mettre sous la forme :

(110)

1
f(k)= 1 - avec 7 = 1.86. (111)
Z — nly —
5 o n(n kaon) + 1
et a
§=v3r 2. (112)
Goh

Le parametre g va jouer un role central dans les cours qui vont suivre, car il
va nous permettre de caractériser l'intensité des interactions entre atomes.
Pour comprendre ce role, notons que la condition de validité de notre trai-
tement, a < aon, entraine que § < 1. Le terme 1/g figurant au dénomina-
teur de f(k) estdonc grand devant 1. Comme les vecteurs d’onde décrivant
les collisions entre atomes sont d’ordre 1/a,}, (en tout cas, ils n’en different
pas par des ordres de grandeurs), le terme In(n’ kaon) figurant également
au dénominateur de f(k) est d’ordre 1. Il s’ensuit que le terme 1/§ est lar-
gement dominant devant le terme ;- In(y’ kaop) ainsi que devant i/4, au
moins tant que g reste inférieur a 1. On peut alors faire 'approximation
g5t

fk)~3g

10. L'évaluation du coefficient numérique 2.092 intervenant dans cette équation a été amé-
liorée par PRICOUPENKO & OLSHANII (2007) et c’est donc la valeur des ces derniers que nous
indiquons ici.

(113)

Cours 2

Région permise interdite
Equation rR"+ R +rk*R =0 rR"+ R —rk*R =0
Fonction Jo(kr) Yo(kr) Io(kr) Ko(kr)

kr —0 1— 1 (kr)? 2 In(nkr) 1+ 1(kr)? | —In(nkr)
kr — oo ﬂir cos (k?“ — %) \/Esin (kr -1 \/;Wek" \/%e_k’"

Dérivée Jy=—-n Yy =-1 IL=1 Kj=-K;

TABLE 2.1. Résumé des propriétés des fonctions de Bessel intervenant dans ce
chapitre pour déterminer la fonction radiale R(r). La constante n =~ 0.8905 . . . est
définie par n = €7 /2 oit v = 0.5772 ... est la constante d’Euler.

d’une amplitude de diffusion constante.

Nous retrouverons cette approximation au prochain cours dans
le cadre d"une approche variationnelle, et nous reviendrons sur les termes
correctifs & cette approximation au chapitre 6. Nous montrerons alors que
ces corrections sont responsable d"une "anomalie quantique", qui vient bri-
ser I'invariance d’échelle du probleme 2D traité par un champ classique.

Appendice : diffusion par un potentiel carré

A titre d’exemple, nous présentons dans ce paragraphe le probleme de
la diffusion d'une particule de masse m, par un puits (Uy < 0) ou une
bosse (Up > 0) de potentiel de rayon b :

U(r)=Uy sir<b, U(r)=0 sir>b. (114)
Nous poserons kg = /2m,|Up|/h. Dans la zone r > b, nous savons que la

fonction radiale est une combinaison linéaire des fonctions de Bessel

r>b: R(T) = J()(kf‘) + Co Yo(lﬂ") (115)
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et que I'amplitude de diffusion est reliée aux coefficients C; et Cy par [cf.

(104)]

G 1+ f(k)/4 1 10 i
e N A ) =2y 116
G~ W)/ fm i e WO
On identifie alors la longueur de diffusion a partir de la relation (106) :
Fo0: o~ in(pkas) + - (117)
T A s A R
soit o
k—0:  In(nkas) ~ —g é (118)

Cas d"une bosse de potentiel

Nous considérons le cas d'une diffusion a basse énergie, avec k < ko. La
région centrale est donc classiquement interdite et 1’équation radiale pour
la fonction R(r) s’écrit dans cette zone

rR'+R —rkiR=0 avec ki=Fk;—k*>0. (119)

Les solutions de cette équation sont les fonctions de Bessel modifiées (en-
core appelées fonctions de Bessel hyperboliques) notées Iy(ki7) et Ko(k17).
Leur comportement au voisinage de 0 est donné par

2

x—0: Io(x)zl—k% (120)
Ko(z) = —In(nz). (121)

La divergence en In(r) élimine la contribution de K :

r<b: R(r) = Cy Ip(kyr) (122)

et nous devons raccorder cette fonction en r = b avec (135) en assurant la
continuité de la fonction elle-méme et de sa dérivée premiere. Ceci impose

Iy(kib) kC1J6(kb) + CoY{ (kD)
Io(kb) Crdo(kb) + CaYy(kb)

En utilisant Jj(z) ~ —z/2 et Yj(z) =~ 2/(nz) au voisinage de 0, on voit que
’on peut négliger la contribution de J| devant celle de Y au numérateur

k1

(123)

Cours 2

de I'expression Ci—dessus Puisque nous nous intéressons a la limite & —
0, nous prenons k1 = ko, Jo(kb) = 1 et Yo (kb) = % In(nkb), et nous arrivons
a

o 2 2 Io(kob)
— =——1 124
Gy~ xR e T D) (124)
dont on déduit la longueur de diffusion (figure[13) :
1 Io(kob)
=b - . 12
2= 0P [ Fob Ij(kob) 1)

Dans la limite Uy — oo (sphere dure), la longueur de diffusion tend vers b.
Le comportement asymptotique de I(x) en I'infini est en effet

ea:

T — 00 Iop(x) ~

(126)

2rx

de sorte que Iy(x)/Ij(z) ~ 1. Dans la limite inverse Uy — 0, on trouve
as ~ bexp|[—2/(kob)?] qui tend exponentiellement vite vers 0.

Cas d’un creux de potentiel
Recherche des états liés

Un état lié a symétrie cylindrique d’énergie E = —h?k?%/2m,., avec |E| <
|Uy|, sera caractérisé par une fonction radiale solution de

rR'+ R +rkifR=0 avec ki=~ki —Kk*>0 (127)
a l'intérieur du puits (région permise) et de

rR"+ R —rk?R=0 (128)
a l'extérieur (région interdite).

Dans la région permise, les solutions sont des combinaisons linéaires
de Jo(kir) et Yy (kir). La fonction Yy (k1r) diverge en r = 0 et doit donc étre
éliminée. Il reste

r<b: R(T‘) =) Jo(kl’l”). (129)

11. On vérifie a posteriori que I'amplitude relative de C1 et C2 a laquelle on aboutit est
compatible avec cette approximation.
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Dans la région interdite, la solution est une combinaison linéaire de I(xr)
et Ko(xr). Nous avons déja indiqué que Iy(z) diverge comme e”/+/271z a
l'infini et doit donc étre écartée. La fonction Ky (x) en revanche se comporte

comme
T
Ko(x) ~ ,/% e (130)

et est acceptable. Nous prenons donc dans cette région :

T — 00!

r>b: R(r) = Cy Ko(kr). (131)

Le raccord a la frontiere » = b impose

Jy(kab)
k1 Jo(kib) "

K{(kb)
Ko(:‘{b) ’

K24 K2 = k2, (132)

qui permet de déterminer un ensemble discret de solutions pour une va-
leur de k fixée.

Intéressons-nous au cas d’un puits de faible profondeur kob < 1. En
utilisant les développements des fonctions .Jy et Ky au voisinage de 0, on
trouve dans ce cas une solution unique au probleme

N Kb = o= 2/kgb* (133)

Il y a donc toujours un état 1ié dans un creux de potentiel a 2D, mais la liai-
son n’est que tres faible puisque 1’énergie décroit exponentiellement vite
avec la profondeur du puits |Up|. Rappelons qu’a 3D, un état lié n’existe
dans un creux de potentiel qu’au dessus d’un certain seuil.

Quand on augmente la profondeur du puits, d’autres états liés appa-
raissent. Au seuil d’apparition d'un état lié, on a k ~ 0, de sorte que le
membre de droite kK{/K, de tend vers 0 en ce point. L'apparition
d’un nouvel état lié correspond donc a un zéro de J;(kob), ou encore de
J1(kob) puisque Ji(x) = —J)(z).

Recherche des états de diffusion

Dans la zone centrale du puits, on garde la forme

r<b: R(r) = Co Jo(kyr)  avec k2 = k2 +k? (134)
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FIGURE 13. Haut : variation de la longueur de diffusion as (en unité de b) en
fonction de la profondeur du puits Uy (en unité de h?/(2m,.b?). Bas : module de
Uamplitude de diffusion f(k) pour deux valeurs du vecteur d’onde, kb = 0.1 et
kb = 0.01. Cette amplitude est calculée directement a partir de et (ou
de son équivalent quand la région centrale est classiquement permise). On vérifie
numériquement que ce résultat est tres proche de I'expression asymptotique (T06).
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et on prend dans la zone extérieure :
r>b: R(r) = Cy1 Jo(kr) + Ca Yo (kr). (135)

Le raccord en = b impose cette fois pour k — 0:

c, 2 2 1 Jo(kob)
1o s 1
Gy~ Ok T o) (136)
soit (figure[13) :
1 Jo(kob)
- _ . 137
as = b exp [ o J(/)(kgb):| (137)

La longueur de diffusion diverge donc a l’apparition de chaque nouvel état
lié puisque Jj(kob) s’annule en ce point en changeant de signe (théoréeme
de Levinson).

Pour un puits de faible profondeur (kob < 1), on trouve
ag = b e2/(kob)® (138)

ce qui correspond a une grande longueur de diffusion. En utilisant (133),
on trouve que nazk = 1, de sorte que h?/(2m,a3) est égale (au facteur n?
pres) a la valeur absolue de 1’énergie (tres faible) de cet état lié.
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