
Chapitre 6

Le modèle de Harper-Hofstadter : l’effet Hall retrouvé
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Nous abordons dans ce dernier chapitre le problème qui est en fait à
l’origine de la notion de bandes topologiques : l’effet Hall quantique. C’est
en effet l’analyse du mouvement quantique à deux dimensions d’un en-
semble de charges placées dans un champ magnétique qui a montré la
quantification de grandeurs liées au transport, comme la conductivité de
Hall, et qui a mis en avant l’importance des états de bords. C’est également
cette analyse qui a permis de dégager la notion de robustesse topologique
en physique de la matière condensée.

A priori l’étude de l’effet Hall quantique ne nécessite pas de réseau sous-
jacent. On trouve cet effet si les particules se déplacent librement dans le
plan xy, sous le seul effet du champ magnétique B = B uz ; le spectre
en énergie correspond alors aux niveaux de Landau. Toutefois, dans le but
de faire le lien avec les cours qui précèdent et pour décrire précisément
les expériences récentes en photonique et en physique des atomes froids,
nous allons nous concentrer essentiellement sur le cas où un potentiel pé-
riodique V (r) est également présent dans le plan xy. La possibilité de trai-
ter ce potentiel dans la limite des liaisons fortes permet alors de simplifier
considérablement l’analyse : c’est le modèle de Harper–Hofstadter.

Une fois ce modèle posé, nous étudierons ses implémentations récentes
en physique atomique et en photonique. Nous verrons comment elles ont
permis la mesure explicite du nombre de Chern des bandes d’énergie.
Nous montrerons également comment les états de bord associés à cette
topologie non triviale permettent de réaliser de nouveaux dispositifs, des
lasers topologiques, qui exploitent la robustesse des bandes ainsi formées.
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Nous terminerons ce chapitre par un bref aperçu des nouvelles possibi-
lités ouvertes par l’exploitation des degrés de liberté internes des atomes.
Ces degrés de liberté peuvent à eux seuls former une dimension de l’es-
pace, on parle alors de dimension synthétique. On peut également les utiliser
pour enrichir le "paysage énergétique" dans lequel les particules évoluent :
les bandes d’énergie qui apparaissent pour ces "états habillés" peuvent
elles aussi posséder une topologie non triviale, très similaire à celle d’un
niveau de Landau. Pour finir, nous montrerons comment cet "habillage"
des atomes par la lumière peut donner naissance à des interactions non
locales entre particules.

1 Le modèle de Harper–Hofstadter

L’effet Hall quantique concerne le mouvement de particules chargées
en mouvement libre dans le plan xy, en présence d’un champ magnétique
B = B uz perpendiculaire à ce plan. Le modèle de Harper–Hofstadter 1

est une version discrétisée de ce problème : les particules sont placées sur
un réseau régulier, carré ou triangulaire, décrit dans la limite des liaisons
fortes avec uniquement des couplages entre premiers voisins. La présence
du champ magnétique est prise en compte par des amplitudes de saut com-
plexes entre sites adjacents.

Dans cette partie, nous allons commencer par rappeler quelques résul-
tats du problème continu, en particulier le spectre en niveaux de Landau
équidistants, avant de passer au problème discrétisé.

1-1 Les niveaux de Landau

Nous commençons notre discussion par un bref rappel concernant le
traitement quantique du mouvement d’une particule chargée dans un
champ magnétique uniforme B = B uz . Ce problème est abordé dans de

1. Plus précisément, HARPER (1955) a montré que l’étude de ce mouvement se ramenait
à un problème uni-dimensionnel, dont il a étudié la limite en champ faible, retrouvant ainsi
les niveaux de Landau. HOFSTADTER (1976) a approfondi cette étude en montrant la nature
fractale du spectre, qui devient significative pour de grands champs magnétiques.

nombreux ouvrages de mécanique quantique [voir par exemple COHEN-
TANNOUDJI, DIU et al. (1973)] et nous l’avons étudié en détail dans le cours
2013-14. Nous allons donc nous borner ici à donner les quelques éléments
pertinents en relation avec notre thème principal, les bandes d’énergie to-
pologiques.

L’hamiltonien décrivant le mouvement de la particule de massem et de
charge e s’écrit

Ĥ = (p̂− eA(r̂))
2
/2m (1)

où r̂ et p̂ = −i~∇r désignent les opérateurs position et impulsion de la
particule. Le potentiel vecteur est défini à une transformation de jauge près
et vérifie

∇×A = B. (2)

Nous nous limiterons ici au mouvement de la particule dans le plan xy per-
pendiculaire au champ magnétique. Le spectre en énergie s’obtient simple-
ment en remarquant que l’hamiltonien peut encore s’écrire

Ĥ =
1

2m

(
Π̂2
x + Π̂2

y

)
, (3)

où l’on a introduit l’opérateur quantité de mouvement

Π̂ = p̂− eA(r̂). (4)

Les deux composantes de cet opérateur vérifient la relation de commuta-
tion

[Π̂x, Π̂y] = i ~eB (5)

de sorte que l’algèbre de ces composantes est formellement identique à
celle d’un oscillateur harmonique

Ĥ =
~ω
2

(
X̂2 + P̂ 2

)
avec [X̂, P̂ ] = i. (6)

On déduit de cette équivalence que le spectre est composé de niveaux équi-
distants appelés niveaux de Landau :

En = ~ωc (n+ 1/2) avec ωc = eB/m, (7)

ωc représentant la fréquence cyclotron de la particule dans le champ B.
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FIGURE 1. Réseau carré à deux dimensions de pas a en présence d’un champ
magnétiqueB orthogonal au plan.

Une étude détaillée des états propres associés à ce spectre en énergie
montre que chaque niveau de Landau possède une dégénérescence macro-
scopique

dégénérescence =
S

2π`2
(8)

où S est la surface de l’échantillon et

` = (~/eB)1/2 (9)

est la longueur magnétique.

Nous obtenons donc un spectre de bande similaire à celui d’une parti-
cule dans un potentiel périodique, à ceci près que chaque bande est infini-
ment étroite. Un calcul détaillé permet de montrer que le nombre de Chern
Cde chaque niveau de Landau vaut 1. Cela conduit à une conductivité de
Hall σxy non nulle, ce qui généralise en fait un résultat bien connu de mé-
canique classique : quand on applique une force F = Fux (par exemple
grâce à un champ électrique) sur une particule chargée placée dans un
champ magnétique orienté selon z, la particule se déplace en moyenne le
long de l’axe y. Ce déplacement peut être vu comme un cas particulier de
la vitesse anormale que nous avons rencontrée au chapitre 4.

1-2 Réseau carré et champ magnétique

Nous passons maintenant au problème de Harper–Hofstadter, qui
consiste à transposer la question précédente à un espace discrétisé. Plus
précisément, nous souhaitons modéliser le mouvement d’une particule sur
un réseau carré de côté a, dans le cas où la particule est chargée et soumise à
un champ magnétique uniforme perpendiculaire au plan du réseau (figure
1). Nous supposerons qu’il est légitime de limiter les couplages aux sites
les plus proches et nous nous limiterons à l’approximation à une bande :
une base de l’espace des états de la particule est donnée par {|Aj〉}, où la
paire d’entiers relatifs j = (jx, jy) repère la position de chaque site :

Aj : rj = a (jxux + jyuy) . (10)

En champ magnétique nul, l’hamiltonien s’écrit

Ĥ0 = −J
∑
〈j,j′〉

|Aj〉〈Aj′ |, (11)

où la notation 〈j, j′〉 restreint la somme sur les couples de proches voisins.
Comme nous l’avons vu dans les chapitres précédents, les états propres de
cet hamiltonien périodique pour une cellule unité à un site sont les fonc-
tions de Bloch

|ψq〉 =
∑
j

eiq·rj |Aj〉 (12)

et leur énergie est

Eq = −2J [cos(qxa) + cos(qya)] , (13)

ce qui correspond à une bande d’énergie de largeur 8J .

La présence du champ magnétique est prise en compte dans cette ap-
proximation à une bande en attribuant une valeur complexe aux éléments
de matrice tunnel entre sites adjacents (phase de Peierls) :

J remplacé par J exp[ i γ(j → j′)], (14)

avec pour préserver le caractère hermitien de l’hamiltonien

Jeiγ(j
′→j) =

(
Jeiγ(j→j′)

)∗
⇒ γ(j′ → j) = −γ(j → j′). (15)
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C

Φ(C) = e
h
φ

FIGURE 2. Pour tout contour C sur le réseau carré, le choix des phases γ(j → j′)
doit conduire à la valeur correcte de la phase de Aharonov–Bohm Φ(C) = (e/h)φ,
où φ est le flux du champ magnétique à travers le contour.

Les phases individuelles γ(j → j′) sont choisies de manière à ce que la
phase de Aharonov–Bohm Φ(C) accumulée le long d’un contour fermé :

Φ(C) ≡
∑

contour
γ(j → j′) (16)

vérifie
Φ(C) =

e

~
φ mod (2π), (17)

où φ est le flux deB à travers le contour considéré (figure 2). Il y a bien sûr
un nombre infini de choix possibles pour les γ(j → j′) : c’est le principe de
l’invariance de jauge.

En utilisant l’additivité déduite de (15), on se convaincra aisément
qu’une condition nécessaire et suffisante pour que la relation (17) soit vé-
rifiée pour tout contour C est de la satisfaire pour chaque cellule carrée
élémentaire. En suivant les bords d’une cellule unité carrée de surface a2

dans le sens direct (figure 3), on doit donc avoir :

Φcellule = γ(j → j + ux) + γ(j + ux → j + ux + uy) (18)

− γ(j + uy → j + ux + uy)− γ(j → j + uy) =
qa2B

~
mod (2π)

j j + ux

j + uy j + ux + uy

γ(j → j + ux)

γ(j + uy → j + ux + uy)

γ
(j

→
j
+

u
y
)

γ
(j

+
u
x
→

j
+

u
x
+

u
y
)

FIGURE 3. Facteurs de phase sur les bords d’une cellule unité donnée. La somme
algébrique des coefficients γ doit vérifier la contrainte (18).

Substitution de Peierls. Un moyen simple pour trouver un ensemble de
coefficients γ(j → j′) satisfaisant (18) consiste à se donner un potentiel
vecteurA(r) pour le problème continu (c’est-à-dire faire un choix de jauge)
et à poser que

γ(j → j′) =
e

~

∫ aj′

aj

A(r) · dr. (19)

Cette prescription fournit un ensemble convenable pour les coefficients γ
puisque l’intégrale de contour

∮
CA · dr est par définition égale au flux du

champ magnétique à travers ce contour C.

Valeurs du champ magnétique. Dans ce problème discrétisé, le champ
magnétique se caractérise donc entièrement par la phase Φcellule qu’il crée
à travers une cellule unité, c’est-à-dire par le nombre α défini par

α =
Φcellule

2π
. (20)

Ceci vient imposer une valeur maximale pertinente : si le champ est tel
que Φcellule = 2π, il n’aura aucun effet puisqu’on peut le décrire par des
coefficients γ(j → j′) tous réels positifs, comme pour le champB = 0.
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e−i×0 = 1

e−iπ/2 = −i

e−iπ = −1

e−i3π/2 = i

e−i4π/2 = 1

FIGURE 4. Jauge de Landau pour le problème de Harper–Hofstadter avec un flux
1/4, c’est-à-dire une phase de Aharonov–Bohm Φcellule = π/2 par cellule du ré-
seau carré initial (phase mesurée dans le sens trigonométrique). La zone grisée
d’aire 4a2 représente une cellule magnétique unité possible pour ce choix de jauge.

1-3 Nouvelle périodicité dans le cas rationnel

Le fait d’attribuer une phase γ(j → j′) aux coefficients tunnel fait
perdre la périodicité initiale du problème et vient compliquer considéra-
blement la recherche du spectre de l’hamiltonien. Toutefois, on peut re-
trouver un problème périodique – mais de plus grande période spatiale –
quand α est un nombre rationnel :

α =
p′

p
. (21)

Considérons en effet le choix suivant, déduit de la jauge de LandauA(r) =
−Byux :

— Les coefficients tunnel le long de la direction y restent tous réels et
égaux à J , soit :

γ(j → j ± uy) = 1. (22)

— Les coefficients tunnel le long de la direction x ont pour valeur
J exp[ i γ(j → j′)] avec

γ(j → j + ux) = −2π
p′jy
p
. (23)

Avec ce choix, on constate que l’hamiltonien est périodique de période a
selon x et de période pa selon y. Ces coefficients tunnel sont indiqués sur
la figure 4 pour le cas particulier α = 1/4, soit p′ = 1, p = 4, correspondant
à une phase Aharonov–Bohm de π/2 par plaquette.

Le fait de retrouver un problème périodique va nous permettre d’uti-
liser à nouveau le théorème de Bloch pour rechercher les états propres et
les énergies associées. Toutefois, nous notons que la nouvelle cellule unité,
appelée cellule magnétique unité, a maintenant une taille a × pa. Il y a donc
p sites par cellule magnétique unité, ce qui va donner naissance à p bandes
d’énergie à partie de la bande initiale de largeur 8J trouvée en l’absence de
champ magnétique. Ce point est à contraster avec le modèle de Haldane,
pour lequel l’introduction de phases complexes sur les coefficients tunnel
ne changeait pas la taille de la cellule unité initiale.

Ce choix de cellule magnétique unité n’est bien sûr pas le seul possible.
Dans le cas Φcellule = π/2, une autre possibilité est indiquée sur la figure
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FIGURE 5. Autre choix de jauge possible pour le problème de Harper–Hofstadter
avec un flux 1/4, c’est-à-dire une phase de Aharonov–Bohm Φcellule = π/2 par
cellule du réseau carré initial (phase mesurée dans le sens trigonométrique). La
zone grisée d’aire 4a2 représente une cellule magnétique unité possible pour ce
choix de jauge.

5 et conduit à une cellule unité magnétique carrée 2a × 2a (son aire totale
de 4a2 n’est pas modifiée par rapport à la figure 4) ; cette seconde possibi-
lité est en fait plus pertinente pour l’expérience de AIDELSBURGER, LOHSE

et al. (2015) que nous décrirons un peu plus loin, car les coefficients com-
plexes choisis ici se connectent plus naturellement à ceux obtenus quand
on branche ou éteint les faisceaux lumineux formant le réseau optique.

1-4 Spectre de l’hamiltonien

Nous supposons dans ce qui suit que le paramètre α est un nombre
rationnel qui s’écrit α = p′/p. La forme du spectre de l’hamiltonien ne
dépend bien sûr pas du choix de jauge. Plaçons-nous dans la jauge de Lan-

dau, avec la position d’une cellule unité repérée par :

rj = a(jx ux + pjy uy). (24)

Pour un moment de Bloch q donné, une fonction périodique sur le réseau
est caractérisée par ses p amplitudes αq,ν , ν = 1, . . . , p sur les p sites Aj,ν

composant la cellule magnétique j :

|uq〉 =

p∑
ν=1

αq,ν

∑
j

|Aj,ν〉

 . (25)

Les états de Bloch s’écrivent quant à eux

|ψq〉 =
∑
j

eiq·rj

(
p∑
ν=1

αq,ν |Arj ,ν〉
)
. (26)

En reportant cette expression dans l’équation aux valeurs propres pour
l’hamiltonien pour l’énergie Eq , on obtient une équation matricielle pour
le vecteur colonne à p composantes

Vq =


αq,1

αq,2

...
αq,p

 (27)

qui s’écrit sous la forme
ĤqVq = EqVq. (28)

La matrice carrée Ĥq a pour taille p × p et elle s’écrit par exemple pour
α = 1/4 :

Ĥq = −J


2 cos(aqx) 1 0 e4iaqy

1 2 cos(aqx + π/2) 1 0
0 1 2 cos(aqx + π) 1

e−4iaqy 0 1 2 cos(aqx + 3π/2)

 .

(29)
Les 4 bandes d’énergie correspondantes,

Eq = ±J
{

4± 2
[
2 + cos2(2aqx) + cos2(2aqy)

]1/2}
, (30)
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FIGURE 6. Bandes d’énergie pour le modèle de Harper–Hofstadter pour le flux
α = 1/4, avec la cellule magnétique unité de la figure 4, correspondant à la jauge
de Landau.

tracées sur la figure 6, sont disposées symétriquement par rapport àE = 0.
Les deux bandes extrêmes sont séparées des autres par un gap alors que les
deux bandes intermédiaires se touchent en 4 points de Dirac à l’intérieur
de la zone de Brillouin ]− π/a,+π/a]×]− π/(4a),+π/(4a)].

On peut également mener cette recherche des énergies avec le choix de
cellule magnétique unité carrée, indiquée sur la figure 5. En repérant les
4 sites qui la composent par les lettres A,B,C,D comme indiqué sur la
figure 5, on peut écrire une fonction de Bloch sous la forme

|ψq〉 =
∑
j

eiq·rj (aq|Aj〉+ bq|Bj〉+ cq|Cj〉+ dq|Dj〉) (31)

où j désigne désormais la position de la cellule magnétique unité de taille
2a× 2a

rj = 2a (jxux + jyuy) . (32)

L’équation aux valeurs propres pour l’hamiltonien s’écrit

ĤqVq = EqVq (33)

−1 −0.5 0 0.5 1 −1
0

1

−1

0

1

2qxa/π
2qya/π

E
/(
2J

)

FIGURE 7. Bandes d’énergie pour le modèle de Harper–Hofstadter pour le flux
α = 1/4, avec la cellule magnétique unité carrée de la figure 5.

avec

Ĥq = −J


0 1− ie−iQx 1− ie−iQy 0

1 + ieiQx 0 0 −i + e−iQy

1 + ieiQy 0 0 1 + ie−iQx

0 i + eiQy 1− ieiQx 0

 , Vq =


aq
bq
cq
dq


(34)

où l’on a posé Qx = 2aqx et Qy = 2aqy pour alléger l’écriture. Les 4 valeurs
propres de Ĥq pour ce choix de cellule magnétique unité s’écrivent

Eq = ±J
{

4± 2
[
4− cos2(2qxa)− cos2(2qya)

]1/2}1/2

, (35)

et sont tracées sur la figure quand q varie dans la zone de Brillouin carrée
− π

2a < qx, qy ≤ π
2a . On retrouve bien sûr, avec une disposition différente,

les mêmes éléments qu’en figure 6.

Rappelons finalement la forme du spectre de l’hamiltonien obtenu
quand on fait varier le paramètre α entre 0 et 1, en nous limitant aux va-
leurs rationnelles pour conserver un problème périodique. Ce spectre, de
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FIGURE 8. Le "papillon" de Hofstadter : spectre de l’hamiltonien de Harper-
Hofstadter calculé pour des flux par cellule unité initiale Φcellule = 2πα avec
α = p′/p rationnel entre 0 et 1, et p, p′ entiers inférieurs à 100.

nature fractale et appelé papillon de Hofstadter (HOFSTADTER 1976), est
représenté sur la figure 8. Le calcul numérique a été fait pour tous les ra-
tionnels p′/p avec les entiers p, p′ allant de 1 à 100. La discussion détaillée
de ce spectre a été faite dans le cours 2013-14.

1-5 Topologie des bandes d’énergie

Une fois déterminés les énergies et les états propres de l’hamiltonien
périodique Ĥq , on peut calculer la courbure de Berry Ω

(j)
q et le nombre

de Chern C(j) pour chaque bande d’énergie. Le calcul de C(j) a été fait
par THOULESS, KOHMOTO et al. (1982) ; il passe par la résolution d’une
équation diophantienne, c’est-à-dire une équation algébrique à coefficients
entiers. Nous ne discuterons pas le cas général, assez technique, et nous al-

−0.5 0 0.5 1
−0.2

0
0.2

0.5

1

1.5

qxa/π
qya/π

Ω
(0

)
q

0

0.5

1

1.5

FIGURE 9. Courbure de Berry pour la bande fondamentale du modèle de Harper–
Hofstadter pour le flux 1/4. Ce résultat a été obtenu avec un encodage de la posi-
tion de chaque site à l’intérieur de la cellule unité magnétique.

lons nous concentrer sur le cas α = 1/p. On trouve alors le résultat simple
suivant :

— Si p est impair, toutes les bandes ont pour nombre de Chern C = 1,
sauf la bande centrale pour laquelle on trouve C = −p+ 1. La somme
de tous les nombres de Chern est nulle comme attendu (cf. chap. 5).

— Si p est pair, les deux bandes centrales se touchent en des points de
Dirac, comme on l’a vu dans le cas α = 1/4. Le nombre de Chern pour
cette paire de bandes est C = −p + 2 et toutes les autres bandes ont
pour nombre de Chern C = 1. Là aussi, la somme de tous les nombres
de Chern est nulle.

Nous avons déjà indiqué au chapitre 5 que la courbure de Berry Ωq

dépend de la manière dont on encode la position de chaque site à l’inté-
rieur d’une cellule unité. Pour les expériences dans lesquelles on agit sur
les atomes avec une force extérieure, il est judicieux d’encoder explicite-
ment cette position Rν , ν = 1, . . . , p dans la définition de |uq〉 et |ψq〉. Cela
revient à écrire la fonction périodique (25) plutôt sous la forme :

|uq〉 =

p∑
ν=1

α̃q,ν eiq·Rν

∑
j

|Aj,ν〉

 . (36)
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et utiliser l’hamiltonien périodique ˆ̃Hq défini à partir des coefficients α̃q,ν .

La courbure de Berry pour la bande fondamentale et pour cet enco-
dage de la position est tracée en figure 9 pour α = 1/4 (calcul fait en jauge
de Landau). On vérifie numériquement que son intégrale sur la zone de
Brillouin est bien égale à 2π, ce qui correspond à C = 1. Un tracé similaire
serait obtenu à partir de la zone magnétique unité carrée de la figure 5.

Quand on diminue la valeur de α = 1/p, on constate que la courbure
de Berry de la bande fondamentale devient de plus en homogène sur l’en-
semble de la zone de Brillouin. Ainsi, pour α = 1/8, la variation relative
de Ωq est inférieure à 5 %. Notons que ce résultat n’est valable que si l’on a
encodé la position comme en (36). Pour le choix (25), la courbure de Berry
reste fortement modulée même pour de très faibles valeurs de α.

2 Le modèle de HH avec des atomes

2-1 Premières propositions, premières expériences

Une idée simple pour imprimer la phase γ(j → j′) quand un atome
saute du site j au site j′ est d’induire ce saut avec de la lumière : le saut se
fait si et seulement si l’atome effectue un processus Raman stimulé entre
deux états correspondant à des sites voisins. Dans un tel processus, appelé
effet tunnel assisté par laser, l’atome absorbe un photon de vecteur d’onde k1,
puis effectue une émission stimulée d’un photon de vecteur d’onde k2. La
phase relative des deux faisceaux lumineux s’imprime alors sur la fonction
d’onde atomique via le coefficient tunnel J qui devient complexe.

Cette proposition a été faite initialement par JAKSCH & ZOLLER (2003).
On part d’un réseau carré standard dans lequel on inhibe l’effet tunnel or-
dinaire le long d’une direction, y par exemple, en appliquant un gradient
de champ magnétique b′ de sorte que deux sites adjacents j et j + uy ont
une différence d’énergie ∆ = µb′a bien supérieure au couplage tunnel J
(on suppose ici que les atomes sont préparés dans un sous-niveau Zeeman
de moment magnétique µ non nul). On envoie ensuite une paire de fais-
ceaux laser de vecteurs d’onde ki et de fréquence ωi, i = 1, 2, avec le choix
de fréquence ω1 − ω2 = ∆ qui permet d’induire une transition résonante

∆ = µb′a

a

k1 k2

y

FIGURE 10. Principe de l’effet tunnel assisté par laser pour des atomes de moment
magnétique µ. Un gradient de champ magnétique b′ lève la dégénérescence entre
sites adjacents distants de a et bloque l’effet tunnel direct. Une paire de faisceaux
lumineux avec la différence de fréquence ω1 − ω2 = µb′a/~ rétablit un couplage
résonnant entre sites, avec la phase relative ei(k1−k2)·rj "imprimée" lors de la
transition.

entre les sites adjacents (figure 10). La phase du coefficient tunnel associé à
cette transition est directement reliée à la phase relative des faisceaux laser
en ce point, c’est-à-dire ei(k1−k2)·rj .

Cette méthode a été mise en œuvre par AIDELSBURGER, ATALA et al.
(2013) à Munich et MIYAKE, SIVILOGLOU et al. (2013) au MIT, respective-
ment pour α = 1/4 et α = 1/2. Ces premières expériences ont essentielle-
ment consisté à mesurer la structure de bande et à observer le mouvement
cyclotron ; elles ont été décrites dans le cours 2013-14 et nous ne les re-
prendrons donc pas ici de manière détaillée. Puisque l’on applique sur les
atomes un potentiel dépendant périodiquement du temps, son traitement
théorique quantitatif utilise le formalisme de Floquet. Il est voisin de ce
que nous avons fait au chapitre précédent pour le modèle de Haldane, à
ceci près que l’on s’intéresse ici à une perturbation résonnante alors qu’on
utilisait auparavant une perturbation de haute fréquence.

Le résultat s’énonce simplement dans le cadre d’un modèle à deux sites
|a〉 et |b〉, en prenant une perturbation périodique consistant à moduler
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l’énergie d’un des deux sites. Partant de l’hamiltonien

Ĥ(t) = −J (|a〉〈b|+ |b〉〈a|) + ∆ P̂b + κ cos(ωt+ φ)P̂a, (37)

où P̂a et P̂b sont les projecteurs sur les états a et b, on peut montrer que
dans le cas résonant ∆ = ~ω � J , la dynamique à long terme est régie par
l’hamiltonien effectif (ECKARDT & HOLTHAUS 2007)

Ĥeff = −JJ1(κ/~ω)
(
eiφ |a〉〈b|+ e−iφ |b〉〈a|

)
(38)

où J1 est la fonction de Bessel de première espèce. L’effet tunnel entre les
deux sites a et b est donc bien restauré, avec une facteur de phase de Peierls
qui dépend de la phase de la modulation. Notons que dans ce modèle à
deux sites, la phase φ peut être éliminée 2 de (38) par un changement de
jauge qui consiste à rédéfinir l’état a : |ã〉 = eiφ|a〉. Ce n’est heureusement
pas le cas pour un réseau à deux dimensions, lorsque la phase φ dépend
de la position ; ce cas est analysé de manière détaillée dans GOLDMAN,
DALIBARD et al. (2015).

2-2 Super-réseau et projection de bandes

L’utilisation d’un gradient de champ magnétique pour lever la dégéné-
rescence entre sites voisins pose des problèmes pratiques liés aux fluctua-
tions du champ magnétique ambiant. Ces fluctuations viennent brouiller
la phase de Peierls que l’on cherche à imposer par l’effet tunnel assisté par
laser, et elles ont empêché les groupes de Munich et du MIT de mettre en
évidence les propriétés topologiques de leur réseau.

Pour contourner cette difficulté, le groupe de Munich a adopté une stra-
tégie légèrement différente qui consiste à éliminer tout champ magnétique
(AIDELSBURGER, LOHSE et al. 2015). La levée de dégénérescence entre sites
adjacents se fait maintenant par un super-réseau, une méthode que nous
avons déjà rencontrée dans les problèmes 1D et qui avait été proposée dans
ce contexte par GERBIER & DALIBARD (2010). Plus précisément, on dispose
des ingrédients suivants (figure 11) :

— Un réseau carré dans lequel tous les sites sont équivalents avec un
coefficient tunnel J entre proches voisins.

2. En d’autres termes, la physique ne peut pas dépendre du choix de l’origine du temps
dans (37).

C D

A B

FIGURE 11. Un potentiel de super-réseau à deux dimensions permet de lever la
dégénérescence entre 4 sites d’un réseau carré, avec les énergies EA = 0, EB =
∆ + δ, EC = δ, ED = ∆ + 2δ, où le repérage des états A,B,C,D est le même
qu’en figure 5. Une modulation dans le temps à la pulsation ∆/~ permet ensuite
(à l’approximation du champ tournant) d’arriver aux énergies (40).

— Un super-réseau le long de l’axe x de sorte que les sites B,D repré-
sentés sur la figure 5 ont un surplus d’énergie ∆ par rapport aux sites
A,C :

EA = EC = 0, EB = ED = ∆. (39)

En première approximation, l’effet tunnel "nu" est inchangé le long de
y mais il est bloqué le long de x du fait de l’écart en énergie ∆ entre
sites voisins. La modulation va donc se faire à la pulsation ∆/~ pour
restaurer l’effet tunnel le long de x tout en induisant une phase de
Peierls différente sur les liens A−B et C −D.

— Un deuxième super-réseau le long des deux axes x et y vient donner
un surplus d’énergie δ aux sites B et C, et 2δ au site D.

Une fois pris en compte le potentiel additionnel modulé dans le temps
à la fréquence ∆/~, on obtient un hamiltonien effectif avec les énergies sur
site :

EA = −δ, EB = EC = 0, ED = +δ (40)

qui viennent s’ajouter à l’hamiltonien de Harper étudié en première partie.
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L’intérêt du super-réseau d’énergie δ est de produire une cellule unité
à quatre sites comme celle de l’hamiltonien de Harper, mais avec un pa-
ramètre de contrôle supplémentaire. Pour δ grand, la bande la plus basse
correspond simplement à placer les atomes sur les sites A. Une étude plus
poussée montre que l’hamiltonien périodique correspondant

Ĥq(δ) = −J


δ/J 1− ie−iQx 1− ie−iQy 0

1 + ieiQx 0 0 −i + e−iQy

1 + ieiQy 0 0 1 + ie−iQx

0 i + eiQy 1− ieiQx −δ/J

 (41)

conduit à des bandes topologiquement non triviales si et seulement si

|δ| < 2J. (42)

On peut alors adopter la procédure expérimentale suivante :

1. On branche les réseaux et super-réseaux à δ et ∆, de façon à placer
tous les atomes dans les sites de basse énergie (A).

2. On branche lentement (30 ms) la modulation à la pulsation ω = ∆/~,
tout en gardant δ grand ; à ce stade, la dynamique des atomes est en-
core figée.

3. On diminue adiabatiquement δ jusqu’à la valeur 0 pour atteindre l’ha-
miltonien de Harper pour un flux α = 1/4. Cette diminution implique
un passage par le point singulier δ = 2J où la topologie de la bande
fondamentale devient non triviale. Toutefois, les populations des 4
bandes restent à peu près constantes dans cette opération qui dure
également 30 ms.

4. On procède à l’expérience désirée.

5. Pour analyser le résultat produit, on suit le chemin inverse. On analyse
la population finale des différentes bandes par la méthode de projec-
tion de bande usuelle, c’est-à-dire une extinction adiabatique du réseau
optique suivie d’un temps de vol. Chaque bande est alors associée à
un site A,B,C,D et à une zone d’impulsion bien déterminée, ce qui
permet de déterminer la population de chacune de ces bandes.

FIGURE 12. Procédure de chargement de la bande fondamentale du réseau de
Harper–Hofstadter pour le flux α = 1/4 utilisée par AIDELSBURGER, LOHSE

et al. (2015). On part de la situation où la différence d’énergie δ est grande devant
le couplage tunnel, ce qui permet de positionner les atomes sur la bande fondamen-
tale composée essentiellement des sites A, cette bande étant non topologique. On
diminue ensuite lentement la valeur de δ pour rentrer dans un régime de bande to-
pologique pour δ = 2J , puis arriver au cas de l’hamiltonien de Harper–Hoftsadter
avec δ = 0 et un flux Φcellule = π/2 (soit α = 1/4).

2-3 La mesure du nombre de Chern

Le point central de l’expérience de AIDELSBURGER, LOHSE et al. (2015)
a été la mesure du nombre de Chern associé à la bande fondamentale. Bien
que cette expérience ait été menée avec des bosons, le principe de la me-
sure est directement inspiré du résultat que nous avons rencontré au cha-
pitre précédent pour des fermions sans interaction. Dans ce cas, si la bande
en question est uniformément remplie, on sait que l’on a un courant Iy
quantifié selon y quand une force uniforme Fx est appliquée selon x :

Iy ≡
dN

dt

∣∣∣∣
selon y

=
C
2π

LxFx
~

. (43)

On sait qu’il y a dans ce cas une densité surfacique ρ(2D) = 1/`2 où ` est la
taille de la cellule unité (` = 2a pour le réseau HH pour un flux α = 1/4).
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Cela signifie que la vitesse moyenne des particules vy le long de l’axe y
définie par

ρ(2D)vy =
1

Lx

dN

dt

∣∣∣∣
selon y

(44)

est égale à

vy = C Fx`
2

2π~
. (45)

Ce dernier résultat portant sur la vitesse des particules ne dépend en fait
pas de l’hypothèse d’une bande complètement remplie. Si l’on examine
la démonstration de la quantification de la conductance (43), on constate
que le point important est le remplissage uniforme de la zone de Brillouin,
c’est-à-dire une population identique pour tous les états de Bloch. C’est à
cette condition que l’intégrale de la courbure de Berry sur le quasi-moment
fait apparaître le nombre de Chern. En revanche, la valeur exacte de cette
population n’a pas d’importance pour établir (45).

On peut donc transposer tel quel le résultat (45) à des bosons, pourvu
que la bande considérée, en l’occurrence la bande fondamentale, soit uni-
formément remplie et que les autres bandes soient vides. Une telle situa-
tion pourra être obtenue si la largeur de la bande fondamentale ∆E0 est
petite devant le gap entre la bande fondamentale et la première bande ex-
citée Ē1 − Ē0. Il suffit alors de choisir la température T telle que

∆E0 � kBT � Ē1 − Ē0 (46)

pour que cette hypothèse soit vérifiée. En pratique, pour le réseau HH avec
α = 1/4, on trouve (Ē1 − Ē0)/∆E0 ∼ 7, ce qui permet de valider en pre-
mière approximation la condition (46).

Dans l’expérience de AIDELSBURGER, LOHSE et al. (2015) la force Fx
est une force dipolaire, créée par le gradient d’intensité d’un faisceau auxi-
liaire. Cette force est appliquée pendant une durée variable t et on me-
sure le déplacement du centre de masse du nuage d’atomes en fonction
du temps. Aux temps courts, typiquement inférieurs à 50 ms, le déplace-
ment selon y, similaire à un courant de Hall, est bien proportionnel à t
(figure 13). La valeur trouvée pour la vitesse vy est en accord avec la va-
leur attendue à partir de (45) pour le nombre de Chern C = 1 de la bande
inférieure. Plus précisément, en prenant en compte les populations me-
surées des quatre bandes, on trouve C = 0.9 (2). Aux temps plus longs,

FIGURE 13. Transport dans un réseau carré avec un flux Φcellule = π/2 (données
1) mesuré par AIDELSBURGER, LOHSE et al. (2015). Un courant de Hall est ob-
servé par l’intermédiaire du déplacement du centre de masse du nuage le long de
la direction y quand une force uniforme induisant des oscillations de Bloch est ap-
pliquée le long de l’axe x pendant une durée ajustable. Aux temps courts, seule
la bande fondamentale est appréciablement peuplée, ce qui conduit à un déplace-
ment ∆y(t) linéaire en temps. La pente correspondante est en bon accord avec le
nombre de Chern C = 1 attendu pour cette bande. Aux temps plus longs, des pro-
cessus de chauffage égalisent les populations des différentes bandes et le courant
s’interrompt. Les données 2 ont été obtenues pour une flux nul. Cette figure a été
préparée avec l’aide de Monika Aidelsburger.

le chauffage provenant de la modulation résonante induit des transitions
entre les différentes bandes, qui finissent par être également peuplées. Le
mouvement de dérive le long de l’axe y s’arrête alors, puisque la somme
des quatre nombres de Chern est nulle. Une analyse précise de cette dyna-
mique aux temps longs, couplée à une mesure indépendante des popula-
tions de chaque bande, conduit à Cexp = 0.99 (5).

2-4 Le problème du chauffage

Le fait que l’hamiltonien ait une dépendance explicite en temps intro-
duit une difficulté supplémentaire dès qu’on s’intéresse à une assemblée
de particules en interaction. En effet, il n’y a a priori pas conservation de
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l’énergie associée à l’hamiltonien effectif ; l’énergie du micro-mouvement
peut être convertie en chauffage lors de processus inélastiques intervenant
lors de la collision entre deux particules. Pour un hamiltonien contenant
des termes oscillant à la pulsation ω, ces processus inélastiques corres-
pondent à l’absorption ou à l’émission de phonons d’énergie ~ω. À long
terme (sauf exceptions liées par exemple au phénomène de localisation àN
corps), on s’attend à ce qu’un système en interaction avec un hamiltonien
ainsi modulé atteigne une température infinie, c’est-à-dire une population
égale pour tous les niveaux d’énergie (LAZARIDES, DAS et al. 2014).

Une description de ces processus inélastiques à deux corps dans le
cadre du formalisme des ondes de Bloch a été proposée par BILITEWSKI

& COOPER (2015b) et BILITEWSKI & COOPER (2015a). Cette analyse, basée
sur la règle d’or de Fermi écrite dans le formalisme de Floquet, conduit
à un accord très satisfaisant avec le chauffage mesuré expérimentalement
par AIDELSBURGER, LOHSE et al. (2015). Elle montre en particulier le rôle
important du degré de liberté selon la direction z perpendiculaire au plan
du réseau. L’expérience de AIDELSBURGER, LOHSE et al. (2015) était faite
dans une géométrie de tubes parallèles à l’axe z et cette direction n’était
donc que faiblement confinée. Un chauffage important pouvait alors se
produire lors de collisions, en transférant l’énergie du micro-mouvement
à ce mouvement selon la direction z. BILITEWSKI & COOPER (2015a) ont
montré qu’un confinement beaucoup plus fort selon l’axe z pouvait réduire
fortement cette source de chauffage : si l’énergie nécessaire pour exciter un
quantum de ce mouvement est beaucoup plus grande que l’énergie liée
à la modulation ~ω, la densité d’états qui intervient dans la règle d’or de
Fermi est fortement réduite en passant de sa valeur 3D (grande) à sa valeur
2D pour le plan xy uniquement (nettement plus faible). Ce type d’analyse
a été généralisé au cas d’un superfluide décrit par l’équation de Gross–
Pitaevskii par CHOUDHURY & MUELLER (2015) et LELLOUCH, BUKOV et
al. (2017).

3 L’effet Hall en photonique

La première voie suivie en photonique pour simuler l’effet Hall quan-
tique a consisté à utiliser des effets opto-magnétiques induit par un grand
champ magnétique (0.2 T) sur un cristal photonique opérant dans le do-

maine des micro-ondes et composé de barres de ferrite (WANG, CHONG

et al. 2009). Nous allons présenter ici des expériences plus récentes, me-
nées sans champ magnétique et dans le domaine visible (ou infra-rouge
proche). Notons que dans le domaine des longueurs d’onde visibles, la ré-
ponse magnéto-optique des matériaux est en général très faible et il a donc
fallu avoir recours à d’autres méthodes pour induire un comportement de
type "effet Hall" dans ces systèmes.

Nous allons nous intéresser successivement à des expériences "pas-
sives", dans lesquelles on sonde essentiellement la réponse optique linéaire
du système, puis des expériences "actives", dans lesquelles la topologie est
utilisée pour fabriquer de nouvelles sources laser robustes. Plusieurs de ces
expériences utilisent un réseau de micro-résonateurs en anneau, et nous al-
lons commencer par décrire ce système initialement proposé par HAFEZI,
DEMLER et al. (2011), avant de présenter quelques résultats représentatifs.

Dans les implémentations photoniques que nous allons considérer ici,
le site élémentaire du réseau est un micro-résonateur en anneau comme
celui représenté sur la figure 14. Il s’agit de guides d’onde monomodes en
silice, dans lesquels la lumière peut circuler dans le sens direct ou dans le
sens indirect. La lumière est choisie résonante avec ces anneaux, avec un
facteur de qualité supérieur à 104. Elle est injectée dans un des anneaux
composant le réseau grâce à un guide d’onde tangentiel, qui vient imposer
le sens de circulation dans cet anneau, et par suite – comme nous allons
le voir – dans tous les anneaux du réseau. Dans ce qui suit, nous allons
d’abord nous intéresser au cas où la lumière tourne exclusivement dans le
sens direct sur ces anneaux, et nous reviendrons sur cette hypothèse à la
fin du paragraphe.

3-1 Micro-résonateurs en anneau

L’équivalent du couplage tunnel entre sites dans le modèle de liaisons
fortes est obtenu en insérant entre deux anneaux un lien en forme de rec-
tangle aux bords arrondis (figure 15). Ce lien est conçu pour être non réso-
nant avec la lumière (HAFEZI, DEMLER et al. 2011). Dans un point de vue
dynamique, on peut considérer qu’un photon réside pendant une durée
assez longue sur l’anneau A1 en tournant dans le sens direct, puis saute
vers l’anneau A2 en passant par le lien L situé entre A1 et A2 (figure 16). Il
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FIGURE 14. Micro-résonateur en anneau, utilisé comme "site" d’un réseau de
Hubbard pour la lumière, formé d’un guide d’onde circulaire. Cette figure est ex-
traite de BANDRES, WITTEK et al. (2018). Le rayon de l’anneau est de 5µm, la
largeur et la hauteur du guide sont respectivement de 0.5µm et 0.2µm .

FIGURE 15. Lien connectant deux anneaux dans l’expérience de BANDRES, WIT-
TEK et al. (2018). Ce lien est supposé non résonnant avec la lumière.

va ensuite séjourner pendant une durée assez longue sur A2, toujours en
tournant dans le sens direct. Le caractère non résonant du lien L entraîne
que le passage sur L est quant à lui très bref. Pour la géométrie représentée
sur la figure 16, ce passage de A1 vers A2 se fait via la partie supérieure du
lien L. La phase accumulée γ(1→ 2) dépend donc de la longueur optique
de cette partie supérieure.

Considérons maintenant le passage de l’anneau A2 vers l’anneau A1,
toujours pour de la lumière tournant dans le sens direct dans les anneaux
(figure 17). On voit qu’un photon doit dans ce cas emprunter le chemin
passant par le bas du lien rectangulaire. La longueur optique de ce chemin
est différente du précédent si le lien rectangulaire n’est pas parfaitement
centré sur le segment A1A2. On dispose ainsi d’un moyen pour induire
un couplage 1 → 2 qui n’a pas la même phase que le couplage 2 → 1.

A1 A2

eiγ(1→2)

FIGURE 16. Passage de l’anneau A1 vers l’anneau A2 via le lien inséré entre les
deux. Pour la lumière tournant sur les anneaux dans le sens direct, ce passage
A1 → A2 se fait sur le bord supérieur du lien.

A1 A2

eiγ(2→1)

FIGURE 17. Passage de l’anneau A2 vers l’anneau A1 via le lien inséré entre
les deux. Pour la lumière tournant sur les anneauxdans le sens direct, ce passage
A2 → A1 se fait sur le bord inférieur du lien. Le chemin optique est donc différent
de celui de la figure 16, pour le passage A1 → A2.

Si on choisit la référence de phase nulle pour un rectangle centré, on ob-
tient γ(2→ 1) = −γ(1→ 2) : c’est l’ingrédient nécessaire pour construire
l’hamiltonien de Harper.

3-2 Implémentation photonique passive

L’idée proposée par HAFEZI, DEMLER et al. (2011) a été mise en pratique
par HAFEZI, MITTAL et al. (2013). L’expérience a été faite avec un réseau
carré de 8× 8 anneaux reliés entre eux par des liens (figure 18). La lumière
est injectée sur un des anneaux situés en périphérie. On mesure avec un
objectif de microscope la lumière diffusée par les 64 anneaux.
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FIGURE 18. Schéma de l’expérience de HAFEZI, MITTAL et al. (2013).

Une cellule unité de ce réseau est représentée sur la figure 19. Elle repré-
sente une implémentation directe de l’hamiltonien de Harper–Hofstadter
en jauge de Landau. Les liens le long de la direction y sont centrés sur
les anneaux, de sorte que la phase associée est nulle. En revanche, les
liens le long de la direction x sont décalés d’une distance ajustable, de
sorte que la phase accumulée quand on parcourt la cellule dans le sens
1 → 2 → 4 → 3 → 1 est non nulle et constante sur tout le réseau, et bien
sûr opposée à celle obtenue dans le sens 1→ 3→ 4→ 2→ 1. L’expérience
de HAFEZI, MITTAL et al. (2013) a été réalisée pour un flux par cellule unité
de 2πα avec α = 0.15.

L’expérience a confirmé l’existence de canaux de bords qui se propagent
sans interruption même en présence de défauts. En changeant la longueur
d’onde de la lumière, on peut exciter un canal de vitesse de groupe positive
ou négative, c’est-à-dire se propageant dans le sens direct ou dans le sens
indirect, en bon accord avec les prévisions (figure 20).

Invariance par renversement du temps et effet Hall de spin. Dans l’ex-
périence que nous venons de décrire, il n’y a aucun élément physique qui
brise l’invariance par renversement du temps. Comment se fait-il que l’on
puisse dans ces conditions obtenir un comportement de type effet Hall
avec des états de bord chiraux ?

A1 A2

A3 A4

x12

x34

FIGURE 19. Cellule unité de l’expérience de HAFEZI, MITTAL et al. (2013). La
lumière est résonnante avec les anneaux situés aux sitesAj , qui forment les nœuds
d’un réseau carré. La lumière est injectée dans le réseau de telle sorte qu’elle tourne
dans le sens direct sur chaque anneau. Elle passe d’un site à l’autre par les liens,
dont la position déterminée par les distances x12 et x34 permet d’ajuster la phase
2πα acquise par le champ électromagnétique sur une cellule (α = 0.15 dans l’ex-
périence). On génère ainsi un réseau de Harper–Hofstadter.

Le point crucial est que nous nous sommes restreints dans ce qui pré-
cède à un mouvement précis de la lumière sur un anneau donné, en suppo-
sant que ce mouvement se faisait dans le sens direct. On peut reprendre le
même problème en considérant le cas où la lumière tourne dans le sens ré-
trograde, et on trouve alors que chaque phase est changée en son opposée.
Ainsi la figure 16 donnant le passage A1 → A2 est modifiée pour devenir
la figure 21.

On retrouve ici une situation d’effet Hall de spin, pour laquelle on peut
obtenir une topologie non triviale pour des problèmes invariants par ren-
versement du temps, pourvu que l’on tire parti d’un degré de liberté de
spin ↑ et ↓ (ou de pseudo-spin) (KANE & MELE 2005a ; KANE & MELE

2005b ; BERNEVIG, HUGHES et al. 2006). Cette situation a déjà été briève-
ment présentée au chapitre précédent. Dans le cas présent, le pseudo-spin
est associé au sens de rotation de la lumière dans un anneau ; la robustesse
des états de bords est assurée par le fait que la rétro-diffusion de la lumière,
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FIGURE 20. Mise en évidence des canaux de bord dans l’expérience de HAFEZI,
MITTAL et al. (2013). Selon la longueur d’onde de la lumière, on excite un canal de
bord avec une chiralité positive ou négative. Les images de gauche correspondent
aux résultats expérimentaux et les images de droite à des simulations numériques.

qui inverserait son sens de rotation dans les résonateurs en anneau, joue un
rôle négligeable.

3-3 Implémentation photonique active

Un schéma similaire basé sur un réseau carré de résonateurs a récem-
ment été utilisé pour créer 3 un "laser topologique" à deux dimensions par
BANDRES, WITTEK et al. (2018) et HARARI, BANDRES et al. (2018). La figure
22 montre un réseau carré de 10× 10 résonateurs de site, disposés sur une

3. On pourra également consulter l’article de BAHARI, NDAO et al. (2017), qui décrit la
réalisation d’un laser topologique en utilisant un milieu magnétique (yttrium iron garnet,
YIG) pour briser explicitement l’invariance par renversement du temps.

A1 A2

FIGURE 21. Passage de l’anneau A1 vers l’anneau A2 via le lien inséré entre
les deux. Pour de la lumière tournant dans le sens indirect dans les anneaux, ce
passage A1 → A2 se fait sur le bord inférieur du lien. La phase accumulée est
donc opposée à celle trouvée pour de la lumière tournant dans le sens direct dans
les anneaux (figure 16). Ce résultat est conforme à l’invariance par renversement
du temps du système.

plateforme comportant des puits quantiques de InGaAsP pouvant ampli-
fier le champ électromagnétique en présence d’un pompage adéquat. L’ex-
périence est réalisée pour le cas α = 1/4 que nous avons étudié ci-dessus.
Les résonateurs et les liens sont représentés sur les figures 14 et 15. Pour
comparaison, les mêmes expériences sont menées avec un réseau de même
nature mais sans le décalage des liens, ce qui conduit à α = 0 (topologie
triviale).

L’effet laser sur les canaux de bord est obtenu en dirigeant la lumière
de pompage sur le bord de l’échantillon (figure 23). On mesure la lumière
émise par l’échantillon, à la fois au niveau de chacun des résonateurs et
aussi au niveau de coupleurs de sortie disposés sur un coin de l’échan-
tillon. La figure 24 montre quelques caractéristiques importantes de ce la-
ser :

— La puissance de sortie tracée en fonction de la puissance de pompe
montre que le laser topologique opère avec une efficacité meilleure
que son équivalent non topologique. Cela s’explique par le fait que
dans le réseau non-topologique, les modes intervenant dans l’effet la-
ser s’étendent dans le cœur du matériau, ce qui entraîne des pertes
significatives. Ces modes ont également tendance à minimiser l’am-
plitude au niveau du coupleur de sortie pour maximiser le gain. Au
contraire, le mode de bord topologique est par définition localisé sur la

– page 16 –



COURS 6 : LE MODÈLE DE HARPER-HOFSTADTER : L’EFFET HALL RETROUVÉ § 4. Utilisation de la structure interne atomique

FIGURE 22. Réseau de 10 × 10 résonateurs utilisé par BANDRES, WITTEK et
al. (2018) pour fabriquer un laser dans une topologie décrite par l’hamiltonien de
Harper–Hofstadter. On a disposé au coin supérieur gauche des structures permet-
tant d’extraire de manière efficace la lumière du réseau de résonateurs.

frontière de l’échantillon, il occupe cette frontière de manière uniforme
et possède donc une amplitude significative au niveau du coupleur de
sortie.

— Le spectre de la lumière émise est plus étroit pour le laser topologique,
indiquant que ce dernier fonctionne dans un régime monomode, alors
que le laser non topologique est multimode : la puissance émise dans
le mode longitudinal dominant est supérieure par un ordre de gran-
deur dans le cas topologique. Cela s’explique par le fait dans le cas
non topologique, différentes régions de l’échantillon ont tendance à
déclencher l’effet laser à des fréquence variées, du fait du désordre
inévitable se produisant lors de la fabrication de l’échantillon. Cela fa-
vorise un fonctionnement multimode longitudinal, ce qui n’est pas le
cas pour le laser topologique.

Ces différentes caractéristiques montrent l’intérêt de la topologie en
photonique. La robustesse qu’elle apporte permet d’envisager des dispo-
sitifs dont le fonctionnement sera moins sensible aux défauts aléatoires
pouvant survenir lors de la fabrication. Nous avons donné ici l’exemple
de l’effet laser où le gain apporté par la topologie est clair, mais on peut
également citer la fabrication de lignes à retard contrôlé, qui sont un com-

FIGURE 23. Schéma de principe d’un laser topologique : on envoie la lumière
de pompe sur la frontière de l’échantillon de façon à fabriquer une inversion de
population pour un canal de bord. Ce canal se propage de manière chirale le long
de l’échantillon, et on détecte la lumière laser dans une des deux voies de sortie.
Image extraite de BANDRES, WITTEK et al. (2018).

posant essentiel du traitement optique de l’information et pour lesquelles
le désordre est également un facteur limitant.

4 Utilisation de la structure interne atomique

Dans ce cours, nous nous sommes essentiellement concentrés sur le
mouvement de particules dans des potentiels périodiques en négligeant
toute structure interne de cette particule. Les effets topologiques sont ap-
parus en tirant parti de coefficients tunnels variant dans l’espace, comme
pour le modèle SSH, ou de coefficients tunnel avec un facteur de phase
complexe, comme pour le modèle de Haldane. La possibilité d’utiliser la
structure interne des atomes ouvre un nouveau champ de possibilités. Les
sites des réseaux topologiques peuvent correspondre alors à des états in-
ternes différents ; le passage d’un site à l’autre ne se fait plus par un effet
tunnel standard, mais par changement du niveau interne résultant de l’ab-
sorption ou l’émission de photons.
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FIGURE 24. Gauche : puissance de sortie du laser en fonction de la puissance de
pompe. Droite : spectre mesuré pour une puissance de pompe de 23.5 kW/cm2.
Image extraite de BANDRES, WITTEK et al. (2018).

Nous avions abordé dans le cours 2013-14 la description d’une partie
des mécanismes qui permettent de créer un champ magnétique artificiel
sur un gaz d’atomes. Une fois ce champ créé, des bandes topologiques
peuvent apparaître naturellement, comme dans le cas de l’effet Hall quan-
tique. Nous commencerons cette partie par un bref rappel de deux méca-
nismes déjà étudiés dans le cours de 2013-14, l’effet tunnel assisté par des
transitions Raman et la notion de dimension synthétique, avant de nous
concentrer sur un autre type de systèmes, appelés réseaux de flux.

4-1 Transitions Raman et dimensions synthétiques

Nous avons décrit en § 2-1 l’effet tunnel assisté par laser comme processus
capable d’imprimer un facteur de phase complexe sur le coefficient tunnel
entre deux sites. Nous nous étions limités dans la discussion de § 2-1 au
cas où seul l’état externe de l’atome était modifié. Toutefois, on peut géné-
raliser ce principe au cas où la transition représentée en figure 10 affecte
également l’état interne de l’atome.

Plus précisément, considérons un système à deux sites A et B séparés

x

y

A
A B

ei(ky−φ)

|a〉

|b〉

FIGURE 25. Effet tunnel assisté par laser accompagné par un changement d’état
interne.

spatialement et piégeant respectivement les atomes dans les états internes
|a〉 et |b〉 (figure 25). On peut induire un saut d’une particule du site A
vers le site B en éclairant cette particule avec une onde électromagnétique
progressive E0 ei(ky−φ) qui induit (par exemple) la transition

|a〉 + photon −→ |b〉. (47)

Lors de cette transition, la phase φ de l’onde électromagnétique sur la ligne
y = 0 du segment AB est imprimée sur l’élément de matrice VAB . En gé-
néralisant cette idée à l’échelle d’un réseau entier, on peut reproduire les
éléments essentiels du modèle de Harper–Hofstadter (JAKSCH & ZOLLER

2003 ; GERBIER & DALIBARD 2010). Un schéma possible est d’alterner des
colonnes de sites piégeant les états |a〉 et les états |b〉, puis de faire une ingé-
nierie de l’effet tunnel assisté par laser pour reproduire (par exemple) les
éléments de matrice du modèle de Harper–Hofstadter de la figure 4.

Si l’on souhaite simplement réaliser un ruban dont la largeur ne dépasse
pas quelques sites, on peut utiliser le concept de dimension synthétique, re-
présenté sur la figure 26. On utilise un atome dont l’état fondamental pos-
sède un moment cinétique J (J = 1 sur la figure), donc 2J+1 états Zeeman
|J,m〉 avec m = −J,−J + 1, . . . , J ; chaque état Zeeman joue le rôle d’une
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|m = −1〉

|m = 0〉

|m = +1〉

(j − 2)a (j − 1)a ja (j + 1)a (j + 2)a

FIGURE 26. Utilisation d’une dimension synthétique pour un atome de spin J =
1, avec trois états internes |J,m〉 et m = 0,±1. Le confinement le long de l’axe x
est celui d’un réseau 1D usuel. L’axe y correspond aux 3 valeurs possibles dem. Le
"mouvement" le long de cette direction se fait par des processus Raman stimulés
qui induisent des transitions ∆m = ±1 entre états internes (flèches orange).

ligne du ruban. L’axe orthogonal (x sur la figure 26) est quant à lui une
dimension de l’espace usuel le long de laquelle on a disposé un réseau 1D.
Le mouvement le long de cet axe correspond à l’effet tunnel habituel alors
que le mouvement le long de la direction synthétique est initié par des
transitions Raman stimulées

|J,m〉 → |J,m± 1〉. (48)

Ces transitions sont elles-mêmes induites par une paire de faisceaux lu-
mineux auxiliaires, l’un polarisé σ+ et l’autre polarisé π, qui impriment la
phase souhaitée lors de la transition. Le principe de cette dimension syn-
thétique a été proposée par CELI, MASSIGNAN et al. (2014) et a été mis en
œuvre dans plusieurs groupes au cours des dernières années, d’abord avec
des transitions Raman entre sous-niveaux fondamentaux (STUHL, LU et al.
2015 ; MANCINI, PAGANO et al. 2015), puis sur la raie étroite (transition
d’horloge) d’atomes à deux électrons externes (KOLKOWITZ, BROMLEY et
al. 2017 ; LIVI, CAPPELLINI et al. 2016).

4-2 États habillés et suivi adiabatique

Dans les situations que nous venons d’envisager, nous sommes par-
tis d’un réseau périodique (1D ou 2D), auquel nous avons superposé un
faisceau lumineux auxiliaire qui induit un couplage tunnel complexe entre
sites. Le réseau optique n’était donc pas lui-même topologique, mais sim-
plement une base pour "discrétiser" l’espace. Nous allons maintenant re-
chercher si un réseau optique périodique peut posséder à lui tout seul
toutes les caractéristiques nécessaires pour créer des bandes topologiques,
sans avoir recours à des modulations temporelles des coefficients ou à des
faisceaux lumineux annexes. Nous allons voir que la réponse est positive,
et correspond à la notion de réseau de flux.

Nous allons nous limiter ici à un réseau créé par des faisceaux lumi-
neux très désaccordés par rapport aux raies de résonance de l’atome, de
manière à éviter tout processus d’émission spontanée. Dans ces condition,
l’interaction entre l’atome et la lumière a pour seul effet significatif un dé-
placement lumineux du niveau fondamental, créé par les processus à deux
photons absorption–émission stimulée. Intéressons-nous aux atomes alca-
lins, avec un seul électron externe, qui sont majoritairement utilisés dans
les expériences de gaz quantiques ; le déplacement lumineux est alors dé-
crit en tout point r de l’espace par un opérateur qui comporte 4 :

— une partie scalaire U(r), qui déplace tous les sous-niveaux Zeeman de
la même quantité. Pour un atome alcalin, cette partie scalaire s’annule
si l’on choisit une lumière de longueur d’onde située au barycentre
des deux raies de résonance D1 et D2 avec des poids 2/3–1/3. Nous
allons supposer cette condition réalisée dans la suite.

— une partie vectorielle en

V̂ (r) = κ(r) · Ĵ (49)

où κ(r) dépend de l’amplitude et de la polarisation du champ élec-
trique de la lumière au point r. Pour simplifier notre analyse, nous al-
lons négliger la structure hyperfine du niveau fondamental de l’atome
et nous limiter au degré de liberté de spin de l’électron externe. L’opé-
rateur moment cinétique Ĵ sera donc dans la suite l’opérateur de spin
1/2, caractérisé par les matrices de Pauli σ̂x, σ̂y, σ̂z .

4. On pourra consulter le chapitre 1 du cours 2012-13 qui comporte une discussion dé-
taillée de l’opérateur déplacement lumineux
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Avant de traiter le mouvement de l’atome dans ce potentiel avec le
formalisme quantique, commençons par un raisonnement classique et
intéressons-nous au cas d’un atome au repos au point r. L’hamiltonien se
ramène donc au seul potentiel V (r) ; pour un atome de spin 1/2, il s’agit
d’une matrice 2×2 que nous pouvons diagonaliser en tout point r pour ob-
tenir les deux niveaux habillés |χ(±)

r 〉, combinaisons linéaires de |±〉z avec
pour énergies ±|κ(r)| :

V̂ (r) |χ(±)
r 〉 = ±|κ(r)| |χ(±)

r 〉. (50)

Prenons maintenant en compte le mouvement de l’atome, décrit de ma-
nière quantique. L’état le plus général (spatial+spin) peut s’écrire sous la
forme

ψ+(r, t)|χ(+)
r 〉+ ψ−(r, t)|χ(−)

r 〉. (51)

L’évolution des deux amplitudes de probabilité ψ±(r, t) est obtenue en in-
jectant cette forme dans l’équation de Schrödinger régie par l’hamiltonien

Ĥ =
p̂2

2m
+ V̂ (r̂), (52)

et elle se ramène en général à deux équations aux dérivées partielles cou-
plées pour les amplitudes ψ±(r, t).

Nous allons nous placer ici dans la situation où l’atome bouge suffisam-
ment lentement pour suivre adiabatiquement un des niveaux habillés, par
exemple l’état habillé inférieur |χ(−)〉, sans passer de manière significative
sur l’autre niveau. On prend donc ψ+(r, t) ≈ 0 pour tout point r et tout
temps t.

L’évolution se ramène alors à une seule équation différentielle pour
l’amplitude ψ−(r, t), dans laquelle les termes dominants sont :

i~
∂ψ−
∂t

= − ~2

2m
∇2ψ− − |κ(r)| ψ− + . . . (53)

Toutefois, nous savons que l’approximation adiabatique amène avec elle
des termes supplémentaires, comme la phase géométrique décrite par une
connexion de Berry. Ce sont précisément ces termes supplémentaires qui
peuvent donner naissance à des propriétés topologiques pour un réseau
de flux.

Pour ce problème où l’approximation adiabatique porte sur un mouve-
ment dans l’espace réel, la connexion de Berry se définit pour l’état habillé
|χ(−)〉 par

A(r) = i 〈χ(−)
r |∇rχ

(−)
r 〉 (54)

et elle vient contribuer à l’équation (53) sous la forme (cf. cours 2013-14)

i~
∂ψ−
∂t

=
~2

2m
[−i∇−A(r)]

2
ψ− − |κ(r)| ψ− + . . . (55)

La connexion de Berry joue donc le rôle d’un potentiel vecteur pour une
particule de charge fictive e = 1 dans ce problème. L’approximation adia-
batique est également à l’origine d’un potentiel de jauge scalaireW (r) dans
(55), mais nous ne l’écrirons pas explicitement car il ne joue qu’un rôle mi-
neur dans la suite.

Avec (55), nous retrouvons un problème d’effet Hall quantique puisque
nous sommes face au mouvement 2D d’une particule dans un champ ma-
gnétique (fictif). Ce champ magnétique est égal au rotationnel du potentiel
vecteur (connexion de Berry) A et est donc une courbure de Berry dans
l’espace des positions. Nous la noterons ici B :

B(r) = ∇×A(r) (56)

pour éviter toute confusion avec la courbure de Berry Ω(q) que nous avons
introduite auparavant dans l’espace des moments. La question ouverte est
maintenant de savoir si ce champ magnétique effectif dans l’espace réel
peut conduire à une bande topologique pour l’hamiltonien (55).

4-3 Les réseaux de flux

Un réseau de flux est défini comme une configuration lumineuse pour
laquelle le flux du champ magnétique effectif B(r) à travers la cellule
unité du réseau est non nul (COOPER 2011). C’est donc une configuration
pour laquelle il est naturelle de chercher si elle peut donner naissance à
des bandes topologiques. Pour discuter cette notion de manière concrète,
considérons l’exemple suivant. Supposons que la configuration laser ré-
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sulte en l’opérateur déplacement lumineux

V̂ (r) = κ(r) · σ̂ avec κ(r) = κ0

 cos(kx)
cos(ky)

sin(kx) sin(ky)

 (57)

soit dans la base |±〉z des états de spin de l’atome :

V̂ (r) = κ0

(
sin(kx) sin(ky) cos(kx)− i cos(ky)

cos(kx) + i cos(ky) − sin(kx) sin(ky)

)
(58)

Une cellule unité correspondant à la périodicité de V̂ est un carré de côté
2π/k. Cette configuration peut être obtenue en superposant des ondes sta-
tionnaires le long des axes x et y avec des polarisations adéquates (CO-
OPER, DALIBARD et al. 2018).

Les énergies des niveaux habillés s’écrivent

±|κ(r)| = ±κ0
[
1 + cos2(kx) cos2(ky)

]1/2
. (59)

Pour l’état habillé de basse énergie, −|κ(r)|, les minima de potentiel sont
situés sur le réseau carré kx = nxπ, ky = nyπ (figure 27, haut). Il y a 4
minima de −|κ| par cellule unité.

Le calcul du champ magnétique effectif B se fait à partir de la formule
trouvée au chapitre 4

B = − 1

2|κ|3κ · [(∂xκ)× (∂yκ)] (60)

qui conduit à

Bz = −k2 1− cos2(kx) cos2(ky)

2 [1 + cos2(kx) cos2(ky)]
3/2

. (61)

Ce champ est tracé sur la figure 27, bas. Le calcul montre que le flux de ce
champ à travers la cellule unité carrée de côté 2π/k est égal à 4π.

Le fait que le flux soit un multiple de 2π n’est pas surprenant : on cal-
cule ici l’intégrale d’une courbure de Berry sur une zone (x, y) avec des
conditions aux limites périodiques. Un raisonnement identique à celui que
l’on avait fait dans l’espace des moments pour l’intégrale de Ω(q) sur une
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FIGURE 27. Haut : Variation de l’énergie de l’état habillé |χ(−)〉 sur une cellule
unité carré de côté 2π/k. Bas : variation du champ magnétique effectif |Bz| pour
cet état habillé.
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FIGURE 28. Bandes d’énergie les plus basses obtenues pour l’hamiltonien Ĥ =
p̂2

2m + V̂ (r̂) où l’opérateur V̂ (r̂) donné en (58) agit à la fois dans l’espace des
variables externes et internes. Le calcul est fait pour κ0 = 2Er. La bande fonda-
mentale, relativement plate en comparaison avec le gap qui la sépare de la première
bande excitée, a pour nombre de Chern C = 1.

zone de Brillouin permet de conclure que ce flux peut être vu comme 2π
fois le nombre de Chern associé, dont on sait qu’il doit être entier.

Dans la limite des grands puits de potentiel où κ0 devient grand de-
vant l’énergie de recul Er = ~2k2/2m, on retrouve la limite de liaisons
fortes, dans laquelle on peut se limiter aux sauts entre proches voisins sur
le réseau carré composé par les minima de l’énergie −κ. Nous avons vu (i)
qu’il y a 4 minima par cellule unité et (ii) que le flux de B à travers la cel-
lule unité est égal 4π. Cela entraîne que le flux deB à travers une maille du
réseau des minima est égal à π, et correspond à deux bandes se touchant
en des points de Dirac.

Ce régime avec des bandes à points de Dirac n’est pas propice à l’obten-
tion de bandes topologiques. Il vaut mieux opérer le réseau de flux dans un

régime intermédiaire d’intensité, où le couplage κ0 est de l’ordre de l’éner-
gie de recul. On obtient alors une bande fondamentale séparée des bandes
supérieures par un gap, avec un nombre de Chern égal à 1. Notons que
l’approximation adiabatique devient sujette à caution puisque l’énergie ci-
nétique des particules est alors comparable à l’écart entre les potentiels
habillés ±|κ|. Il est donc plus prudent de déterminer les bandes d’énergies
à partir du problème initial à deux composantes, plutôt que d’utiliser l’ex-
pression approchée (55). C’est la procédure suivie pour arriver aux bandes
d’énergie montrées en figure 28, pour le choix κ0 = 2Er.

Un des points importants dans la physique des réseaux de flux est la
recherche de bandes d’énergie quasi-plates, c’est-à-dire avec un rapport
gap/largeur le plus grand possible. Le fait que la bande soit plate per-
met en effet d’obtenir facilement un effet dominant des interactions et de
se rapprocher ainsi de conditions propices à l’observation d’effets simi-
laires à l’effet Hall quantique fractionnaire (COOPER & DALIBARD 2013).
En pratique, pour un atome dont l’état fondamental a un moment ciné-
tique J = 1, le rapport gap/largeur peut atteindre des valeurs de l’ordre
de 50 (COOPER & DALIBARD 2011b).

À notre connaissance, le concept de réseau de flux n’a pas encore été
implémenté tel quel dans un laboratoire. Signalons toutefois l’expérience
récente de WU, ZHANG et al. (2016) (et sa version améliorée dans SUN,
WANG et al. (2017)) qui a montré l’existence d’une bande topologique dans
un réseau 2D. Dans ces deux expériences, la partie scalaire du déplacement
lumineux jouait un rôle prépondérant ; elle créait un réseau carré dans le-
quel les deux états de spin |±〉z étaient simultanément piégés, l’expérience
se déroulant dans le régime des liaisons fortes. Le rôle de la partie vecto-
rielle de l’opérateur déplacement lumineux était d’induire des couplages
entre proches voisins dépendant du spin. On réalise alors une situation for-
mellement similaire au modèle de Haldane, dans laquelle il n’y a pas de
flux du champ magnétique artificielB, mais donnant néanmoins naissance
à une bande topologique. WU, ZHANG et al. (2016) ont vérifié la nature to-
pologique de cette bande en mesurant la polarisation du spin moyen des
atomes en différents points de la zone de Brillouin, suivant une proposition
de LIU, LAW et al. (2013).
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4-4 Interactions entre états habillés

L’ensemble de ce cours a porté presque exclusivement sur des assem-
blées de particules sans interaction. La seul exception a concerné notre
discussion des modes de Majorana au chapitre 2, pour lesquels les inter-
actions étaient un ingrédient indispensable pour faire apparaître un gap
supraconducteur. La combinaison des considérations topologiques et des
interactions dans un système à grand nombre de particules est bien sûr un
problème essentiel, qui reste encore très ouvert. On pourra consulter l’ar-
ticle de REPELLIN & REGNAULT (2018) ainsi que la partie V de la revue
de COOPER, DALIBARD et al. (2018) pour trouver une liste de références
récentes sur ce problème.

Pour conclure cette partie sur l’utilisation de la structure interne ato-
mique, nous allons simplement nous concentrer sur une collision binaire
et indiquer comment l’habillage des niveaux d’un atome permet de mo-
difier l’interaction dans ce cas. Rappelons pour commencer que pour des
atomes libres et à basse température, l’interaction à deux corps est dominée
par des collisions en onde s, qui peuvent être décrites par une interaction
de contact, donc locale, g δ(r1 − r2), où la distribution de Dirac δ(r) est
supposée régularisée (HUANG 1987). Nous allons montrer que dans un ré-
seau de flux, les interactions acquièrent un caractère non-local du fait de la
dépendance en impulsion des états habillés.

Un état habillé de la bande fondamentale d’un réseau de flux s’écrit de
manière générale

|Ψq〉 = |ψq〉 ⊗ |Σq〉, (62)

c’est-à-dire comme le produit d’un état de Bloch |ψq〉 décrivant le mouve-
ment du centre de masse de l’atome, et un état de spin |Σq〉. C’est la dépen-
dance en q de cet état de spin qui est à l’origine de l’interaction non-locale
que nous allons trouver.

Commençons par le cas simple de particules sans spin ou complète-
ment polarisées. Pour l’interaction de contact V̂ = g δ(r̂), l’élément de ma-
trice de V̂ décrivant le passage d’une paire de particules discernables depuis
l’état initial (q1, q2) vers l’état (q1 +qt, q2−qt) est égal à g (à un facteur de
normalisation près) et il est indépendant du moment transféré qt.

Pour des particules indiscernables, les observables physiques font inter-

venir la somme sur les deux permutations

(q1, q2) → (q1 + qt, q2 − qt) et (q2 − qt, q1 + qt), (63)

avec un signe relatif ε = ±1 selon qu’on a affaire à des bosons ou des
fermions. L’élément de matrice de V̂ est doublé pour des bosons polari-
sés et il s’annule pour des fermions polarisés : ce dernier résultat traduit
simplement le fait qu’un gaz de fermions polarisés est insensible à une in-
teraction de contact, puisque le principe de Pauli interdit à deux fermions
de se trouver à la même position.

Considérons maintenant la collision entre deux atomes préparés dans la
bande fondamentale d’un réseau de flux (62) et supposons pour simplifier
que l’interaction de contact est indépendante de l’état de spin |±〉. Pour des
particules indiscernables (bosons ou fermions), l’élément de matrice de V̂
pour le processus à deux canaux (63) s’écrit maintenant

〈ψq1+qt , ψq2−qt |V̂ |ψq1
, ψq2
〉 〈Σq1+qt |Σq1

〉 〈Σq2−qt |Σq2
〉

+ ε 〈ψq2−qt , ψq1+qt |V̂ |ψq1
, ψq2
〉 〈Σq2−qt |Σq1

〉 〈Σq1+qt |Σq2
〉

Pour des fermions, cet élément de matrice n’est en général plus nul. Ainsi,
dans le cas particulier qt = 0, il est proportionnel à

(
1− |〈Σq2 |Σq1〉|2

)
.

Ce résultat indique qu’à partir de fermions en interaction de contact
et occupant une seule bande d’énergie, l’habillage par laser conduit à
un gaz en interaction. Plus précisément, on peut montrer que ces interac-
tions dans un gaz de fermions à une composante sont essentiellement en
onde p (ZHANG, TEWARI et al. 2008). Cette émergence d’une interaction
entre deux fermions identiques peut être vue comme une correction non-
adiabatique à l’habillage par laser, ce qui permet à deux fermions de se
trouver au même point de l’espace, leurs états internes étant légèrement
différents du fait de leur vitesse relative (COOPER & DALIBARD 2011a).

Cette conversion d’une interaction de contact en une interaction dépen-
dant de l’impulsion via un habillage par laser des états atomiques se pro-
duit également pour des bosons ; WILLIAMS, LEBLANC et al. (2012) ont
ainsi montré qu’une composante de collision en onde d apparaissait entre
bosons ultra-froids du fait de cet habillage.
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