
Chapitre 7

Magnétisme artificiel et interactions : condensats en rotation
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Nous allons dans ce dernier chapitre nous intéresser à l’effet combiné
d’un champ magnétique artificiel et des interactions. Il s’agit d’un sujet
extrêmement vaste qui donne naissance à de nombreux phénomènes en
physique de la matière condensée, autant à partir du magnétisme de spin
que du magnétisme orbital : ferro et antiferromagnétisme, effet Hall quan-
tique, supraconductivité et effet Meissner, spintronique, isolants et supra-
conducteurs topologiques, etc. Nous n’allons aborder ici qu’une très faible
partie de ce vaste domaine en nous concentrant sur le comportement d’un
superfluide en présence d’un champ magnétique uniforme.

Le système que nous allons considérer est un condensat de bosons en
interaction répulsive. Nous partirons de l’équivalence

Magnétisme orbital ←→ Rotations
pour étudier le comportement d’un gaz de Bose placé dans un piège har-
monique tournant. Ce système en apparence très simple va nous permettre
d’introduire une série de notions importantes : approximation de champ
moyen, fréquence critique pour la nucléation d’un vortex, réseau d’Abri-
kosov, passage vers des états fortement corrélés. Des phénomènes simi-
laires à ceux que nous allons décrire ici sont attendus également pour des
gaz de fermions en interaction, si ces gaz sont suffisamment froids pour
être décrit par une fonction d’onde macroscopique.

Nous nous intéresserons ici au cas d’une interaction répulsive entre
atomes, qui représente le cas le plus intéressant sur le plan pratique. Nous
nous limiterons à une interaction de contact, et nous renvoyons le lecteur
vers l’article de revue de Cooper (2008) pour une description des phé-
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MAGNÉTISME ARTIFICIEL ET INTERACTIONS : CONDENSATS EN ROTATION § 1. Interactions dans un gaz froid

nomènes susceptibles d’apparaître pour une interaction à longue portée
comme l’interaction dipole-dipole.

Nous allons commencer ce chapitre par une brève présentation de la
description des interactions présentes dans un gaz d’atomes froids, pour
passer ensuite à la description d’un condensat en régime de champ moyen.
Nous verrons comment la notion de niveau de Landau fondamental appa-
raît naturellement dans ce contexte, et nous terminerons par la description
de la transition vers des états fortement corrélés, qui n’a pas encore été ob-
servée expérimentalement pour ces gaz d’atomes froids. Nous allons faire
toute cette présentation pour un gaz à deux dimensions, ce qui permet de
simplifier quelque peu le traitement mathématique tout en conservant les
phénomènes essentiels. On trouvera dans les articles de revue de Bloch et
al. (2008); Cooper (2008); Fetter (2009) de nombreuses références aux phé-
nomènes qui seront évoqués ici.

1 Interactions dans un gaz froid

1-1 Interaction de contact

Nous nous limiterons dans tout ce qui suit à un gaz de particules in-
teragissant via un potentiel à courte portée. Plus précisément, pour deux
atomes séparés par une distance r, le potentiel d’interaction comporte (cf.
figure 7.1) :

– une partie attractive due aux forces de van der Waals

UvdW(r) = −C6

r6
(7.1)

qui est dominant quand r est suffisamment grand pour que le passage
par effet tunnel d’un électron d’un atome à l’autre soit négligeable (ty-
piquement r > 8 Å),

– une partie intermédiaire attractive ou répulsive correspondant à la
liaison covalente (saut de l’électron d’un atome à l’autre), donnant
naissance aux potentiels singulet et triplet.

– une partie répulsive à très courte distance (r < 4 Å) due à la répulsion
électrostatique des cœurs électroniques.

5.1 Interatomic potentials and the van der Waals interaction 111
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Fig. 5.1 Sketch of the interaction potentials U(r) as functions of the atomic sepa-
ration r for two ground-state rubidium atoms with electrons in singlet and triplet
states.

For small separations the interactions are dominated by a strong repulsive

core due to the overlapping of electron clouds, but at greater separations the

attractive well is very much deeper for the singlet state than for the triplet

state. The singlet potential has a minimum with a depth of nearly 6000 K

in temperature units when the atoms are about 8a0 apart. By contrast,

the depth of the minimum of the triplet potential that occurs for an atomic

separation of about 12a0 is only a few hundred Kelvin. For large atomic

separations there is an attraction due to the van der Waals interaction, but

it is very weak compared with the attractive interactions due to covalent

bonding.

While the van der Waals interaction is weak relative to covalent bonding,

it is still strong in the sense that for alkali atoms (but not for hydrogen)

the triplet potential has many molecular bound states, as we shall see later

from more detailed calculations. We remark that the electronic spin state

for a pair of atoms in definite hyperfine states is generally a superposition of

electronic triplet and singlet contributions, and consequently the interaction

contains both triplet and singlet terms.

Two-body interactions at low energies are characterized by their scatter-

ing lengths, and it is remarkable that for polarized alkali atoms these are

typically about two orders of magnitude greater than the size of an atom,

∼ a0. Before turning to detailed calculations we give qualitative arguments

to show that the van der Waals interaction can give rise to such large scat-

tering lengths. The van der Waals interaction is caused by the electric

dipole–dipole interaction between the atoms, and it has the form −α/r6,

where r is the atomic separation. The length scale r0 in the Schrödinger

equation at zero energy, which sets the basic scale for the scattering length,

FIGURE 7.1. Représentation simplifiée du potentiel d’interaction entre deux
atomes de rubidium séparés par la distance r. L’unité de longueur est le rayon
de Bohr a0 = 0.53 Å (figure extraite de Pethick & Smith (2002)).

À très basse énergie, l’amplitude de diffusion caractérisant la collision
entre deux atomes de vecteur d’onde relatif k est isotrope et quasiment
indépendante de l’énergie (collision dans l’onde s). La collision se décrit
par un seul nombre, la longueur de diffusion a, dont on déduit les différentes
quantités pertinentes. Par exemple, pour un gaz de bosons tous préparés
dans le même état interne, la section efficace de collision vaut σ = 8πa2.

Puisque seule compte la longueur de diffusion pour décrire les interac-
tions dans un gaz d’atomes froids, il est inutile de connaître la forme exacte
du potentiel représenté sur la figure 7.1. Tout autre potentiel à courte por-
tée conduisant à la même longueur de diffusion donnera naissance à la
même physique. On utilise donc traditionnellement une forme mathéma-
tique très simple, une interaction de contact, pour modéliser le potentiel
réel à trois dimensions :

U (3D)(r) =
4π~2a
M

δ(3D)(r), (7.2)

Remarque : le pseudo-potentiel. En dehors du cas uni-dimensionnel, un
potentiel proportionnel à la distribution de Dirac présente des singulari-
tés qui peuvent conduire à des difficultés mathématiques. Une version lé-
gèrement plus compliquée de l’interaction de contact à trois dimensions
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permet d’éviter ces difficultés ; il s’agit du pseudo-potentiel (Huang 1987)
défini par son action sur une fonction ψ(r) :

U (3D)(r) ψ(r) =
4π~2a
M

δ(r)
∂

∂r
(rψ(r)) . (7.3)

En pratique, nous n’aurons pas à recourir à ce pseudo-potentiel pour le
traitement de champ moyen qui va suivre.

Qu’est-ce qu’un gaz froid pour les collisions ? Nous avons mentionné
que la section efficace devenait isotrope pour une énergie de collision
suffisamment basse. Donnons un critère précis pour cette approximation.
Quand on fait un développement en ondes partielles pour traiter la col-
lision entre particules, on voit apparaître pour chaque onde partielle de
moment cinétique ` la barrière centrifuge

U
(`)
centrif.(r) =

~2`(`+ 1)

2mrr2
, (7.4)

où mr = M/2 est la masse réduite de la paire d’atomes. Pour les collisions
en onde s, cette barrière est nulle. En revanche, dès que l’on considère ` 6=
0, cette barrière vient empêcher les atomes de s’approcher l’un de l’autre et
elle a donc un effet opposé au potentiel attractif de van de Waals.

Regardons la somme de ces potentiels pour l’onde partielle 1 ` = 2 (cf.
figure 7.2) :

U
(`=2)
tot (r) = UvdW(r) + U

(`=2)
centrif.(r) = −C6

r6
+

3~2

mrr2
. (7.5)

Ce potentiel est maximal pour r = ac/2
1/4, où ac est la longueur caracté-

ristique associée à l’interaction de van der Waals :

ac =

(
2mrC6

~2

)1/4

. (7.6)

La hauteur de la barrière en ce point vaut

U
(2)
tot,max =

√
8

~2

mra2c
. (7.7)

1. Pour des bosons polarisés, l’onde partielle ` = 1 est interdite car elle correspond à une
fonction d ’onde antisymétrique par échange des deux particules.
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FIGURE 7.2. Trait continu : somme du potentiel de van der Waals et du poten-
tiel centrifuge pour ` = 2, pointillé : potentiel centrifuge uniquement. Pour une
énergie incidente beaucoup plus basse que la hauteur U (2)

tot,max, les particules ne
ressentent pratiquement pas le potentiel de Van der Waals.

Si l’énergie incidente des particules est bien inférieure à cette hauteur, soit

kBT �
~3

(m3
rC6)

1/2
, (7.8)

leur distance minimale d’approche pour cette onde partielle va rester beau-
coup plus grande que ac. Ceci signifie que les particules seront essentiel-
lement sensibles au potentiel centrifuge, et pas au potentiel de van der
Waals.

Pour cette onde partielle ` = 2 (et pour toutes les suivantes qui ont
une barrière centrifuge encore plus grande), tout se passe donc comme si
l’interaction de van der Waals n’existait pas. Seule l’onde s correspondant
à ` = 0, qui ne contient pas de potentiel centrifuge, contribue. Or, la dif-
fusion dans l’onde s est par définition isotrope, d’où le résultat. Pour les
atomes alcalins, on trouve que le membre de droite de l’inégalité (7.8) est
de l’ordre de la centaine de microkelvins, voire davantage, et l’approxima-
tion de collisions dans l’onde s est excellente dans le régime de dégénéres-
cence quantique atteignable expérimentalement (autour ou en dessous du
microkelvin).
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1-2 Approximation de champ moyen

Considérons maintenant une assemblée de N atomes placés dans un
potentiel extérieur V (r) et interagissant par l’intermédiaire du potentiel∑
U(ri − rj), où ri et rj sont les coordonnées de deux atomes. L’hamilto-

nien total du système s’écrit donc :

Ĥ(N) =

N∑

j=1

(
p̂2i

2M
+ V (ri)

)
+

1

2

∑

i, j
i 6=j

U(ri − rj) (7.9)

Nous allons chercher l’état fondamental de ce système de manière ap-
prochée, correspondant à l’idée physique que toutes les particules sont
condensées et décrites par la même fonction d’onde. Ceci revient à utiliser
une approximation de champ moyen ; on néglige toute corrélation entre
atomes et on écrit l’état fondamental sous la forme

Ψ(r1, . . . , rN ) = ψ(r1) . . . ψ(rN ), (7.10)

où la fonction d’onde macroscopique ψ est normalisée :
∫
|ψ(r)|2 d3r = 1. (7.11)

Une fois choisie la fonction ψ(r), on peut évaluer l’énergie moyenne du
système

E(N)[ψ] = 〈Ψ|Ĥ(N)|Ψ〉 (7.12)

Les N termes d’énergie cinétique et d’énergie potentielle donnent tous la
même contribution

∫ (
~2

2M
|∇ψ(r)|2 + V (r)|ψ(r)|2

)
d3r, (7.13)

et les N(N −1)/2 termes d’interaction ont également tous la même expres-
sion
∫∫

U(r1 − r2) |ψ(r1)|2 |ψ(r2)|2 d3r1 d3r2 =
4π~2a
M

∫
|ψ(r)|4 d3r. (7.14)

En prenantN−1 ≈ N , on obtient donc dans cette approximation de champ
moyen l’énergie par particule E[ψ] = E(N)[ψ]/N :

E[ψ] =

∫ (
~2

2M
|∇ψ(r)|2 + V (r)|ψ(r)|2 +

2π~2aN
M

|ψ(r)|4
)

d3r (7.15)

qu’il s’agit de minimiser en choisissant la valeur appropriée de ψ, tout en
tenant compte de la contrainte de normalisation.

Équation de Gross–Pitaevskii. La minimisation de l’énergie (7.15) sous
la contrainte que la fonction d’onde doit être normée (7.11) est un pro-
blème variationnel qui peut se résoudre par la méthode des multiplica-
teurs de Lagrange. Les états qui rendent (7.15) extrémale sont les solutions
de l’équation de Gross-Pitaevskii

− ~2

2M
∆ψ(r) + V (r)ψ(r) +

4π~2aN
M

|ψ(r)|2ψ(r) = µ ψ(r), (7.16)

où le potentiel chimique µ est le multiplicateur de Lagrange introduit pour
prendre en compte la contrainte sur la norme. Il correspond physiquement
à l’augmentation E(N+1) − E(N) de l’énergie de l’état fondamental quand
on ajoute une particule au système à N corps.

Longueur de cicatrisation ξ. Un point important de cette description en
champ moyen est l’émergence d’une longueur caractéristique associée aux
interactions, la longueur de cicatrisation ξ. Pour montrer comment cette lon-
gueur apparaît, considérons un condensat confiné dans le demi-espace
x > 0, avec une paroi dans le plan x = 0 qui impose à la fonction d’onde de
s’annuler sur ce plan. Les interactions répulsives entre atomes vont favori-
ser les états où le gaz occupe un maximum d’espace ; pour ces états, la fonc-
tion d’onde prend des valeurs significatives à des distances arbitrairement
proches de la paroi, donc augmentant lentement depuis le nœud en x = 0.
En revanche, le terme d’énergie cinétique favorise des fonctions d’onde va-
riant lentement dans l’espace. La longueur de cicatrisation émerge comme
le meilleur compromis entre ces deux contraintes.

On peut trouver la solution exacte de l’équation de Gross–Pitaevskii
(7.16) dans le cas qui nous intéresse

ψ(x) = ψ0 tanh(x/ξ), (7.17)
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FIGURE 7.3. Variation (7.17) de la fonction d’onde au voisinage d’une paroi, mo-
délisée comme la surface plane x = 0 sur laquelle ψ(x) doit s’annuler. La longueur
caractéristique ξ, appelée longueur de cicatrisation (healing length) est reliée
au potentiel chimique µ par ξ = ~/

√
Mµ (relation valable aussi bien à 3D qu’à

2D).

avec

ξ =
~√
Mµ

=
1√

4πaρ(3D)
, µ =

4π~2a
M

ρ(3D), ρ(3D) = Nψ2
0 . (7.18)

Cette fonction d’onde s’annule bien en x = 0 et tend vers la constante ψ0

pour x� ξ.

1-3 Passage à deux dimensions

Nous allons désormais nous concentrer sur les propriétés du gaz
d’atomes dans le plan xy. Ce choix est motivé par le fait que le magnétisme
induit par un champ B parallèle à l’axe z se manifeste essentiellement dans
ce plan. Cette restriction va nous permettre de simplifier notablement les
calculs et les notations, tout en conservant les éléments physiquement im-
portants.

Sur le plan mathématique, cette restriction au plan xy se fait en recher-
chant les fonctions d’onde ψ qui minimisent l’énergie (7.15) sous la forme
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FIGURE 7.4. Confinement selon la direction z par un potentiel harmonique. L’état
du gaz selon z est supposé « gelé » et décrit par la fonction d’onde χ0(z), d’exten-
sion az . Les interactions dans le plan xy sont alors décrites par le nombre sans
dimension g ∝ a/az (cf. 7.22), où a est la longueur de diffusion à 3D.

factorisée
ψ(x, y, z) = φ(x, y)χ0(z), (7.19)

et en supposant que χ0(z) est figée. Physiquement, un tel régime peut être
atteint en appliquant selon z un régime de confinement très fort de sorte
que les atomes occupent seulement l’état fondamental de l’hamiltonien dé-
crivant le mouvement selon cette direction (figure 7.4).

Nous allons supposer par ailleurs que le potentiel de confinement dans
le plan xy est harmonique et isotrope, de pulsation ω. On se ramène donc
à l’énergie de champ moyen :

E[φ] =

∫ (
~2

2M
|∇φ(r)|2 +

1

2
Mω2r2|φ(r)|2 +

~2

2M
Ng |φ(r)|4

)
d2r,

(7.20)
où la constante d’interaction g (sans dimension) est définie par

g = 4πa

∫
|χ0(z)|4 dz. (7.21)

Si le confinement selon z est harmonique de pulsation ωz et si χ0(z) ∝
exp(−z2/2a2z) représente l’état fondamental de cet oscillateur, alors

g =
√

8π
a

az
, (7.22)

où az =
√
~/Mωz . Considérons par exemple un gaz de rubidium confiné

par un piège de fréquence ωz/2π = 5 kHz ; on trouve az = 150 nm, ce qui
combiné avec a = 5.1 nm, conduit à un couplage g = 0.17.
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Interaction effective à deux dimensions. L’énergie en champ moyen à
deux dimensions donnée en (7.20) peut être obtenue formellement en pre-
nant pour potentiel d’interaction entre deux particules

U (2D)(r) =
~2

M
g δ(2D)(r). (7.23)

Dans le cas général, cette distribution de Dirac bi-dimensionnelle peut
conduire à des singularités mathématiques ; pour décrire un processus
de collision à deux dimensions en physique quantique, il faut en prin-
cipe introduire un coefficient de couplage dépendant de l’énergie [voir par
exemple Adhikari (1986); Petrov & Shlyapnikov (2001); Olshanii & Pricou-
penko (2002)]. Toutefois, ces singularités n’interviennent pas dans le trai-
tement de champ moyen que nous considérons ici, ni dans le traitement
au delà du champ moyen, mais restreint au niveau de Landau fondamen-
tal, que nous aborderons au paragraphe 4 (Haldane 1983); dans ces deux
cas, on peut représenter l’interaction entre particules par le potentiel de
contact à deux dimensions (7.23), caractérisé par le coefficient de couplage
constant g, sans introduire de pathologie mathématique.

1-4 Régime de Thomas-Fermi à 2D

Pour progresser dans l’étude de l’état d’équilibre du gaz, commençons
par remarquer que la stabilité du nuage résulte de deux phénomènes anta-
gonistes présents dans l’expression de l’énergie (7.20) :

– Le terme de piégeage en Mω2r2/2 favorise une fonction φ localisée au
voisinage de l’origine pour minimiser l’énergie potentielle.

– Les deux termes d’énergie cinétique et d’interaction ont l’effet
contraire : ces deux énergies diminuent quand on augmente l’exten-
sion de la fonction φ.

Le terme de piégeage joue donc toujours un rôle essentiel dans l’équilibre.
Son effet sera contrebalancé majoritairement soit par l’énergie cinétique,
soit par l’énergie d’interaction. Pour déterminer laquelle de ces deux éner-
gies est dominante pour assurer l’équilibre, introduisons la taille R carac-
térisant l’extension de φ. Puisque φ est normée, on a φ ∼ 1/R sur la zone

où elle prend des valeurs significatives. On en déduit

~2

M

∫
|∇φ(r)|2 d2r ∼ ~2

MR2
,

~2

M
Ng

∫
|φ(r)|4 d2r ∼ ~2

MR2
Ng.

(7.24)
Par conséquent siNg � 1, c’est l’énergie cinétique qui vient contrebalancer
l’énergie potentielle et on peut ignorer les interactions. Dans le cas opposé
Ng � 1, c’est l’interaction répulsive entre atomes qui s’oppose à la force
de piégeage et l’énergie cinétique est négligeable. Ce deuxième cas, qui
correspond au régime de Thomas–Fermi, est aisément atteint en pratique ;
si on reprend la valeur g ∼ 0.2 donnée plus haut, il suffit de placer une
dizaine d’atomes dans le piège.

Si on néglige l’énergie cinétique, (7.20) se simplifie pour donner

Ng � 1 : E[φ] ≈ 1

2
Mω2

∫
r2|φ|2 +

~2

2M
Ng

∫
|φ|4, (7.25)

et l’équation de Gross-Pitaevskii associée devient une équation algébrique

1

2
Mω2r2φ(r) +

~2

M
Ng |φ(r)|2φ(r) = µ φ(r). (7.26)

dont la résolution est simple. En introduisant le rayon de Thomas-Fermi
RTF

µ =
1

2
mω2R2

TF; (7.27)

on obtient

Ng |φ(r)|2 =
1

2a4⊥
(R2

TF − r2) si r < R

φ(r) = 0 si r ≥ R. (7.28)

où on a posé a⊥ = (~/Mω)
1/2. Pour terminer notre analyse, il reste à expri-

mer le fait que la fonction φ(r) est normée, ce qui fournit une relation entre
le rayon de Thomas–Fermi et le paramètre Ng :

RTF = a⊥

(
4Ng

π

)1/4

, µ = ~ω
(
Ng

π

)1/2

. (7.29)
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Une quantité utile pour la suite est la densité surfacique ρ(r), et en parti-
culier sa valeur au centre du condensat :

ρ(0) = N |φ(0)|2 =

√
N

πg
a−2⊥ . (7.30)

On constate donc que deux effets se produisent lorsque l’on augmente le
nombre d’atomes dans le condensat :

– le rayon augmente comme N1/4, donc la surface comme
√
N .

– la densité au centre augmente elle aussi comme
√
N .

Remarque. Les relations entre potentiel chimique, longueur de cicatrisa-
tion et rayon de Thomas–Fermi :

µ =
~2

Mξ2
, µ =

1

2
Mω2R2

TF = ~ω
R2

TF

2a2⊥
, (7.31)

peuvent se combiner pour donner

ξ = a⊥

(
π

Ng

)1/4

, ξ RTF =
√

2 a2⊥. (7.32)

Pour un piège de fréquence et donc de a⊥ donnés, la longueur de cica-
trisation et le rayon de Thomas-Fermi varient en sens inverse quand on
augmente le nombre d’atomes : ξ diminue et RTF augmente, leur produit
restant constant.

2 Vortex dans un condensat

Nous considérons maintenant un condensat confiné dans un piège har-
monique isotrope de pulsation ω dans le plan xy et mis en rotation avec un
agitateur tournant à fréquence angulaire Ω. L’hamiltonien à une particule
s’écrit dans le référentiel tournant

Ĥ =
p̂2

2M
+

1

2
Mω2r̂2 − ΩL̂z (7.33)

Nous allons nous intéresser dans ce qui suit à l’état fondamental de ce
condensat en présence d’interactions, dans l’hypothèse où ces dernières
peuvent être décrites par une interaction de champ moyen. Il va donc s’agir
de trouver la fonction φ(x, y) qui minimise la fonctionnelle d’énergie asso-
ciée à (7.33) :

E[φ] =

∫ (
~2

2M
|∇φ|2 +

1

2
Mω2r2|φ|2 − Ωφ∗

(
L̂zφ

)
+

~2

2M
Ng |φ|4

)
d2r.

(7.34)

2-1 L’apparition du premier vortex

La notion de vortex, ou tourbillon, va jouer un rôle crucial dans la
recherche de l’état fondamental en présence d’un champ de jauge. Nous
avons déjà rencontré cette notion quand nous avons étudié au chapitre 2
les états propres de l’hamiltonien à une particule dans un piège isotrope.
Nous avons montré que l’état fondamental et les deux premiers états exci-
tés étaient donnés par

Fondamental : ψ0(r) = e−r
2/2a2⊥ , (7.35)

Premier niveau excité : ψ±(r) = r e±iϕ e−r
2/2a2⊥ (7.36)

Les deux états qui forment une base du premier niveau excité portent un
moment cinétique non nul, en l’occurrence ±~. Ils possèdent toutes les ca-
ractéristiques des vortex que nous allons rencontrer dans ce qui suit :

– Le centre d’un vortex est toujours un point auquel la densité ρ(r) =
|φ(r)|2 s’annule.

– Le long d’un contour fermé entourant le centre du vortex, la phase de
φ(r) évolue continûment pour donner un enroulement de ±2π, ou un
multiple de cette quantité dans le cas d’un vortex de charge multiple.

– Pour un vortex unique au centre d’un condensat, le champ de vitesse
v(r) que l’on déduit de la phase θ(r) de la fonction d’onde

φ(r) = |φ(r)| eiθ(r) → v(r) =
~
M

∇θ(r), (7.37)

varie comme 1/r. Cette propriété existe également pour un fluide clas-
sique, mais la spécificité d’un condensat est la quantification de la cir-
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culation de la vitesse : sur un contour entourant le vortex, on a

v(r) = ± ~
Mr

uϕ,

∮
v(r) · dr = ± h

M
(7.38)

pour un vortex de charge 1.

La modification importante qui va apparaître en présence d’interactions
est la taille du cœur du vortex. Alors que pour les états (7.36), la taille du
cœur (typiquement la largeur à mi-hauteur du trou central de densité) est
de l’ordre de a⊥, la taille du cœur d’un vortex à l’équilibre en présence
d’interactions est plus petite, d’ordre ξ (ceci ne sera plus vrai quand l’état
fondamental sera restreint au LLL, voir § 3). L’apparition de la longueur de
cicatrisation dans ce contexte n’est pas surprenante. Imposer la présence
d’un vortex en un point donné revient à imposer à la fonction d’onde de
s’annuler en ce point. Quand on s’éloigne du cœur, la densité surfacique
ρ(r) augmente pour reprendre au loin sa valeur en l’absence de vortex.
La taille d’équilibre du cœur, qui résulte d’un compromis en énergie ciné-
tique et énergie d’interaction, est donc naturellement donnée [à un facteur
numérique près, voir par exemple Castin & Dum (1999)] par la longueur
de cicatrisation.

Il est intéressant d’évaluer le nombre d’atomes manquants δN dans un
cœur de vortex dans ce cas bi-dimensionnel. En utilisant (7.30-7.32), on
trouve

δN ∼ ρ(0)πξ2 =
π

g
. (7.39)

Pour la situation physique envisagée en § 1-3 pour des atomes de rubidium
(g = 0.17), on trouve δN ∼ 20. Le déficit en atomes lié à la présence d’un
vortex est donc petit devant le nombre d’atomes typique dans un conden-
sat (de 103 à 106). La situation devient encore plus frappante quand on
augmente la force des interactions pour atteindre une valeur du couplage
g qui dépasse l’unité. Le déficit en atomes δN devient alors inférieur à 1, ce
qui veut dire qu’un vortex ne peut pas être détecté par le trou qu’il créée
dans le gaz in situ. C’est ce qui se produit dans les films d’hélium liquide
par exemple.

Puisqu’un état à un vortex centré correspond à un moment cinétique
de ~ par particule, il provoque un abaissement d’énergie pour au moins
un des termes de E[φ] donné en (7.34), −Ω〈Lz〉. On peut donc s’attendre à

voir un ou plusieurs vortex apparaître dans l’état fondamental du gaz en
rotation.

Toutefois, il y a une énergie cinétique supplémentaire 2 associée au
champ de vitesse du vortex v(r) :

∆E(N) =
M

2

∫
ρ(r)v2(r) d2r, (7.40)

que nous devons évaluer pour déterminer quand l’état à un vortex devient
énergiquement favorable par rapport à l’état sans vortex. Le profil de den-
sité ρ(r) est essentiellement inchangé par rapport à sa valeur en absence
de vortex, excepté au voisinage immédiat du cœur, c’est-à-dire pour r . ξ.
Pour le champ de vitesse v(r) orthoradial (7.38), l’accroissement d’énergie
cinétique par particule vaut

∆E =
∆E(N)

N
≈ M

2N
ρ(0)

∫ RTF

ξ

(
1− r2

R2
TF

)
~2

M2r2
2π r dr. (7.41)

L’intégrale se calcule simplement pour donner

∆E ≈ ~ω
√

π

Ng
ln
RTF

eξ
(7.42)

L’approximation de Thomas–Fermi est valable dans le cas Ng � 1 ; cet
accroissement d’énergie par particule est donc petit 3 devant ~ω, alors que
l’énergie par particule (∼ µ) est quant à elle grande devant ~ω [voir par
exemple (7.31)].

Le coût en énergie cinétique d’un vortex est donc relativement minime
et, grâce au terme en −ΩLz , il suffit d’une faible rotation pour favoriser sa
création sur le plan énergétique. Plus précisément, puisqu’un vortex cen-
tré correspond à un moment cinétique ~, la variation d’énergie ∆E − ~Ω
devient négative quand Ω dépasse la valeur critique Ωc donnée par (Baym
& Pethick 1996; Dalfovo & Stringari 1996):

Ωc
ω
≈
√

π

Ng
ln
RTF

eξ
� 1. (7.43)

2. On pourra estimer également l’accroissement d’énergie potentielle du nuage du fait
du transfert des particules initialement à une distance r . ξ du centre vers les couches ex-
térieures, et vérifier qu’il est négligeable devant l’augmentation d’énergie cinétique calculée
ici.

3. L’argument du logarithme est au plus de l’ordre du millier, et le logarithme est donc
lui-même de l’ordre de quelques unités.
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horizontal in our setup), while the transverse oscillation
frequency is v!!"2p# ! 219 Hz. For a quasipure con-
densate with 105 atoms, using the Thomas-Fermi approxi-
mation, we find for the radial and longitudinal sizes of the
condensate D! ! 2.6 mm and Dz ! 49 mm, respectively.
When the evaporation radio frequency nrf reaches the

value n
"min#
rf 1 80 kHz, we switch on the stirring laser

beam which propagates along the slow axis of the mag-
netic trap. The beam waist is ws ! 20.0 "6 1# mm and
the laser power P is 0.4 mW. The recoil heating induced
by this far-detuned beam (wavelength 852 nm) is negli-
gible. Two crossed acousto-optic modulators, combined
with a proper imaging system, then allow for an arbitrary
translation of the laser beam axis with respect to the sym-
metry axis of the condensate.
The motion of the stirring beam consists of the super-

position of a fast and a slow component. The optical
spoon’s axis is toggled at a high frequency (100 kHz)
between two symmetric positions about the trap axis z.
The intersections of the stirring beam axis and the z ! 0
plane are 6a"cosu ux 1 sinu uy#, where the distance a is
8 mm. The fast toggle frequency is chosen to be much
larger than the magnetic trap frequencies so that the atoms
experience an effective two-beam, time averaged potential.
The slow component of the motion is a uniform rotation
of the angle u ! Vt. The value of the angular frequency
V is maintained fixed during the evaporation at a value
chosen between 0 and 250 rad s21.
Since ws ¿ D!, the dipole potential, proportional to

the power of the stirring beam, is well approximated by
mv2

!"eXX2 1 eY Y2#!2. The X, Y basis is rotated with
respect to the fixed axes (x, y) by the angle u"t#, and
eX ! 0.03 and eY ! 0.09 for the parameters given above
[30]. The action of this beam is essentially a slight modi-
fication of the transverse frequencies of the magnetic trap,
while the longitudinal frequency is nearly unchanged. The
overall stability of the stirring beam on the condensate ap-
pears to be a crucial element for the success of the experi-
ment, and we estimate that our stirring beam axis is fixed
to and stable on the condensate axis to within 2 mm. We
checked that forV , Vc the stirring beam does not affect
the evaporation.
For the data presented here, the final frequency of the

evaporation ramp was chosen just above n
"min#
rf (Dnrf [

$3, 6% kHz). After the end of the evaporation ramp, we
let the system reach thermal equilibrium in this “rotating
bucket” for a duration tr ! 500 ms in the presence of an
rf shield 30 kHz above n

"final#
rf . The vortices induced in

the condensate by the optical spoon are then studied using
a time-of-flight analysis. We ramp down the stirring beam
slowly (in 8 ms) to avoid inducing additional excitations
in the condensate, and we then switch off the magnetic
field and allow the droplet to fall for t ! 27 ms. Because
of the atomic mean field energy, the initial cigar shape of
the atomic cloud transforms into a pancake shape during

the free fall. The transverse xy and z sizes grow by a
factor of 40 and 1.2, respectively [31]. In addition, the
core size of the vortex should expand at least as fast as
the transverse size of the condensate [31–33]. Therefore,
a vortex with an initial diameter 2j ! 0.4 mm for our
experimental parameters is expected to grow to a size of
16 mm.
At the end of the time-of-flight period, we illuminate the

atomic sample with a resonant probe laser for 20 ms. The
shadow of the atomic cloud in the probe beam is imaged
onto a CCD camera with an optical resolution &7 mm.
The probe laser propagates along the z axis so that the
image reveals the column density of the cloud after expan-
sion along the stirring axis. The analysis of the images,
which proceeds along the same lines as in [29], gives ac-
cess to the number of condensed N0 and uncondensed N 0

atoms and to the temperature T . Actually, for the present
data, the uncondensed part of the atomic cloud is nearly
undetectable, and we can give only an upper bound for the
temperature T , 80 nK.
Figure 1 shows a series of five pictures taken at vari-

ous rotation frequencies V. They clearly show that for
fast enough rotation frequencies we can generate one or
several (up to 4) “holes” in the transverse density distri-
bution corresponding to vortices. We show for the 0- and
1-vortex cases a cross section of the column density of the
cloud along a transverse axis. The 1-vortex state exhibits

FIG. 1. Transverse absorption images of a Bose-Einstein con-
densate stirred with a laser beam (after a 27 ms time of flight).
For all five images, the condensate number is N0 ! "1.4 6
0.5# 105 and the temperature is below 80 nK. The rotation fre-
quency V!"2p# is, respectively, (c) 145 Hz, (d) 152 Hz, (e)
169 Hz, (f ) 163 Hz, (g) 168 Hz. In (a) and (b) we plot the vari-
ation of the optical thickness of the cloud along the horizontal
transverse axis for the images (c) (0 vortex) and (d) (1 vortex).

807

FIGURE 7.5. Tourbillon observé à l’ENS dans un condensat (3D) de rubidium
en rotation (Madison et al. 2000a). Ces images ont été prises après un temps de
vol qui augmente la taille du coeur du vortex, qui devient ainsi observable (pour
une description théorique de l’effet de ce temps de vol, voir par exemple Dalfovo
& Modugno (2000)). Expériences menées avec ∼ 105 atomes de rubidium dans
un piège tel que ω/2π = 220 Hz. À gauche, Ω/2π = 145 Hz, à droite Ω/2π =
152 Hz.

Premières expériences. Nous avons reporté sur la figure 7.5 les pre-
mières observations de vortex dans des condensats atomiques en rotation
(Madison et al. 2000a). On trouve bien qu’au dessus d’une fréquence de
rotation critique, un premier vortex apparaît dans le condensat. Dans cette
première expérience, la fréquence critique Ωc ne correspondait pas à celle
prédite en (7.43), mais était systématiquement plus élevée et égale environ
à ω/
√

2. L’explication quantitative de ce phénomène réside dans le fait qu’il
y a une barrière énergétique à fournir pour faire pénétrer un vortex dans
un condensat. Il ne suffit pas que l’état final avec vortex ait une énergie
plus basse que l’état sans vortex, il faut également qu’il existe un chemin
pour que le vortex initialement à l’extérieur du nuage pénètre à l’intérieur.
L’existence d’un tel chemin est favorisée pour Ω ≈ ω/

√
2, en raison d’une

instabilité dynamique de la surface du condensat autour de cette fréquence
de rotation (Sinha & Castin 2001), [voir également Recati et al. (2001),Lobo
et al. (2004) et les films associés sur la page personnelle d’Yvan Castin].

n0 = 0

n0 = 1

n0 = 2

n0 = 3

�1 0 +1 +2 +3m = �2

~!

~(! � ⌦)
~(! + ⌦)

2~!

LLL'

(a)'

(b)'

(c)'

FIGURE 7.6. Augmentation du nombre de vortex avec la fréquence de rotation.
Figure obtenue à l’ENS, extraite de Madison et al. (2000b).

2-2 L’argument de Feynman

Quand le champ magnétique artificiel ou la fréquence de rotation Ω
augmentent, le nombre de vortex au sein du condensat à l’équilibre croît,
comme on peut le voir sur la figure 7.6. Avant d’étudier ce problème spé-
cifiquement quantique, il est utile de commencer par l’étude du problème
classique équivalent. Considérons donc un fluide classique (supposé in-
compressible pour simplifier), de densité ρ et confiné dans une boîte circu-
laire de rayonR. La boîte tourne autour de son axe à la fréquence angulaire
Ω et on suppose que les parois sont suffisamment rugueuses pour mettre le
fluide en mouvement. La recherche de l’état d’équilibre doit donc se faire
dans le référentiel en rotation, puisque ce référentiel est le seul où les forces
agissant sur le fluide sont indépendantes du temps.

Plaçons-nous à deux dimensions et cherchons le champ de vitesse v(r)
du fluide dans le laboratoire, une fois l’équilibre atteint. L’énergie cinétique
du fluide dans le laboratoire est

E(lab)
c =

1

2
Mρ

∫
v2(r) d2r (7.44)

et l’énergie dans le référentiel tournant vaut :

E(rt)
c = E(lab)

c − ΩLz, avec Lz = ρ

∫
r × v(r) d2r. (7.45)

Cette énergie peut se mettre sous la forme

E(rt)
c =

1

2
Mρ

∫
(v(r)−Ω× r)

2
d2r − 1

2
JΩ2, (7.46)
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avec Ω = Ωuz . La quantité J = M
∫
r2d2r désigne le moment d’inertie

du disque. Il est alors immédiat de constater que le champ de vitesse qui
minimise (7.46) est le champ de rotation rigide :

v(r) = Ω× r. (7.47)

Ce champ de vitesse correspond à une vorticité (rotationnel du champ de
vitesse) uniforme

∇× v(r) = 2Ω. (7.48)

Revenons maintenant au cas d’un superfluide décrit par une fonction
d’onde macroscopique φ(r) = |φ(r)| eiθ(r). Nous avons déjà indiqué que
le champ de vitesse en un point de densité non nulle vaut

v(r) =
~
M

∇θ(r). (7.49)

On en déduit qu’en dehors d’un zéro de densité, la vorticité s’annule
puisque le rotationnel d’un gradient est toujours nul.

Considérons maintenant un vortex centré en r0 ; le champ de vitesse est
orthoradial au voisinage de ce point :

v(r) ≈ ~
M |r − r0|

u + . . . , (7.50)

ce qui correspond à la vorticité :

∇× v(r) =
2π~
M

δ(r − r0) + . . . (7.51)

Dans un superfluide, la vorticité est donc concentrée en des points dis-
crets correspondant aux centres des vortex, alors qu’elle est diffuse dans
un fluide classique [cf. eq. (7.48)].

Pour trouver la répartition des vortex dans un superfluide à l’équilibre,
Feynman (1955) a suggéré d’utiliser le principe de correspondance et de
poser que la densité moyenne de vortex ρv doit conduire à une vorticité
après lissage égale à la vorticité d’un fluide classique pour la même rota-
tion. En comparant (7.48) et (7.51), cet argument conduit à

2Ω =
2π~
M

ρv ⇒ ρv =
MΩ

π~
. (7.52)

the surface.
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FIG. 4. The number of vortices within a circular contour
centered at the origin are shown as a function of radius R
(solid lines) for Ω = 0.75 and 0.95. The solid-body predictions
ΩR2 (dashed lines) are shown for comparison. The vertical
dotted lines denote the TF fit for the radial radius.

In order to further explore this issue, consider a model
wavefunction with constant amplitude and phase given
by Φ(x, y) =

∑
x0,y0

tan−1[(y − y0)/(x − x0)], where
(x0, y0) are vortex positions in a centered triangular ar-
ray with lattice constant b. For Nv = 61 (r = 4),
the vortex velocities v = |∇Φ| on successive hexago-
nal rings nr are v = 1

b {3.63, 7.23, 10.69, 13.57}. Since
v(nr = 4) < 4v(nr = 1) by 7%, the angular velocity of
the last ring cannot attain the solid-body value for any
choice of b. For large arrays, this mismatch in veloci-
ties varies as (R/Rρ)

5, and is why significant distortion
of the vortex array from triangular is expected near the
superfluid surface [11].

FIG. 5. The velocity field v in the xy-plane is represented
by arrows for the Ω = 0.95 case. The left and right images
correspond to the lab and rotating frames, respectively.

The question that immediately arises is: why are the
vortex arrays observed in confined condensates so per-
fectly triangular, even very near the surface? One pos-
sible explanation is that a displaced vortex will precess
around the origin even in the absence of other vortices,
due to the inhomogeneous external potential. Neglecting
vortex curvature (which from Fig. 2 is evidently negli-
gible at large Ω), the additional contribution to the ve-

locity is v = [R/(R2
ρ − R2)] ln(ξ/Rρ) in the TF limit [7].

Let us return to the case considered above, with r = 4,
and choose Ω = 0.95 for concreteness. Assuming Rρ =
R0/(1 − Ω2)3/10 and imposing 3.63/b + v(R = b) ≡ Ωb,
one obtains b = 1.98 and v = {1.88, 3.76, 5.62, 7.37}.
Thus, including the effect of precession, the solid-body
value v = 4 × 1.88 at R = b now exceeds the velocity of
the last ring R = 4b by only 2%.

In conclusion, we have explored the crossover of a con-
fined Bose-Einstein condensate from that of an irrota-
tional superfluid to a solid body with increasing rotation.
The external potential is shown to strongly influence the
density and arrangement of the resulting vortices. Many
related issues remain unresolved, however, among them
the spin-up of the superfluid by the thermal cloud, the
upper critical frequency, and the approach to a quantum
Hall state; these will be the subject of future work.
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FIGURE 7.7. Figure extraite de l’article de Feder & Clark (2001), montrant la
distribution en densité et le champ de vitesse d’un condensat dans le référentiel
du laboratoire (à gauche) et dans le référentiel tournant (à droite). Ces résultats
ont été obtenus pour un condensat de 2 105 atomes de rubidium dans un piège
3D de fréquences ω/2π = 8 Hz et ωz/2π = 5 Hz. La fréquence de rotation est
Ω = 0.95ω.

Cette hypothèse est confirmée par les simulations numériques ; nous
donnons en figure 7.7 le résultat d’un calcul fait par Feder et al. (1999),
montrant l’état d’énergie minimale d’un condensat en rotation. Cet état
contient effectivement des vortex qui s’arrange en un réseau triangulaire
régulier, similaire au réseau d’Abrikosov des vortex dans les supraconduc-
teurs de type II plongés dans un champ magnétique. La densité moyenne
de vortex est en bon accord avec la prédiction de Feynman (7.52) et le
champ de vitesse reproduit correctement le champ de rotation rigide (7.47)
(avec bien sûr des déviations au voisinage du cœur des vortex).

Remarque. Nous nous sommes limités ici au cas de vortex de charge 1,
ce qui est justifié par une analyse de stabilité dynamique ou thermodyna-
mique des vortex de charge plus élevée : ces derniers sont instables et il
est toujours préférable sur le plan énergétique de les séparer en deux (ou
plusieurs) vortex de charge unité (Castin & Dum 1999).
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2-3 La forme d’équilibre du condensat

La distribution d’équilibre des atomes dans un piège en rotation s’ob-
tient (dans l’approximation de champ moyen) en minimisant l’énergie to-
tale (7.20) que nous réécrivons ici dans le référentiel tournant :

E[φ] = Ec[φ] + Ep[φ] + Eint[φ]− Ω〈Lz〉φ (7.53)

avec

Ec[φ] =
~2

2M

∫
|∇φ|2, Ep[φ] =

1

2
Mω2

∫
r2|φ|2 (7.54)

Eint[φ] =
~2

2M
Ng

∫
|φ|4, 〈Lz〉φ = −i~

∫
φ∗ (r ×∇)φ (7.55)

Il s’agit maintenant de trouver une forme approchée de la fonction φ qui
minimise l’énergie totale (7.53). Pour cela, nous allons faire l’hypothèse sui-
vante :

La taille ξ des vortex est petite devant la distance moyenne entre vortex ρ−2v .

Cette hypothèse nous permet de négliger la variation en densité au voi-
sinage du cœur dans l’estimation de l’énergie cinétique et de l’énergie d’in-
teraction, et de traiter la fonction φ comme une fonction régulière. Grâce à
l’argument de Feynman, on sait par ailleurs que le champ de vitesse v(r)
est donné en bonne approximation par le champ de vitesse de rotation ri-
gide (7.47). On peut alors faire l’approximation :

v ≈ Ω× r ⇒ Ec[φ] ≈ 1

2
MΩ2

∫
r2|φ|2, (7.56)

et −Ω〈Lz〉φ ≈ −MΩ2

∫
r2|φ|2. (7.57)

A partir de ces deux hypothèses, l’énergie (7.53) peut se réécrire

E[φ] ≈ 1

2
M(ω2 − Ω2)

∫
r2|φ|2 +

~2

2M
Ng

∫
|φ|4 (7.58)

On retrouve alors une fonctionnelle d’énergie standard dans l’approxima-
tion de Thomas–Fermi, la seule modification par rapport à (7.25) étant la
substitution :

ω2 −→ ω2 − Ω2, (7.59)

qui correspond à la réduction de la raideur du piège du fait du potentiel
centrifuge.

Tous les résultats obtenus dans le premier paragraphe à propos de la
forme d’équilibre d’un condensat dans la limite de Thomas-Fermi restent
donc qualitativement valables : en particulier, le profil de densité moyen
du condensat garde sa forme parabolique, mais le rayon RTF augmente

RTF = a⊥

(
4

π
Ng

)1/4

−→ RTF = a⊥

(
4

π

Ng

1− Ω2/ω2

)1/4

. (7.60)

Ce rayon croît donc indéfiniment quand Ω augmente et on retrouve la li-
mite centrifuge : le rayon d’équilibre devient infini quand Ω atteint la va-
leur de piégeage ω avec :

Ω→ ω : RTF ≈ a⊥
(

2

π

Ng

1− Ω/ω

)1/4

. (7.61)

2-4 Observations expérimentales

Nous avons reporté sur la figure 7.8a une observation spectaculaire faite
au MIT d’un réseau de plus d’une centaine de vortex [figure tirée de l’ar-
ticle de Abo-Shaeer et al. (2001)]. Cette expérience a fourni un premier test
de la loi de variation du nombre total de vortex dans le nuage

Nv = ρv πR
2
TF avec ρv =

MΩ

π~
, (7.62)

en fonction de la fréquence de rotation Ω. Cette prédiction (adaptée au cas
3D) est tracée en ligne pointillée sur la figure 7.8b, extraite de Raman et
al. (2001). On constate sur cette figure que le nombre de vortex détecté est
systématiquement un peu plus bas que celui attendu, ce que les auteurs de
Raman et al. (2001) attribuent à un état d’équilibre imparfait du condensat
avec l’agitateur tournant.

Des expériences similaires ont également été menées avec des gaz de
fermions préparés dans un état superfluide dans un régime d’interaction
forte (crossover BEC-BCS). Des réseaux de vortex ont également été obser-
vés, de part et d’autre de la limite unitaire [voir la figure 7.9, tirée de l’ar-
ticle de Zwierlein et al. (2005)].
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slice of atoms in the center of the cloud using spatially
selective optical pumping on the F ! 2 to F ! 3 cycling
transition [10].

By varying the stirring parameters we explored differ-
ent mechanisms for vortex nucleation. A large stirrer,
with a beam waist comparable to the Thomas-Fermi ra-
dius showed enhanced vortex generation at discrete fre-
quencies. Figure 1 shows the number of vortices versus
the stirring frequency of the laser beam using 2-, 3-, and
4-point patterns. The total laser beam power corresponded
to an optical dipole potential between 60 and 240 nK.
The resonances were close to the frequencies of excita-
tion of l ! 2, 3, and 4 surface modes !vl"l ! vr"

p
l#

[13]. A second, higher resonance appeared in the 3- and
4-point data. This could be due to additional coupling to
the quadrupole !l ! 2# mode caused by misalignment of
the laser beams [22]. The extra peaks and the shift of the
resonances from the frequencies vl"l may be due to the
presence of vortices and the stirrer, both of which make an
unperturbed surface mode analysis inadequate.

Our results clearly show discrete resonances in the nu-
cleation rate of vortices that depend on the geometry of
the rotating perturbation. This confirms the role of discrete
surface modes in vortex formation. A dependence on the
symmetry of the stirrer (1-point versus 2-point) has also
been explored in Paris [22]. For longer stirring times and
higher laser powers the condensate accommodated more
vortices at all frequencies, and the resonances became less
pronounced.

A stirrer much smaller than the condensate size could
generate vortices very rapidly —more than 100 vortices
were created in 100 ms of rotation. Figure 2a shows the
number of vortices produced using a 2-point pattern with a
scan radius close to RTF for various stirring times. Above

FIG. 1. Discrete resonances in vortex nucleation. The number
of vortices created by multipoint patterns is shown. The conden-
sate radius was RTF ! 28 mm. Each data point is the average
of three measurements. The arrows below the graph show the
positions of the surface mode resonances vr"

p
l. The stirring

times were 100 ms for the 2- and 3-point data, and 300 ms for
the 4-point data. The inset shows 2-, 3-, and 4-point dipole
potentials produced by a 25 mm waist laser beam imaged onto
the charge-coupled device camera. The separation of the beams
from the center is 25 mm for the 2-point pattern and 55 mm for
the 3- and 4-point patterns. The laser power per spot was 0.35,
0.18, and 0.15 mW for the 2-, 3-, and 4-point data, respectively.

300 ms the angular momentum of the cloud appeared to
saturate and even decreased, accompanied by visible heat-
ing of the cloud.

The maximum number of vortices was roughly propor-
tional to the stirring frequency. For a lattice rotating at fre-
quency V, the quantized vortex lines are distributed with
a uniform area density ny ! 2V"k, where k ! h"M is
the quantum of circulation and M is the atomic mass [12].
Therefore, the number of vortices at a given rotation fre-
quency should be

Ny ! 2pR2V"k (2)

in a condensate of radius R. The straight line in Fig. 2a
assumes R ! RTF and that the lattice has equilibrated with
the drive. In contrast to the large stirrer no resonances
were visible even when the number of vortices had not yet
saturated. This suggests a different mechanism of vortex
nucleation for which further evidence was obtained from
the frequency and spatial dependences.

For our experimental conditions, a numerical calculation
by Feder yields Vs $ 0.25vr ! 21 Hz [24]. With the
small stirrer, we observed vortices at frequencies as low
as 7 Hz. Below this frequency the velocity of the stirrer
was not much larger than the residual dipole oscillation of
the condensate. The rotational frequency below which a
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FIG. 2. Nonresonant nucleation using a small stirrer. (a) Aver-
age number of vortices created using a 2-point pattern positioned
at the edge of the condensate. The beam waist, total power, and
separation were 5.3 mm, 0.16 mW, and 54 mm, respectively.
(b) Effective lattice rotation frequency. The lines in both graphs
indicate the predictions of different models described in the text.
The fewer vortices observed near half the trapping frequency
(42 Hz) are probably due to parametric heating.
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is constant … ! v! " 2#" . For a superfluid,
the circulation of the velocity field, v!, is
quantized in units of $ " h/M, where M is the
atomic mass and h is Planck’s constant. The
quantized vortex lines are distributed in the
fluid with a uniform area density (18)

nv " 2#/$ (1)

In this way the quantum fluid achieves the
same average vorticity as a rigidly rotating
body, when “coarse-grained” over several
vortex lines. For a uniform density of vorti-
ces, the angular momentum per particle is
Nv%/2, where Nv is the number of vortices in
the system.

The number of observed vortices is plotted
as a function of stirring frequency # for two
different stirring times (Fig. 3). The peak near
60 Hz corresponds to the frequency #/2& "
vr/'2, where the asymmetry in the trapping
potential induced a quadrupolar surface excita-
tion, with angular momentum l " 2, about the
axial direction of the condensate (the actual
excitation frequency of the surface mode v "
'2vr is two times larger due to the twofold
symmetry of the quadrupole pattern). The same
resonant enhancement in the vortex production
was observed for a stiff trap, with (r " 298 Hz
and (z " 26 Hz (aspect ratio 11.5), and has
recently been studied in great detail for small
vortex arrays (19).

Far from the resonance, the number of vor-
tices produced increased with the stirring time.
By increasing the stir time up to 1 s, vortices
were observed for frequencies as low as 23 Hz
(!0.27(r). Similarly, in a stiff trap we observed
vortices down to 85 Hz (!0.29 (r). From Eq. 1
one can estimate the equilibrium number of
vortices at a given rotation frequency to be
Nv " 2&R2#/$. The observed number was
always smaller than this estimate, except near
resonance. Therefore, the condensate did not
receive sufficient angular momentum to reach
the ground state in the rotating frame. In addi-
tion, because the drive increased the moment of
inertia of the condensate (by weakening the
trapping potential), we expect the lattice to ro-
tate faster after the drive is turned off.

Looking at time evolution of a vortex lattice
(Fig. 4), the condensate was driven near the

quadrupole resonance for 400 ms and then
probed after different periods of equilibration in
the magnetic trap. A blurry structure was al-
ready visible at early times. Regions of low
column density are probably vortex filaments
that were misaligned with the axis of rotation
and showed no ordering (Fig. 4A). As the dwell
time increased, the filaments began to disentan-
gle and align with the axis of the trap (Fig. 4, B
and C), and finally formed a completely or-
dered Abrikosov lattice after 500 ms (Fig. 4D).
Lattices with fewer vortices could be generated
by rotating the condensate off resonance. In
these cases, it took longer for regular lattices to
form. Possible explanations for this observation
are the weaker interaction between vortices at
lower vortex density and the larger distance

they must travel to reach their lattice sites. In
principle, vortex lattices should have already
formed in the rotating, anisotropic trap. We
suspect that intensity fluctuations of the stirrer
or improper beam alignment prevented this.

The vortex lattice had lifetimes of several
seconds (Fig. 4, E to G). The observed sta-
bility of vortex arrays in such large conden-
sates is surprising because in previous work
the lifetime of vortices markedly decreased
with the number of condensed atoms (3).
Theoretical calculations predict a lifetime in-
versely proportional to the number of vortices
(5). Assuming a temperature kBT ! ), where
kB is the Boltzmann constant, the predicted
decay time of ! 100 ms is much shorter than
observed. After 10 s, the number of vortices

Fig. 1. Observation of
vortex lattices. The
examples shown con-
tain approximately
(A) 16, (B) 32, (C) 80,
and (D) 130 vortices.
The vortices have
“crystallized” in a tri-
angular pattern. The
diameter of the cloud
in (D) was 1 mm after
ballistic expansion,
which represents a
magnification of 20.
Slight asymmetries in the density distribution were due to absorption of the optical pumping light.

Fig. 2. Density profile through a
vortex lattice. The curve repre-
sents a 5-)m-wide cut through a
two-dimensional image similar to
those in Fig. 1 and shows the high
contrast in the observation of the
vortex cores. The peak absorption
in this image is 90%.

Fig. 3. Average number of vorti-
ces as a function of the stirring
frequency # for two different
stirring times, (F) 100 ms and
(!) 500 ms. Each point repre-
sents the average of three mea-
surements with the error bars
given by the standard deviation.
The solid line indicates the equi-
librium number of vortices in a
radially symmetric condensate
of radius Rr " 29 )m, rotating at
the stirring frequency. The arrow
indicates the radial trapping
frequency.
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FIGURE 7.8. Figures obtenues au MIT, tirées des articles de Abo-Shaeer et al.
(2001) et Raman et al. (2001), montrant un grand réseau de vortex pour un
condensat 3D de 50 millions d’atomes de sodium, dans un piège de fréquence
ω/2π = 86 Hz dans le plan xy. La fréquence de rotation pour la figure a est de
60 Hz. La ligne continue dans la figure b montre le nombre de vortex attendu se-
lon la loi ρv = MΩ/π~, en prenant en compte l’accroissement du rayon lié à la
déformation centrifuge.

3 Rotation et niveau de Landau fondamental

Quand on augmente la vitesse de rotation Ω pour approcher la limite
centrifuge Ω = ω et atteindre des champs magnétiques artificiels de plus
en plus grands, on constate que l’hypothèse ayant conduit au régime de
Thomas-Fermi devient incorrecte. Nous avons supposé que la taille ξ du
cœur des vortex était petite devant la distance entre vortex, de sorte qu’on
pouvait négliger le trou de densité correspondant et remplacer la vraie
fonction d’onde du condensat par une fonction d’onde lissée. Or, la lon-
gueur de cicatrisation croît indéfiniment quand la fréquence de rotation Ω
se rapproche de ω. En effet, la densité spatiale au centre du condensat varie
avec la fréquence effective du piège (ω2 − Ω2)1/2 comme [cf. 7.30] :

Ω→ ω : ρ(0) ∝
(
ω2 − Ω2

)1/2 ⇒ ξ ∝
(
ω2 − Ω2

)−1/4
. (7.63)

L’interprétation de ce résultat est simple : quand on augmente la vitesse de
rotation, la force centrifuge déforme de plus en plus le gaz, dont la taille

FIGURE 7.9. Observation par Zwierlein et al. (2005) d’un réseau de vortex pour
un superfluide fermionique d’atomes de 6Li en rotation. On utilise une résonance
de Feshbach pour se placer au voisinage de la limite unitaire a = ∞. A droite,
le gaz est dans un régime BCS, à gauche dans un régime de condensat de molé-
cules. Cette figure a été obtenue avec 2 millions d’atomes de 6Li dans un piège 3D
correspondant à ω/2π = 57 Hz, pour une fréquence de rotation Ω/2π = 45 Hz.

diverge à la limite Ω = ω. Le gaz étant de plus en plus dilué, les parti-
cules interagissent de moins en moins, le potentiel chimique diminue en
conséquence et la longueur de cicatrisation ξ ∝ µ−1/2 augmente.

Par ailleurs, dans cette limite de rotation rapide Ω ≈ ω, l’argument de
Feynman conduit à une densité de vortex

ρv =
Mω

π~
=

1

πa2⊥
, (7.64)

soit une distance entre vortex∼ a⊥. Il existe donc une fréquence de rotation
pour laquelle ξ devient supérieur à a⊥ :

Ω

ω
& 1− 1

Ng
(7.65)

Au delà de cette fréquence, notre hypothèse initiale n’est plus valable et la
description de la fonction d’onde du condensat est notablement modifiée.
Pour bien préciser le régime susceptible d’apparaître, nous allons d’abord
revenir sur les états à une particule et la notion de niveau de Landau.
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3-1 Rappel : niveaux de Landau en jauge symétrique

Nous avons rencontré au chapitre 2 les états propres de l’hamiltonien à
une particule Ĥ0 correspondant à un oscillateur isotrope bi-dimensionnel.
Rappelons les résultats principaux :

– Les niveaux d’énergie sont repérés par un entier n0 ≥ 0 et s’écrivent :

En0
= (n0 + 1)~ω. (7.66)

– Chaque niveau a pour dégénérescence n0 + 1 : le niveau fondamental
n0 = 0 n’est pas dégénéré, le niveau n0 = 1 dégénéré deux fois, etc.
Ces niveaux à une particule sont représentés sur la figure 7.10a.

– Comme l’hamiltonien à une particule commute avec la composante
selon z de l’opérateur moment cinétique L̂z , on peut trouver une base
propre commune aux deux opérateurs. Rappelons que les fonctions
propres de L̂z = −i~∂ϕ ont une dépendance angulaire en eimϕ, et que
la valeur propre correspondante pour L̂z est m~, où m est un entier
positif, négatif ou nul. Les états de la base propre commune à Ĥ et L̂z
sont donc repérés par les deux nombres quantiques n0 et m, et notés
|n0,m〉.

– Les n0 + 1 valeurs possibles de Lz dans le sous-espace propre de Ĥ
d’énergie (n0 + 1)~ω sont les m~ avec :

m ∈ {−n0, −n0 + 2, . . . , n0 − 2, n0}, soit |m| ≤ n0, n0 −m pair.
(7.67)

En particulier, les états

φm(r, ϕ) ∝ rm eimϕ e−r
2/2a2⊥ , (7.68)

sont états propres de l’hamiltonien à une particule avec l’énergie (m+ 1)~
et correspondent donc aux états |n0 = m,m〉.

Effectuons maintenant le passage dans le référentiel tournant Ĥ0 →
Ĥ = Ĥ0 − ΩL̂z . La recherche des états propres de cet hamiltonien à une
particule est calquée sur ce que nous avons vu au chapitre 2 pour le pro-
blème de Landau en jauge symétrique. Plus précisément, les états |n0,m〉
restent états propres de Ĥ avec les valeurs propres (figure 7.10b-c)

En0,m = (n0 + 1)~ω −m~Ω, |m| ≤ n0, n0 −m pair. (7.69)

n0 = 0

n0 = 1

n0 = 2

n0 = 3

�1 0 +1 +2 +3m = �2

~!

~(! � ⌦)
~(! + ⌦)

2~!

LLL'

(a)'

(b)'

(c)'

FIGURE 7.10. (a) Niveaux de l’oscillateur harmonique isotrope à deux dimen-
sions. Les points noirs correspondent (qualitativement) aux populations d’un état
de champ moyen dont le potentiel chimique µ est de quelques ~ω. (b-c) : Niveaux
d’énergie de l’hamiltonien d’un oscillateur harmonique isotrope 2D dans le réfé-
rentiel tournant, pour des valeurs croissantes de la fréquence de rotation Ω. (b) :
Ω = 0.4ω, (c) Ω = 0.9ω. Pour (c), on a représenté avec des points noirs les
populations d’un état localisé dans le niveau de Landau fondamental (LLL).
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En particulier, les états φm sont états propres de Ĥ avec les valeurs propres

États φm de (7.68) : En0=m,m = m~(ω − Ω) + ~ω. (7.70)

Quand la fréquence de rotation Ω est égale à la fréquence de piégeage
ω, les états se regroupent en multiplicités dégénérées, correspondant aux
énergies

Ω = ω : En = (2n+ 1)~ω, n =
n0 −m

2
∈ N, (7.71)

et on retrouve les niveaux de Landau équidistants, avec l’écart ωc = 2ω
entre deux niveaux consécutifs. Le niveau de Landau fondamental, n = 0,
est engendré par l’ensemble des φm.

Si on se limite à Ω voisin de ω, mais quand même légèrement inférieur
pour éviter l’explosion centrifuge, la dégénérescence stricte des niveaux de
Landau est levée, mais le spectre à une particule continue à se regrouper en
multiplicités, avec deux échelles d’énergie bien distinctes (cf. figure 7.10c) :

– une petite échelle d’énergie ~(ω−Ω), qui correspond à la distance entre
deux états |n0,m〉 et |n0 + 1,m0 + 1〉 d’une même multiplicité,

– une grande échelle d’énergie ~(ω + Ω) ≈ ~ωc correspondant à la dis-
tance entre les niveaux les plus bas de deux multiplicités adjacentes.

3-2 Fonctions du LLL et vortex

Une fois identifiés les états propres de l’hamiltonien à une particule, on
peut revenir sur la condition

ξ ≥ a⊥ ⇔ µ ≤ ~ω (7.72)

qui marque la fin de la validité de l’approximation de Thomas–Fermi tra-
ditionnelle. Il est clair sur le diagramme d’énergie de la figure 7.10c que
l’inégalité µ ≤ ~ω signifie que seuls les états du LLL sont significativement
peuplés dans ce régime. L’entrée dans ce régime correspond à une forme
bien particulière de l’état fondamental du système, qui est maintenant de
la forme :

φ(r) =
∑

m

αmφm(r). (7.73)

Chaque fonction φm(r) s’écrivant

φm(r) ∝ rmeimϕe−r
2/2a2⊥ = ume−r

2/2a2⊥ avec u = x+ iy, (7.74)

une fonction du LLL est du type

φ(r) = P (u) e−r
2/2a2⊥ , (7.75)

où P (u) est un polynôme ou une fonction analytique de la variable com-
plexe u. Limitons-nous pour simplifier au cas des polynômes : explorer le
LLL revient à se donner un degré (arbitraire) mmax pour ce polynôme et
ses mmax + 1 coefficients, ou de manière équivalente, se donner les mmax

zéros u1, u2, . . . , ummax du polynôme et écrire φ(r) sous la forme

φ(r) ∝
mmax∏

m=1

(u− um) e−r
2/2a2⊥ . (7.76)

La fonction φ(r) possède une structure de vortex autour de chaque zéro
um avec un enroulement de phase positif de +2π. En effet, au voisinage
immédiat d’un zéro donné, par exemple u1, la variation de φ(r) est φ(r) ∼
C(u−u1) où C est une constante, ce qui correspond bien à un enroulement
de phase de +2π quand on tourne autour de u1 dans le sens positif.

Il y a dans le LLL une correspondance biunivoque entre la position des
vortex et la fonction d’onde elle-même (Ho 2001). Partant de l’expression
(7.76), la densité atomique ρ et la densité de vortex ρv

ρ(r) = |φ(r)|2, ρv(r) =

mmax∑

m=1

δ(r − rm), (7.77)

où rm est le point de coordonnées x = Re(um), y = Im(um), sont reliées
par

∆ {ln [ρ(r)]} = 4πρv(r)− 4

a2⊥
. (7.78)

Cette relation découle directement de l’identité mathématique à deux di-
mensions

∆ [ln |r − r0|] = 2π δ(r − r0). (7.79)

Notons un cas limite intéressant de la relation (7.78). Si on se donne une
densité de vortex uniforme dans le plan et égale à 1/(πa2⊥), alors la den-
sité spatiale est également uniforme. Ce cas correspond à des niveaux de

Cours 7 – page 14



MAGNÉTISME ARTIFICIEL ET INTERACTIONS : CONDENSATS EN ROTATION § 3. Rotation et niveau de Landau fondamental

Landau exactement dégénérés, où le gaz s’étale dans tout le plan. Cette si-
tuation est équivalente à la limite obtenue en (7.64) en prenant exactement
Ω = ω.

Partant de (7.78), Ho (2001) a fait l’hypothèse ad hoc d’une densité de
vortex uniforme, mais légèrement inférieure à 1/(πa2⊥). On déduit de (7.78)
que ln [ρ(r)] varie quadratiquement avec r, et donc que ρ(r) est une gaus-
sienne, après moyenne sur les trous causés par la distribution de vortex.
Des analyses plus précises [voir par exemple Cooper et al. (2004); Watanabe
et al. (2004); Aftalion et al. (2005); Matveenko et al. (2009)] sont venues ap-
profondir et corriger quelque peu cette hypothèse de Ho (2001). En fait, le
profil de densité qui minimise l’énergie est (approximativement) une para-
bole inversée et pas une gaussienne. Cette parabole inversée ρ(r) ∝ R2−r2
s’annule au delà du rayon :

R = a⊥

(
2

π

bNg

1− Ω/ω

)1/4

. (7.80)

On retrouve donc la forme de la solution de Thomas–Fermi (7.61), avec un
paramètre multiplicatif supplémentaire noté b. Ce nombre b ≈ 1.1596 est le
paramètre d’Abrikosov. Il décrit le fait qu’en présence d’un réseau de vortex
avec une densité ρv ∼ 1/a2⊥, les atomes interagissent entre eux un peu plus
que si leur densité était uniforme. Les trous créés par les vortex doivent
être compensés par des zones où la densité est plus élevée, et il y a donc un
prix supplémentaire à payer en terme d’énergie d’interaction en présence
d’un réseau de vortex.

Puisque densité de vortex et densité atomique sont liées par (7.78), le
fait que la densité atomique ne soit pas gaussienne entraine que la densité
de vortex n’est pas uniforme. C’est effectivement ce que donne la minimi-
sation de la fonctionnelle d’énergie. On a représenté sur la figure 7.11 la
distribution des vortex et la distribution atomique correspondante. On y
voit que sur les bords du nuage, le réseau de vortex perd son caractère tri-
angulaire pour se distordre. Plus précisément, la densité de vortex chute,
ce qui a pour effet d’augmenter la courbure de ln [ρ(r)], et donc de faire
chuter cette densité sur les bords du nuage plus vite que pour une fonction
gaussienne.

Notons pour terminer que l’on peut facilement estimer le nombre de
fonctions φm qui sont peuplées significativement dans l’état fondamental.

Une fonction φm étant piquée en r ∼ √ma⊥, le rayonR du nuage constitue
une mesure de l’indice mmax des fonctions du LLL peuplées. Ce nombre
mmax donne ensuite le nombre de zéros du polynôme caractérisant l’état
du système, donc le nombre de vortex à l’intérieur du nuage :

Nv = mmax ≈
R2

a2⊥
≈
(

bg N

1− Ω/ω

)1/2

(7.81)

où on a négligé des coefficients d’ordre unité. On peut calculer dans cette
même approximation le moment cinétique moyen par particule

〈L〉 ≈ mmax

3
~. (7.82)

Le nombre d’états peuplés croît donc indéfiniment quand la fréquence de
rotation Ω s’approche de ω. Quand ce nombre mmax devient de l’ordre du
nombre de particules N , l’approximation de champ moyen n’est plus va-
lable et on rentre dans le régime fortement corrélé ; nous aborderons ce
régime dans la partie 4. L’estimation (7.81) prédit que ce nombre d’états
devient comparable à N quand Ω ∼ ω(1− g/N). En reprenant la fréquence
critique pour le premier vortex (7.43) et la condition d’entrée dans le LLL
(7.65), on peut donc séparer les fréquences de rotation en différents do-
maines

Ωc
ω
<

Ω

ω
< 1− 1

gN
: vortex de taille ξ � a⊥, (7.83)

1− 1

gN
<

Ω

ω
< 1− g

N
: LLL, vortex de taille a⊥, (7.84)

1− g

N
<

Ω

ω
: en dehors du champ moyen. (7.85)

3-3 Expériences dans le LLL

Nous avons déjà décrit au chapitre 4 la méthode de mise en rotation
par évaporation sélective (evaporative spinup) mise au point par le groupe
de Boulder pour atteindre des vitesses de rotation très élevées Ω = 0.993ω.
Ceci a permis d’atteindre le régime LLL, qui se manifeste expérimentale-
ment par une augmentation importante de la taille du cœur des vortex. On
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sis of the structure of the vortex lattice, based on a minimi-
zation of the Gross-Pitaevskii energy functional within the
LLL. We find that the vortices lie in a bounded domain, and
that the lattice is strongly distorted on the edges of the do-
main. This leads to a breakdown of the rigid body rotation
hypothesis which, as said above, would correspond to a uni-
form infinite lattice with a prescribed volume of the cell. The
distortion of the vortex lattice is such that, in a harmonic
potential, the coarse-grained average of the atomic density
varies as an inverted parabola over the region where it takes
significant values !Thomas-Fermi distribution". A similar
conclusion has also been reached recently in #13,14$. In ad-
dition to the atomic density profile, our numerical computa-
tions give access to the exact location of the zeroes of the
wave function, i.e., the vortices.
An example of relevant vortex and atom distributions is

shown in Figs. 1!a" and 1!b" for n=52 vortices. The param-
eters used to obtain this vortex structure correspond to a
quasi-two-dimensional gas of 1000 rubidium atoms, rotating
in the xy plane at a frequency !=0.99", and strongly con-
fined along the z axis with a trapping frequency "z / !2#"
=150 Hz. The spatial distribution of vortices corresponds to
the triangular Abrikosov lattice only around the center of the
condensate: there are about 30 vortices on the quasi-regular
part of the lattice and they lie in the region where the atomic
density is significant: these are the only ones seen in the
density profile of Fig. 1!b". At the edge of the condensate,
the atomic density is reduced with respect to the central den-
sity, the vortex surface density drops down, and the vortex
lattice is strongly distorted. Our analytical approach allows
us to justify this distortion and its relationship with the decay
of the solution.
The paper is organized as follows. We start !Sec. I" with a

short review of the energy levels of a single, harmonically
trapped particle in a rotating frame, and we give the expres-
sion of the Landau levels for the problem of interest. Then,
we consider the problem of an interacting gas in rotation, and
we derive the condition for this gas to be well described by
an LLL wave function !Sec. II". Sections III and IV contain
the main original results of the paper. In Sec. III, we explain
how to improve the determination of the ground state energy
by relaxing the hypothesis of an infinite regular lattice. We
present analytical estimates for an LLL wave function with a

distorted vortex lattice, and we show that these estimates are
in excellent agreement with the results of the numerical ap-
proach. In Sec. IV we extend the method to nonharmonic
confinement, with the example of a quadratic+quartic poten-
tial. Finally we give in Sec. V some conclusions and perspec-
tives.

I. SINGLE PARTICLE PHYSICS IN A ROTATING FRAME

In this section, we briefly review the main results con-
cerning the energy levels of a single particle confined in a
two-dimensional isotropic harmonic potential of frequency "
in the xy plane. We are interested here in the energy level
structure in the frame rotating at angular frequency ! !$0"
around the z axis, perpendicular to the xy plane.
In the following, we choose ", %", and %% / !m"" as units

of frequency, energy and length, respectively. The Hamil-
tonian of the particle is

H!
!1" = −

1
2

!2 +
r2

2
−!Lz = −

1
2

!!− iA"2 + !1 −!2"
r2

2
!1.1"

with r2=x2+y2 and A="&r. This energy is the sum of three
terms: kinetic energy, potential energy r2 /2, and “rotation
energy” −!Lz corresponding to the passage in the rotating
frame. The operator Lz= i!y"x−x"y" is the z component of the
angular momentum.

A. The Landau level structure
Equation !1.1" is formally identical to the Hamiltonian of

a particle of charge 1 placed in a uniform magnetic field
2!ẑ, and confined in a potential with a spring constant 1
−!2. A common eigenbasis of Lz and H is the set of !not
normalized" Hermite functions:

' j,k!r" = er
2/2!"x + i"y" j!"x − i"y"k!e−r

2
" , !1.2"

where j and k are non-negative integers. The eigenvalues are
j−k for Lz and

Ej,k = 1 + !1 −!"j + !1 +!"k !1.3"

for H. For !=1, these energy levels group in series of states
with a given k, corresponding to the well-known Landau
levels. Each Landau level has an infinite degeneracy. For !
slightly smaller than 1, this structure in terms of Landau
levels labeled by the index k remains relevant, as shown in
Fig. 2. The lowest energy states of two adjacent Landau lev-
els are separated by &2, whereas the distance between two
adjacent states in a given Landau level is 1−!(1.
It is clear from these considerations that the rotation fre-

quency ! must be chosen smaller than the trapping fre-
quency in the xy plane, i.e., "=1 with our choice of units.
Otherwise the single particle spectrum Eq. !1.3" is not
bounded from below. Physically, this corresponds to the re-
quirement that the centrifugal force m!2r must not exceed
the restoring force in the xy plane −m"2r.

B. The lowest Landau level
When the rotation frequency ! is close to 1, the states of

interest at low temperature are essentially those associated

FIG. 1. The structure of the ground state of a rotating Bose-
Einstein condensate described by an LLL wave function !)
=3000": !a" vortex location and !b" atomic density profile !with a
larger scale". The reduced energy defined in Eq. !2.6" is *
=31.410 7101. The unit for the positions x and y is #% / !m""$1/2.

AFTALION, BLANC, AND DALIBARD PHYSICAL REVIEW A 71, 023611 !2005"

023611-2

FIGURE 7.11. Exemple de distribution pour les vortex (à gauche) et pour la densité
atomique (à droite) dans le LLL. Cette figure est tirée de Aftalion et al. (2005) et
correspond à Ng/(1−Ω/ω) = 3000. Les longueurs sont données en unité de a⊥.

a représenté sur la figure 7.12 la fraction de la surface occupée par les cœurs
de vortex en fonction de la vitesse de rotation dans l’expérience de Boulder
(Schweikhard et al. 2004; Coddington et al. 2004). Pour les vitesses de rota-
tion faibles, cette fraction est petite devant 1, comme on s’y attend puisque
ξ � a⊥. Pour des grandes vitesses de rotation, cette fraction devient très
significative (∼ 20%), puisque la taille du cœur et l’écart entre vortex sont
alors comparables, d’ordre a⊥. Les paramètres de cette expérience corres-
pondent à une constante de couplage g ≈ 5 10−3 avec un nombre d’atomes
de l’ordre de 105.

Une autre méthode pour approcher le LLL étudiée à l’ENS consiste à
ajouter un potentiel quartique ηr4 au potentiel harmonique de confinement
mω2r2/2. Ceci permet de choisir des fréquence de rotation Ω proches ou
égales à ω sans risquer de perdre le gaz du fait de la force centrifuge (Bretin
et al. 2004).

4 Au delà du champ moyen

Pour motiver ce dernier paragraphe, revenons sur le critère de vali-
dité du traitement de champ moyen que nous avons utilisé jusqu’ici. Pour
qu’un état de champ moyen soit une bonne approximation de l’état fonda-
mental à N corps, il faut que le nombre d’états propres φm de l’hamilto-

merge in the LLL limit. An alternate treatment due to
Baym and Pethick [8], on the other hand, predicts that A
saturates at 0.225 in the LLL. Our data for A are plotted
in Fig. 4. For !!1

LLL < 0:1 the data agree reasonably well
with our numerical result. For larger !!1

LLL the data clearly
show saturation of A at a value close to the LLL limit [8],
rather than a divergence of A as ~"" ! 1. Further details
on vortex core structure will be provided in a future
publication [25].

In conclusion, we have created rapidly rotating BECs
in the lowest Landau level. The vortex lattice remains
ordered, but its elastic shear strength is drastically re-
duced. In expansion images we find no divergence of
vortex core area as ~"" ! 1, as well as no deviation from
a radial Thomas-Fermi profile. Additionally, our rapidly
rotating BECs approach the quasi-two-dimensional limit.
We remain far from the regime in which quantum fluctu-
ations [14] should destroy the lattice, but observing the
effects of thermal fluctuations [26,27] in this reduced-
dimensionality system may be possible.
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FIG. 4. Fraction of the condensate surface area occupied by
vortex cores, A, measured after condensate expansion
(squares), plotted vs the inverse of the lowest Landau level
parameter, #!LLL$!1 " 2 #h"=!. The data clearly show a satu-
ration of A, as ~"" ! 1. Dashed line: prediction (see text) for
the pre-expansion value at low rotation rate. Dotted line: result
of Ref. [8] for the saturated value of A in the LLL.
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FIGURE 7.12. Fraction de l’espace occupée par les cœrus de vortex en fonction de
la vitesse de rotation Ω. L’entrée dans le régime LLL se traduit par une fraction
non négligeable devant l’unité [figure extraite de Schweikhard et al. (2004)].

nien à une particule significativement peuplés reste petit devant le nombre
d’atomes N . Si ce n’est pas le cas, on peut généralement construire des
états présentant des fortes corrélations entre particules qui conduisent à un
abaissement notable de l’énergie par rapport au résultat de champ moyen.

Pour le problème du gaz de Bose en rotation, nous avons déjà indiqué
en (7.85) que l’entrée dans le régime corrélé correspond à Ω & ω(1− g/N).
L’analyse de ce régime de rotation ultra-rapide présente de fortes analogies
avec celle de l’effet Hall quantique fractionnaire, dans lequel on s’intéresse
aux états corrélés d’un gaz d’électrons en interaction colombienne en pré-
sence d’un fort champ magnétique. Dans les deux cas, les états intéressants
sont généralement limités au LLL et possèdent une propriété remarquable,
l’incompressibilité : l’état fondamental est séparé de tous les états excités
du système par un gap qui est indépendant de la taille du système et qui
est proportionnel à la force des interactions g.
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4-1 État fondamental à N particules dans le LLL

Nous avons vu plus haut que les états à une particule sont de la forme
φ(r) = P (u) exp(−r2/2a2⊥), avec u = x + iy et P (u) un polynôme de la
variable u. Pour un système de bosons sans spin, un état général à N corps
est donc de la forme

Φ(r1, r2, . . . , rN ) = P(u1, u2, . . . , uN ) exp(−
∑

i

r2i /2a
2
⊥), (7.86)

où P(u1, u2, . . . , uN ) est un polynôme symétrique des N variables com-
plexes ui. La recherche des états propres de l’hamiltonien à N corps se
fait généralement par une méthode de diagonalisation exacte pour des
nombres de particules pas trop élevés (de l’ordre de la dizaine).

L’hamiltonien à N corps commute avec l’opérateur moment cinétique
total L̂z et on peut donc chercher une base d’états propres commune aux
deux opérateurs. Nous allons nous intéresser ici à l’état fondamental de
l’hamiltonien pour un moment cinétique total L donné 4. Or le moment
cinétique d’une fonction du LLL à une particule, um exp(−r2/2a2⊥), est di-
rectement donné par la valeur de l’exposant m. Pour le système à N parti-
cules, on va donc chercher le polynôme P donnant l’état fondamental à L
fixé comme une somme de monômes ayant tous le même degré total :

uα1
1 . . . uαN

N avec
∑

i

αi = L. (7.87)

Par exemple, pour un système de 3 particules et un moment cinétique total
L = 3, on cherche le polynôme P correspondant à l’état fondamental sous
la forme

P(u1, u2, u3) = αu1u2u3

+ β
[
(u21(u2 + u3) + u22(u1 + u3) + u23(u1 + u2)

]

+ γ(u31 + u32 + u33).

Le premier terme de cette somme, proportionnel à u1u2u3, correspond à
un état de type champ moyen, plus précisément un vortex centré puisque

4. Dans cette partie, le moment cinétique total est exprimé en unité de ~. La quantité L est
donc un entier positif ou nul.

les trois particules sont dans le même état φ1(r). Les autres termes de la
somme correspondent à des états corrélés des trois particules.

La procédure pour rechercher l’état fondamental à N corps est donc la
suivante :

– On se donne un moment cinétique total L, correspondant à un sous-
espace du LLL pour lequel les polynômes symétriques sont fabriqués
à partir des monômes (7.87).

– On considère dans ce sous-espace l’état fondamental de l’hamiltonien

Ĥ =
∑

i

(
p̂2
i

2M
+

1

2
Mω2r̂2i

)
+

~2

M
g
∑

i<j

δ(2)(ri − rj). (7.88)

Or la partie à un corps de cet hamiltonien donne le même résultat
(L+N)~ω pour tous les états du sous-espace considéré. On se ramène
donc à la diagonalisation de l’hamiltonien d’interaction

Ĥint. =
~2

M
g
∑

i<j

δ(2)(ri − rj), (7.89)

dans ce sous-espace.

– Une fois connue l’énergie d’interaction, on obtient l’énergie totale dans
le référentiel tournant en ajoutant le terme (L+N)~ω−ΩL à la valeur
propre trouvée pour Ĥint..

4-2 Quelques états remarquables

La description de tous les états corrélés qui ont été identifiés dans cette
procédure de diagonalisation exacte dépasse très largement le cadre de
ce cours et nous renvoyons le lecteur à l’article de revue très complet
de Cooper (2008) pour une présentation détaillée. Nous allons décrire ici
quelques phases remarquables qui ont été identifiées quand on varie le
rapport L/N .

La fonte du réseau de vortex. Partant d’un régime bien décrit par le
champ moyen, augmentons la vitesse de rotation du gaz ; la première dé-
viation attendue par rapport à ce régime de champ moyen est la fonte du
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réseau de vortex du fait des fluctuations quantiques. Cette fonte a été pré-
dite par Cooper et al. (2001) avec une technique de diagonalisation exacte
pour des facteurs de remplissage ν = N/Nv compris entre 6 et 10. Cette va-
leur peut être retrouvée en calculant l’amplitude ∆ des fluctuations quan-
tiques des positions des vortex et appliquant le critère heuristique de Lin-
demann. On s’attend à ce que ces fluctuations déstabilisent le réseau quand
leur amplitude devient de l’ordre du dixième de la distance entre vortex
ρ
−1/2
v (Sinova et al. 2002).

L’état de Laughlin. Il s’agit d’un état remarquable, fortement corrélé, qui
est un état propre exact de l’hamiltonien à N corps. Le polynôme symé-
trique correspondant à cet état s’écrit

PLau.(u1, u2, . . . , uN ) =
∏

i<j

(ui − uj)2, (7.90)

de degré total L = N(N − 1) et s’étendant sur toutes les fonctions à une
particule du LLL de m = 0 à mmax = 2(N − 1), soit un facteur de rem-
plissage ν = 1/2. L’action de Ĥint sur cet état donne strictement 0, puisque
Ĥint correspond à une interaction de contact alors que l’état de Laughlin
correspond à une probabilité strictement nulle de trouver deux particules
au même endroit.

L’état de Laughlin est incompressible et le gap au premier état excité
de même moment cinétique est ≈ 0.1 g ~ω (Regnault & Jolicoeur 2003; Re-
gnault & Jolicoeur 2004). L’état de Laughlin est caractérisé par une distri-
bution quasi-uniforme des particules sur un disque de rayon a⊥

√
2N .

Les descendants de l’état de Laughlin. Pour des moments cinétiques
plus grands que celui donnant naissance à l’état de LaughlinL = N(N−1),
tout état du type

P(u1, . . . , uN ) = PLau.(u1, . . . , uN ) Q(u1, . . . , uN ) (7.91)

où Q est un polynôme symétrique quelconque de u1, . . . , uN , sera éga-
lement un état d’énergie d’interaction strictement nulle. L’interprétation
physique de ces états dépend du degré de Q. Pour un degré d’ordre 1,
il s’agit d’excitations de bord de l’état de Laughlin ; en choisissant un

degré égal à N , on peut construire des quasi-trous en un point donné
U0 = X0 + iY0 en prenant (Paredes et al. 2001; Paredes et al. 2002)

Q(u1, . . . , uN ) =
∏

j

(uj − U0) (7.92)

L’état de Moore-Read. Pour N pair, Cooper et al. (2001) ont identifié
l’état de moment cinétique L = N(N − 2)/2, également appelé Pfaffien :

P(u1, . . . , uN ) = S


 ∏

i<j≤N/2
(ui − uj)2

∏

N/2<l<n

(ul − un)2


 (7.93)

comme étant en très bonne approximation un état propre de Ĥint (S dé-
signe l’opérateur de symétrisation). Plus précisément, le recouvrement de
l’état (7.93) avec le véritable état propre déterminé numériquement pour
cette valeur de L est supérieur à 0.88 tant que N ≤ 14 (Chang et al. 2004).
Cet état se décompose sur des états à une particule 5 allant de m = 0 à
m = N − 2, correspondant à un facteur de remplissage ν = 1. Cet état
est également séparé par un gap ∼ 0.05 g ~ω des états excités de même L
(Chang et al. 2004). Remarquons que pour l’état approché (7.93), la proba-
bilité d’avoir trois particules au même point est nulle.

4-3 Schémas de détection envisageables

Nous terminons ce paragraphe par quelques méthodes qui ont été pro-
posées pour détecter expérimentalement ces états fortement corrélés. Re-
marquons d’abord que l’observation de ces états sera probablement limi-
tée à de faibles nombres d’atomes si on utilise la méthode de rotation d’un
piège harmonique. En effet la relation (7.85) définissant l’entrée dans le ré-
gime corrélé, associée à une force d’interaction g ∼ 1 et une fréquence de
rotation réaliste Ω ≈ 0.99ω donne un nombre d’atomes maximal de l’ordre
de 100.

5. Par exemple, pour N = 4, on a

P(u1, . . . , u4) = (u1 − u2)2(u3 − u4)2 + (u1 − u3)2(u2 − u4)2 + (u1 − u4)2(u2 − u3)2.
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Une première signature d’états à la Laughlin ou à à la Moore-Read se-
rait de voir une réduction des pertes dues aux collisions inélastiques. En
effet, la probabilité d’avoir 3 particules au même endroit est nulle pour
ces états (alors qu’elle n’est pas nulle pour des états de champ moyen).
Une autre voie d’approche est liée à l’incompressibilité de ces états, qui
donne naissance à un profil de densité en forme de « pièce montée » dans
un piège harmonique, chaque plateau de la pièce montée correspondant à
un état incompressible différent. Une troisième possibilité est d’utiliser un
système de détection de très bonne résolution spatiale pour détecter un à
un les atomes du gaz (éventuellement après un temps de vol), et recons-
truire ainsi les fonctions de corrélation spatiales permettant de caractériser
l’état de départ.

Signalons pour terminer une proposition plus ambitieuse (Paredes et
al. 2001). Il s’agit d’étudier la possibilité de créer des anyons dans un gaz
décrit par un état de type effet Hall quantique fractionnaire (Wilczek 1982);
partant d’un état de Laughlin, on creuserait un trou dans le gaz à l’aide
d’un faisceau laser très focalisé, produisant ainsi un état du type (7.92). En
bougeant adiabatiquement ce trou dans le gaz, le système devrait acquérir
une phase géométrique qui pourrait ensuite être mesurée par une expé-
rience d’interférométrie. La mesure de la phase accumulée devrait révéler
le caractère anyonique (ni boson, ni fermion) de la quasi-particule ainsi
créée par le faisceau laser.
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