
Chapitre 3

Le quasi-ordre à longue portée
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Nous abordons maintenant la description d’un gaz à deux dimensions
en interaction. Nous allons nous concentrer dans ce cours sur le régime
de basse température, où l’état du gaz peut être décrit comme un "quasi-
condensat", c’est-à-dire un condensat avec une phase fluctuante (KAGAN,
SVISTUNOV et al. 1987 ; POPOV 1987 ; PETROV, GANGARDT et al. 2004).

Nous allons adopter une description du fluide atomique en termes de
champ classique, ce qui va amener des simplifications importantes par rap-
port à la description quantique. Toutefois nous montrerons que cette des-
cription en terme de champ classique contient toujours un « élément quan-
tique » essentiel, la quantification de la circulation de la vitesse. Cette dernière
jouera un rôle central dans le cours suivant, où nous nous pencherons sur
la physique des vortex.

Dans le cours d’aujourd’hui, nous allons nous concentrer sur les excita-
tions « douces » du gaz, c’est-à-dire les phonons, qui sont prépondérantes
à basse température. Notre résultat essentiel sera de montrer que les inter-
actions répulsives entre atomes, qui sont à la base de cette physique des
phonons, induisent un quasi-ordre à longue portée dans le gaz, avec une
décroissance algébrique de la fonction de corrélation à un corps G1(r). Ce
résultat est radicalement différent de celui trouvé pour un gaz parfait dans
le cours précédent ; nous avions en effet montré que G1(r) décroissait tou-
jours exponentiellement avec la distance en l’absence d’interactions.
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LE QUASI-ORDRE À LONGUE PORTÉE § 1. L’approche champ classique

1 L’approche champ classique

1-1 Analogie optique

Les états condensés de Bose ou les états superfluides sont considérés à
juste titre comme des états quantiques de la matière. Pour les décrire théo-
riquement, il faut aller au-delà de la statistique de Boltzmann et prendre
en compte l’indiscernabilité des particules. Les statistiques quantiques qui
apparaissent alors, Bose–Einstein ou Fermi–Dirac, permettent d’expliquer
l’émergence de l’état superfluide ou de l’état supraconducteur quand on
tient compte des interactions entre particules.

De ce point de vue, l’approche que nous allons adopter dans ce chapitre
et dans le suivant peut sembler paradoxale : nous allons décrire par un
champ classique l’assemblée de N particules en interaction. D’où la ques-
tion immédiate : cette approche « champ classique » n’est-elle pas contra-
dictoire avec le phénomène quantique que l’on cherche à décrire? Le but
de cette première section est de montrer qu’il n’en est rien. Il ne faut pas
confondre un traitement classique des particules composant le gaz (ce que
nous ne ferons pas) et le traitement de ce même gaz par un champ classique
(ce que nous allons faire). En un sens que nous allons bientôt préciser, ces
deux concepts – bien qu’ils soient tous deux qualifiés de « classiques »– cor-
respondent à deux cas limites opposés de la distribution de Bose–Einstein.

Une analogie optique peut être utile à ce stade. Le traitement « champ
classique » correspond simplement à la résolution des équations de Max-
well pour les champs électriques E(r, t) et magnétiques B(r, t). On sait
que ce traitement permet de décrire de multiples phénomènes optiques, y
compris ceux que l’on a envie de qualifier de « non classiques » comme le
fonctionnement d’un laser. Les phénomènes qui échappent à ce traitement
en terme de champs classiques sont ceux où la granularité de la lumière
joue un rôle important, le phénomène d’émission spontanée par exemple.
Une autre difficulté est le problème du corps noir : l’énergie du champ clas-
sique diverge du fait de la contribution des modes de haute énergie et donc
faiblement peuplés. Mais pour les situations où le nombre de photons dans
les modes pertinents est grand devant 1, cette restriction n’est pas essen-
tielle.

1-2 Simplification du problème quantique à N corps

L’état d’un système quantique à N corps est décrit par sa fonction
d’onde Φ(r1, . . . , rN ) ou plus généralement par son opérateur densité ρ̂.
L’idée du traitement champ classique est d’approcher cet état quantique par
un mélange statistique d’états caractérisés par un champ ψ(r), commun
aux N particules et noté :

|N : ψ〉 ou encore ψ(r1) . . . ψ(rN ), (1)

et appelé fonction de Hartree. Le problème est de trouver une distribution
de probabilité P[ψ] qui reproduise aussi fidèlement que possible l’état Φ
ou la matrice densité de départ. Idéalement, on souhaiterait que pour toute
quantité physiqueA décrite par l’observable Â, on ait en utilisant le forma-
lisme de l’intégrale fonctionnelle pour le champ ψ

Tr
(
Â ρ̂
)

=

∫
〈N : ψ|Â|N : ψ〉 P[ψ] d[ψ]. (2)

Comme nous allons le voir ci-dessous sur un exemple simple, il n’est pas
toujours possible de trouver une fonction P[ψ] satisfaisant toutes les pro-
priétés requises pour une distribution de probabilité (positivité, régula-
rité). Il s’agit donc plutôt, pour un problème donné, de trouver la distri-
bution P[ψ] qui s’approche au mieux de l’état quantique de départ. Cette
recherche a fait l’objet de multiples travaux en optique quantique pour les
photons, avec les représentations de Wigner, de Glauber–Sudarshan ou de
Husimi par exemple (GARDINER & ZOLLER 2004).

L’impossibilité de trouver pour tout |Φ〉 une distributionP[ψ] se montre
sur un contre-exemple, en considérant un système de deux particules iden-
tiques ayant chacune deux états possibles ↑ et ↓. On considère l’état

|Φ〉 =
1√
2

(|1 :↑ ; 2 :↓〉+ |1 :↓ ; 2 :↑〉) (3)

et on s’intéresse 1 à la probabilité P↑↑ de trouver les deux particules dans
l’état ↑ et à la probabilité P↓↓ de trouver les deux particules dans l’état ↓.
Ces deux probabilités sont clairement nulles pour l’état |Φ〉, alors qu’elles
ne le seront pas simultanément si on considère un mélange statistique de

1. Opérateurs associés : Â = |1 :↑ ; 2 :↑〉〈1 :↑ ; 2 :↑ | et B̂ = |1 :↓ ; 2 :↓〉〈1 :↓ ; 2 :↓ |.
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LE QUASI-ORDRE À LONGUE PORTÉE § 1. L’approche champ classique

fonctions |ψ〉. En effet, ces fonctions peuvent être paramétrées par exemple
par les deux angles θ et ϕ :

|ψ〉 = cos θ | ↑〉+ sin θ eiϕ | ↓〉. (4)

et on trouve P↑↑ = 〈cos4 θ〉, P↓↓ = 〈sin4 θ〉. On a donc

P↑↑ + P↓↓ =
3

4
+

1

4
〈cos(4θ)〉 → P↑↑ + P↓↓ ≥

1

2
. (5)

Ce contre-exemple est instructif. Dans le point de vue de la seconde quan-
tification, la nullité de la probabilité P↑↑ vient du fait qu’il faut calculer
la valeur moyenne de l’opérateur â†↑â

†
↑â↑â↑ qui est nul car on ne peut pas

détruire deux particules dans l’état ↑ pour l’état |Φ〉. En revanche si on
considère â†↑â↑â

†
↑â↑, on trouve une valeur moyenne non nulle et compa-

tible avec une représentation en champ classique. C’est donc parce que le
commutateur [â†↑, â↑] n’est pas nul que ce contre-exemple fonctionne.

Cette remarque nous donne le principal critère de validité pour la re-
présentation en champ classique. Tant qu’on s’intéressera à des modes de
population grande devant 1, la différence entre â†↑â↑ et â↑â

†
↑, c’est-à-dire le

commutateur [â↑, â
†
↑] = 1, ne jouera pas de rôle important et l’approxima-

tion sera pertinente. En revanche, pour les modes de population de l’ordre
de ou plus petite que 1, les effets de "granularité quantique" seront essen-
tiels et l’approximation ne sera pas valable.

1-3 Retour sur les distributions statistiques

Pour bien expliquer en quoi l’approche champ classique que nous adop-
tons ici est radicalement différente du traitement classique des particules
à la Boltzmann, il est utile de revenir sur les hypothèses sous-jacentes aux
différentes distributions statistiques. Nous allons reprendre ici les grandes
lignes d’un argument que nous avons déjà présenté dans le cours 2015-16.

Statistique de Boltzmann. À la base des lois statistiques pour un gaz
idéal, on trouve implicitement un bilan d’équilibre entre différents proces-
sus de collision. Considérons une paire de particules dans les états j1 et j2,
d’énergies respectives E1 et E2. Ces particules peuvent entrer en collision

j1

j2

j3

j4

FIGURE 1. Collision élastique entre deux particules permettant d’assurer l’at-
teinte de l’équilibre thermique. La conservation de l’énergie impose E1 + E2 =
E3 + E4.

élastique (figure 1) et sortir de la collision dans deux autres états, j3 et j4,
la conservation de l’énergie imposant :

j1 + j2 −→ j3 + j4 si E1 + E2 = E3 + E4. (6)

Le processus inverse j3 + j4 −→ j1 + j2 est également possible et à l’équi-
libre, la condition de bilan détaillé impose l’égalité entre les taux des deux
processus :

Nj1 Nj2 = Nj3 Nj4 si E1 + E2 = E3 + E4. (7)

Supposons pour simplifier que la population d’un état j ne dépend que
de l’énergie Ej de cet état, Nj = N(Ej), de sorte que la relation de bilan
détaillé s’écrit :

N(E1) N(E2) = N(E3) N(E4) si E1 + E2 = E3 + E4. (8)

Une analyse mathématique simple (voir cours 2015-16) montre que les
fonctions N(E) satisfaisant cette équation sont les exponentielles d’une
fonction affine aE + b :

N(E) = eaE+b ≡ e(µ−E)/kBT avec a = −1/kBT, b = µ/kBT. (9)

On a retrouvé la statistique de Maxwell–Boltzmann.
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LE QUASI-ORDRE À LONGUE PORTÉE § 1. L’approche champ classique

Statistique de Bose–Einstein. La différence avec le cas du gaz de Boltz-
mann est que les probabilités de transition sont augmentées du fait de
l’émission stimulée si les états finaux sont déjà occupés. Le bilan détaillé
s’écrit alors

Nj1 Nj2 [1 +Nj3 ] [1 +Nj4 ] = Nj3 Nj4 [1 +Nj1 ] [1 +Nj2 ], (10)

qui peut se réécrire

Nj1
1 +Nj1

Nj2
1 +Nj2

=
Nj3

1 +Nj3

Nj4
1 +Nj4

(11)

pour tout quadruplet d’états tel que E1 + E2 = E3 + E4. Faisons là aussi
l’hypothèse que Nj ne dépend que de l’énergie Ej de l’état j et posons

G(E) =
N(E)

1 +N(E)
(12)

qui satisfait donc une équation identique à celle trouvée pour la statistique
de Boltzmann

G(E1) G(E2) = G(E3) G(E4) si E1 + E2 = E3 + E4. (13)

Les solutions sont G(E) = e(µ−E)/kBT , ce qui conduit à

N(E) =
1

1
G(E) − 1

=
1

e(E−µ)/kBT − 1
. (14)

Nous retrouvons donc bien la statistique de Bose–Einstein.

Avant de passer au cas d’un champ classique, il est intéressant de dis-
tinguer deux régimes pour la statistique de Bose–Einstein, selon les valeurs
relatives de E − µ et kBT [cf. figure 2] :

— Si E − µ� kBT , l’exponentielle domine au dénominateur de N(E) et
on peut négliger le "- 1" devant cette exponentielle. On trouve alors

N(E) ≈ e−(E−µ)/kBT , (15)

c’est-à-dire le résultat de Boltzmann. Ce résultat est par construction
valable si et seulement siN(E) < 1, puisqu’on a requis que l’exponen-
tielle soit dominante au dénominateur.

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
0

2

4

6

8

10

(E − µ)/kBT

N
(E

)

FIGURE 2. Ligne continue noire : distribution de Bose-Einstein N(E) =
1/[e(E−µ)/kBT − 1]. Ligne en tirets noirs : distribution de Maxwell-Boltzmann
N(E) = e−(E−µ)/kBT . Ligne en pointillés rouges : distribution pour un champ
classique N(E) = kBT

E−µ .

— Dans le cas opposé E − µ � kBT , on peut faire un développement
limité de l’exponentielle, e(E−µ)/kBT ≈ 1 + (E − µ)/kBT , similaire à
celui fait au chapitre précédent dans le cas du gaz parfait, et on trouve

N(E) ≈ kBT

E − µ. (16)

Ce résultat est par construction valable seulement si N(E) > 1 .

On dispose donc de deux approximations de la loi de Bose–Einstein, se-
lon que le taux d’occupation d’un état à une particule est petit ou grand
devant 1. Dans le premier cas, on retrouve le résultat de particules clas-
siques à la Boltzmann. Le deuxième cas, comme nous l’avons déjà indiqué,
correspond au domaine de validité de l’approche champ classique.

Statistique de champ classique. Comme le champ classique va jouer un
rôle central dans la suite, il peut être utile de montrer comment l’approxi-
mation (16) peut être retrouvé directement à partir de l’équation de bilan
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détaillé obtenue pour les bosons

Nj1 Nj2 [1 +Nj3 ] [1 +Nj4 ] = Nj3 Nj4 [1 +Nj1 ] [1 +Nj2 ] (17)

quand les Nj sont grands devant 1. Si on néglige tous les "1" dans cette
équation, on obtient le résultat trivial que Nj1 Nj2 Nj3 Nj4 doit être égal à
lui-même. Allons donc à l’ordre suivant, ce qui donne

Nj1 Nj2 [Nj3 +Nj4 ] = Nj3 Nj4 [Nj1 +Nj2 ] (18)

ou encore

1

Nj1
+

1

Nj2
=

1

Nj3
+

1

Nj4
si E1 + E2 = E3 + E4. (19)

La solution de cette équation est simple : la fonction 1/N(E) doit être une
fonction affine de E et elle peut donc s’écrire

1

N(E)
=
E − µ
kBT

→ N(E) =
kBT

E − µ. (20)

Ceci nous redonne bien la limite "haute occupation" de la distribution de
Bose–Einstein trouvée plus haut. Ce comportement N(E) ∝ 1/E pour les
énergies assez grandes sera caractéristique de l’état d’équilibre du champ
classique que nous trouverons dans ce chapitre.

Maintenant que nous avons vérifié que l’approximation de champ clas-
sique décrivait correctement les modes très peuplés, donc de basse énergie,
la pertinence de cette approximation pour le problème traité dans le cours
de cette année apparaît clairement. Nous avons vu dans les chapitres qui
précèdent que la spécificité du cas bi-dimensionnel, avec le théorème de
Mermin–Wagner–Hohenberg, résidait dans le comportement du système
aux grandes longueurs d’onde. Or ces longueurs d’onde sont associées
aux modes de basse énergie, modes qui seront donc bien décrits par un
champ classique. Il en va de même si on cherche à étudier la condensation
de Bose–Einstein dans le cas tri-dimensionnel.

1-4 Que reste-t-il de quantique?

Comme nous l’avons déjà indiqué, l’approche champ classique revient
à oublier la granularité de la matière en négligeant le commutateur [â, â†],

j1

j2

j3

j4

q = +1

I

C
v(r) · dr = +

2⇡~
m

I

C
v(r) · dr = 0

FIGURE 3. Quantification de la circulation de la vitesse v(r) = ~
m∇θ associée au

champ classique ψ(r) =
√
ρ(r) eiθ(r). La valeur de la circulation ne peut changer

que si le contour C passe sur un vortex, c’est-à-dire un point où ρ(r) s’annule.

où â est l’opérateur destruction d’un mode donné. Il reste néanmoins un
aspect quantique dans la description de l’état de l’assemblée d’atomes par
un champ ψ(r), lié à la nature même de ce champ. Pour un gaz à deux
dimensions x, y, le champ complexe ψ(r) est caractérisé par son amplitude
et sa phase : ψ(r) =

√
ρ(r) eiθ(r). À ce champ, on associe une vitesse en

tout point où la phase est définie, c’est-à-dire où la densité est non nulle :

v(r) =
~
m
∇θ. (21)

Comme expliqué par SVISTUNOV, BABAEV et al. (2015), cette équation
met en évidence le paramètre pertinent ~/m de l’approche champ clas-
sique. La masse m d’un atome a perdu sa signification physique puisqu’on
a effacé la granularité de la matière. Il en va de même pour ~ pris de ma-
nière individuelle. En revanche, le rapport ~/m joue un rôle central en re-
liant le champ ψ au flux de matière observable.

Une fois établi ce point, l’aspect quantique qui subsiste est clair. Il s’agit
de la quantification de la circulation de la vitesse sur n’importe quel contour
fermé ne passant pas par un point où ρ(r) s’annule (figure 3) :

∮
v(r) · dr = n

2π~
m

, n ∈ Z. (22)
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Cette quantification découle directement du fait que la vitesse est propor-
tionnelle au gradient d’une phase. Elle est essentielle pour faire émerger
la notion de défauts topologiques, les vortex, qui seront eux-mêmes les
briques élémentaires du mécanisme BKT.

2 Fonctionnelle de Gross-Pitaevskii

2-1 De l’hamiltonien quantique au champ classique

Nous considérons ici un fluide composé de particules identiques (bo-
sons) avec une interaction binaire décrite par le potentiel U(ri − rj). Ces
particules sont par ailleurs piégées par le potentiel extérieur

V
(3D)
trap (r) = V

(1D)
trap (z) + V

(2D)
trap (x, y) (23)

qui est responsable

— du confinement fort le long de l’axe z, qui gèle le mouvement corres-
pondant et rend ainsi le gaz bi-dimensionnel.

— d’un confinement plus faible dans le plan xy, par exemple sous forme
d’un potentiel harmonique ou d’une boîte de taille L × L. Dans ce
chapitre, nous nous placerons dans le cas de la boîte et nous prendrons
des conditions aux limites périodiques dans le plan xy.

L’hamiltonien du gaz s’écrit dans le formalisme de la première quanti-
fication :

1ère quantif. : Ĥ =

N∑

j=1

(
p̂2
j

2m
+ V

(3D)
trap (r̂j)

)
+

1

2

∑

i 6=j
U(r̂i − r̂j). (24)

On peut également l’écrire en formalisme de seconde quantification, en
introduisant l’opérateur Ψ̂(r), qui détruit une particule au point r et son
hermitique conjugué Ψ̂†(r) qui crée une particule en ce point :

2ème quantif. : Ĥ =

∫ (
1

2m
∇Ψ̂†(r) ·∇Ψ̂(r) + Ψ̂†(r)V

(3D)
trap (r)Ψ̂(r)

)
d3r

+
1

2

∫∫
Ψ̂†(r)Ψ̂†(r′) U(r − r′)Ψ̂(r′)Ψ̂(r) d3r d3r′.

Le traitement exact de cet hamiltonien est compliqué dès que le poten-
tiel d’interaction entre atomes U est non nul. A deux et trois dimensions,
il n’est par exemple pas possible de remplacer simplement ce potentiel par
une interaction de contact U(r) = U0 δ(r) car cela conduit à des incohé-
rences sur le plan mathématique. En revanche, cela ne pose pas de pro-
blème dans le formalisme de champ classique que nous avons décrit au
premier paragraphe et que nous allons maintenant utiliser.

Comme expliqué plus haut, une méthode simple pour aborder le pro-
blème à N corps bosonique (quelle que soit la dimensionnalité) consiste à
prendre pour classe de fonctions possibles l’ansatz de Hartree :

Φ(r1, . . . , rN ) ∝ φ(r1) . . . φ(rN ), (25)

la fonction φ étant normée ici par le nombre de particules 2 :

∫
|φ(r)|2 d3r = N. (26)

Cet ansatz est bien sûr inspiré du concept de condensation de Bose–
Einstein, puisqu’on place toutes les particules dans le même état. Mais la
fonction φ ne correspond pas ici à l’état d’énergie minimal ; elle fournit sim-
plement un échantillonnage possible du fluide à un instant donné. Dans ce
qui va suivre, cette fonction aura sa dynamique propre, avec notamment
des fluctuations d’amplitude et de phase qui joueront un rôle important.
Par l’intermédiaire de ces fluctuations, on pourra assigner une tempéra-
ture au fluide et mettre en évidence la transition de phase recherchée.

L’énergie E(φ) associée à une fonction φ donnée se calcule à partir de
〈Φ|Ĥ|Φ〉 en y injectant l’ansatz de Hartree :

E(φ) =

∫ (
~2

2m
|∇φ|2 + V

(3D)
trap (r)|φ(r)|2

)
d3r (27)

+
1

2

∫∫
U(r − r′) |φ(r)|2 |φ(r′)|2 d3r d3r′

où l’on a pris N − 1 ≈ N .

2. Dans le cours 2015-16, nous avions normalisé φ à l’unité.
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j1

j2

j3

j4

q = +1

I

C
v(r) · dr = +

2⇡~
m

I

C
v(r) · dr = 0

z

�0(z) x

y

FIGURE 4. Fonction d’onde χ0(z) correspondant au gel du mouvement dans la
direction z.

Dans cette approche "champ classique", il n’y a pas de problème pour
modéliser l’interaction entre atomes par une interaction de contact

U(r − r′) = g δ(r − r′) avec g =
4π~2a
m

, (28)

où a est la longueur de diffusion associée au potentiel U initial. La fonc-
tionnelle d’énergie (toujours à 3D pour l’instant) s’écrit donc :

E(φ) =

∫ (
~2

2m
|∇φ|2 + V

(3D)
trap (r)|φ(r)|2 +

g

2
|φ(r)|4

)
d3r. (29)

2-2 Factorisation du mouvement "gelé"

Il nous reste à prendre en compte le fait que le mouvement selon la
dimension z est gelé par le potentiel fortement confinant le long de cet axe
(figure 4). Nous allons donc faire un ansatz supplémentaire, qui consiste à
écrire la fonction φ(r) sous la forme factorisée :

φ(x, y, z) = ψ(x, y) χ0(z) (30)

où χ0(z) est l’état fondamental du mouvement à une particule selon z :

− ~2

2m

d2χ0

dz2
+ V

(1D)
trap (z) χ0(z) = ε0 χ0(z), (31)

que nous prendrons normalisé à l’unité :
∫
|χ0(z)|2 dz = 1. (32)

Cette hypothèse de factorisation est valable si l’énergie associée aux inter-
actions entre particules et l’énergie thermique kBT sont toutes deux petites
devant l’écart entre l’énergie du fondamental de ce mouvement selon z et
celle de son premier état excité.

À une constante additive près sans importance ici, on arrive alors à
l’énergie associée à ψ(x, y) :

E(ψ) =

∫ (
~2

2m
|∇ψ|2 + V

(2D)
trap (r)|ψ(r)|2 +

~2

2m
g̃ |ψ(r)|4

)
d2r, (33)

où l’on a introduit le nombre sans dimension g̃ qui caractérise la force des
interactions dans ce problème 2D :

g̃ = 4π a

∫
|χ0(z)|4 dz. (34)

Pour un confinement harmonique de pulsation ωz le long de l’axe z,
l’état χ0 s’écrit :

χ0(z) =
1

(πa2oh)1/4
e−z

2 / (2a2oh) avec aoh =

√
~

mωz
, (35)

ce qui conduit à

g̃ =
√

8π
a

aoh
. (36)

On retrouve le paramètre sans dimension caractéristique des interactions à
deux dimensions que nous avions introduit au chapitre précédent.

À ce stade, il est intéressant d’écrire l’équation du mouvement du
champ ψ(r), c’est-à-dire l’équation de Gross–Pitaevskii dépendante du
temps 3 . En prenant un piégeage harmonique isotrope de pulsation ω dans

3. Cette équation s’obtient par exemple en utilisant l’approche lagrangienne, avec [cf.
cours 2015-16]

L(ψ) =

∫
Ldyn[ψ(r)] d2r − E(ψ) (37)

où la partie dynamique du Lagrangien s’écrit, à une dérivée totale par rapport au temps près :

Ldyn[ψ(r)] =
i~
2

(
ψ∗ψ̇ − ψ̇∗ψ

)
. (38)
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le plan xy, on arrive à :

i
∂ψ

∂t
= − ~

2m
∇2ψ +

m

2~
ω2r2ψ +

~
m
g̃ |ψ|2ψ (39)

Comme annoncé plus haut, on peut vérifier sur cette équation que le para-
mètre pertinent est ~/m, conjointement avec la pulsation du piège ω et le
paramètre d’interaction g̃. Par ailleurs, on peut vérifier explicitement sur
cette équation que le nombre total de particules N(ψ) =

∫
|ψ|2 ainsi que

l’énergie totale E(ψ) sont des quantités conservées.

Pour simplifier, considérons désormais le cas d’un gaz confiné dans une
boîte de taille L×L avec des conditions aux limites périodiques. L’énergie
totale (33) est la somme de l’énergie cinétique et de l’énergie d’interaction :

Ecin =
~2

2m

∫
|∇ψ|2 d2r Eint =

~2

2m
g̃

∫
ρ2(r) d2r (40)

où l’on a introduit la densité surfacique au point r

ρ(r) = |ψ(r)|2 avec
∫
ρ(r) d2r = N. (41)

L’état fondamental du système correspond à la fonction d’onde uniforme :

ψ(r) =
√
ρ avec ρ =

N

L2
, (42)

avec uniquement l’énergie d’interaction qui est non nulle :

Eint =
~2

2m
g̃ ρN. (43)

Pour acquérir une intuition de la valeur de g̃ correspondant à une "in-
teraction forte", on peut comparer l’énergie d’interaction du fondamental à
l’énergie cinétique du gaz si on dispose les N particules sur les N premiers
états d’énergie de la boîte, allant de l’énergie E = 0 à l’énergie Emax (un
état "fermionisé" en quelque sorte 4). En utilisant la densité d’états D(E)

4. C’est le type d’état qui apparaît dans l’effet Hall quantique (état de Laughlin) ou dans
des problèmes 1D (état de Tonks-Girardeau).

(constante) déterminée au chapitre 2, on commence par déterminer la va-
leur de Emax :

N =

∫ Emax

0

D(E) dE avec D(E) =
mL2

2π~2
=⇒ Emax =

2π~2

m
ρ.

(44)
On en déduit l’énergie cinétique de ce gaz fermionisé :

Ecin, fermion. =

∫ Emax

0

E D(E) dE =
π~2

m
ρN. (45)

Selon ce critère, bien sûr quelque peu arbitraire, on voit qu’une interaction
"forte" correspond à

Eint ∼ Ecin, fermion. −→ g̃ ∼ 2π. (46)

Pour une telle valeur de g̃, l’approche champ classique développée ici ne
s’appliquera plus car les corrélations entre particules créées par les inter-
actions sont trop fortes : elles sont en effet susceptibles d’empêcher toute
accumulation de plusieurs particules dans le même état quantique. Dans
les expériences menées avec des atomes froids, la valeur de g̃ est notable-
ment inférieure à 1 ; pour des atomes de rubidium confinés selon z par un
potentiel de fréquence ωz/(2π) = 10 kHz, on trouve ainsi g̃ = 0.24.

2-3 Coupure ultra-violette et longueur de cicatrisation

Comme toute théorie de champ classique, la modélisation du fluide en
terme d’une fonction d’onde ψ(r) souffre d’un problème de divergence
ultra-violette. C’est le fameux problème du "corps noir" : Il y a des modes
de vecteur d’onde q arbitrairement élevé, et l’équipartition de l’énergie ap-
pliquée à chacun de ces modes conduit à un divergence des quantités phy-
siques calculées en sommant sur q. En effet, comme nous l’avons vu en
(20), la population de ces modes N(E) décroît "mollement" comme 1/Eq ,
et cette décroissance douce associée à la densité d’états constante D(E)
(pour des particules libres) fait diverger l’intégrale

∫
E N(E) D(E) dE. Ce

problème ne se résout de manière exacte qu’en quantifiant le champ, ce qui
introduit une coupure effective pour les modes de fréquence ωq supérieure
à kBT/~ [plus précisément en introduisant une décroissance exponentielle
pour N(E), cf. (15) ].
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En pratique, cette divergence ne sera pas une difficulté majeure pour
nous : nous nous intéressons au comportement à grande distance des fonc-
tions de corrélation de notre fluide, qui sont associées à des petits vecteurs
d’onde. La connaissance précise dans l’ultra-violet des quantités physiques
intéressantes ne sera donc pas nécessaire. Pour éliminer les divergences, il
sera suffisant d’établir une coupure à un nombre d’onde qcoup. donné par

qcoup. ∼
1

λT
↔ ~ωcoup. ≈

~2qcoup.
2m

∼ kBT, (47)

au moins dans le régime "habituel" où kBT est plus grande que l’énergie
d’interaction par particule Eint/N .

Une connaissance précise du comportement du fluide sur des échelles
de longueur plus courtes que λT nécessiterait un traitement au-delà de
notre approche classique, mais elle ne sera pas nécessaire pour étudier les
phases macroscopiques (superfluides ou non) susceptibles d’apparaître.
Notons qu’une "méthode semi-classique" ne nécessitant pas l’introduction
d’une coupure UV a été proposée et appliquée au cas du gaz de Bose à
deux dimensions par GIORGETTI, CARUSOTTO et al. (2007). Par ailleurs,
pour obtenir une théorie plus complète au moins dans le régime où les
interactions ne sont pas fortes, on peut raccorder la théorie de champ clas-
sique pour q < qcoup. à la théorie quantique du gaz parfait pour q > qcoup.
[voir par exemple PROKOF’EV & SVISTUNOV (2002)].

La longueur λT n’apparaît donc pas en tant que telle dans le traitement
champ classique, sinon sous la forme d’une coupure « courte distance »
mise à la main. On pouvait s’y attendre a priori puisque λT ∝ ~/

√
m n’est

pas fonction de notre seul paramètre ~/m. L’autre distance caractéristique
d’un gaz quantique est la distance de cicatrisation qui peut quant à elle être
accessible dans cette approche champ classique. Rappelons que la distance
de cicatrisation est l’échelle de longueur associée à l’énergie d’interaction
par particule :

~2

2mξ2
=

~2

m
g̃ρ → ξ =

1√
2g̃ρ

. (48)

Elle donne l’échelle de longueur sur laquelle la densité du fluide reprend
sa valeur normale, si on lui impose de s’annuler en un point (figure 5). Ce
point peut être l’emplacement d’une bosse de potentiel ou le centre d’un

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.5

1

1.5

2

FIGURE 5. La longueur de cicatrisation est la distance caractéristique nécessaire
pour que la densité reprenne sa valeur moyenne, quand on impose à la fonction
d’onde de s’annuler en un point donné (ici les deux extrémités du segment).

vortex. Il est intéressant d’évaluer le nombre d’atomes manquants autour
de ce point :

δN ≈ πξ2ρ =
π

2g̃
(49)

Plus le paramètre d’interaction g̃ est grand, plus ce nombre manquant est
faible. Pour des interactions assez fortes (g̃ & 1), ce nombre devient infé-
rieur à un atome. On ne peut alors plus détecter ce défaut par une imagerie
in situ du gaz ; c’est simplement un point où une singularité mathématique
se produit.

Comme nous l’avons écrit au paragraphe précédent, le régime habituel
des expériences menées avec des gaz atomiques correspond à une énergie
d’interaction par particule plus faible que l’énergie thermique kBT , ce qui
entraîne 5 :

Eint/N < kBT → ξ > λT , (51)

ce qui confirme le fait que ξ peut être calculable à partir de la simulation
de champ classique alors que λT correspond à une distance de coupure,
associée à l’énergie de coupure ∼ kBT .

5. On a plus précisément
ξ2

λ2T
=

1

8π

kBT

Eint/N
. (50)
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2-4 La version "optique non linéaire"

Le formalisme de champ classique développé ci-dessus pour dé-
crire une onde de matière macroscopique s’applique de manière quasi-
inchangée à la propagation d’un champ lumineux intense dans un mi-
lieu non-linéaire. Ce problème de base en optique a fait l’objet de re-
cherches expérimentales récentes en lien avec la condensation ou la quasi-
condensation [citons en particulier SUN, JIA et al. (2012), ainsi qu’une com-
munication privée de Robin Kaiser d’avril 2017].

Notons tout de suite qu’il s’agit d’une problématique différente de celle
étudiée à Bonn sur la condensation de photons, et que nous avons abordée
au chapitre précédent (KLAERS, SCHMITT et al. 2010). Dans les expériences
de Bonn, nous avons vu que l’on gèle le degré de liberté selon z grâce à une
cavité Fabry–Perot. Dans ce que nous décrivons ici, le faisceau se propage
librement selon l’axe z, cette propagation jouant le rôle du temps dans une
équation de Schrödinger effective, décrivant la dynamique du champ dans
le plan xy perpendiculaire à l’axe de propagation.

Commençons par l’équation d’onde pour une des composantes u(r, t)
du vecteur champ électrique ou champ magnétique dans un milieu d’in-
dice n0. Partant des équations de Maxwell, on peut écrire cette équation
sous la forme :

∇2u− n20
c2
∂2u

∂t2
= 0. (52)

Une catégorie bien connue de solutions est formée par les ondes planes,
comme celles se propageant le long de l’axe z, u(r, t) = u0ei(kz−ωt) avec
la relation de dispersion ω = ck/n0. Intéressons-nous à des solutions dé-
duites de ces ondes planes, écrites sous la forme

u(r, t) = ψ(r) ei(kz−ωt) (53)

où ψ(r) est supposée "lentement variable" dans l’espace, c’est-à-dire
∣∣∣∣
∂2ψ

∂z2

∣∣∣∣� k

∣∣∣∣
∂ψ

∂z

∣∣∣∣ . (54)

En injectant cette forme pour u(r, t) dans l’équation d’onde (52) et en né-
gligeant les terme faisant intervenir ∂2ψ/∂z2, on arrive à

i
∂ψ

∂z
= − 1

2k
∇2
⊥ψ (55)

j1

j2

j3

j4

q = +1

I

C
v(r) · dr = +

2⇡~
m

I

C
v(r) · dr = 0

z

�0(z) x

y

x

y

z

Faisceau
lumineux

cristal
photo-
réfractif

FIGURE 6. Principe de la « condensation d’ondes classiques lumineuses » : on
envoie un faisceau laser avec un certain désordre en amplitude et en phase dans
un cristal photo-réfractif. Pour une longueur d’interaction suffisamment grande,
l’évolution non-linéaire du champ lumineux conduit à une distribution quasi-
thermique des modes transverses du faisceau lumineux. Cette distribution est ca-
ractérisée par une décroissance de la population des modes comme 1/k2⊥. Figure
extraite de SUN, JIA et al. (2012).

où le laplacien transverse ∇2
⊥ correspond à l’opérateur ∂2x+∂2y . Cette équa-

tion est formellement identique à l’équation de Schrödinger pour une par-
ticule libre à deux dimensions, le temps étant remplacé par la coordonnée
z le long de l’axe de propagation. On peut d’ailleurs passer véritablement
à une coordonnée temporelle en introduisant τ = n0z/c, qui paramètre le
temps de propagation pour une distance z donnée. L’équation (55) s’écrit
alors

i
∂ψ

∂τ
= − ~

2mphot
∇2
⊥ψ (56)

où l’on a introduit, comme au chapitre précédent, la masse effective des
photons mphot = n20 ~ω/c2.

Pour que l’évolution de ψ soit similaire à celle du champ ψ étudiée dans
ce chapitre, on utilise un milieu optiquement non linéaire de sorte que l’in-
dice n0 doit être remplacé par n0 +n2|ψ|2/k2. Notons que ψ a la dimension
de l’inverse d’une longueur pour que

∫
|ψ|2 d2r soit sans dimension, de

sorte que n2 est également sans dimension. En injectant cette expression
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pour l’indice dans (52) et en nous limitant au premier terme non nul en n2,
nous arrivons à :

i
∂ψ

∂z
= − 1

2k
∇2
⊥ψ −

n2
n0k
|ψ|2ψ (57)

qui a exactement la structure de l’équation de Gross–Pitaevskii (39) en l’ab-
sence de piège si l’on prend une non-linéarité défocalisante (n2 < 0).

Dans l’expérience de SUN, JIA et al. (2012), on imprime un désordre
contrôlée sur le faisceau lumineux à l’entrée du milieu non-linéaire. Lors
de la propagation, on peut définir deux quantités conservées indépen-
dantes, l’équivalent du nombre de particules N donné par l’intégrale de
|ψ|2 et l’énergie E donnée par la fonctionnelle de Gross–Pitaevskii. Si la
longueur d’interaction le long de l’axe z est suffisante, on réalise l’équi-
valent d’un ensemble microcanonique, la configuration du champ en sortie
étant un échantillonnage de cet ensemble pour le couple (N,E) choisi. Plus
le désordre initial est important, plus cette énergie – et donc la température
– sont grandes.

Nous avons vu au début de ce chapitre que pour un champ classique
en interaction faible, l’équilibre thermodynamique correspond à une po-
pulation des modes de vecteur d’onde k⊥ variant comme T/[E(k⊥) − µ]
avec dans l’approximation paraxiale E(k⊥) ∝ k2⊥ (CONNAUGHTON, JOS-
SERAND et al. 2005 ; PICOZZI, GARNIER et al. 2014). Rappelons que cette
distribution n’est valable que sur un intervalle fini de valeurs de k⊥, en
raison de la divergence ultra-violette propre à toute théorie de champ clas-
sique. En pratique, cette loi en k−2⊥ est vérifiée expérimentalement sur plus
d’une décade [figure 6 tirée de SUN, JIA et al. (2012)]. Par ailleurs, les effets
de taille finie dans cette expérience conduisent à une population macro-
scopique dans le mode central k⊥ = 0 (d’où la terminologie "condensation
d’ondes lumineuses").

3 Fluctuations de phase et quasi-ordre

À température strictement nulle, un gaz de Bose 2D en interaction rela-
tivement faible a pour énergie la fonctionnelle (33) et est donc condensé :
il est décrit par la fonction d’onde uniforme dans l’espace ψ =

√
ρ eiθ, où

ρ = N/L2 et θ sont eux aussi uniformes, θ pouvant être choisie arbitraire-

ment entre 0 et 2π (invariance de jauge). Son énergie cinétique est nulle et
son énergie d’interaction est :

Ecin = 0 Eint =
~2

2m
g̃ L2 ρ2. (58)

À température non nulle, ρ(r) et θ(r) seront des fonctions variant dans
l’espace sous l’effet des fluctuations thermiques. La caractérisation de ces
fluctuations en termes de fonctions de corrélations entre deux point r et r′

permet de préciser le type d’ordre présent dans le fluide.

3-1 Suppression des fluctuations de densité

Un point important dans ce qui va suivre, au moins pour la région de
basse température, est la réduction des fluctuations de densité par rapport
au cas du gaz parfait, du fait des interactions répulsives entre particules.
Le lien entre considérations énergétiques et réduction de ces fluctuations
est immédiat si l’on remarque que l’énergie d’interaction (40) peut s’écrire

Eint =
~2

2m
g̃ L2 〈ρ2(r)〉 (59)

de sorte que le surcoût en énergie d’interaction par rapport au gaz à tem-
pérature nulle est directement proportionnel aux fluctuations de densité
caractérisées par (COHEN-TANNOUDJI & ROBILLIARD 2001)

(∆ρ)
2

= 〈ρ2(r)〉 − ρ2 = [g2(0)− 1] ρ2, (60)

où g2(r) = 〈ρ(r)ρ(0)〉/ρ2 est la fonction de corrélation densité-densité.
Pour un gaz décrit par un champ classique ψ(r), la quantité (∆ρ)

2 est
toujours positive, c’est-à-dire g2(0) ≥ 1, du fait de l’inégalité de Cauchy-
Schwarz :

L2

∫
ρ2(r) d2r ≥

(∫
ρ(r) d2r

)2

(61)

de sorte que l’énergie d’interaction est toujours plus grande en présence de
fluctuations thermiques qu’à température nulle.

Pour un gaz de Bose idéal en l’absence de condensat, ce qui est le cas
à 2D si T 6= 0, on a toujours g2(0) = 2. Ce résultat s’obtient en exprimant
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l’opérateur ρ̂(r) en fonction de l’opérateur champ, développé sur la base
des ondes planes à 2D :

ρ̂(r) = Ψ̂†(r)Ψ̂(r) avec Ψ̂(r) =
1

L

∑

p

eip·r/~âp. (62)

En choisissant par exemple le point r = 0, on obtient :

〈ρ̂2(0)〉 =
1

L4

∑

p1,p2,p3,p4

〈â†p1
â†p2

âp3
âp4
〉. (63)

S’il n’y a pas d’état macroscopiquement peuplé, on peut négliger dans
cette somme la contribution des termes où p1 = p2, p3 = p4. Pour les
autres termes, en utilisant le fait que l’opérateur densité à l’équilibre ther-
mique est diagonal dans la base des p, on remarque qu’un terme du type
〈â†p1

â†p2
âp3

âp4
〉 est non nul si et seulement si

{p1 = p3 et p2 = p4} ou {p1 = p4 et p2 = p3} , (64)

chacune des deux options ayant la même contribution. On a donc :

〈ρ̂2(0)〉 ≈ 2
∑

p1,p2

〈â†p1
âp1
〉 〈â†p2

âp2
〉 = 2 (〈ρ̂(0)〉)2 . (65)

Pour un gaz en interaction en revanche, l’énergie Eint finit toujours par
dominer si on va à suffisamment basse température. L’énergie d’interaction
par particule, qui est de l’ordre de ~2

2m g̃ ρ, devient en effet toujours plus
grande que kBT si T est suffisamment faible. Plus précisément :

~2

2m g̃ ρ

kBT
=

g̃

4π
D (66)

où l’on a introduit la densité dans l’espace des phases

D = ρλ2T avec λT =
~
√

2π√
mkBT

. (67)

Par conséquent, pour une densité dans l’espace des phases telle que

D � 4π

g̃
, (68)

toute modification significative de la densité par rapport à sa valeur
moyenne, conduisant à une valeur de g2(0) notablement supérieure à 1,
aura un coût prohibitif comparé à kBT .

3-2 Hamiltonien effectif à basse énergie

Dans la limite où les fluctuations de densité peuvent être négligées, le
gradient de la fonction d’onde ψ(r) qui intervient dans le terme d’énergie
cinétique s’écrit

∇ψ = ∇
(√

ρ(r) eiθ(r)
)
≈ √ρ (i∇θ) eiθ(r) (69)

de sorte que le terme d’énergie cinétique devient

Ecin ≈
~2

2m
ρ

∫
(∇θ)

2
d2r. (70)

Cette expression pour l’énergie traduit la rigidité de phase du système : les
excitations pertinentes sont les fluctuations de phase et leur énergie est liée
au prix à payer pour "tordre" cette phase entre deux zones de l’échantillon.

Nous avons montré dans le cours 2015-16 que cette notion de rigidité
en phase peut être utilisée pour définir de manière rigoureuse la densité
superfluide dans un gaz homogène. De ce point de vue, l’expression (70)
montre qu’implicitement, un système 2D décrit par la fonctionnelle d’éner-
gie de Gross–Pitaevskii est superfluide si on néglige totalement ses fluctua-
tions de densité. De plus, sa densité superfluide ρs – c’est-à-dire le coeffi-
cient devant (∇θ)2 – est égale à la densité totale ρ.

Ce point de vue consistant à utiliser (70) et conduisant à ρs = ρ est
certainement valable à très basse température, mais ne rend pas compte
de la diminution observée de la densité superfluide quand la température
augmente. Pour rendre compte de manière rigoureuse de cette diminution,
il faut
— traiter de manière couplée les fluctuations de phase et de densité, ce

que nous ferons par la méthode de Bogoliubov un peu plus loin ;
— prendre en compte les vortex qui, comme nous le verrons dans le cha-

pitre suivant, peuvent exister dans la partie superfluide sous forme de
paires de tourbillons de signes opposés.

Mais on peut également procéder de manière phénoménologique, en
introduisant "à la main" une densité superfluide ρs, qui dépend de la tem-
pérature, et qui conduit à l’énergie

Ecin ≈
~2

2m
ρs(T )

∫
(∇θ)

2
d2r. (71)
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Cette renormalisation de ρ en ρs est un moyen simple pour absorber toutes
les fluctuations thermiques non essentielles, y compris les fluctuations de
densité sur des courtes distances, pour se concentrer sur la physique à
longue distance et le quasi-ordre à longue portée susceptible d’apparaître.

Il doit être bien clair que l’énergie Ecin donnée en (71) ne peut pas être
considérée comme un hamiltonien microscopique, ne serait-ce que parce
qu’elle dépend de la température via ρs. Il s’agit en fait de l’accroissement
de l’énergie libre du gaz si on impose le courant superfluide (~/m) ∇θ
[voir par exemple la discussion en appendice de l’article de BLOCH, DALI-
BARD et al. 2008].

3-3 Analyse de Fourier des fluctuations de phase

Partant de l’expression phénoménologique (71) pour l’énergie associée
à une fluctuation de phase θ(r), nous voulons évaluer la fonction G1(r)
décrivant les corrélations entre deux points du système :

G1(r) = 〈ψ(r) ψ∗(0)〉 = ρ 〈ei[θ(r)−θ(0)]〉. (72)

Nous devons donc dans un premier temps déterminer les fluctuations de
θ(r)−θ(0), ce que nous allons faire à partir d’un développement en série de
Fourier de la fonction θ(r) et de l’utilisation du théorème d’équipartition
de l’énergie.

Commençons par écrire la phase θ(r) sous la forme

θ(r) =
∑

q

cq e
iq·r (73)

où la réalité de θ entraîne
c∗q = c−q. (74)

Notons qu’un tel développement, si naturel qu’il paraisse compte tenu des
conditions aux limites périodiques, n’est pas anodin : il ne rend pas compte
de la périodicité de la fonction eiθ quand θ → θ + 2π. Ce n’est pas un pro-
blème si on se limite à des situations où θ varie de manière douce et ré-
gulière sur l’échantillon, mais il néglige d’emblée les vortex, qui sont des
points autour desquels la phase varie de 0 à π sur des distances arbitraire-
ment courtes.

Injectons le développement (73) dans l’énergie (71) :

Ecin = ρsL
2
∑

q

~2q2

2m
|cq|2. (75)

Pour tenir compte du fait que les modes q et −q sont liés par (74), nous
pouvons restreindre la somme sur q aux qx > 0 et l’écrire :

Ecin =
∑

q,qx>0

εq |cq|2 avec εq = ρsL
2 ~2q2

m
. (76)

La probabilité d’occurence d’une configuration correspondant à un tirage
{cq} donné est donnée par la loi de Boltzmann :

P[{cq}] ∝
∏

q

e−εq|cq|
2/kBT . (77)

Les cq avec qx > 0 sont donc des variables gaussiennes indépendantes
complexes. En les décomposant en partie réelle et imaginaire,

cq = c′q + ic′′q avec c′q = c′−q et c′′q = −c′′−q (78)

on trouve à l’équilibre thermique :

〈(c′q)2〉 = 〈(c′′q)2〉 =
kBT

2εq
. (79)

Notons que l’on trouve ici que la population moyenne 〈|cq|2〉 d’un mode q
donné est égale à kBT/εq , comme nous l’avions annoncé en (20) en posant
les bases de la théorie de champ classique.

3-4 Corrélations en phase à l’équilibre thermique

Considérons maintenant la différence de phase θ(r)− θ(0) qui apparaît
dans (72). On a :

θ(r)− θ(0) =
∑

q

(
c′q + ic′′q

) (
eiq·r − 1

)

= −2
∑

q,qx>0

{
c′q [1− cos(q · r)] + c′′q sin(q · r)

}
(80)
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ce qui donne quand on prend la moyenne du carré de cette expression à
l’équilibre thermique

〈[θ(r)− θ(0)]
2〉 = 4

∑

q,qx>0

〈(c′q)2〉 [1− cos(q · r)]
2

+ 〈(c′′q)2〉 sin2(q · r)

= 4
∑

q,qx>0

kBT

εq
[1− cos(q · r)]

= 2
∑

q

kBT

εq
[1− cos(q · r)] (81)

où l’on relâché la contrainte qx > 0 dans la dernière ligne. En transformant
cette somme discrète en intégrale, on arrive à

〈[θ(r)− θ(0)]
2〉 = 2

L2

4π2

∫
kBT

ε(q)
[1− cos(q · r)] d2q

=
1

π

1

ρsλ2T

∫
1− cos(q · r)

q2
d2q. (82)

La fonction

f(r) =
1

(2π)2

∫
1− cos(q · r)

q2
d2q (83)

peut être estimée en remarquant que son laplacien a une expression
simple :

∇2f(r) =
1

(2π)2

∫
cos(q · r) d2q =

1

(2π)2

∫
eiq·r d2q = δ(r) (84)

ce qui s’intègre à deux dimensions 6 en

f(r) =
1

2π
ln(r) + constante. (86)

Il n’est toutefois pas immédiat de fixer la valeur pertinente de la constante,
puisque cette fonction n’admet pas de limite finie ni à courte, ni à longue
distance.

6. C’est l’équivalent bi-dimensionnel de

3D : ∇2f(r) = δ(r) ⇒ f(r) =
1

4πr
+ constante. (85)

Pour ce qui va suivre, il est instructif d’évaluer cette intégrale "à la
main", en coupant – pour une valeur de r donnée – l’espace des vecteurs
d’onde en deux parties comme nous l’avions fait dans le premier chapitre
lors de notre étude d’un cristal :

(2π)2 f(r) =

∫

|q|<π/r

1− cos(q · r)

q2
d2q +

∫

|q|>π/r

1− cos(q · r)

q2
d2q

≈
∫

|q|<π/r

(q · r)2/2

q2
d2q +

∫

|q|>π/r

1

q2
d2q (87)

La première partie, dans laquelle on a remplacé le cosinus par son ap-
proximation au voisinage de 0, donne après intégration une contribution
constante, égale à π/4. La seconde partie, dans laquelle on a pris une
moyenne nulle pour le cosinus, diverge du côté des grandes valeurs de
q. Mettons comme expliqué ci-dessus une coupure au niveau du vecteur
d’onde π/λT . On arrive alors à

f(r) ≈ π

16
+

1

2π
ln(r/λT ). (88)

soit, en négligeant le terme constant devant le logarithme, qui est a priori
grand devant 1 si on s’intéresse aux grandes valeurs de r :

f(r) ≈ 1

2π
ln(r/λT ). (89)

Nous disposons maintenant de tous les ingrédients nécessaires pour
évaluer la fonction de corrélation en phase. Nous trouvons tout d’abord :

〈[θ(r)− θ(0)]
2〉 ≈ 2

ρsλ2T
ln(r/λT ) (90)

puis en injectant ce résultat dans la fonction G1 et en utilisant le résultat
〈eiu〉 = e−〈u

2〉/2 pour une variable gaussienne u :

G1(r) = 〈ψ(r) ψ∗(0)〉
≈ ρ 〈ei[θ(r)−θ(0)]〉
≈ ρ e−〈[θ(r)−θ(0)]

2〉/2

≈ ρ

(
λT
r

)α
avec α =

1

ρsλ2T
. (91)
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FIGURE 7. Ligne continue noire : variation de G1 pour une densité dans l’espace
des phases D = 10 pour le cas algébrique (en présence d’interactions), G1(r) ∼
(λT /r)

1/D. Ligne pointillée rouge : cas sans interaction, G1(r) ∼ e−r/` avec
` = (λT /

√
4π) eD/2 ≈ 40λT .

Nous trouvons donc une décroissance algébrique pour la fonction
G1(r) quand r → ∞. Cette conclusion est compatible avec le théorème de
Mermin–Wagner–Hohenberg, ce qui est rassurant. Mais on note que cette
décroissance est beaucoup moins rapide que celle trouvée pour le gaz par-
fait au chapitre précédent, qui était de nature exponentielle en e−r/` avec
` = (λT /

√
4π) eρλ

2
T /2. Par ailleurs, nous verrons au chapitre suivant que

la phase superfluide, quand elle existe, vérifie toujours ρsλ2T > 4, ce qui
signifie que la décroissance (91) est toujours plus lente que r−1/4.

Exemple pratique. À ce stade, il est utile d’examiner un exemple réaliste
pour voir combien le cas du gaz en interaction diffère de celui du gaz par-
fait. Prenons pour simplifier ρ = ρs et considérons une densité dans l’es-
pace des phases D = ρλ2T = 10, correspondant à un gaz assez fortement
dégénéré (figure 7).

— On trouve pour le gaz parfait une distance caractéristique de décrois-
sance ` ≈ 40λT . Pour un échantillon de taille L = 300λT , la fonction
G1(r) décroît par un facteur > 1000 d’un bord à l’autre de l’échan-
tillon : il n’y a aucune cohérence de phase appréciable à cette distance.

— Passons maintenant à un gaz en interaction, pour lequel la loi de dé-
croissance algébrique (91) nous indique que la fonction G1(r) décroit
entre r = λT et r = L par le facteur (300)1/10 < 2 : il subsiste une forte
cohérence de phase entre les deux bords de l’échantillon, comparable
à ce qu’on attend pour un vrai condensat.

Cet exemple montre combien le changement de type de décroissance, d’ex-
ponentielle à algébrique, modifie radicalement la cohérence de phase de
ce système. Cette cohérence est induite par les interactions répulsives, qui
sont responsables du gel des fluctuations de densité. Dans des systèmes de
taille finie raisonnable, elle est également à l’origine d’une fraction conden-
sée importante. La fraction condensée dans un système de taille L peut en
effet se définir comme la valeur deG1(L) [cf. cours 2015-16] et l’exemple ci-
dessus nous montre que pour les paramètres envisagés, la fraction conden-
sée est supérieure à 50 %, une fois que les interactions répulsives ont joué
leur rôle de « lisseur de densité ».

Plus généralement, ces considérations indiquent combien la notion de
limite thermodynamique pour des systèmes de dimension réduite est déli-
cate à prendre. Si, en accord avec le théorème de Mermin-Wagner, on défi-
nit cette limite comme un gaz dont la fraction condensée G1(L) ne dépasse
pas 1 % (valeur arbitraire, mais parlante), on voit que la taille L à prendre
est

(
λT
L

)α
= 0.01 → L =

λT
(0.01)1/α

= 1020 λT . (92)

On retrouve ici le fameux argument de BRAMWELL & HOLDSWORTH

(1994) qui dans le contexte de la magnétisation de systèmes 2D, montraient
qu’il faudrait des échantillons de la taille de "l’état du Texas" pour atteindre
la limite thermodynamique.

Nous sommes donc dans une situation subtile où le théorème de
Mermin–Wagner interdit l’ordre à longue portée et l’apparition d’un
condensat à la limite thermodynamique, mais où les interactions entre
atomes permettent d’établir un quasi-ordre qui, dans beaucoup de cas réa-
listes de taille finie, "simule" l’existence d’un véritable condensat.
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FIGURE 8. Le modèle xy à deux dimensions, qui peut être considéré comme la
version discrétisée du gaz de Bose dont on a gelé les fluctuations de densité.

3-5 Le modèle xy et son implémentation avec des atomes

L’hamiltonien effectif que nous avons étudié dans cette section, Ĥ ∝∫
(∇θ)

2, possède une version discrète qui est un modèle très utilisé en
physique statistique, le modèle xy [voir par exemple KARDAR (2007)]. On
considère un réseau régulier et on dispose en chaque site j du réseau un
vecteur unitaire Sj évoluant dans un espace fictif à deux dimensions (d’où
le nom de modèle xy). Ce vecteur peut être paramétré par l’angle θj (défini
modulo 2π) qu’il fait avec une direction de référence. Dans le problème 2D
qui nous intéresse, le réseau régulier est lui-même de dimension 2 ; ce peut
être un réseau carré comme sur la figure 8 ou un réseau triangulaire.

Dans la version la plus simple du modèle xy, on se limite à une interac-
tion entre sites voisins que l’on écrit

Ĥ = −J
∑

〈i,j〉
Si · Sj = −J

∑

〈i,j〉
cos (θj − θj) . (93)

Le choix J > 0 conduit à un état fondamental où tous les θj sont égaux
entre eux. Les excitations de basse énergie correspondent à des varia-
tions lentes des θj , de sorte qu’un développement limité du cosinus re-

FIGURE 9. Réseau triangulaire de micro-condensats piégés aux nœuds d’un ré-
seau optique, avec un couplage tunnel entre proches voisins. Chaque site contient
environ 7000 atomes, ce qui assure que la phase d’un micro-condensat est bien
définie. Cette expérience constitue une implémentation pratique du modèle xy.
Figure extraite de SCHWEIKHARD, TUNG et al. (2007).

donne bien l’hamiltonien
∫

(∇θ)
2 après passage à la limite continue. Le

modèle xy conduit à un comportement similaire au modèle continu que
nous avons étudié : à basse température, décroissance algébrique de la
fonction de corrélation à un corps comme nous l’avons vu ci-dessus ; au
dessus d’une température critique, transition BKT vers un état complète-
ment désordonné similaire à ce que nous verrons dans le prochain cours.
L’intérêt de ce modèle sur réseau est d’une part de fournir de manière na-
turelle une coupure à haute énergie évitant les divergences ultra-violettes,
et d’autre part de permettre l’utilisation de méthodes de résolution propres
aux modèles périodiques comme les matrices de transfert.

Ce modèle xy a été réalisé expérimentalement avec un gaz d’atomes
froids par SCHWEIKHARD, TUNG et al. (2007). Partant d’un condensat 3D
de forme approximativement sphérique, les chercheurs de Boulder ont uti-
lisé un réseau optique pour découper environ 200 tubes verticaux et for-
mant un réseau triangulaire dans un plan horizontal (figure 9). Chaque
tube contient environ 7000 atomes ; ce nombre est suffisamment grand
pour que chaque tube constitue un micro-condensat de phase bien défi-
nie, qui joue le rôle de la variable θj du modèle xy. Chaque tube est couplé
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à ses six voisins par effet tunnel, réalisant ainsi l’équivalent de jonctions Jo-
sephson. L’élément de matrice tunnel joue quant à lui le rôle du couplage
J de l’hamiltonien du modèle xy. Nous n’irons pas plus loin pour l’instant
dans la description de cette expérience ; notons simplement qu’elle a per-
mis, à l’instar de celles menées sur des gaz continus, d’observer le méca-
nisme BKT en détectant au dessus d’une valeur critique du paramètre J/T
la prolifération de vortex lorsque tous les micro-condensats sont fusionnés
entre eux.

4 L’approche de Bogoliubov

Nous allons maintenant chercher à aller au-delà de l’approche "densité
gelée" développée au paragraphe précédent, pour acquérir une vision plus
complète de la dynamique du fluide dans le régime de basse température.
Nous allons pour cela utiliser le formalisme de Bogoliubov, dans une ver-
sion adaptée 7 au cas des quasi-condensats (MORA & CASTIN 2003 ; CAS-
TIN 2004). L’idée ne sera pas d’écrire comme à 3D ψ(r) = ψ0 + δψ(r) avec
ψ0 =

√
ρ0 eiθ0 , où δψ serait en tout point petit devant ψ0. En effet, il n’y a

pas de phase homogène θ0 dans notre fluide 2D. Notre approche sera de
faire un développement en puissance des fluctuations de densité, en lais-
sant à la phase la possibilité de varier de manière important sur l’étendue
de l’échantillon (tout en restant développable en série de Fourier, ce qui
exclut comme précédemment les vortex).

4-1 Équations du mouvement « amplitude – phase »

Partant de l’expression ψ(r, t) =
√
ρ(r, t) eiθ(r,t), nous allons supposer

que la phase θ varie lentement dans l’espace et peut être développée en
série de Fourier, comme au paragraphe précédent :

θ(r, t) =
∑

q

cq(t) eiq·r (94)

7. Le programme de MORA & CASTIN (2003) est en fait plus ambitieux que le nôtre puis-
qu’il s’agit de donner un sens aux opérateurs densité et phase dans le cadre de la théorie
des champs quantiques. Ceci est possible de manière approchée en discrétisant l’espace et en
s’assurant que chaque site du réseau contient en moyenne un grand nombre de particules.

Nous supposerons également que les fluctuations relatives de densité sont
faibles. Comme indiqué plus haut [cf. (68)], cette hypothèse est valable
pourvu que la densité dans l’espace des phases soit suffisamment grande.
La densité peut donc s’écrire

ρ(r, t) = ρ0 (1 + 2η(r, t)) avec ρ0 =
N

L2
et η � 1. (95)

La fonction η peut également être décomposée en série de Fourier :

η(r, t) =
∑

q

dq(t) eiq·r. (96)

Les fonctions θ et η sont réelles, ce qui implique c∗q = c−q et d∗q = d−q . La
conservation de la norme entraîne

∫
η d3r = 0 → d0 = 0. (97)

La fonctionnelle d’énergie (33)

E[ψ] =
~2

2m

∫ (
|∇ψ|2 + g̃|ψ|4

)
d2r

=
~2

2m

∫ (
ρ(∇θ)2 +

(∇ρ)2

4ρ
+ g̃ρ2

)
d2r (98)

s’écrit avec ce paramétrage :

E[ψ] =
~2

2m
g̃ρ0N +

~2

2m
ρ0

∫ [
(∇θ)

2
+ (∇η)

2
+ 4 g̃ρ0 η

2(r)
]

d2r,

=
~2

2m
g̃ρ0N +

~2

2m
N
∑

q

[
q2 |cq|2 +

(
q2 + 4g̃ρ0

)
|dq|2

]
. (99)

L’équation de Gross–Pitaevskii dépendante du temps (39) conduit alors
aux deux équations couplées 8

(
2m

~

)
∂θ

∂t
= ∇2η − 4 g̃ρ0 η , (100)

(
2m

~

)
∂η

∂t
= − ∇2θ. (101)

8. Avec les variables adoptées ici, le lagrangien dynamique peut être pris égal à
Ldyn[ψ(r)] = −2~ρ0 θ̇ η.
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FIGURE 10. Relation de dispersion de Bogoliubov (104). La droite pointillée cor-
respond à l’approximation linéaire (106) aux petites valeurs de q déterminant le
régime de phonons. La courbe parabolique en tirets correspond aux grandes valeurs
de q où l’on retrouve le régime de particule libre (108).

L’évolution des coefficients cq et dq déduite de (100–101) s’écrit :
(

2m

~

)
ċq = −

(
q2 + 4 g̃ρ0

)
dq ,

(
2m

~

)
ḋq = q2 cq . (102)

Pour q = 0, on obtient ċ0 = 0, ce qui traduit le fait que la phase globale du
gaz n’évolue pas puisque l’énergie du fondamental de (99) vaut 0.

En éliminant une des deux variables (cq ou dq) au profit de l’autre, on
obtient l’évolution

c̈q + ω2
qcq = 0, d̈q + ω2

qdq = 0, (103)

avec la fréquence ωq donnée par

ωq =
~

2m

[
q2
(
q2 + 4 g̃ρ0

)]1/2
, (104)

ce qui n’est autre que le spectre bien connu de Bogoliubov dont nous allons
rappeler ci-dessous quelques propriétés.

4-2 Spectre de Bogoliubov et ondes sonores

La formule de Bogoliubov fournit la relation de dispersion reliant le
vecteur d’onde q d’une perturbation et sa fréquence ωq . Compte tenu de la
forme (104), il est naturel de séparer deux régimes (figure 10) :

— La partie de petit vecteur d’onde

q2 � 4 g̃ρ0 (105)

pour laquelle on trouve un spectre d’ondes sonores (phonons) :

ωq = c0q avec c0 =
~
m

√
g̃ρ0. (106)

— La partie de grands vecteurs d’onde :

q2 � 4 g̃ρ0 (107)

pour laquelle on retrouve un spectre de particule libre, décalé de
l’énergie d’interaction εint

~ωq =
~2q2

2m
+ εint avec εint =

~2

m
g̃ρ0. (108)

La forme du spectre d’excitation de Bogoliubov, démarrant linéaire-
ment à bas vecteur d’onde, est souvent présenté comme une condition suf-
fisante de superfluidité. En effet, en utilisant le critère de Landau, on en dé-
duit qu’une impureté bougeant suffisamment lentement ne peut pas exci-
ter le fluide et n’est donc pas freinée. Toutefois, la définition plus complète
d’un état superfluide passe par la notion de métastabilité de courants et de
rigidité en phase [voir par exemple MA (1985) ainsi que le cours 2015-16].
Nous avons déjà mentionné que le gaz de Bose décrit par la fonctionnelle
d’énergie (71) présente cette rigidité et est donc bien superfluide. Nous au-
rons l’occasion de revenir sur ce point et le généraliser dans le prochain
cours.

Mise en évidence d’ondes sonores à 2D. L’étude de la propagation
d’ondes sonores dans des gaz atomiques dégénérés a fait l’objet de nom-
breuses études. Ces dernières sont souvent menées dans des pièges har-
moniques, de sorte que la densité varie à la fois dans le plan d’onde et le
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FIGURE 11. Mise en évidence d’ondes sonores dans un gaz 2D d’atomes de rubi-
dium. Le gaz est confiné dans une boîte rectangulaire et l’onde sonore est générée
en modulant brièvement la densité atomique sur un côté de la boîte.

long de la direction de propagation. Cette inhomogénéité peut bien sûr être
prise en compte dans la description théorique, mais complique malgré tout
la comparaison avec les résultats expérimentaux. Récemment, l’équipe du
LKB–Collège de France 9 a réalisé une expérience visant à mesurer la pro-
pagation d’ondes sonores dans un gaz 2D uniforme. Ce gaz est piégé dans
une "boîte" rectangulaire dont les parois sont formées par de la lumière. La
densité atomique sur un côté du rectangle est modulée temporellement à
l’aide d’un faisceau lumineux annexe, ce qui génère un paquet d’ondes qui
se propage dans le gaz pendant une assez longue durée (plusieurs dizaines
de millisecondes) en rebondissant sur les parois de la boîte. On peut ainsi
effectuer une mesure précise de la vitesse du son dans ce gaz. L’expérience
représentée sur la figure 11 conduit à c0 = 2.0 mm/s, en bon accord avec
la prédiction faite plus haut (g̃ = 0.15, ρ0 = 50µm−2).

L’étude que nous venons de faire est valable à basse température, où
l’on s’intéresse au mouvement de l’ensemble du fluide. À plus haute tem-
pérature, la situation est plus complexe car il faut considérer les mouve-
ments indépendants de la composante superfluide et de la composante
normale. Le formalisme général est présenté pour le cas bi-dimensionnel
par OZAWA & STRINGARI (2014).

9. Cette expérience a été faite par Monika Aidelsburger, Jérôme Beugnon, Sylvain Nas-
cimbene, Raphaël Saint-Jalm et Jean-Loup Ville.

4-3 Fluctuations de phase et fluctuations de densité

Considérons un mode de Bogoliubov caractérisé par les amplitudes c̄q
et d̄q des modulations de phase et de densité. On obtient à partir du sys-
tème (102) :

d̄q
c̄q

=
q√

q2 + 4 g̃ρ0
. (109)

Pour q petit, plus précisément quand q2 � 4g̃ρ0 c’est-à-dire q � 1
ξ , on

trouve d̄q � c̄q , ce qui signifie que les modes consistent essentiellement
en une oscillation de la phase, la densité n’étant presque pas affectée. Ceci
valide a posteriori l’approche suivie en § 3, où nous nous étions concentrés
sur les fluctuations de phase pour trouver le comportement du fluide à
grande échelle spatiale, c’est-à-dire à petit vecteur d’onde.

Nous avons donc déjà caractérisé l’effet essentiel des fluctuations de
phase, à savoir l’émergence d’un quasi-ordre à longue portée. Intéressons-
nous maintenant aux fluctuations de densité à l’équilibre thermique, ne
serait-ce que pour vérifier que l’hypothèse de linéarisation de ces fluctua-
tions, via la fonction η(r), est bien cohérente avec le résultat final.

Partons de :
∆ρ2

ρ20
=
〈ρ2(0)〉
ρ20

− 1 = 4
∑

q

〈|dq|2〉 (110)

Pour évaluer cette quantité, nous allons utiliser le théorème d’équipartition
de l’énergie pour le champ classique η(r). Comme nous l’avons expliqué
plus haut, pour éviter des divergences de type "corps noir" sans passer
par une quantification de ce champ, nous attribuons une énergie moyenne
kBT/2 à tous les modes d’énergie ~ωq inférieure à kBT , et nous suppose-
rons que les modes d’énergie supérieure sont non peuplés. Ceci conduit à :

~2

m
N
(
q2 + 4g̃ρ0

)
〈|dq|2〉 =

{
kBT if ~ωq < kBT ,
0 if ~ωq > kBT .

(111)

Le calcul des fluctuations de densité peut alors être fait explicitement à
partir de (110) :

∆ρ2

ρ20
=

2

πρ0λ2T

∫
1

q2 + 4g̃ρ0
d2q ≈ 2

ρ0λ2T
log

(
kBT

Eint/N
.

)
(112)
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Comme nous l’avons écrit plus haut, l’énergie thermique kBT est générale-
ment supérieure à l’énergie d’interaction par particule Eint/N . Le rapport
entre ces deux quantités peut atteindre en pratique une valeur de l’ordre de
quelques dizaines, de sorte que le logarithme est lui-même compris entre
1 et 3. Le dénominateur de l’expression ci-dessus est quant à lui égal à la
densité dans l’espace des phases, qui doit valoir au moins la dizaine pour
que la transition superfluide soit atteinte (cf. chapitre 4) ; il peut monter en
pratique jusqu’à la centaine pour des échantillons froids et denses. On en
déduit que ∆ρ � ρ0 pour ces échantillons froids, ce qui justifie l’approxi-
mation des faibles fluctuations de densité et leur linéarisation utilisée dans
cette section.
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