
Chapitre 5

Les oscillations de Bloch dans un réseau optique
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Dans le chapitre précédent, nous avons étudié la dynamique d’atomes
placés dans un réseau optique dont le potentiel périodique V(x, t) dépend
du temps. Dans le cas où cette dépendance se ramène à un déplacement
du réseau

V(x, t) = V (x− x0(t)), (5.1)

nous avons montré que l’on peut, grâce à une transformation unitaire, ana-
lyser le problème dans le référentiel en mouvement avec le réseau. On se
ramène alors au problème du réseau immobile V (x) auquel on superpose
la force d’inertie F (t) = −mẍ0(t).

Il est donc naturel à ce stade d’approfondir la question de la dyna-
mique d’une particule soumise simultanément à un potentiel périodique
indépendant du temps et une force uniforme dans l’espace. Le cas le plus
simple est celui d’une force F indépendante du temps, et c’est ce cas qui
va nous occuper dans la plus grande partie du cours. Notre hamiltonien
de départ sera donc

Ĥ =
p̂2

2m
+ V (x̂)− F x̂. (5.2)

Ce problème a initialement été abordé par Zener pour modéliser le com-
portement d’un électron dans un réseau cristallin, soumis à un champ élec-
trique extérieur. L’hamiltonien (5.2) décrit alors le mouvement de la parti-
cule dans le référentiel du laboratoire. On rencontre ce même problème
avec des atomes froids dans un réseau stationnaire auquel on superpose la
gravité ou la force de type Stern et Gerlach créée par un gradient de champ
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magnétique.

Par ailleurs, en revenant à l’équivalence entre un réseau mobile (sans
force additionnelle) et un réseau fixe superposé à F (t), on voit que l’on
peut créer ce potentiel en partant d’un réseau périodique en mouvement
uniformément accéléré dans le référentiel du laboratoire : si on prend
x0(t) = −Ft2/(2m) dans l’hamiltonien

Ĥ2(t) =
p̂2

2m
+ V (x̂− x0(t)), (5.3)

on se ramène à l’hamiltonien (5.2) en passant dans le référentiel uniformé-
ment accéléré dans lequel le réseau est immobile, après la transformation
unitaire donnée au cours précédent.

Les oscillations de Bloch d’atomes froids dans des réseaux optiques sont
devenues ces dernières années un outil puissant qu’on rencontre dans de
nombreuses applications : mesure de la gravité, étude de champs de force
au voisinage des surfaces, séparateur de faisceaux pour l’interférométrie
atomique. Même si les atomes froids ne sont pas le premier système phy-
sique sur lequel les oscillations ont été observées (voir par exemple l’ar-
ticle de revue de Mendez & Bastard (1993) pour des études menés sur des
super-réseaux solides), la richesse des applications pour les gaz atomiques
pour les gaz froids en fait un objet d’étude très riche et très varié.

1 Le principe des oscillations de Bloch

1-1 Le défilement du quasi-moment

Dans le cours précédent, nous avons étudié l’évolution d’une particule
sous l’effet d’un hamiltonien de type

Ĥ =
p̂2

2m
+ V (x̂)− F (t) x̂. (5.4)

où V (x) est périodique de période a. Nous avons montré en particulier que
la forme de Bloch est préservée lors de l’évolution. Un état initial

ψ(x, 0) = eixqin u(x, 0) (5.5)

va garder cette forme et s’écrire à l’instant t

ψ(x, t) = eixq(t) u(x, t). (5.6)

Le quasi-moment q(t) est donné par

q(t) = qin +
1

~

∫ t

0

F (t′) dt′. (5.7)

Pour le cas qui nous intéresse ici, la force F est indépendante du temps et
q(t) évolue linéairement en temps

q(t) = qin + Ft/~. (5.8)

Une échelle de temps et une échelle d’énergie s’introduisent donc naturel-
lement : le temps

τB = 2~k/F (5.9)

représente la durée nécessaire pour que q(t) balaye la zone de Brillouin,
d’extension 2k = 2π/a. À ce temps est associée la pulsation ωB = 2π/τB et
l’énergie

~ωB = πF/k = Fa. (5.10)

Cette énergie représente le travail de la force F sur une période du poten-
tiel V (x) ; c’est donc la chute en énergie entre deux minima locaux succes-
sifs du potentiel V (x)− Fx (cf. figure 5.1 ).

À ce stade, nous ne pouvons encore rien dire sur la fonction spatiale-
ment périodique u(x, t) qui vient multiplier eiq(t)x dans (5.6), si ce n’est
qu’elle est solution de

i~
d

dt
|u(t)〉 = Ĥper.[q(t)] |u(t)〉, (5.11)

où Ĥper.[q] est l’hamiltonien pour la partie périodique des fonctions de
Bloch :

Ĥper.[q] =
(p̂+ ~q)2

2m
+ V (x̂). (5.12)

C’est l’approximation adiabatique qui, comme au chapitre précédent dans
le cas d’une force sinusoïdale, va nous permettre de progresser.
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FIGURE 5.1. Potentiel V (x) − Fx donnant naissance aux oscillations de Bloch,
avec ici V (x) = V0 sin2(πx/a) et ~ωB ≡ Fa = V0/5. La différence d’énergie
entre les deux traits horizontaux est égale à ~ωB.

1-2 L’approximation adiabatique

À partir de maintenant, nous supposons que l’état initial eiqinx u(x, 0)
est une fonction de Bloch, c’est-à-dire un état propre ψn,qin(x) de la nième

bande d’énergie de l’hamiltonien

Ĥ0 =
p̂2

2m
+ V (x̂) (5.13)

correspondant au cas F = 0. En d’autres termes, la fonction u(x, 0) =
〈x|u(t = 0)〉 coïncide (à une phase près) avec l’état propre un,qin(x) de l’ha-
miltonien Ĥper.[qin] pour la partie périodique (5.12).

L’approximation adiabatique consiste à poser que l’état |u(t)〉 solution
de (5.11) reste (à une phase globale près) égal à |un,q(t)〉, soit

ψ(x, t) ∝ eixq(t) un,q(t)(x). (5.14)

Puisque le quasi-moment q(t) défile à vitesse uniforme et parcourt la zone
de Brillouin en un temps τB, l’évolution dans le temps de ψ(x, t) est pé-
riodique (à une phase globale près 1), avec cette même période τB. Ce dé-
filement est représenté sur la figure 5.2 dans la représentation dite de zone
répétée.

1. Nous ne nous préoccuperons pas de la phase (Zak 1989) accumulée au cours d’une
oscillation dans ce chapitre, ce sujet faisant l’objet d’un cours ultérieur.
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FIGURE 5.2. Le défilement du quasi-moment dans le schéma de bande étendue.
Le régime des oscillations de Bloch correspond à la situation où la particule suit
adiabatiquement le niveau d’énergie initial (ici la courbe rouge) et ne bascule pas
vers un autre niveau d’énergie (ici la courbe bleue). La zone « dangereuse » est
située aux points où q/k est un entier impair, là où les bandes rouge et bleue sont
les plus proches. Cette figure est tracée pour V0 = Er.

Cette évolution périodique de l’état de la particule soumise à une force
uniforme (en plus du potentiel V (x)) est un phénomène remarquable, qui
trouve son origine dans la structure en bandes d’énergies du spectre de
l’hamiltonien non perturbé. L’appellation Oscillations de Bloch pour ce phé-
nomène est assez paradoxale. En effet, ce effet n’est pas décrit dans le pa-
pier séminal de Bloch (1929) sur la physique quantique des électrons dans
les cristaux. Sa première apparition publique semble dater de l’article de
Zener (1934). Un autre paradoxe est que l’oscillation n’est pas ce qui inté-
ressait Zener. Il recherchait l’effet qu’un champ électrique pouvait avoir sur
un isolant et c’était donc les transition interbandes que nous allons voir un
peu plus tard dans ce cours qui motivaient son étude : le but était de trou-
ver une force F assez grande pour que le suivi adiabatique n’ait pas lieu,
l’oscillation elle-même étant probablement considérée comme « triviale »
par Zener...

Il est d’ailleurs intéressant de jeter un œil sur la première figure de l’ar-
ticle de Zener de 1934, avec laquelle il interprète le phénomène d’oscil-
lation (voir Figure 5.3). Il y fait une « approximation locale » des bandes
d’énergie, en traçant ces bandes en fonction de la position après leur avoir
ajouté l’énergie potentielle −Fx. Les bandes interdites sont représentées

Cours 5 – page 3



LES OSCILLATIONS DE BLOCH DANS UN RÉSEAU OPTIQUE § 1. Le principe des oscillations de Bloch

 on January 19, 2013rspa.royalsocietypublishing.orgDownloaded from 

FIGURE 5.3. Figure tirée de l’article original de Zener (1934), représentant des
bandes d’énergies « tiltées » sous l’effet du potentiel −Fx.

par les zones hachurées. Le trait horizontal représente une énergie pos-
sible pour un électron. Cet électron part du point A, est accéléré par la
force F jusqu’à arriver au pointB, et il peut alors (i) faire demi-tour et c’est
le phénomène d’oscillation ou (ii) passer par effet tunnel au pointC, bas de
la bande d’énergie suivante, et contribuer ainsi à la conduction électrique.
On déduit de cette image l’amplitude des oscillations dans l’espace réel,
xB − xA = ∆E/F , où ∆E est la largeur de la bande permise initialement
occupée.

Ce résultat concernant l’amplitude des oscillations dans l’espace réel
peut se retrouver en considérant un paquet d’ondes de centre q̄(t) dans
l’espace des moments, et dont la dispersion en q reste à chaque instant pe-
tite devant k. Dans l’espace réel, notons x̄(t) le centre de ce paquet d’ondes ;
la vitesse moyenne de déplacement du paquet d’ondes est donnée par la
vitesse de groupe

dx̄

dt
= vg(t) =

1

~
dEn,q

dq

∣∣∣∣
q=q̄(t)

, (5.15)

qui évolue périodiquement dans le temps. Cette équation d’évolution s’in-

tègre pour donner

x̄(t)− x̄(0) =
1

~

∫ t

0

dEn,q
dq

dt =
1

F

∫ q(t)

qin

dEn,q
dq

dq, (5.16)

où on a utilisé la relation q = Ft/~. On arrive finalement à

x̄(t)− x̄(0) =
1

F

(
En,q̄(t) − En,qin

)
, (5.17)

qui correspond à la relation pressentie à partir de la figure 5.3.

Il existe plusieurs manières de représenter le phénomène d’oscillations
de Bloch. Nous avons jusqu’ici privilégié celle tirant parti de la structure
de bande du diagramme d’énergie (en absence de force). Un autre point
de vue très utile, directement inspiré par l’optique quantique, est repré-
senté sur la figure 5.4ab. Ce point de vue, valable pour les faibles profon-
deurs de réseau, consiste à traiter perturbativement l’effet du réseau sous
forme de transitions multi-photoniques pouvant se produire quand une
condition de résonance est satisfaite. On trace d’abord la relation de dis-
persion E = p2/2m en absence de réseau ; la présence de la force F va for-
cer l’atome à parcourir l’espace des impulsions selon la loi ṗ = F . Quand
un atome, parti par exemple de p = 0 arrive en p = ~k, une transition à
deux photons résonnante peut le faire basculer vers p = −~k (5.4a). Cette
bascule peut aussi être vue comme une réflexion de Bragg totale de l’onde
atomique de longueur d’onde 2π/k sur le réseau de pas π/k. L’accéléra-
tion reprend à partir à partir de ce point p = −~k et on assiste alors à
l’oscillation périodique, de fréquence F/(2~k) = ωB/2π, prévue plus haut.
Cette image se généralise sans difficulté aux oscillations de Bloch dans les
bandes supérieures. La figure 5.4b représente par exemple l’oscillation de
Bloch dans la première zone excitée, n = 1, en terme de deux transitions
multi-photoniques, l’une à deux photons, et l’autre à quatre photons.

Le dernier point de vue sur ces oscillations de Bloch que nous mention-
nerons ici est basé sur le développement en ondes planes des fonctions de
Bloch, qui s’exprime en fonction de la transformée de Fourier des fonctions
de Wannier (cf. cours 3) :

ψn,q(x) =
1√
a

∑
j∈Z

w̃n(q + 2πj/a) eix(q+2πj/a). (5.18)
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FIGURE 5.4. Représentation des oscillations de Bloch dans la bande fondamentale
(n = 0) à gauche et dans la première bande excitée (n = 1) à droite, en termes
de transitions multi-photoniques. Sous l’effet de la force constante F , l’impulsion
augmente linéairement avec le temps (ṗ = F ). Quand l’impulsion de l’atome
est telle qu’une transition multi-photonique résonante, représentée par les lignes
pointillées noires, peut se produire (p/~k entier non nul), une réflexion de Bragg
se produit et l’impulsion de l’atome bascule de p à−p. La fréquence de l’oscillation,
indépendante de la bande, est F/(2~k) = ωB/2π.

Lors de l’oscillation, ce peigne d’impulsions défile à vitesse constante et
l’amplitude des différentes composantes suit l’enveloppe donnée par la
fonction w̃n(κ), transformée de Fourier de la fonction de Wannier wn,0(x).

2 Observations expérimentales

2-1 Premières expériences avec des atomes froids

En optique quantique, les premières oscillations de Bloch ont été ob-
servées dans les groupes de Christophe Salomon à Paris et Mark Raizen à
Austin (Wilkinson et al. 1996; Niu et al. 1996; Ben Dahan et al. 1996; Peik
et al. 1997; Raizen et al. 1997). Ces observations faisaient suite à une mise
en évidence dans des échantillons solides, en particulier dans des super-

réseaux (Mendez & Bastard 1993). Aussi bien à Paris qu’à Austin, la force
F était une force d’inertie, F = −mẍ0, obtenue grâce à un réseau accéléré

V (x, t) = V0 sin2 [k(x− x0(t))] (5.19)

avec x0(t) = γt2/2. Rappelons qu’une telle accélération est réalisée en fai-
sant varier dans le temps les phases φ1 et φ2 des deux ondes progressives
ei(kx−ωt−φ1) et e−i(kx+ωt+φ2) composant le réseau. Cette accélération a peut
par exemple être obtenue en choisissant

φ1(t) = kγt2/2, φ2(t) = −kγt2/2, (5.20)

ce qui correspond aux « fréquences instantanées »

ω1 = ω +
dφ1

dt
= ω + kγt, ω2 = ω +

dφ2

dt
= ω − kγt. (5.21)

L’expérience de Paris était menée avec des atomes de césium (m = 133)
alors que l’expérience d’Austin utilisait des atomes de sodium (m = 23). Ce
facteur significatif sur les masses, associé à un facteur également significa-
tif sur les longueurs d’onde des réseaux utilisés, entraine des différences
qualitatives importantes sur les accélérations compatibles avec un suivi
adiabatique (voir par exemple le tableau 5.1). En pratique, l’accélération
typique des expériences de Paris se situait entre 1 et quelques dizaines de
ms−2, alors que celles utilisées à Austin allaient jusqu’à plusieurs milliers
de ms−2. Dans les deux cas, la profondeur du réseau V0 mesurée en unité
de Er était de l’ordre de quelques unités.

On a représenté sur la figure 5.5 quelques résultats illustrant ces oscil-
lations mesurées dans le référentiel du réseau (données extraites de Ben
Dahan et al. (1996); Peik et al. (1997)). On voit dans la colonne de gauche
l’évolution périodique de la distribution en impulsion. Dans la colonne
de droite, on a représenté l’évolution de la vitesse moyenne du paquet
d’ondes, en bon accord avec la loi (5.15). On notera en particulier la dé-
formation de cette courbe quand on va des petits V0/Er (liaisons faibles, en
haut) vers les grands V0/Er (liaisons fortes, en bas) :

– Dans le cas des liaisons faibles, on a E0,q ≈ ~2q2/2m sauf en bord de
zone, et la vitesse de groupe est donc presque partout égale à ~q/m,
c’est-à-dire une fonction linéaire du temps puisque q(t) = q0+Ft/~. La
réflexion de Bragg en bord de zone correspond à une variation rapide
de v, d’où cette évolution en dents de scie.
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FIG. 2. Bloch oscillations of atoms: momentum distributions
in the accelerated frame for equidistant values of the accel-
eration time ta between ta ≠ 0 and ta ≠ tB ≠ 8.2 ms. The
light potential depth is U0 ≠ 2.3ER and the acceleration is
a ≠ 20.85 mys2. The small peak in the right wing of the first
five spectra is an artifact.

These results can be explained as follows. Bloch states
of quasimomentum q are coherent superpositions of
plane waves, i.e., momentum states jp ≠ h̄sq 1 2jkdl
(j integer). Because of the applied force, q evolves in
time according to (1) with the initial condition qs0d ≠ 0.
In the perturbative case considered here (U0 ø 16ER),
for qstad , 0 the Bloch state jn ≠ 0, qstadl is very
close to the momentum state jp ≠ h̄qstadl: It has very
small populations [,sU0y16ERd2 . 1%] on the jp ≠
h̄qstad 6 2h̄kl momentum states. For qstad close to k, the
Bloch state is mainly a linear superposition of the jp ≠
h̄qstadl and jp ≠ h̄fqstad 2 2kgl momentum states, with
equal amplitudes for qstad ≠ k, i.e., for ta ≠ tBy2. For
tBy2 , ta , tB, qstad scans the g2k, 0f interval of the
Brillouin zone and the momentum distribution is turned
back into the single initial peak.
In order to further illustrate the oscillatory motion of

the atoms, we have deduced from our data the mean
atomic velocity as a function of ta for different val-
ues of the potential depth U0 and for an acceleration
a ≠ 60.85 mys2. We reduce the smoothing effect due to
the width of the quasimomentum distribution as follows:
We slice the initial momentum peak into narrow channels
labeled i, centered at qis0d and of width ky18. Follow-
ing the time evolution of each of these slices, we calculate
the mean velocity for the atoms in momentum channels
h̄qistad, h̄qistad 6 2h̄k where qistd evolves according to
(1). The contributions of the different channels are com-
bined in one curve after a time translation of h̄qis0dyF.
We have plotted in Fig. 3 the results for three values of

FIG. 3. Mean atomic velocity kyl as a function of the
acceleration time ta for three values of the potential depth: (a)
U0 ≠ 1.4ER , (b) U0 ≠ 2.3ER , (c) U0 ≠ 4.4ER . The negative
values of Fta were measured by changing the sign of F. Solid
lines: theoretical prediction.

U0yER. The measured Bloch periods agree with the ex-
pected value (8.2 ms) to within an uncertainty of 4% and
do not depend on U0. For U0 ≠ 0.54ER the amplitude
of the Bloch oscillations is 0.68h̄k and corresponds to an
oscillation in position of 3.1 mm. These amplitudes de-
crease with growing U0 [cf. Fig. 4(a)]: The band flattens
out as a consequence of the smaller tunnel coupling be-
tween neighboring sites of the lattice.
A striking feature of the oscillations presented in Fig. 3

is their asymmetry, which is particularly pronounced for
low values of the optical potential: The slope of the mean
velocity near the edge of the Brillouin zone (Fta ≠ 6h̄k)
is steeper than that near the zone center (Fta ≠ 0, 62h̄k).
This effect can be described in terms of effective masses:
The dynamics of the particle is equivalent to that of a
particle in free space: mpdkylydt ≠ F with an effective
mass mpsqd given by h̄2ymp ≠ d2E0sqdydq2, which is
in general different from the real mass because of the
interaction with the potential. In the center and at the edge
of the Brillouin zone, the energy band is approximately
parabolic, the effective mass is constant, and kyl evolves
linearly in time. By measuring the slope of kylstad around
ta ≠ 0 (q ≠ 0) and ta ≠ 6tBy2 (q ≠ 6k) in Fig. 3,
we deduce these two effective masses. In Fig. 4(b), we
present their variation with the potential depth U0. For
weak potentials (U0 ! 0), mpsq ≠ 0d tends to the free
atom mass m and mpsq ≠ kd tends to 0. With increasing
potential depth the atoms are more tightly bound and
the effective masses increase in absolute value. For
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of the Bloch oscillations is 0.68h̄k and corresponds to an
oscillation in position of 3.1 mm. These amplitudes de-
crease with growing U0 [cf. Fig. 4(a)]: The band flattens
out as a consequence of the smaller tunnel coupling be-
tween neighboring sites of the lattice.
A striking feature of the oscillations presented in Fig. 3

is their asymmetry, which is particularly pronounced for
low values of the optical potential: The slope of the mean
velocity near the edge of the Brillouin zone (Fta ≠ 6h̄k)
is steeper than that near the zone center (Fta ≠ 0, 62h̄k).
This effect can be described in terms of effective masses:
The dynamics of the particle is equivalent to that of a
particle in free space: mpdkylydt ≠ F with an effective
mass mpsqd given by h̄2ymp ≠ d2E0sqdydq2, which is
in general different from the real mass because of the
interaction with the potential. In the center and at the edge
of the Brillouin zone, the energy band is approximately
parabolic, the effective mass is constant, and kyl evolves
linearly in time. By measuring the slope of kylstad around
ta ≠ 0 (q ≠ 0) and ta ≠ 6tBy2 (q ≠ 6k) in Fig. 3,
we deduce these two effective masses. In Fig. 4(b), we
present their variation with the potential depth U0. For
weak potentials (U0 ! 0), mpsq ≠ 0d tends to the free
atom mass m and mpsq ≠ kd tends to 0. With increasing
potential depth the atoms are more tightly bound and
the effective masses increase in absolute value. For
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FIGURE 5.5. Oscillations de Bloch observées dans le groupe de C. Salomon en
1996-97 dans un réseau optique accéléré (Ben Dahan et al. 1996; Peik et al. 1997).
Les vitesses atomiques sont mesurées dans le référentiel dans lequel le réseau op-
tique est immobile. Les atomes sont préparés initialement dans la bande fondamen-
tale n = 0. Gauche : évolution de la distribution en vitesse pour V0 = 2.3Er et
γ = 0.85 ms−2. Droite : évolution de la vitesse moyenne du paquet d’ondes pour
différentes profondeurs de réseau : V0/Er = 1.4, 2.3, 4.4.

– Dans la limite des liaisons fortes, on a vu au cours 3 que la bande
fondamentale est sinusoïdale, E0,q ≈ −2J cos(aq), et la vitesse varie
donc sinusoïdalement avec le temps : v(t) ∝ sin[aq(t)].

Les distributions de la figure 5.5 représentent des mesures des vitesses
dans le référentiel accéléré du réseau. Il est également intéressant de repré-
senter ces vitesses dans le référentiel du laboratoire, ce qui est fait sur la
figure 5.6. On y voit que pour ces paramètres qui correspondent à une li-
mite de liaisons faibles, les atomes gardent une vitesse constante la plupart
du temps, mais subissent périodiquement une accélération forte qui aug-
mente leur vitesse de 2~k/m. Cette dynamique s’interprète simplement en
terme de transitions à deux photons (cf. figure 5.7). Ces transitions sont

and we deal with free atoms interacting with two counter-
propagating laser waves having a time-dependent frequency
difference.

A. Bloch oscillations as adiabatic rapid passage
between momentum states

In the absence of spontaneous emission the atoms mo-
mentum can change by units of \(k12k2)'2\k by absorb-
ing a photon from one wave and emitting it into the other in
a stimulated way, as depicted in Fig. 7. Because the atoms
are initially prepared with a momentum spread much smaller
than 2\k and with a kinetic energy near zero, their possible
states after interaction with the light fields are discrete points
up52 j\k ,E54 j2ER& ( j50,1,2,3 . . . ) on the momentum-
energy parabola of the free particle @26# ~cf. Fig. 7!. The gain
in kinetic energy is provided by the frequency difference
between the two laser waves: the atoms are accelerated in the
direction of the beam with the higher frequency by absorbing
photons from it and reemitting low-frequency photons into
the other. The transition up52 j\k ,E54 j2ER&!up
52( j11)\k ,E54( j11)2ER& is resonant for an angular
frequency difference Dv54(2 j11)ER /\ . As we start with
the atoms at rest ( j50) and Dv50, these resonances are
encountered sequentially and a gain of atomic momentum of
2\k can be expected after each change in the frequency
difference of 8ER /\ , as shown in Fig. 8. For a constant
change in the angular frequency difference Dv with the rate
Dv̇ , the time required for this is

t58ER /\Dv̇54ER /\ka52\k/ma , ~14!

which is equal to the Bloch period for the inertial force
ma5mDv̇/2k . Thus the mean atomic velocity increases by
2\k/m during each Bloch period. As shown in Fig. 8~b!, the
Bloch oscillations in the laboratory frame appear as a peri-
odic deviation of the mean velocity around the linear in-
crease in time at . The method of exciting the transition be-
tween two energy levels with a electromagnetic wave of
variable detuning that is scanned through resonance is well
known under the term adiabatic rapid passage ~ARP! @27#.

For properly chosen parameters ~i.e., a scan range that is
greater than the peak Rabi frequency V and slow enough
rate of change of the detuning Dv̇!V2) the transfer be-
tween the states is complete and the method can be used to
efficiently create an inversion between the levels. In our case
a sequence of transfers between momentum states results in a
coherent acceleration of the atoms in the laboratory frame.
Multiple ARP is a powerful method in quantum physics.

For instance, a sequence of ARP has been used to produce
Rydberg atoms in circular states @28#. Multiple ARP, as a
means of momentum transfer between light and atoms, has
already been proposed long ago, but considering the excita-
tion and deexcitation of an internal state of the atom using a
one-photon transition @29#. For instance, they occur in satu-
ration spectroscopy with curved wave fronts @30#. Our sys-
tem has some peculiarities in comparison with previous stud-
ies of ARP: the states are linked by a two-photon transition;
internal states of the atom are not excited, consequently there
is no relaxation or dissipation; the sequence of levels is infi-
nite, so that a large number of successive transfers can be
made. This dynamical case has to be contrasted with the
single two-photon transfer occuring in the recoil-induced
resonances observed in dissipative optical lattices in which
the atomic momentum spread is larger than 2\k @18,31#.
The two-photon Raman process can be characterized by

an effective Rabi frequency

V5V1V2/2D5U0/2\ , ~15!

which is proportional to the depth of the light-shift potential
(V1 ,V2: Rabi frequencies of the two beams, D: detuning
from the atomic resonance line!. The two ARP conditions
then read Dv̇!V2!64ER

2 /\2 and are well fulfilled for the
conditions of our BO experiment in the fundamental energy
band. The second condition, which is equivalent to the weak
binding limit for the periodic potential, allows us to treat the

FIG. 7. Energy-momentum states in the laboratory frame. In the
chirped standing wave, an initial state ug ,p& is only coupled to
ug ,p62 j\k&, where j is an integer, by stimulated two-photon Ra-
man transitions.

FIG. 8. ~a! Population of momentum states up52 j\k& as a
function of time in the chirped standing wave ~numerical simula-
tion!. ~b! Experimental measurement of the mean atomic velocity in
the laboratory frame as a function of time. Parameters are the same
as in Fig. 4.
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FIGURE 5.6. Évolution de la vitesse moyenne des atomes dans le référentiel du
laboratoire pour les paramètres de la figure 5.5 (gauche). Figure extraite de Peik
et al. (1997).

successivement résonnantes aux instants tj tels que les fréquences instan-
tanées des ondes lasers composant le réseau vérifient

~[ω1(tj)− ω2(tj)] = [(2j + 2)2 − (2j)2]Er = (8j + 4)Er, (5.22)

pour la transition p = 2j~k → p = (2j + 2)~k (j est un entier quelconque).
En prenant l’expression (5.21) de ω1,2(t), on constate bien que ces accéléra-
tions se produisent pour

tj = (j +
1

2
) τB. (5.23)

Ce dispositif de réseau accéléré constitue donc un moyen efficace pour
communiquer une impulsion déterminée à des atomes, cette impulsion
pouvant en pratique atteindre plusieurs centaines de ~k.

2-2 Remarque : bilan d’impulsion dans un réseau accéléré

Quand on considère l’image des transitions multi-photoniques de la fi-
gure 5.7, il est clair que le gain d’impulsion de l’atome au cours de l’accé-
lération d’un réseau est un multiple de 2 ~k. Ce même résultat est un peu
moins évident quand on raisonne dans le référentiel accéléré ; nous nous
proposons de le montrer explicitement dans les lignes qui suivent (voir
aussi Browaeys et al. (2005)).
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FIGURE 5.7. Principe de l’accélération des atomes en termes de transitions multi-
photoniques successivement résonantes.

Partons d’un atome d’impulsion pin bien déterminée. Prenons |pin| <
~k, de sorte que cette impulsion soit dans la première zone de Brillouin 2.
Branchons d’abord adiabatiquement le réseau immobile. L’état de l’atome
suit la fonction de Bloch ψn=0,qin avec qin = pin/~. Une fois que le réseau
a atteint sa pleine puissance, mettons-le en mouvement avec une accéléra-
tion ẍ0(t). Dans le référentiel du réseau, la force d’inertie F (t) = −mẍ0(t)
créé le défilement de la quasi-impulsion

q(t) = qin +
1

~

∫ t

0

F (t′) dt′ = qin −
m

~
ẋ0(t), (5.24)

l’atome restant dans la bande fondamentale n = 0.

Arrêtons alors l’accélération du réseau à l’instant T , puis diminuons sa
profondeur adiabatiquement jusqu’à l’éteindre complètement. Dans le ré-
férentiel du réseau, cette méthode de déploiement de bande (band mapping)
va amener l’atome dans un état d’impulsion bien déterminée p(reseau)

fin , as-
sociée à la bande fondamentale, donc comprise entre−~k et ~k. Plus préci-
sément p(reseau)

fin est égale à ~q(t), modulo un vecteur du réseau réciproque :

p
(reseau)
fin = ~q(T ) + 2N~k (5.25)

où N est l’entier le plus proche de −q(T )/(2k).

2. Le raisonnement qui suit est valable même si la distribution d’impulsion n’est pas un
pic delta, l’important étant qu’elle soit entièrement dans la zone de Brillouin.

Si on revient dans le référentiel du laboratoire à cet instant, l’impulsion
de l’atome est

p
(labo)
fin = p

(reseau)
fin +mv(reseau)(T )

= p
(reseau)
fin +mẋ0(T )

= ~q(T ) + 2N~k +mẋ0(T )

= pin + 2N~k, (5.26)

ce qui correspond bien au résultat recherché. Le seul cas où cette démons-
tration n’est pas valable est quand p

(reseau)
fin est au voisinage immédiat du

bord de bande, c’est-à-dire q(T ) = k modulo 2k, car le débranchement
adiabatique du réseau n’est alors pas possible : l’atome se retrouve dans
une superposition linéaire de qin + 2N~k et qin + (2N + 2)~k ; ce cas corres-
pond à une interruption de l’accélération au moment précis où une transi-
tion à deux photons de la figure 5.7 est en train de se produire.

2-3 Oscillations dues à la gravité

Une des difficultés principales pour observer les oscillations de Bloch
réside dans la nécessité de préparer une assemblée d’atomes avec une dis-
persion en impulsion initiale petite devant ~k. Cette difficulté est presque
automatiquement levée si l’on dispose de condensats de Bose–Einstein ou
de gaz de Fermi dégénérés. Nous ne pouvons pas décrire, ni même citer
toutes les expériences d’oscillations de Bloch qui ont suivi l’arrivée de ces
gaz dégénérés dans les laboratoires. Mentionnons simplement une classe
d’expériences sensiblement différentes de celles de Paris et d’Austin, dans

In particular, the interference of Wannier-Stark states
results in equally spaced peaks in momentum space that
move with constant velocity _qq ! mg. The peaks spacing
is the inverse of the spatial period of the lattice and can be
written as 2qB, where qB ! h=! is the Bragg momentum.
Therefore only one or two peaks appear at the same time
in the first Brillouin zone of the lattice "#qB;$qB%, as
shown in Fig. 1.

To study the momentum distribution in the trap, we
release the cloud from the lattice, thus stopping the
evolution of the interference pattern at a given time. We
then probe the cloud by absorption imaging after a 8-ms
ballistic expansion, which maps the initial momentum
distribution into a position distribution. Actually, the
lattice depth is lowered to zero in about 50 "s, a time
scale longer than the oscillation period of the atoms in
each lattice well. The adiabatic release allows us to study
the evolution of the momentum in the first Brillouin zone.

Figure 2 shows the time evolution in q space detected in
the experiment. We can clearly see the vertical motion of
the peak of the distribution, initially centered in q ! 0 at
t ! 2 ms. It gradually disappears as it reaches the lower
edge of the Brillouin zone at t ! 2:8 ms, while a second
peak builds up at the upper edge and then scans the whole
Brillouin zone as the first one. The periodicity of this
interference pattern amounts to about 2.3 ms, in agree-
ment with the expected TB ! 2h=mg!.

A quantitative description of the observations becomes
particularly easy in a semiclassical approach. Here the
atomic cloud is described as a single wave packet that
moves uniformly in q space under the influence of gravity
and is gradually reflected each time it reaches the lower
band edge. These phenomena are the well-known Bloch
oscillations [8,12], which have been studied for a variety
of systems including cold atoms in accelerated horizontal
lattices [13,14], or BECs tunneling out of a shallow lattice
under gravity [5]. Note that at the zone edge there is a
finite probability of Zener tunneling to the continuum
[15]. However, we suppress the tunneling by using a
sufficiently tight lattice, different from the study per-
formed in [5]. This allows us to keep the atoms oscillating
in the lattice for very long times.

If we follow the vertical position of the peak of the
distribution in Fig. 2, we get the periodic motion shown
in Fig. 3, which has the peculiar sawtooth shape expected
for Bloch oscillations [16]. We can follow the oscillations
for more than 250 ms, that correspond to about 110 Bloch
periods, and only at later times the contrast is degraded
by a broadening of the momentum distribution. This is to
our knowledge the longest lived Bloch oscillator observed
so far in all kinds of physical systems. The reduction of
contrast is illustrated in Fig. 4(a). For our parameters
(EF & ER) the initial half-width of the wave packet is
#q & 0:75qB, which fulfills the requirement of a momen-
tum distribution narrower than the first Brillouin zone of
the lattice to observe the interference. During Bloch
oscillations the distribution broadens steadily and even-
tually fills completely the first Brillouin zone.

It is interesting to compare the behavior of fermions
and bosons to study the role of interactions. In our appa-
ratus we can simply repeat the experiment with a BEC of
rubidium atoms. We use a sample of typically 5' 104

atoms, at temperatures T < 0:6Tc, which is transferred
into the lattice with the same procedure described above
for the Fermi gas. The lattice depth is in the range 2–4ER

FIG. 2 (color online). Evolution of the interference pattern of the Fermi gas for increasing holding times in the vertical lattice.
The spatial distribution of the cloud detected after 8 ms of free expansion reflects the momentum distribution in the trap at the time
of release.
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FIG. 1 (color online). Momentum distribution of a coherent
superposition of Wannier-Stark states. Although the single
state fills completely the first Brillouin zone (thin line), the
interference of several states gives narrow momentum peaks.
Shown are the cases of a phase difference between successive
states of !$ ! 0 (continuous line) and !$ ! % (dashed line).
The inset shows the square of Wannier-Stark wave functions
calculated for 40K atoms in a lattice with U ! 2ER subjected to
gravity (for clarity, the states shown are separated by four
lattice sites).
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FIGURE 5.8. Oscillations de Bloch d’atomes de 40K (fermions) sous l’effet de la
gravité, observées avec un potentiel V0 = 2Er, λ = 873 nm [figure extraite de
Roati et al. (2004)]. L’absence d’interaction entre les fermions polarisés permet
d’observer ces oscillations avec un bon contraste pendant une longue durée (plus
de 100 τB).
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our data is gatom ¼ 9:804 923 2ð14Þ m=s2 where the uncer-
tainty corresponds to 1 standard deviation.

The reference value for local gravitational acceleration
is provided by an absolute gravimeter based on an optical
interferometer with one arm including a freely falling
corner-cube (FG5, Micro-g LaCoste). The measurement
is performed in the same laboratory at a distance of 1.15 m
from the atomic probe position. The difference in height
of 14(5) cm together with the estimated vertical gravity
gradient value gzz ¼ $3:09% 10$6 s$2 at the laboratory
site is taken into account in the data analysis. The result
is gFG5 ¼ 9:804 921 609ð84Þ m=s2

The comparison of the value obtained with the quantum
mechanical atomic sensor and the one obtained with the
classical gravimeter shows that they agree within the ex-
perimental errors.

With minor modifications of the experimental proce-
dure, in this work we also determine g by measuring the
frequency of the Bloch oscillations of the atoms in the

vertical optical lattice. Because of a better vacuum and
taking advantage of the lattice modulation method to re-
duce the initial momentum distribution of the atoms in the
lattice [19], we considerably improve the visibility of the
oscillations and, as a consequence, the frequency resolu-
tion compared with previous experiments [9]. After the
transfer of the atoms in the vertical optical lattice, an
amplitude-modulation burst with typical duration of
120 cycles at !m ’ !B is applied. The quantum phase of
the atomic wave function induced by the amplitude modu-
lation gives rise to an interference effect which results in an
enhanced visibility of the Bloch oscillations peaks in the
time-of-flight image of the atomic cloud [28]. After turning
off the modulation, we let the atomic cloud evolve for a
time T. Finally, we switch off the optical lattice within
5 "s to measure the momentum distribution of the atoms
in ballistic expansion by taking an absorption picture with
a CCD camera. In order to optimize the visibility through
this quantum interference effect, we set the time of flight to
14 ms. As shown in Fig. 4, we observe Bloch oscillations
with high visibility for &20 s. From the fit of the mean
atomic momentum we can estimate the Bloch frequency
!B with 1:7% 10$7 statistical uncertainty. In comparison
with the determination of !B obtained with the resonant
amplitude-modulation technique, however, we find a con-
siderably larger scattering in repeated measurements,
mainly due to the initial position instability of the atomic
trap and to a higher sensitivity to the timing of the experi-
ment. The value for g obtained with the Bloch oscillation
technique is gBloch ¼ 9:804 88ð6Þ m=s2, which is consis-
tent with the measurement presented above but is affected
by a larger relative uncertainty of 6% 10$6.
In conclusion, we have performed an accurate measure-

ment of gravitational acceleration using ultracold 88Sr
atoms confined in a vertical optical lattice. The result
agrees within 140 ppb with the value obtained with a
classical FG5 gravimeter. This result improves by 1 order
of magnitude in sensitivity and by more than 2 in

TABLE I. Systematic corrections and their associated uncer-
tainties (% 10$7) for the gravity measurement with 88Sr atoms
in the amplitude-modulated optical lattice.

Effect Correction Uncertainty

Lattice wavelength 0 2
Lattice beam vertical align. 0 0.2
Stark shift (beam geometry) 14.3–17.3 0.4
Experiment timing 0 0.2
Tides $1:4–0:9 <0:1
Height difference 4.3 0.2
Refraction index 0 <0:01
Fundamental constants 0 0.7
Systematics total 17.2–22.5 2.2

FIG. 4 (color online). Long-lived Bloch oscillations for Sr
atoms in the vertical lattice under the influence of gravity.
Each picture shows one Bloch cycle in successive time-of-flight
absorption images giving the momentum distribution at the time
of release from the lattice. Displayed are the first (a), the 2900th
(b), the 7500th (c), and the 9800th (d) Bloch cycles.

FIG. 3 (color online). Measurements of g using the amplitude-
modulation technique. Each experimental point is corrected for
the systematic effects presented in Table I. The red dashed line
represents the weighted mean of the 21 measurements. The blue
solid line is the value obtained with the classical absolute FG5
gravimeter.
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FIGURE 5.9. Oscillations de Bloch d’atomes de 88Sr (bosons) sous l’effet de la
gravité dans un réseau de période a = 266 nm et de profondeur V0 ≈ 3Er [figure
extraite de Poli et al. (2011)]. La période de Bloch est ωB/2π = 574 Hz et les os-
cillations de Bloch peuvent être observées pendant près de 20 secondes. Les images
correspondent à l’oscillation n◦ 1, 2900, 7500 et 9800. La valeur extrêmement
basse de la longueur de diffusion pour les atomes de 88Sr permet de minimiser le
déphasage des oscillations dû aux interactions. On peut déduire de ces oscillations
la valeur de g à 6 × 10−6 près. La précision de cette mesure de g est notablement
amélioré si on utilise plutôt – sur le même montage expérimental – la spectroscopie
des états de Wannier–Stark (voir § 5).

lesquelles la force F n’est pas une force d’inertie, mais existe dans le réfé-
rentiel du laboratoire. Le plus simple est de choisir la gravité, en disposant
le réseau optique selon l’axe vertical. On a reproduit sur les figures 5.8
et 5.9 des résultats obtenus dans les groupes de M. Inguscio (Roati et al.
2004) et G. Tino (Poli et al. 2011) où l’on voit des atomes « suspendus »
dans un réseau optique. La mesure de la fréquence d’oscillation donne en
principe directement accès à la valeur de la gravité au point ou se trouvent
les atomes. En fait, pour optimiser la détermination de g avec des atomes
confinés dans un réseau, il semble préférable d’utiliser la spectroscopie des
états de Wannier–Stark, que nous verrons un peu plus loin (Poli et al. 2011;
Pelle et al. 2013). Poli et al. (2011) indiquent en effet des fluctuations net-
tement plus importantes quand on observe directement les oscillations de
Bloch, dues à l’instabilité résiduelle de la position initiale des atomes et à
une plus grande sensibilité au « timing » de l’expérience.

Li Na K Rb Cs
masse (uma) 7 23 39 87 133
λ0 (nm) 671 589 770 780 852

Er/(2π~) (kHz) 63.0 25.9 8.59 3.75 2.06
ωB/2π (kHz) 0.058 0.17 0.37 0.84 1.4

~ωB/Er 0.0009 0.0067 0.043 0.22 0.68
Fc/m pour V0 = Er (ms−2) 3300 450 70 13.5 4.4

TABLE 5.1. Energie de recul et fréquence des oscillations de Bloch pour les atomes
alcalins soumis à la gravité (F/m = 9.81 ms−2). Le réseau optique est supposé
être à la fréquence de résonance de l’atome ω0 = 2πc/λ0 et son pas est a = λ0/2.
Le rapport ~ωB/Er est déterminant pour évaluer l’adiabaticité du mouvement
dans la bande n = 0 (cf figure 5.10). La dernière ligne donne l’accélération critique
apparaissant dans la formule de Landau–Zener (5.38), pour une profondeur de
réseau choisie égale à l’énergie de recul.

3 L’approximation adiabatique et au delà

3-1 Validité de l’approximation adiabatique

Nous allons maintenant discuter la validité de l’approximation adia-
batique à la base du phénomène d’oscillation. Nous avons déjà donné
dans un cours précédent le critère général caractérisant cette approxima-
tion (Messiah 2003). Rappelons-le ici pour mémoire. On considère un ha-
miltonien Ĥ(λ) dépendant d’un paramètre λ, pour lequel on a su résoudre
le problème aux valeurs propres. On suppose pour simplifier que les éner-
gies εn(λ) sont non-dégénérées et forment un ensemble discret. Les vec-
teurs propres associés sont notés |φn(λ)〉. On s’intéresse à un problème où
le paramètre λ dépend du temps. On suppose que le système est préparé à
l’instant t = 0 dans un état propre |φn[λ(0)]〉 et on cherche à quelle condi-
tion le système sera à l’instant t dans l’état |φn[λ(t)]〉 avec probabilité voi-
sine de 1. On peut montrer que ceci sera le cas si l’inégalité

~
∣∣∣∣〈φn′ | d

dt
|φn〉

∣∣∣∣� |En′ − En| , ∀n′ 6= n, (5.27)

est satisfaite à chaque instant (le paramètre λ(t) est sous-entendu).
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Dans le cas qui nous intéresse ici, le quasi-moment q joue le rôle du pa-
ramètre λ et le nombre quantique n est l’indice de bande. L’hamiltonien est
Ĥper.[q] donné en (5.12), qui détermine la partie périodique des fonctions
de Bloch, et les états |φn(λ)〉 sont les parties périodiques |un,q〉. En utilisant
le fait que q̇ = F/~, le critère d’adiabaticité est donc

F |〈un′,q|∂qun,q〉| � |En′(q)− En(q)| , (5.28)

où on a noté
|∂qun,q〉 ≡

d

dq
|un,q〉. (5.29)

Le produit scalaire 〈un′,q|∂qun,q〉 peut être réécrit sous une forme com-
mode, faisant intervenir l’élément de matrice de l’opérateur impulsion p̂.
On établit cette relation en dérivant par rapport à q l’équation aux valeurs
propres pour l’hamiltonien Ĥper., et en projetant l’équation obtenue sur
|un′,q〉 (Ashcroft & Mermin 1976). On trouve

[En(q)− En′(q)] 〈un′,q|∂qun,q〉 =
~
m
〈un′,q|p̂|un,q〉, (5.30)

ce qui permet de réécrire la condition d’adiabaticité sous la forme

F~
m
|〈un′,q|p̂|un,q〉| � [En(q)− En′(q)]2. (5.31)

Plaçons-nous dans le régime des liaisons faibles et appliquons ce ré-
sultat au point le plus critique pour le suivi adiabatique, q ≈ k, là où la
bande fondamentale n = 0 est la plus proche de la première bande exci-
tée n′ = 1. L’écart entre les niveaux vaut V0/2 et les fonctions un,q(x) sont
égales à 1± e±2ikx (cf. cours 2). L’élément de matrice de p̂ est donc ∼ ~k et
la condition (5.31) devient

F~
m

~k � V 2
0

4
⇔ F � V 2

0

8Er
k ⇔ ~ωB

Er
� π

8

(
V0

Er

)2

. (5.32)

On trouvera dans la thèse de M.Dahan (1997) une condition d’adiaba-
ticité (relativement peu contraignante) pour le régime des liaisons fortes
déduite de (5.31). Nous en donnons ici une autre qui consiste à imposer
que le décalage en énergie aF = ~ωB entre deux puits successifs (cf. fig.
5.1) reste inférieur à la différence d’énergie ~ω ≈ 2

√
V0Er entre les deux

100 101 102
10−1

100

101

102

V0/Er

h̄
ω
B
/
E

r

FIGURE 5.10. Zones de validité de l’approximation adiabatique (il faut se situer
sous les droites correspondantes pour que l’approximation soit valable). Bleu : cas
des liaisons faibles (5.32) ; rouge : cas des liaisons fortes (5.33). La droite noire
donne la limite (5.34) pour la force F , au dessus de laquelle le potentiel V (x)−Fx
n’a plus de minimum local.

bandes les plus basses. Ceci permet d’éviter un effet tunnel résonnant de
l’état de vibration n = 0 du puits situé en ja vers l’état de vibration n = 1
du puits situé en (j + 1)a. Cette condition s’écrit dans la limite V0 � Er :

~ωB

Er
< 2

(
V0

Er

)1/2

. (5.33)

Nous avons tracé en figure 5.10 les différentes zones d’intérêt dans le plan
(V0, ~ωB). Nous avons ajouté la zone délimitée par la condition

F < kV0 ⇔ ~ωB

Er
< π

V0

Er
, (5.34)

qui correspond à imposer que le potentiel tilté de la figure 5.1 possède
des minima locaux. Les conditions d’adiabaticité données en (5.32-5.33) se
situent bien à l’intérieur de ce domaine.
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3-2 Transitions de Landau–Zener

On peut évaluer plus quantitativement la validité de l’approximation
adiabatique dans le cas des liaisons faibles, en modélisant le croisement
évité entre les deux bandes les plus basses par une approche de type
Landau–Zener.

Rappelons d’abord les résultats principaux de cette approche. On consi-
dère un système à deux niveaux modélisé par un spin 1/2 et on suppose
que ce spin évolue sous l’effet de l’hamiltonien dépendant explicitement
du temps

Ĥ(t) = αt σ̂z + β σ̂x, (5.35)

où les σ̂i sont les matrice de Pauli. Les valeurs propres instantanées sont
±
(
α2t2 + β2

)1/2. Considérons un spin préparé dans l’état |+〉 à un instant
ti négatif tel que |ti| � β/α. À un instant tf positif et � β/α, le spin
aura suivi adiabatiquement le niveau d’énergie correspondant avec une
probabilité

P = 1− e−πβ
2/(~α). (5.36)

Dans le cas qui nous intéresse, les niveaux d’énergie qui se croisent sont
E = ~2q2/2m et E = ~2(q − 2k)2/2m au point q = k. Comme q̇ = F/~, le
coefficient α vaut α = ~kF/m. Le coefficient β, qui caractérise le couplage
entre les deux niveaux, vaut β = V0/4. La probabilité de suivi adiabatique
peut donc s’écrire

P = 1− e−Fc/F , (5.37)

où on a introduit la force critique

Fc =
π

32

V 2
0

Er
k. (5.38)

La condition de suivi adiabatique, P ≈ 1 et donc F � Fc, redonne bien le
résultat trouvé en (5.32).

La vérification de cette loi pour un atome dans un réseau optique a été
faite dès les premières expériences de Paris et d’Austin dans les années
1996-97. Nous montrons sur la figure 5.11 un résultat plus récent obtenu
à Pise (Zenesini et al. 2009) où l’on voit les décroissances successives de
l’occupation de la bande n = 0 à chaque fois que le moment de l’atome
passe au bord de la zone de Brillouin.

tem was close to the Brillouin zone edge, tunneling to the
upper band became increasingly likely. At t ¼ tLZ the
acceleration was abruptly reduced to asep " aLZ and the
lattice depth was increased to Vsep in a time tramp " TB.

These values were chosen in such a way that at t ¼ tLZ the
probability for LZ tunneling from the lowest to the first
excited energy band dropped from between # 0:1–0:9
(depending on the initial parameters chosen) to less than
# 0:01, while the tunneling probability from the first ex-
cited to the second excited band remained high at about
0.95. This meant that at t ¼ tLZ the tunneling process was
effectively interrupted and for t > tLZ the measured sur-
vival probability PðtÞ ¼ N0=Ntot (calculated from the num-
ber of atoms N0 in the lowest band and the total number of
atoms Ntot) reflected the instantaneous value Pðt ¼ tLZÞ.

The lattice was then further accelerated for a time tsep
such that aseptsep # 2nprec=M (typically n ¼ 2 or 3). In
this way, atoms in the lowest band were accelerated to a
final velocity v # 2nprec=M, while atoms that had tun-
neled to the first excited band before t ¼ tLZ tunneled to

higher bands with a probability>0:95 and were, therefore,
no longer accelerated. At tsep the lattice and dipole trap
beams were suddenly switched off and the expanded
atomic cloud was imaged after 23 ms. In these time-of-
flight images the two velocity classes 0 and 2nprec=M were
well separated, from which N0 and Ntot could be measured
directly. Since the populations were ‘‘frozen’’ inside the
energy bands of the lattice, which represent the adiabatic
eigenstates of the system’s Hamiltonian, this experiment
effectively measured the time dependence of Pa in the
adiabatic basis. A typical result is shown in Fig. 1(b).
One clearly sees two ‘‘steps’’ at times t ¼ 0:5TB and t ¼
1:5TB, which correspond to the instants at which the atoms
cross the Brillouin zone edges, where the lowest and first
excited energy bands exhibit avoided crossings. For com-
parison, the result of a numerical simulation (integrating
the linear Schrödinger equation for the experimental pro-
tocol) as well as an exponential decay as predicted by LZ
theory are also shown.
The LZ tunneling probability can be calculated by con-

sidering a two-level system with the adiabatic Hamiltonian

Ha ¼ Hd þ V ¼ !t"z þ
!E

2
"x; (1)

where "i are the Pauli matrices. The eigenstates of the
diabatic Hamiltonian Hd, whose eigenenergies vary line-
arly in time, are mixed by the potential V characterized by
the energy gap !E. Applying the Zener model [8] to our
case of a BEC crossing the Brillouin zone edge leads to a
band gap !E ¼ V0=2 and to ! ¼ 2vrecMaLZ ¼
2F0E

2
rec=ð#@Þ, with Erec ¼ @2#2=ð2Md2LÞ the recoil energy

and F0 ¼ MaLZdL=Erec the dimensionless force. The
limiting value of the adiabatic and diabatic LZ survival
probabilities (for t going from '1 to þ1) in the eigen-
states of Ha and Hd, respectively, is

Paðt ! þ1Þ ¼ 1' Pdðt ! þ1Þ ¼ 1' PLZ; (2)

where the standard LZ tunneling probability is

PLZ ¼ e'#=$ (3)

with the adiabaticity parameter $ ¼ 4@!ð!EÞ'2 [20].
Figure 2(a) shows the first LZ tunneling step for differ-

ent lattice depths V0, measured in units of Erec at a given
acceleration. The steps can be well fitted with a sigmoid
function

PaðtÞ ¼ 1' h

1þ exp½ðt0 ' tÞ=!tLZ)
; (4)

where t0 is the position of the step (which can deviate
slightly from the expected value of 0:5TB, e.g., due to a
nonzero initial momentum of the condensate), h is the step
height, and !tLZ represents the width of the step.
Equations (2) and (3) correctly predict the height h of the
step, as tested in the experiment for a variety of values of
V0 and F0 [see Fig. 2(b)].
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FIG. 1. Time-resolved measurement of LZ tunneling.
(a) Experimental protocol [shown in the band-structure repre-
sentation of energy EðqÞ versus quasimomentum q]. Left: The
lattice is accelerated, (partial) tunneling occurs. Right: The
acceleration is then suddenly reduced and the lattice depth
increased so as to freeze the instantaneous populations in the
lowest two bands; finally, further acceleration is used to separate,
and measure, these populations in momentum space. (b) Experi-
mental results for V0 ¼ 1Erec and F0 ¼ 0:383 (aLZ ¼
13:52 ms'2), giving TB ¼ 0:826 ms. The solid and dashed lines
are a numerical simulation of our experimental protocol and an
exponential decay curve for our system’s parameters, respec-
tively.
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FIGURE 5.11. Résultat tiré de Zenesini et al. (2009), montrant la décroissance
de la probabilité d’occupation de la bande n = 0 dans une expérience d’oscilla-
tions de Bloch menée avec des atomes de rubidium. Le réseau a une profondeur
V0 = Er. Le réseau, de pas a = 421 nm, est accéléré uniformément de manière
à produire une force d’inertie telle que ~ωB ≈ 0.4Er. La courbe en trait continu
correspond à l’intégration numérique de l’équation de Shrödinger dépendent du
temps, ce qui redonne essentiellement la prédiction de Landau–Zener. La courbe
tiretée correspond à une approximation exponentielle.

Comme nous l’avons écrit plus haut, cette question des transitions in-
terbandes était centrale dans le papier original de Zener de 1934. Après
avoir dérivé la probabilité de transition à chaque passage en bord de zone
de Brillouin, Zener termine son analyse par une raisonnement similaire
à celui de Gamow pour déterminer la durée de vie d’un noyau dans un
processus de radioactivité α. L’atome (ou l’électron pour Zener) “tente sa
chance" ωB/2π fois par unité de temps, et il a à chaque fois la probabilité
P de rester dans la bande n = 0. Si on multiplie ces probabilités pour les
j = t/τB essais qui ont lieu pendant une durée t, on en déduit la probabilité
Π(t) pour la particule d’être encore dans la bande n = 0 à l’instant t

Π(t) ≈ Pj = exp
[
j ln

(
1− e−Fc/F

)]
≈ exp(−t/τ) (5.39)

où le temps de décroissance τ est donné par

τ = τB eFc/F . (5.40)
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FIG. 1. Experimental protocol for observing Stückelberg oscilla-
tions in accelerated optical lattices.

accelerated by applying appropriate frequency chirps on the
radio-frequency generators powering the two acousto-optic
modulators used to control the power in the lattice beams.
Finally, the dipole trap beam and the lattice beams are switched
off and an absorption image is taken after 23 ms of time of
flight. For the lattice depths below 4 Erec used in this paper, the
lowest energy band corresponds to more than 90% population
of the p = 0 momentum class, which allows us to deduce the
survival probability in the ground state P0 = N0/Ntot from the
relative number of atoms with p = 0 to a good approximation
(the small contributions of higher momentum classes are taken
into account in the simulations).

Stückelberg oscillations are then observed by first loading
the condensate adiabatically into the lowest energy band of
a lattice (V0 = 1.4 Erec) with zero quasimomentum (station-
ary lattice), accelerating the lattice across the edge of the
Brillouin zone at q = 0.5 qB (where qB = 2πh̄/dL is the Bloch
momentum), reversing the sign of the acceleration, crossing
the edge of the Brillouin zone a second time, and finally
stopping at zero quasimomentum. The results of such an
experiment with twait = 0 (i.e., Mwait = I) and varying qfin
are shown in Fig. 2. Since the energy separation between the
bands varies (approximately) linearly with qfin, the relative
phase "φ is a quadratic function of qfin and hence the
frequency of the oscillations varies, leading to “chirped”
Stückelberg oscillations. Beyond quasimomentum q = qB in

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

P
0

1.41.21.00.80.6
qfin (units of qB)

FIG. 2. Stückelberg oscillations after two crossings of the zone
edge in an optical lattice. Shown here is the survival probability in the
lowest energy band P0 for V0 = 1.4 Erec and F = 1.197 Erec/dL as a
function of qfin; for these experimental parameters the Stokes phase
is φSt ≈ −π/3. The dashed line is a numerical simulation assuming a
momentum spread of the condensate of "q = 0.03qB . The data points
are the results of single experiments and hence no error bar is reported;
shot-to-shot fluctuations for constant experimental parameters are
around 10%.

Fig. 1 our simple two-level model is, strictly speaking, no
longer valid as avoided crossings with higher bands will lead
to a loss of population from the excited band. Since the
tunneling probability to those higher bands (and back) is close
to unity, however, the dominant correction to the two-level
approximation will be in the phase factor.

In spite of the simplifying assumptions, the agreement with
our simple model (using Mathieu-function solutions for the
band structure of the lattice) is still very good. From the total
acceleration time tacc = 0.4 ms between successive crossings
of the zone edge for the maximum qfin, the damping time
of the Stückelberg oscillations of Fig. 2 is found to be around
τ = 0.35 ms. We can account reasonably well for this damping
by assuming a momentum spread of the condensate of "q =
0.03qB in our simulations, which in practice is partly due to
the intrinsic momentum width of the condensate and partly to
dephasing mechanisms such as dynamical instabilities that
occur during the acceleration phase [14]. The momentum
spread leads to an accumulation of relative phase of different
parts of the condensate at a different rate depending on their
position in the Brillouin zone. We can, therefore, connect the
momentum spread "q to the spread in the accumulated relative
phase "φ in the following way: Assuming that the two lowest
energy bands for a shallow lattice correspond roughly to the
free-particle dispersion relations En(q) = (q − nqB)2/(2M)
(except around q = 0.5 qB ), we find d"φ/dq = 8ErecTtot/h̄
with Ttot = 2tacc + twait. For a given momentum spread "q,
the damping time τ of the Stückelberg oscillations is then τ =
h̄/[8Erec("q/qB )], giving "q/qB = 0.02 for τ = 0.35 ms, in
good agreement with the simulations.
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FIG. 1. Experimental protocol for observing Stückelberg oscilla-
tions in accelerated optical lattices.

accelerated by applying appropriate frequency chirps on the
radio-frequency generators powering the two acousto-optic
modulators used to control the power in the lattice beams.
Finally, the dipole trap beam and the lattice beams are switched
off and an absorption image is taken after 23 ms of time of
flight. For the lattice depths below 4 Erec used in this paper, the
lowest energy band corresponds to more than 90% population
of the p = 0 momentum class, which allows us to deduce the
survival probability in the ground state P0 = N0/Ntot from the
relative number of atoms with p = 0 to a good approximation
(the small contributions of higher momentum classes are taken
into account in the simulations).

Stückelberg oscillations are then observed by first loading
the condensate adiabatically into the lowest energy band of
a lattice (V0 = 1.4 Erec) with zero quasimomentum (station-
ary lattice), accelerating the lattice across the edge of the
Brillouin zone at q = 0.5 qB (where qB = 2πh̄/dL is the Bloch
momentum), reversing the sign of the acceleration, crossing
the edge of the Brillouin zone a second time, and finally
stopping at zero quasimomentum. The results of such an
experiment with twait = 0 (i.e., Mwait = I) and varying qfin
are shown in Fig. 2. Since the energy separation between the
bands varies (approximately) linearly with qfin, the relative
phase "φ is a quadratic function of qfin and hence the
frequency of the oscillations varies, leading to “chirped”
Stückelberg oscillations. Beyond quasimomentum q = qB in
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FIG. 2. Stückelberg oscillations after two crossings of the zone
edge in an optical lattice. Shown here is the survival probability in the
lowest energy band P0 for V0 = 1.4 Erec and F = 1.197 Erec/dL as a
function of qfin; for these experimental parameters the Stokes phase
is φSt ≈ −π/3. The dashed line is a numerical simulation assuming a
momentum spread of the condensate of "q = 0.03qB . The data points
are the results of single experiments and hence no error bar is reported;
shot-to-shot fluctuations for constant experimental parameters are
around 10%.

Fig. 1 our simple two-level model is, strictly speaking, no
longer valid as avoided crossings with higher bands will lead
to a loss of population from the excited band. Since the
tunneling probability to those higher bands (and back) is close
to unity, however, the dominant correction to the two-level
approximation will be in the phase factor.

In spite of the simplifying assumptions, the agreement with
our simple model (using Mathieu-function solutions for the
band structure of the lattice) is still very good. From the total
acceleration time tacc = 0.4 ms between successive crossings
of the zone edge for the maximum qfin, the damping time
of the Stückelberg oscillations of Fig. 2 is found to be around
τ = 0.35 ms. We can account reasonably well for this damping
by assuming a momentum spread of the condensate of "q =
0.03qB in our simulations, which in practice is partly due to
the intrinsic momentum width of the condensate and partly to
dephasing mechanisms such as dynamical instabilities that
occur during the acceleration phase [14]. The momentum
spread leads to an accumulation of relative phase of different
parts of the condensate at a different rate depending on their
position in the Brillouin zone. We can, therefore, connect the
momentum spread "q to the spread in the accumulated relative
phase "φ in the following way: Assuming that the two lowest
energy bands for a shallow lattice correspond roughly to the
free-particle dispersion relations En(q) = (q − nqB)2/(2M)
(except around q = 0.5 qB ), we find d"φ/dq = 8ErecTtot/h̄
with Ttot = 2tacc + twait. For a given momentum spread "q,
the damping time τ of the Stückelberg oscillations is then τ =
h̄/[8Erec("q/qB )], giving "q/qB = 0.02 for τ = 0.35 ms, in
good agreement with the simulations.
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FIGURE 5.12. Observation d’oscillations de Stückelberg, avec un réseau optique
pour atomes de rubidium, V0 = 1.4Er and ~ωB = 1.2Er (a = 421 nm). Les
atomes sont placés dans la bande fondamentale n = 0 à q = 0. Ils sont accélérés
pour franchir le bord de la première zone de Brillouin et atteindre un moment
qfin tel que 0.5 < qfin/k < 1.5. La force est alors inversée pour ramener les
atomes à q = 0. On mesure finalement la population de la bande fondamentale. La
ligne tiretée est une prédiction faite en supposant une largeur en impulsion initiale
∆q/k = 0.03 (figures extraites de Zenesini et al. (2010)).

3-3 Au delà de Landau–Zener

Dans le traitement qui conduit à la loi exponentielle de taux (5.40), on
additionne de manière incohérente les différentes amplitudes de probabi-
lité correspondant aux transitions diabatiques successives quand l’atome
passe sur un bord de zone de Brillouin. En réalité, ces transitions sont des
processus cohérents et il est possible d’observer des déviations notables
par rapport à la loi simple de Landau–Zener du fait des interférences entre
ces processus. Une première analyse, théorique et expérimentale, de ces dé-
viations a été faite à Austin à la fin des années 1990 (Wilkinson et al. 1997;
Niu & Raizen 1998). Un traitement théorique détaillé est présenté par Hol-
thaus (2000). Récemment, une expérience menée à Pise dans le groupe de E.
Arimondo a mis en évidence de manière très convaincante les interférences
de Stückelberg entre deux processus de Landau-Zener successifs (Zenesini
et al. 2010). Le principe de l’expérience et son résultat sont représentés sur

la figure 5.12. Des résultats similaires on été obtenus à Bonn dans le groupe
de M. Weitz (Kling et al. 2010).

3-4 Un séparateur de faisceau

Grâce aux oscillations de Bloch, on a la possibilité de transférer de ma-
nière cohérente une impulsion contrôlée (et importante) à des atomes en
les plaçant dans un réseau accéléré. Le fait que la probabilité de transférer
ou non cette impulsion dépende de manière forte de la bande n occupée
par les atomes permet de réaliser des séparateurs cohérents de faisceaux.
Le principe, mis en œuvre par Denschlag et al. (2002), puis repris notam-
ment par Cladé et al. (2009) et Müller et al. (2009) est simple :

– Partant d’atomes d’impulsion p0 telle que |p0| < ~k, on applique à
ces atomes une impulsion de Bragg qui place chaque atome dans une
superposition de p0 et de p0 + 2~k, voire p0 et de p0 + 4~k dans le cas
de Denschlag et al. (2002).

– On branche adiabatiquement un réseau optique jusqu’à une profon-
deur V0 de sorte que les atomes soient placés dans une superposition
cohérente de l’état |n = 0, q0〉 et de l’état |n = 2, q0〉, où q = p0/~.
Notons qu’il vaut mieux choisir p0 6= 0 pour éviter d’être gêné par la
quasi-dégénérescence des bandes n = 1 et n = 2 quand le réseau est
encore de très faible intensité, qui empêche une bonne adiabaticité .

– On accélère le réseau optique. Le couple accélération–profondeur est
choisi de manière (i) à avoir un excellent suivi adiabatique pour la
bande n = 0, (ii) ne quasiment pas avoir de suivi adiabatique pour la
bande n = 2. Grâce à ce choix, la composante |n = 0, q〉 est accélérée
avec le réseau et acquiert une impulsion importante dans le référentiel
du laboratoire. Au contraire, la composante |n = 2, q〉 subit des tran-
sitions diabatiques, l’atome est transféré vers les bandes supérieures
n = 2 → n = 3 → . . . dans le référentiel accéléré. Plus simplement,
ceci revient à dire que pour cette partie du vecteur d’état, l’atome reste
immobile dans le référentiel du laboratoire. On pourra vérifier sur la
figure 5.13, extraite de l’article de Cladé et al. (2009), qu’il existe effec-
tivement une plage appréciable de valeurs de V0 pour lesquelles ces
deux conditions « antagonistes » sont simultanément satisfaites.

– A l’issue de cette accélération de durée t, N = t/τB oscillations de
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band index. Therefore, if an atom passes through the cross-
ing at a given speed, the probability to make an adiabatic
transition (to stay in the same band) will be higher for low
value of the band index.

The principle of the large momentum transfer beam
splitter consists in creating a superposition of two wave
packets separated by 2 recoil velocities using, in our ex-
periment, a Raman transition. The atoms are then loaded in
the optical lattice so that one wave packet is in the first
band (A, see Fig. 1) and the second in the third band (B).
This is the case when the velocity of the lattice is chosen
such that the relative velocity of the first wave packet lies
between 0 and vr and of the second between 2vr and 3vr.
A constant acceleration (which acts like a force in the
frame of the lattice) is then applied. It is chosen small
enough so that the atoms in the first band have a large
probability to make an adiabatic transition but high enough
so that the atoms in the third band change band. Each
oscillation increases the momentum of the atoms by 2@k.
On the other hand, the atoms in the third band (atoms that
change band) are not accelerated.

Figure 2 depicts the probability for an atom to stay in its
band as a function of the lattice amplitude for the first and
third band (solid/blue and dashed/red line, respectively).
There is clearly an intermediate regime where the proba-

bility !11 for an atom to stay in the first band is high
whereas the probability !34 for an atom to leave the third
band (and reach the fourth one) is also high. For an
acceleration of 4 recoils in 200 "s, the total probability
(! ¼ !11!34, diamond) presents a maximum aroundU0 ¼
8Er. The value of the maximum (97%) depends on the
duration of the acceleration and increases with this
parameter.
We have plotted on the right side of Fig. 2 the total

efficiency ! as a function of the initial momentum p0. This
efficiency is computed including the loading and unloading
of the atoms in the lattice: it is initially ramped up during a
time tadiab, then accelerated during Tacc and ramped down
during tadiab. By switching adiabatically up and down the
lattice amplitude, the atoms from plane wave states are
transferred to Bloch states and vice versa. As this process is
not fully adiabatic, the efficiency of the LMT is reduced. At
the center and the edge of the first Brillouin zone (q0 ¼ 0
and q0 ¼ 1), the efficiency is strongly reduced because the
atoms cannot be loaded adiabatically in the lattice (those
points are initially degenerate). For the chosen parameters
(tadiab ¼ 150 "s, Tacc ¼ 200 "s, N ¼ 2 oscillations,
U0 ¼ 8Er), we see that the efficiency is larger than 95%
on a large zone. An important issue is to maximize the
width in initial momentum where the process is very
efficient. Indeed the atoms used in the interferometer
have an initial velocity distribution selected by the
Raman beam. The wider is the initial velocity distribution
loaded into the LMT pulse, the higher is the number of
atoms that contributes to the interferometer and so is the
signal to noise ratio. We have optimized the efficiency by
varying the amplitude and the temporal parameters keep-
ing the total time 2tadiab þ Tacc ¼ 500 "s constant.
One of the main drawbacks of the LMTBS based on

Bloch oscillations is the light shift of the atoms in the
lattice. In the case of a blue detuned lattice, the atoms in
the first band are in a dark region and are almost not
shifted, whereas the nonaccelerated atoms in excited bands
see an average shift corresponding to the mean value of the
potential of the lattice. For typical parameters, this light
shift, much larger than 2#, must be canceled in order to run
the interferometer. This cancellation occurs in the Mach-
Zehnder configuration described on Fig. 3(a). The configu-
ration used for the Raman pulses is similar to a regular
interferometer with four #=2-pulses and the LMT pulses
are added inside each pair of #=2 pulses used either for
selection or measurement (see the temporal sequence of
Fig. 3(a)]. With this scheme, the LMT pulses are applied
symmetrically on each arm of the interferometer; i.e., one
arm of the interferometer is initially in the first band and
then in an excited band and vice versa for the other arm.
Therefore, the phase shift accumulated on each arm is the
same and there is no systematic effect if the laser intensity
seen by the atoms is constant. However, this is not the case
because of temporal fluctuations of the laser intensity
(leading to a phase noise in the interference pattern) or
motion of the atoms through the spatial profile of the laser

FIG. 2 (color online). Left: transfer probability as a function of
the maximal optical depth U0 of the lattice. U0 is in units of 8Er.
The acceleration is of 4 recoils in 200 "s. Solid line (blue):
transfer probability for the first band !11; dashed line (red): for
the third band (!33 # 1$ !34); diamond: Efficiency of the LMT
pulse, ! ¼ !11!34. Right: efficiency of the LMT pulse as a
function of the initial momentum p0, for Tacc ¼ 200 "s and
U0 ¼ 8Er.

FIG. 1 (color online). Band structure of the optical lattice.
Trajectories of the accelerated (A) and nonaccelerated atoms
(B).
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FIGURE 5.13. Probabilité Pn de suivi adiabatique de la bande n pour des atomes
de 87Rb placés dans un réseau optique accéléré à ∼ 100 ms−2, en fonction de la
profondeur du réseau U0 = V0/(8Er). La courbe bleue (resp. rouge) correspond à
n = 0 (resp. n = 2). Le séparateur de faisceau sera efficace si P0 ≈ 1 et P2 ≈ 0.
La courbe noire P0(1−P2) est une mesure de l’efficacité globale, qui est optimale
pour U0 ≈ 1, donc V0 ≈ 8Er (Figure extraite de Cladé et al. (2009)).

Bloch se sont produites et l’atome est vis-à-vis du référentiel du labo-
ratoire dans l’état

|n = 0, p0 + 2N~k〉+ eiφ|n = 2, p0 + 2~k〉. (5.41)

On peut tester la cohérence de cette superposition en construisant un
interféromètre de type Mach-Zender, où les deux bras subissent cette accé-
lération à des instants différents (Denschlag et al. 2002).

Si on veut utiliser ce séparateur de faisceau à des fins d’interférométrie
atomique et de mesures de précision, une difficulté importante provient
des déplacements lumineux différentiels entre les deux bras. La partie de
la fonction d’onde correspondant à un atome accéléré (dans la bande n = 0)
n’a pas la même localisation spatiale dans le réseau que la partie de la fonc-
tion d’onde d’un atome non accéléré (dans la bande n = 2). Par exemple,

si le réseau est désaccordé sur le bleu de la résonance atomique, les atomes
dans la bande n = 0 resteront localisés au voisinage des nœuds de l’onde
stationnaire, alors que les atomes dans la bande n = 2 exploreront succes-
sivement les nœuds et les ventres de cette onde stationnaire. Le déplace-
ment lumineux n’est donc pas le même dans les deux cas, ce qui conduit
à un déphasage difficile à contrôler entre les deux bras. Il faut avoir re-
cours à des schémas interférométriques plus compliqués pour rétablir une
symétrie suffisante entre ces bras [Cladé et al. (2009), Müller et al. (2009)].

4 Oscillations de Bloch en liaisons fortes

Compte tenu de l’importance pratique du phénomènes des oscillations
de Bloch, il est utile de le voir sous plusieurs angles, en particulier dans le
cas des liaisons fortes. Dans cette limite, on dispose en effet d’expressions
analytiques simples pour les différentes grandeurs en jeu, utiles pour se
forger une intuition du problème.

4-1 La fonction d’onde « oscillante »

Dans la limite des liaisons fortes, on restreint par hypothèse la dyna-
mique de la particule à la bande fondamentale. On omettra donc dans cette
section l’indice de bande n = 0. En ne prenant en compte que les sauts
entre proches voisins, l’hamiltonien de départ (5.2) s’écrit :

Ĥ = −J
(
T̂ + T̂ †

)
− Fa

∑
j

j|wj〉〈wj |, (5.42)

où |wj〉 représente l’état où la particule est localisée sur le site j et T̂ est
l’opérateur translation d’un site vers la droite :

T̂ =
∑
j

|wj+1〉〈wj |. (5.43)

Rappelons que les fonctions de Bloch |ψq〉, leur partie périodique |uq〉 et
l’énergie associée E(q) s’écrivent

|ψq〉 =
∑
j

eijaq|wj〉, |uq〉 =
∑
j

|wj〉, E(q) = −2J cos(aq), (5.44)
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avec |uq〉 indépendante de q dans ce cas particulier.

On peut d’ores et déjà introduire un nombre sans dimension qui sera
utile pour caractériser l’influence de la force F sur la particule placée dans
le réseau. Reprenons pour cela la figure initiale de Zener (Figure 5.3), qui
fait apparaître une longueur caractéristique pour l’oscillation, L = ∆E/F ,
où ∆E est la largeur de bande. Dans le cas des liaisons fortes, on a simple-
ment ∆E = 4 J . Intéressons-nous au nombre de sites, noté ν, compris dans
cette longueur L

ν =
4J

Fa
=

∆E

~ωB
. (5.45)

On s’attend à ce que ce nombre sans dimension ν intervienne dans la ca-
ractérisation de l’amplitude des oscillations.

Partons d’une particule préparée dans la fonction de Bloch |ψqin〉. Les
résultats généraux obtenus au chapitre précédent s’écrivent dans cette li-
mite

|ψ(t)〉 = e−iΦ(t)
∑
j

eijaq(t)|wj〉, (5.46)

où q(t) = qin +Ft/~ comme en (5.8) et où la phase Φ correspond à la phase
dynamique :

Φ(t) = Φ(0) +
1

~

∫ t

0

E[q(t′)] dt′ =
ν

2
{sin [aq(t)]− sin[aqin]} . (5.47)

Il est bien clair que dans cette limite des liaisons fortes, on a négligé de facto
toutes les transitions interbandes étudiées plus haut. L’hypothèse de suivi
adiabatique est donc implicite dans toute cette section.

4-2 Opérateur d’évolution et oscillations dans l’espace réel

Dans l’approximation des liaisons fortes, l’écriture de l’opérateur
d’évolution est remarquablement simple, aussi bien dans la base des fonc-
tions de Bloch que dans la base des fonctions de Wannier. Les calculs sont
détaillés dans l’article de Hartmann et al. (2004), et nous donnons ici sim-
plement les résultats essentiels.

Dans la base des fonctions de Bloch, l’opérateur d’évolution se déduit
immédiatement de (5.46) :

〈ψq′ |Û(t)|ψq〉 = δ(q′ − q − Ft/~) e−iν[sin(aq′)−sin(aq)]/2. (5.48)

Dans la base des fonctions de Wannier, le calcul est un peu plus long mais
ne présente pas de difficulté de principe. En reportant l’expression des
fonctions de Wannier en fonction des ondes de Bloch, on arrive à

〈wj′ |Û(t)|wj〉 = ei(j+j′)ωBt/2Jj′−j [ν sin(ωBt/2)]. (5.49)

La périodicité des oscillations de Bloch est manifeste sur chacune de ces
deux expressions.

Nous pouvons profiter de l’expression explicite (5.49) pour étudier le
mouvement dans l’espace réel d’un paquet d’ondes. Nous allons passer en
revue les deux cas limites d’un paquet d’ondes initial très localisé ou au
contraire s’étalant sur de nombreux sites.

Dans le cas d’un état initial n’occupant qu’un seul site, par exemple
l’état |w0〉, le mouvement correspond à une « respiration » du paquet
d’ondes, se faisant symétriquement par rapport au point de départ. La pro-
babilité P (j) de trouver la particule sur le site |wj〉 à l’instant t est obtenue
directement à partir de (5.49) :

P (j) = |Jj [ν sin(ωBt/2)]|2 (5.50)

L’extension du paquet d’ondes est maximale après une demi-oscillation
(sin(ωBt/2) = ±1) et elle est typiquement de l’ordre de ∆j ∼ ν sites.

Prenons maintenant le cas d’un paquet d’ondes initial de grande exten-
sion, et choisissons une distribution gaussienne pour l’amplitude de pro-
babilité d’occupation du site |wj〉 :

〈wj |Ψ(0)〉 ∝ e−j
2/4σ2

, σ � 1. (5.51)

On peut alors montrer que l’extension du paquet d’ondes reste à peu près
constante dans le temps, et que son centre jc(t) évolue périodiquement

|〈wj |Ψ(t)〉|2 ∝ e−[j−jc(t)|2/2σ2

, jc(t) = ν sin2(ωBt/2). (5.52)

L’amplitude totale (pic à pic) de l’oscillation est donc de ν sites, comme
nous l’avions pressenti lors de la définition de ν, à partir de l’argument
de Zenner. Nous montrons sur la figure 5.14 deux résultats numériques
obtenus par Hartmann et al. (2004) dans ces deux cas limites.
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6 DEUTSCHE PHYSIKALISCHE GESELLSCHAFT
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Figure 3. Breathing mode for a state initially localized at n = 0 (left) and
oscillatory mode for an extended Gaussian distribution (22) with β = 0.01 (right)
in the tight-binding model with γ = 15.8. Shown is a colour map of |〈n|ψ(t)〉| as
a function of t/TB and n.

In the basis of Wannier states one obtains the propagator as [33, 36]

Unn′(t) = 〈n|U(t)|n′〉 =
∑

l

〈n|$l〉e−iElt/h̄〈$l|n′〉

= Jn−n′

(
2γ sin

ωBt

2

)
ei(n−n′)(π−ωBt)/2−in′ωBt, (18)

the Fourier image of (13). Here ωB = 2π/TB = dF/h̄ is the Bloch frequency. The time evolution
operator is periodic with the Bloch period TB = 2πh̄/(dF ). It should be noted that this analysis
can also be extended to the case of a time-dependent force F(t) [33, 37, 38].

Let us consider two illustrating limits of the dynamics generated by (18). For an initial state

|ψ(t)〉 =
∑

n

cn(t)|n〉,
∑

n

|cn|2 = 1, (19)

which is strongly localized in co-ordinate space, e.g. in the extreme case cn(0) = δn0 where a
single Wannier state n = 0 is populated at time t = 0, the time dependence is

cn(t) = Un0(t) = Jn

(
2γ sin

ωBt

2

)
ein(π−ωBt)/2. (20)

In such a breathing mode, the wavepackets widen and shrink periodically populating an interval

|n| < 2γ
∣∣∣sin

ωBt

2

∣∣∣ (21)

(index of the Bessel function smaller than its argument). Figure 3 shows such a breathing
oscillation, again for parameter γ = 15.8 used already in figure 2.

In the other extreme of a broad Gaussian wavepacket,

cn(0) = g exp(−βn2 + inκ0d) (22)

New Journal of Physics 6 (2004) 2 (http://www.njp.org/)
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Figure 4. Real part of the wavefunction 〈n|ψ(t)〉 (red ∗) for a broad initial
Gaussian with distribution (22) with β = 0.01 in the tight-binding model with
γ = 15.8 for times t = T/4 (left) and T/2 (right). Also shown is the initial
distribution (blue o).

(g is a normalization factor) with small β, the time evolution of the coefficients is
approximately given by

cn(t) ≈ g exp(−i$(t) + in(κ0d − ωBt) − β(n − n(t))2) (23)

(see [33] for details), i.e. a Gaussian with wavenumber κt = κ − Ft/h̄, as already found in
(14), whose centre performs a Bloch oscillation:

n(t) = γ[cos(κ0d − ωBt) − cos(κ0d)] = −2γ sin
ωBt

2
sin

(ωBt

2
− κ0d

)
. (24)

$(t) is the dynamical phase well known from the discussion of an adiabatic evolution of
eigenstates in systems with parameter-dependent Hamiltonians:

$(t) = 1
h̄

∫ t

0
E(κt′) dt′ = − 1

F

∫ κ0−Ft/h̄

κ0

E(κ) dκ

= − 2γ sin
ωBt

2
cos

(ωBt

2
− κ0d

)
(25)

for the dispersion relation E(κ) given in (9). An example is shown in figure 3. The amplitude of
this oscillation, γ , is half of the amplitude of the breathing mode and the width of the wavepacket
is almost constant, as will be discussed in more detail in section 2.2. Note that, in this case, the
momentum distribution is sharply localized at κ0 = 0, whereas it is extended in the case of a
breathing mode.

The absolute value of the wavefunction shown in figure 3 does not resolve an important
difference between the left and the right turning points of the Bloch oscillation, which is due to
the variation of the phase. Figure 4 shows the real part of the wavefunction for a broad initial
Gaussian distribution (22) with β = 0.01 after a quarter and half of a Bloch period. In particular,
at t = TB/2, the wavefunction is real and changes sign from one site to the next because of the
phase term einωBt = (−1)n. Note also a similar behaviour of the Wannier–Stark state shown in
figure 2.

New Journal of Physics 6 (2004) 2 (http://www.njp.org/)

FIGURE 5.14. Oscillations de Bloch dans la limite des liaisons fortes. Gauche et
milieu : évolution dans l’espace réel d’un paquet d’ondes pendant deux périodes de
Bloch pour ν = −31.6 (force négative). Pour la figure de gauche, l’état initial est
la fonction de Wannier j = 0. Le mouvement est alors un mouvement de « res-
piration » symétrique par rapport à j = 0. Sur la figure centrale, l’état initial est
un paquet gaussien de largeur σ = 5 et l’évolution ultérieure est essentiellement
une oscillation du centre du paquet d’ondes, sans déformation notable. La figure de
droite montre la partie réelle de 〈wn|Ψ(t)〉, en t = 0 (point bleus) et en t = π/ωB

en rouge [figures extraites de Hartmann et al. (2004)].

5 Les échelles de Wannier–Stark

Dans la mesure où l’hamiltonien considéré dans ce chapitre est indé-
pendant du temps, au moins dans la version (5.2) que nous redonnons ici :

Ĥ =
p̂2

2m
+ V (x̂)− F x̂, (5.53)

une approche naturelle au problème des oscillations de Bloch consiste à
chercher les états propres de cet hamiltonien, pour en déduire ensuite les
différents aspects de la dynamique (Wannier 1960). On note immédiate-
ment que si ψ(x) est état propre pour l’énergie E, alors ψ(x + a) est état
propre pour l’énergie E + Fa = E + ~ωB. A chaque état propre est donc
associée une échelle d’énergie appelée échelle de Wannier-Stark, les barreaux
de cette échelle étant espacés de ~ωB.

Cette recherche d’états propres comporte des aspects mathématiques
non triviaux : (i) Le spectre de l’hamiltonien est a priori un continuum
s’étendant de−∞ à +∞, puisque pour toute énergieE, on peut trouver un
état asymptotiquement libre pour x → ∞. Les échelles de Wannier–Stark
sont dans ce contexte des résonances, qui apparaissent comme pôles d’une

matrice de diffusion (Gluck et al. 2002). (ii) Cependant le fait de restreindre
l’espace de recherche des états propres à une bande (ou un nombre fini de
bandes) change radicalement la nature de ce spectre, qui devient complè-
tement discret (Avron et al. 1977; Nenciu 1991).

C’est ce deuxième point de vue que nous allons adopter dans ce qui
suit. En toute rigueur, les états de Wannier–Stark que nous allons trouver
seront donc des états de durée de vie finie, cette durée de vie étant reliée
à la largeur des résonances du problème exact. Cette durée de vie finie est
elle-même la signature des transitions Landau-Zener, causant une fuite de
l’oscillation de Bloch du fait des transitions vers des bandes supérieures.
Mais on peut la négliger si les critères dégagés plus haut pour assurer la
validité de l’approximation adiabatique sont vérifiés.

Limitons nous pour simplifier au modèle de liaisons fortes à une bande,
avec l’hamiltonien donné en (5.42). Il est immédiat de vérifier 3 que l’état

|Φj〉 =
∑
j′∈Z
Jj′−j(ν/2) |wj′〉 (5.55)

est état propre de Ĥ avec la valeur propre −j Fa (Gluck et al. 2002; Hart-
mann et al. 2004). Cet état |Ψj〉 est centré sur le site j et il s’étend de part
et d’autre sur un nombre de sites ∼ ν/2. En effet, si |n| � x, la fonction de
Bessel Jn(x) décroit comme (x/2)n/n! . L’extension de l’état de Wannier–
Stark détermine donc grosso modo le domaine de l’oscillation de Bloch. On
voit bien sur cet exemple simple le caractère mathématique particulier de
ce problème : une force F même infinitésimale change radicalement le
spectre de l’hamiltonien : il passe d’un continuum borné entre −2J et 2J à
un ensemble entièrement discret, s’étendant de −∞ à +∞.

La spectroscopie des états de Wannier–Stark est faite soumettant les
atomes à une perturbation dépendant du temps à la pulsation ω : Ŵ (x, t) =
Ŵ (+)(x) e−iωt + c.c.. Cette sonde induit une transition de |Φj〉 vers |Φj′〉,
une résonance se produisant à chaque fois que ω = (j′− j)ωB, pourvu évi-
demment que l’élément de matrice 〈Φj′ |Ŵ (±)(x)|Φj〉 soit non nul. On ob-
tient a priori un spectre symétrique, puisque les échelle de Wannier–Stark

3. Rappelons que les fonctions de Bessel vérifient la relation

x (Jn+1(x) + Jn−1(x)) = 2nJn(x). (5.54)
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red detuned (! ¼ 1064 nm, beam waist 200 "m) Yb fiber
laser providing transverse confinement (see Fig. 2). To load
this dipole trap, we superimpose it to a 3D-Magneto-
Optical trap (MOT) containing 107 atoms fed by a 2D-
MOT during 500 ms. The cloud is then cooled down to
2 "K by a far detuned molasses, at the end of which we
switch off the cooling lasers to let the untrapped atoms
fall. At our low lattice depth (Ul ’ 4ER (where ER ¼
ð@klÞ2=ð2maÞ is the lattice recoil energy), only the first
band has a non-negligible lifetime and is populated with
about 105 atoms vertically distributed along 104 sites (the
second band is centered at 5ER already above the lattice
depth). The atoms accumulated in all the Zeeman sublevels
of j52S1=2; F ¼ 2i are depumped to j52S1=2; F ¼ 1i and
then optically pumped (95% efficiency) on the j52S1=2;
F ¼ 1i ! j52P3=2; F ¼ 0i transition to the j52S1=2;
F ¼ 1; mF ¼ 0i Zeeman sublevel, which is sensitive to
stray magnetic fields only to second order. The remaining
5% unpolarized atoms can easily be removed from the trap
with a pushing beam. Our fluorescence detection scheme,
based on a time of flight measurement similar to the one
used in atomic clocks and inertial sensors, allows us to
measure the atomic populations in the two hyperfine states
after releasing the atoms from the trap [16]. The Raman
transitions are driven by two counterpropagating beams at
780 nm circularly polarized, detuned from the atomic
transition by about 3 GHz, and aligned along the direction

of the optical trap beams. The beams are collimated with a
1=e2 radius of 1 cm, ensuring a good intensity homoge-
neity along the transverse size of the trap (about 200 "m
radius).
Figure 3 shows two typical Raman spectra of the tran-

sition probability as a function of the Raman frequency #R,
taken for two different lattice depths. Transitions between
the two hyperfine levels at Raman frequencies equal to the
hyperfine splitting plus or minus an integer number !m of
Bloch frequencies (#B $ 569 Hz in our system) are the
signature that the atoms actually tunneled across !m lat-
tice sites. For those scans, the intensities in the Raman laser
beams were 0.25 and 0:54 mW=cm2. The resulting Rabi
frequencies "!m, different for each transition, are always
smaller than the Bloch frequency, so that each peak is well
resolved. The ratio between the Raman intensities was
chosen to cancel the differential light shift of the hyperfine
transition induced by them [17]. The Rabi frequency for
each transition !m is written [18]

"!m ¼ "Ul¼0hWmje%ikeffxjWm&!mi; (1)

where "Ul¼0 is the Rabi frequency in free space. Because
of the translational symmetry of the WS states, "!m does
not depend on the initial well index m but only on the
absolute value of !m [18]. It also depends on the lattice
wavelength !l and depth Ul, which is an important feature
of this experiment, as it induces a spatial inhomogeneity on
the Rabi frequency seen by the trapped atoms via the
transverse inhomogeneity of the lattice depth in the trap.
The damping induced on the Rabi oscillations by this

FIG. 2 (color online). Experimental setup for the optical trap-
ping and Raman intersite transitions. The different beams are
superposed using dichroic mirrors. The Raman beams are also
superposed and one of them is retro-reflected to allow counter-
propagating transitions.

FIG. 3 (color online). Raman spectra for two different lattice
depths, showing evidence of transitions between up to 9 neigh-
boring lattice sites, each having a different Rabi frequency
according to Eq. (1). The excitation time is 10 ms, which is
smaller than the duration of a $ pulse for each transition.
The peaks are separated by the Bloch frequency of our system
#B $ 569 Hz, and their amplitudes are related to the Rabi
frequencies calculated in Fig. 4.
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FIGURE 5.15. Spectroscopie Raman des états de Wannier–Stark d’atomes de ru-
bidium dans un réseau optique en présence de gravité. On observe des transitions
|Φj〉 → |Φj′〉 allant jusqu’à |j′ − j| = 6 pour cette valeur de la profondeur
du réseau. La fréquence des oscillations de Bloch est ωB/(2π) = 569 Hz pour la
longueur d’onde de la lumière choisie pour le réseau (532 nm) [figure extraite de
Beaufils et al. (2011)].

s’étendent aussi bien vers les énergies positives que négatives. On pourra
consulter l’article de Mendez & Bastard (1993) pour trouver des exemples
de spectroscopie des échelles de Wannier–Stark pour des électrons dans
des super-réseaux.

Cette méthode spectroscopique est un autre moyen de regarder un
même phénomène physique : les oscillations de Bloch comme celles de
la figure 5.5 constituent la réponse percussionnelle du système placé hors
d’équilibre, alors que cette spectroscopie de Wannier–Stark étudie la ré-
ponse du système à l’équilibre quant on le pilote par une sonde de faible
amplitude. Lors des premières mises en évidence des oscillations de Bloch
avec des atomes froids, le groupe de Christophe Salomon à l’ENS a privi-
légié la méthode percussionnelle alors que celui de Mark Raizen à Austin
a plutôt mis en avant cette méthode spectroscopique (Niu et al. 1996; Wil-
kinson et al. 1996).

Nous avons reporté sur la figure 5.15 un résultat obtenu récemment
dans l’équipe de Franck Pereira dos Santos (Beaufils et al. 2011) [voir aussi
Tackmann et al. (2011), Pelle et al. (2013)]. Ce résultat est obtenu pour des
atomes de rubidium 87 dans un réseau vertical, la force F étant donc la gra-
vité. Le réseau est formé par une onde stationnaire à la longueur d’onde

de 532 nm, correspondant à une fréquence de Bloch ωB/(2π) = 569 Hz.
La profondeur du réseau est d’environ 4Er, ce qui correspond à une lar-
geur de bande de 0.5Er ≈ 4 kHz. Le paramètre ν caractérisant le nombre
de sites visités lors d’une oscillation ainsi que l’extension de chaque état
de Wannier–Stark est ν ≈ 7. L’échelle de Wannier–Stark est mesurée en
induisant une transition Raman entre deux états internes de l’atome de ru-
bidium |g1,Φj〉 → |g2,Φj′〉, avec |gF 〉 = |F,mF = 0〉, séparés de l’écart
hyperfin ≈ 6.8 GHz.

Récemment le groupe du Syrte a utilisé ce type de transitions pour
construire un interféromètre de type Ramsey et obtenir une mesure pré-
cise de ωB, donc de g. La précision relative obtenue est de 0.9 × 10−5 en
une seconde (Pelle et al. 2013), une valeur comparable à celle obtenue à Flo-
rence (1.5×10−7 en une heure), également par spectroscopie des échelles de
Wannier–Stark (Poli et al. 2011). Pour comparaison, la combinaison d’oscil-
lations de Bloch et d’un interféromètre de Ramsey–Bordé a permis à une
équipe de l’ONERA d’obtenir une précision meilleure (2 × 10−7 en 300 s
seulement) (Charrière et al. 2012), et un pur interféromètre de Ramsey-
Bordé au SYRTE a fournit une sensibilité de 0.6×10−9 g en 3000 s (Louchet-
Chauvet et al. 2011), mais au prix d’une chute des atomes de 0.8 mm dans
le premier cas et d’une dizaine de cm dans le second. Dans la méthode de
la spectroscopie de Wannier–Stark, les atomes restent piégés et la distance
qu’ils explorent est de l’ordre de quelques microns seulement : cette mé-
thode est donc bien adaptée à la mesure de forces locales, comme celles de
type Casimir–Polder.

6 Perspectives et applications

Les oscillations de Bloch sont devenus un outil important de l’optique
quantique et de la physique atomique, utilisé dans de multiples applica-
tions allant de la métrologie à l’étude de phénomènes collectifs. Pour ter-
miner ce chapitre, nous allons en discuter brièvement deux.

Mesure de h/m. La première application discutée ici porte sur la me-
sure de la constante h/m, où m est la masse d’un atome d’une espèce
donnée. Cette constante est le « maillon faible » dans la détermination de
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la constante de structure fine α par une méthode ne faisant pas appel à
l’électrodynamique quantique (indépendante du g − 2 de l’électron par
exemple) :

α2 =
2R∞
c

m

me

h

m
, (5.56)

où R∞ est la constante de Rydberg et me la masse de l’électron, la préci-
sion sur les autres termes (R∞/c etm/me) étant notablement meilleure que
10−9.

La méthode utilisée par le groupe de François Biraben au LKB pour me-
surer h/m tire parti des oscillations de Bloch pour transférer à des atomes
une impulsion 2N ~k, où N est un nombre entier très grand (entre 500 et
1000). L’impulsion initiale des atomes est quasi-nulle, et définie avec une
précision bien meilleure que ~k. La vitesse des atomes est mesurée par
une transition Raman qui transfert les atomes d’un état hyperfin g1 vers
un autre état hyperfin g2, par un processus “absorption d’un photon de
nombre d’onde k1 – émission d’un photon de nombre d’onde k2". Si les
atomes ont une impulsion p avant le transfert Raman, la transition se fera
de manière résonante si l’écart en énergie ~ω entre les deux faisceaux créant
la transition Raman vérifie :

~ω(p) = ∆Ehf +
[p+ ~(k1 + k2)]

2

2m
− p2

2m
, (5.57)

toutes les impulsions étant supposées colinéaires et k1, k2 de sens opposés.
La différence entre ~ω(pin) et ~ω(pfi), avec pfi = pin + 2N~k conduit à :

ω(pfi)− ω(pin) = 2N
~k(k1 + k2)

m
, (5.58)

soit en inversant cette relation

~
m

=
ω(pfi)− ω(pin)

2Nk(k1 + k2)
. (5.59)

Dans la première version de cette expérience, l’impulsion transférée était
horizontale et N ∼ 50 (Battesti et al. 2004). Le groupe du LKB est ensuite
passé à une géométrie verticale qui autorise des valeurs plus grandes deN ,
l’effet de la gravité étant éliminé en comparant l’accélération vers le haut
et vers le bas (Cladé et al. 2006). Par ailleurs, pour une meilleure précision
sur la détermination des impulsions initiale et finale, l’oscillation de Bloch

a été placée entre deux paires de pulses π/2 reliant g1 et g2, réalisant ainsi
un interféromètre de Ramsey–Bordé (Cadoret et al. 2008; Bouchendira et al.
2011). La précision obtenue sur h/m est désormais ∼ 10−9 (systématique
+ statistique), à un niveau comparable à celui des autres facteurs entrant
dans l’expression (5.56) pour α.

Notons que ces mesures sont effectuées avec des réseaux extrêmement
profonds, V0 ∼ 100Er, pour lesquels l’efficacité mesurée de l’oscillation de
Bloch atteint 99.97% par période. A cette profondeur de réseau, l’effet tun-
nel entre sites adjacents est complètement négligeable : la formule asymp-
totique vue en cours 3 donne une largeur de bande de 10−6Er, soit un
temps tunnel de plusieurs centaines de secondes. Pour l’accélération uti-
lisée dans l’expérience, de l’ordre de 2000 ms−2, le paramètre ν = 4J/Fa
est de l’ordre de 10−8. Les états de Wannier–Stark sont alors quasiment
confondus avec les fonctions de Wannier dans chaque puits. Les atomes
sont piégés au fond des puits de potentiel créés par l’onde stationnaire et
ils suivent adiabatiquement ces puits quand le réseau est mis en mouve-
ment.

Mesure de forces faibles La possibilité de relier directement la force res-
sentie par les atomes à une fréquence via l’oscillation de Bloch a conduit
plusieurs auteurs à proposer d’utiliser ce phénomène pour mesurer des
forces faibles, la force de Casimir–Polder au voisinage d’une surface par
exemple, voire même rechercher des forces plus exotiques correspondant
à une modification de la gravité aux courtes distances. Une première ex-
périence dans cette direction est présentée par Sorrentino et al. (2009). Par
ailleurs, l’étude des oscillations de Bloch dans une cavité Fabry-Perot a
également fait l’objet d’une étude approfondie (Prasanna Venkatesh et al.
2009).

Nous discutons ici brièvement les résultats obtenus par Carusotto et al.
(2005), qui ont étudié la valeur de ωB au voisinage d’une surface, et l’ont
comparé à la valeur qu’elle prendrait pour un réseau vertical dans l’es-
pace libre. Carusotto et al. (2005) proposent d’utiliser un gaz de fermions
polarisés, donc sans interaction, pour n’observer que des effets « à une par-
ticule ». Par une étude analytique simple, ils montrent que le déplacement
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relatif de la pulsation de Bloch vaut

∆ωB

ωB
= −0.17

D4
(µm)4, (5.60)

où D est la distance entre l’atome et la surface. Pour D = 10 microns, la
force de Casimir (incluant les effets thermiques à 300 K) est environ 105

fois plus faible que la gravité, ce qui devrait être détectable puisqu’on a vu
que la précision sur la mesure de g avec les oscillations de Bloch pouvait
atteindre 10−7 après une heure d’intégration. Dans l’article de Carusotto
et al. (2005), une étude numérique plus approfondie prend en compte le
moyennage du potentiel du fait de l’extension initiale du nuage et de la
région explorée pendant l’oscillation (de l’ordre du micron), mais les cor-
rections sont mineures. Par ailleurs le brouillage des oscillations du fait
de l’inhomogénéité de ωB est faible et ne devrait pas compromettre cette
approche.

Wolf et al. (2007) ont proposé une approche légèrement différente de
celle de Carusotto et al. (2005), en imaginant un interféromètre à partir
des états de Wannier–Stark, situés à j, j ± 1,. . . sites de la paroi, dans deux
états internes g1 et g2 différents. La sensibilité attendue pour ce type d’ex-
périence est un décalage de 10−4 Hz entre deux sites adjacents, la gravité
créant quand à elle un décalage typique du kHz pour des atomes de stron-
tium et une longueur d’onde de réseau autour de 700 nm. On trouvera dans
l’article de Wolf et al. (2007) une discussion des possibilités de ce dispositif
pour la recherche de forces correspondant à une déviation par rapport à la
loi de Newton, à la fois en terme d’intensité et de portée de la force pour un
potentiel de Yukawa. La conclusion des auteurs est qu’il existe un domaine
de paramètres assez étendu que ce type d’expérience pourrait aborder de
manière plus précise que les dispositifs existants.
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