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Introduction

Le cours de cette année trouve son origine dans une question simple :
que deviendraient les objets « ordonnés » de notre monde physique — cris-
taux, aimants, superfluides — si nous vivions dans un espace de dimen-
sion réduite, sur un plan par exemple ? L'analyse initiée par PEIERLS (1935)
avait montré que les fluctuations thermiques et quantiques auraient alors
une importance accrue et qu’elles empécheraient 1’apparition d’un ordre
similaire a celui observé dans notre espace a trois dimensions. Ce résultat
avait été renforcé au cours des années 60 par MERMIN & WAGNER (1966)
et HOHENBERG (1967)).

Toutefois, si une transition « ordre-désordre » conventionnelle ne peut
se produire en dimension réduite, cela n’entraine pas la disparition de
toute transition de phase : au début des années 1970, les études de Vadim
Berezinskii d’un c6té et celles de J. Michael Kosterlitz et David J. Thou-
less de I'autre ont montré qu’un nouveau mécanisme pouvait émerger, en
liaison avec l'apparition de défauts « topologiques ».

Commencons par dire quelques mots de ce lien entre topologie et phy-
sique que le jury Nobel de 2016 est venu saluer en récompensant David
J. Thouless, F. Duncan M. Haldane et ]J. Michael Kosterlitz pour les décou-
vertes théoriques des transitions de phase topologiques et des phases topologiques
de la matiére. Ces deux disciplines, topologie et physique, semblent éloi-
gnées 'une de l'autre. La topologie est une branche des mathématiques
visant a établir des équivalences souvent abstraites entre des objets diffé-
rents, équivalences fondées sur la forme - & comprendre au sens large -
de ces objets. Ce type de préoccupation pourrait sembler déconnecté des
recherches en physique de la matiére, qui se préoccupent des phases sus-
ceptible d’apparaitre en fonction de la densité, de la température ou des
interactions au sein d’un matériau.
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FIGURE 1. Des objets de genre g =0, 1, 2.

Pour comprendre comment la physique "du quotidien” peut tirer pro-
fit de notions de topologie, il est utile de faire un détour par la géométrie,
plus précisément par le lien entre topologie et géométrie établi par Gauss
(qui ne I'a pas publié) et Bonnet (qui I'a publié en 1848). Dans sa version
simple, le théoréme de Gauss-Bonnet porte sur 1’étude des surfaces régu-
lieres dans l'espace a trois dimensions, surfaces que nous supposerons ici
orientables et sans bord (c’est-a-dire fermées). En chaque point r de la sur-
face S, on peut définir sa courbure Q(r). Le théoreme de Gauss-Bonnet
prouve la quantification de l'intégrale de (r) sur la surface S et donne
une interprétation a cette quantification :

1
— [ Qr)d®r=1- 1
el LY 9 M)
oll g est un entier, appelé genre de la surface, qui compte son "nombre
d’anses". Une sphére ou la surface d"un bol n’ont pas d’anse, donc g = 0;
un tore ou une tasse a café normale ont une anse, donc g = 1; des objets
plus complexes ont deux, trois anses (figure [I).
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FIGURE 2. Déformation continue d'une tasse en un tore. L'intégrale de la cour-
bure (I) reste constante durant cette déformation (et égale & 0 pour cet objet a
une anse). Figure extraite de la page web de Scientific American et réalisée par
Keenan Crane (Columbia U.).

Avec ce théoréme émerge la notion de "protection topologique" : par-
tant par exemple d'un tore, on peut le déformer continiment en une
tasse sans fermer I'anse (figure [2). Dans cette déformation, la courbure en
chaque point va bien stir changer, mais son intégrale sur la surface va res-
ter constante : cette intégrale donc est une quantité robuste, protégée des
déformations. En fait, le seul moyen de la modifier est de boucher I'anse
(ou d’en créer une deuxiéme). A I'instant précis o1 'anse se bouche, la sur-
face n’est plus réguliere et le théoreme de Gauss—Bonnet ne s’applique pas.
Sitot 'anse bouchée, la surface redevient réguliére, mais elle appartient dé-
sormais a la classe g = 0 de la sphere et des bols...

Une fois transposée a des objets physiques, cette robustesse topolo-
gique est d'un grand intérét pratique. Supposons qu'une quantité phy-
sique s’écrive comme l'intégrale sur une ligne fermée ou sur une surface
fermée d’une quantité (2 assimilable a une courbure. On sait alors que
cette quantité sera robuste, insensible aux changements de détail de I'objet
considéré, un matériau par exemple. C’est précisément la situation que 'on
rencontre dans le cadre de 'effet Hall quantique entier, ol1 la conductivité
est obtenue en intégrant la courbure de Berry sur une surface fermée, en I'oc-
curence la zone de Brillouin associée & la bande d’énergie peuplée. Nous
n’aborderons pas dans ce cours cet aspect du lien topologie-physique, mais
il rentre sans aucun doute dans le champ récompensé par le jury Nobel,
avec notamment le fameux article TKNN (THOULESS, KOHMOTO et al.
1982) que nous avons eu l'occasion de discuter dans le cours 2013-14.

Un autre exemple d’objet topologiquement robuste qui sera quant a lui

bien présent dans le cours de cette année est un vortex dans un fluide bi-
dimensionnel de particules obéissant a la statistique de Bose-Einstein. In-
troduisons brievement la notion de vortex dans ce contexte. Nous suppo-
sonsﬂ que le fluide est décrit par un champ d’onde de matiere (r) avec
r = (z,y). Ce champ est complexe et il est donc caractérisé par son ampli-
tude et sa phase. On I’écrit traditionnellement :

p(r) = /p(r) ), )

ou p(r) = |¢(r)|* représente la densité au point r. La phase 6(r) est définie
modulo 27, puisque la seule contrainte sur le champ v est d’étre monova-
lué. Connaissant le champ 1), on détermine la vitesse du fluide en fonction
du gradient de la phase 6(r), en tout point r oit la densité est non nulle :

v(r) = %Vﬂ(r). (3)

Il est important que la densité soit non nulle en r pour que la phase 6(r)
soit elle-méme bien définie au voisinage de r et que l'on puisse prendre
son gradient. La vitesse étant proportionnelle au gradient de la phase, on
en déduit que pour tout contour fermé C sur lequel la phase est définie

(figure3) :

j{VH(r)~dr:n27r — ]{v(r)mlr:n@, neZ (4)
C C m
Cette circulation est une quantité quantifiée et protégée topologiquement :
elle ne peut changer que si le contour C est déformé pour passer sur un
point ot1 #(r) n’est pas définie, c’est-a-dire un zéro de .

Ces zéros de 1 correspondent précisément aux vortex. Ceux que nous
rencontrerons dans ce cours sont des zéros simples de 1), correspondant au
cas n = +1. Un vortex en 7 = 0 est obtenu en prenant par exemple un
champ ¢ (r) de la forme

Y(r) = (x £iy) F (a° +y°) = r F(r?) ™ )

ol F' est une fonction réguliére. Le nombre n = +1 déterminant I'enroule-
ment de phase £27 sur un contour entourant un vortex est appelé charge
topologique de ce vortex.

1. Nous reviendrons abondamment sur cette hypothése dans les cours qui suivent.
Comme références possibles sur ce sujet, citons PITAEVSKII & STRINGARI (2016), LEGGETT
(2006) ou encore SVISTUNOV, BABAEV et al. (2015).
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FIGURE 3. Circulation du champ de vitesse sur un contour fermé C dans un gaz
bi-dimensionnel de bosons. Cette circulation est non nulle si le contour englobe
un vortex. La valeur est alors quantifiée [équation ()] avec I'entier n qui donne
la charge du vortex (ou la somme des charges si plusieurs vortex se trouvent a
Uintérieur du contour).

Du fait de la protection de §,v(r) - dr pour n'importe quel contour
entourant un vortex, ces vortex sont qualifiés de "défauts topologiques".
Un champ (7) contenant un vortex ne peut pas étre déformé continment
en un champ 9 (r) sans vortex. Au contraire, un champ 1 (r) ne présentant
que des oscillations douces de p(r) et 6(r), avec p(r) ne s’annulant nulle
part, peut étre déformé continument en un champ complétement uniforme
1y (figure[). Nous interpréterons plus tard ces oscillations douces comme
des phonons.

Cette notion de défaut topologique joue un role central dans le mé-
canisme découvert par Kosterlitz et Thouless (KOSTERLITZ & THOULESS
. En fait, leur travaux ont été menés en paralléleEI de ceux de BE-
REZINSKII (1971)) et nous parlerons dans ce cours de mécanisme BKT. Le
mécanisme BKT consiste en une transition "appariement—désappariement"
des défauts topologiques (figure[F) :

— Considérons la situation ot les défauts sont appariés; dans le cas du
fluide de Bose, cela signifie qu’au voisinage immédiat de tout vortex

2. Vadim Berezinskii (1935-1980) travaillait & I'Institut Landau de physique théorique.

topologiquement
équivalents
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FIGURE 4. Gauche : amplitude du champ 1) (r) contenant un vortex. Ce "défaut”
est protégé topologiquement du fait de 'enroulement de phase de £2r autour de
lui. Droite : amplitude d'un champ (r) ne présentant que des oscillations douces
de p(r) et 6(r), avec p(r) ne s’annulant nulle part. Ce champ peut étre déformé
continument en un champ uniforme, correspondant a l'état attendu a température
nulle.
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FIGURE 5. Gauche : basse température, défauts topologiques appariés; si on fait
une "moyenne a gros grains” de I'état du systéme, tout se passe comme si les
défauts n’étaient pas présents. Droite : haute température, défauts topologiques
non appariés; la phase obtenue est radicalement différente de celle attendue a basse
température.

de charge +1, on trouve un vortex de charge —1. Si on se limite a des
contours C assez grands, les deux vortex seront presque toujours a
I'intérieur du contour et conduiront a une intégrale nulle. L'état (r)
pourra étre vu, au moins dans le cadre d’une moyenne a gros grains,
comme similaire a I’état uniforme attendu a température nulle. On
parle d’ordre topologique pour qualifier cet état.

— En revanche si les défauts sont désappariés, un contour C englobera
généralement un nombre différent de vortex positifs et de vortex né-
gatifs. L'état ¢(r) ne peut pas étre continument déformé vers 1'état
uniforme. Cet état n’est topologiquement pas équivalent a l'état de
température nulle.

A la limite thermodynamique, la transition correspondante est une
transition de phase. Dans le cas particulier du fluide de Bose de densité
fixée, elle se produit pour une température critique 7. que 1'on peut cal-
culer. Le mécanisme BKT s’applique a une grande variété de systémes,
classiques ou quantiques. La transition de phase correspondante est ra-
dicalement différente de celles décrites dans le cadre de la classification
de Landau. En fait, la transition BKT peut étre vue comme une transition
d’ordre infinie, car toutes les fonctions thermodynamiques sont continues
enT,.

Le plan que nous allons suivre pour ce cours sera le suivant :

— Le premier chapitre sera consacré a I’argument de Peierls, montrant
pourquoi 'ordre cristallin non conventionnel ne peut exister a une et
deux dimensions du fait des fluctuations thermiques. Nous donne-
rons également quelques illustrations de 'ordre topologique suscep-
tible d’apparaitre dans un fluide de particules en interaction.

— Nous nous tournerons ensuite vers les fluides quantiques, en com-
mengant par le gaz parfait. Nous retrouverons I'impossibilité d’arri-
ver a un ordre a longue portée, mais nous verrons comment les ef-
fets de confinement peuvent malgré tout faire émerger un condensat
de Bose-Einstein. Nous illustrerons ce point a partir d’expériences de
"condensation de photons" dans une cavité électromagnétique. Nous
terminerons ce chapitre en décrivant comment prendre en compte les
interactions entre deux particules en dimension deux.

— Le chapitre 3 sera consacré au cas d"un gaz de Bose en interaction, dans
la limite basse température ot une approche de type Bogoliubov est
pertinente. En accord avec le résultat de Mermin-Wagner-Hohenberg,
nous montrerons que 1’ordre en phase d"un condensat 3D ne peut ap-
paraitre, et nous verrons qu’il est remplacé par un quasi-ordre avec
une décroissance algébrique de la fonction GG; pour un gaz uniforme :

Gi(r) = (@ (1) D(0)) o . ©

ol ’exposant 1 peut étre relié a la densité dans 1’espace des phases du
gaz.

— Le role des défauts topologiques (vortex) sera détaillé au chapitre 4.
Nous verrons pourquoi l’existence de vortex isolés détruit la super-
fluidité, alors que les paires de vortex liées n’ont pas de conséquence
majeure. Nous décrirons de maniére semi-quantitative les méthodes
désormais standards pour analyser le point critique de la transition
BKT. Nous verrons également comment les premieres expériences me-
nées sur des films d’hélium a la fin des années 70 ont confirmé ces
prédictions.

— Le chapitre 5 sera consacré a la confrontation des prédictions BKT
avec les expériences menées sur les fluides quantiques dilués, gaz ato-
miques ou assemblées de polaritons de cavité. Nous verrons notam-
ment qu’il n'est pas aisé de concevoir un systéme physique unique



permettant de mettre en évidence 1’ensemble des caractéristiques de
la transition BKT.

— Enfin au chapitre 6, nous nous interrogerons sur la différence entre
les aspects classiques et quantiques des gaz dégénérés dimensionnels.
La transition BKT émerge quand on décrit ces fluides par un champ
classique 1(r), 1a seule quantification étant celle de la circulation de la
vitesse (4). Cette approche "champ classique" apporte un bonus, 1'in-
variance d’échelle. Au contraire, une description complétement quan-
tique du fluide brise cette invariance. Nous ferons le point sur des
expériences récentes ayant abordé ce sujet.

Il est bien clair que dans le volume restreint imparti a ce cours, il n’est
pas envisageable de dresser un panorama complet des recherches sur la
transition BKT. Cette derniére a fait 1’objet de nombreux livres ou articles
de revue, et nous renvoyons le lecteur désireux d’en apprendre davantage
vers le 'ouvrage récent édité par JOSE (2013) qui contient de nombreuses
références sur le sujet.



Chapitre I

Peierls et ’ordre cristallin en basse dimension

L’essentiel du cours de cette année va étre consacré a 1'étude de gaz
quantiques en dimension réduite, essentiellement en dimension deux. Du
fait de cette dimension réduite, le phénomene de condensation lié a la sta-
tistique de Bose-Einstein sera absent, au moins a la limite thermodyna-
mique, c’est-a-dire pour un systeme infini. En d’autres termes, I'ordre a
longue portée qui caractérise un condensat de Bose-Einstein, c’est-a-dire
la corrélation en phase de la fonction d’onde qui décrit le gaz, disparait a
deux ou a une dimensions. Les fluctuations thermiques jouent en effet un
role plus important qu’a trois dimensions, et elles viennent détruire 1’ordre
que la statistique ou les interactions auraient tendance a créer.

C’est le physicien Rudolf Peierls, d’origine allemande, mais travaillant
en Angleterre a partir de 1933, qui a le premier formalisé cette perte pos-
sible de 1’ordre a longue portée dans les systemes de dimensions réduites
(PEIERLS |1934]; PEIERLS [1935). Il ne s’intéressait pas aux condensats de
Bose-Einstein, mais & l'ordre d'un solide et il a montré qu’un cristal ne
pourrait pas exister dans un monde uni ou bidimensionnel.

Dans ce chapitre, nous allons commencer par examiner les arguments
de Peierls a une, puis a deux dimensions. Nous décrirons ensuite quelques
expériences récentes menées sur des colloides et qui ont permis de tester la
prédiction de Peierls. Mais nous verrons aussi que 1’absence d’ordre cristal-
lin ne signifie pas un désordre complet : ces assemblées colloidales peuvent
étre "presque" cristallines & basse température, avant de devenir compléte-
ment liquides a température plus élevée. Ce sera notre premiére rencontre
avec une transition de phase induite par des défauts topologiques, concept
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formalisé par KOSTERLITZ & THOULESS (1973).

1 L’argument de Peierls a une dimension

Nous allons commencer notre étude avec un systeme uni-
dimensionnel, c’est-a-dire une chaine d’atomes. Nous allons nous
limiter au cas d’interactions entre proches voisins pour arriver simplement
au résultat de Peierls : un tel systéme ne peut pas présenter d’ordre
cristallin. Méme si on connait précisément la position d’un atome donné
de la chaine, la position d'un autre atome est complétement indéfinie a
I’échelle de la maille cristalline pourvu que cet autre atome soit choisi
assez loin du premier.

1-1 Un argument simple : 'empilement de défauts

Considérons une chaine d’atomes avec une interaction entre proches
voisins décrite par le potentiel U(z). Si on numérote les atomes avec un
indice j en supposant ... < z;_; < z; < ;41 < ... I"énergie d'interaction
du systeme vaut donc

‘/inter.({xj}) = Z U(ijrl — .Tj> (11)



CHAP. I. PEIERLS ET L’ORDRE CRISTALLIN EN BASSE DIMENSION

§1. L'argument de Peierls & une dimension
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FIGURE 1.1. Chaine uni-dimensionnelle d’atomes avec des interactions entre
proches voisins décrites par le potentiel U(x). Ce potentiel a un minimum en
x = a, ce qui a pour effet de former un cristal, au moins pour un gaz de parti-
cules a température nulle décrites par la physique classique (pas de fluctuations
thermiques, ni quantiques).

Pour favoriser I'apparition d'un éventuel ordre cristallin, supposons que
ce potentiel possede un minimum local en = = a, de sorte qu’a tempéra-
ture nulle et en absence de toute fluctuation d’origine quantique, la chaine
d’atomes est réguliére, avec un espacement entre atomes adjacents égal a a

(figure[LT).

Supposons maintenant que le systeme soit a température 7" non nulle.
En prenant la position zy de 'atome 0 comme référence, la position z; de
son voisin de droite fluctuera autour de sa position d’équilibre avec un
écart quadratique moyen d; qui se déduit du théoreme d’équipartition de
I'énergie :

kgT

d?U
<51> =0, <§%> P =

k= —
2
dx r=a

(1.2)
Nous nous sommes limités ici au cas ot |§| < a, de sorte qu’on peut utili-
ser une approximation quadratique pour estimer les variations du poten-
tiel U(z) au voisinage de son minimum x = a. Par ailleurs, nous avons
mis un signe ~ et pas un signe = car le traitement fait ici ne peut donner
qu'un ordre de grandeur de (67). En effet, la position de I'atome 1 ne doit
pas se repérer seulement par rapport a son voisin de gauche, c’est-a-dire
I’atome 0, mais aussi par rapport a son voisin de droite, c’est-a-dire I'atome

rT1=20+a+d avec
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2. La prise en compte correcte de I’ensemble des interactions conduit a un
ensemble d’équations couplées que nous examinerons un peu plus loin

(§[-2.

Le méme argument permet d’évaluer les fluctuations de la position de
I'atome j par rapport a son voisin j — 1:

kpT

rj=zj-1+ta+d; avec (07) (I.3)

Par rapport a I’atome initial 0, la position de I'atome j est donc donnée par

Tj = To +ja + Aj (14)

ot la quantité A; est la somme des j variables aléatoires indépendantes :
Aj=01+...+0;. (L5)

Cette quantité est également de valeur moyenne nulle et elle a pour va-
riance :

(AZ) ~ — ] (L6)

On voit donc que l'incertitude sur la position de I’atome j croit comme /5
au fur et & mesure ot1 I'on s’éloigne de I'atome de référence. Pour j assez
grand, typiquement

HGQ

A?%) > g2 — > L7

(A7) 2 12907 17)
I'incertitude A; devient supérieure a la maille a du réseau et I'ordre cristal-
lin est perdu : méme si on sait exactement o1 se trouve 'atome de référence
0, on n’a aucune information sur la position de I'atome j a I’échelle de la
maille cristalline.

Cet argument trés simple permet de conclure dans le cas uni-
dimensionnel, mais il est difficile a généraliser en dimension supérieure.
Nous allons donc passer par un traitement un peu plus élaboré, ot I'on
considere les vibrations (phonons) du réseau, traitement qui sera transpo-
sable en dimension 2 et 3. Ce traitement est par ailleurs voisin de ce que
'on sera amené a faire plus tard pour étudier la superfluidité.



CHAP. I. PEIERLS ET L'ORDRE CRISTALLIN EN BASSE DIMENSION

§1. L'argument de Peierls a une dimension

1-2 Le cristal harmonique classique

Nous reprenons la chaine d’atomes précédente, en choisissant des
conditions aux limites périodiques pour simplifier les calculs. En notant
N le nombre total d’atomes, nous identifions l’atome N et ’atome 0, ce
qui revient a positionner les atomes sur un cercle (figure [[.2). Nous nous
limitons a des petites variations des distance x; 1 — z; autour de leur va-
leur d’équilibre a de sorte que I'énergie totale (cinétique + interactions) du
systéme s’écrit dans I'approximation harmonique

N
1 . K
E= Z §mu§ + §(uj+1 —u;)? (I.8)
j=1

ot u; désigne I'écart de I’atome j par rapport a sa position d’équilibre X :

uj =x; — X; avec X, = ja (L9)

(avecla convention uy 1 = u1). Notons que I’hypotheése de petite variation
de la distance entre proches voisins :

|Uj+1 — Uj‘ < a (110)

n'implique pas que u; et u;;; soient séparément petits devant a. Les
atomes j et j + 1 peuvent étre chacun fortement écartés de leurs positions
d’équilibre X; et X, mais nous faisons '’hypothese que leurs écarts u;
et u; 11 sont voisins; en d’autres termes, il peut y avoir un ordre local sans
avoir d’ordre a longue portée.

Les équations du mouvement conduisent a un systéeme de IV équations
linéaires couplées :

m ’LL] = K(Uj+1 — 21.Lj + 1.l,j,1)7 (Il].)

dont les solutions sont les modes propres du systéme, c’est-a-dire les pho-
nons. La résolution de ce systéme d’équations est un classique des ou-
vrages de physique des solides [voir par exemple ZIMAN (1960) et ASH-
CROFT & MERMIN (1976)]. Une méthode rapide consiste a considérer les
coefficients 4, (prenons N pair pour fixer les idées)

™ 2T 2 s

1 .
N E —igX; o, . = . .., =, 0, —, ..., +— (I.12
e VN r ¢ i q a7 Na  Na’ ’+a (I12)
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FIGURE 1.2. Gauche : chaine ordonnée de N atomes avec des conditions aux li-
mites périodiques, conduisant a identifier 'atome j = 0 et 'atome j = N. Droite :
définition des déplacements u; par rapport aux positions d’équilibre. On suppose
que |u; 41 — u;| < a mais pas nécessairement que |u;| < a.

ot les deux valeurs extrémes ¢ = +m/a conduisent au méme coefficient 4.

La transformation u; — 1, n'est autre qu'une transformée de Fourier
discrete qui associe les écarts u; aux amplitudes @, des moments q. Cette
transformation s’inverse pour donner

1 .
Up = —— el 1% g, . 113
J \/N zq: q ( )

Comme les N positions u; sont réelles, les amplitudes complexes i, véri-
fient
~ %

Uy = U—g,

U, @iﬂ-/a € R. (114)

On a donc N variables réelles indépendantes, aussi bien dans I'espace des
positions que dans 'espace de Fourier.

L'écriture de I'énergie totale en fonction des modes phononiques
U4 s’obtient apres un calcul simple :

(1.15)

1 S 1 PPN
FE = Zimuqu,q—f— iquuqu,q
q
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ot l’on a posé

K, . qa
=2,/— |sin—|. I.16
wg =2/ = [sin L (L16)
On a donc décomposé le probleme en N modes de phonons indépen-
dants, régis par 1'équation du mouvement :

lig + wlity = 0; (117)

— le mode iy, avec l'équation du mouvement iy = 0, correspond au
mouvement du centre de masse de I'ensemble de la chaine. Rien ne
vient contraindre la position de ce centre de masse puisque 1'énergie
totale est invariante par translation globale des IV atomes.

— les N — 1 modes 14 avec g # 0 forment des oscillateurs harmoniques
découplés de pulsation w,.

Les modes ([.12.16) correspondent a une version discrétisée d’ondes
progressives en €'9%, avec la position z = X; = ja. Pour les petits nombres
d’onde (¢ < 7/a), on trouve une relation de dispersion linéaire

K
wy = cq| avec c=ay/—,
m

correspondant a des ondes « sonores » de vitesse c.

(L18)

1-3 Corrélation des écarts u; a 1’équilibre thermique

A I'équilibre thermodynamique, on déduit de I’expression de 1’énergie
[.15) que chaque mode @, pour ¢ # 0 a une valeur moyenne nulle et une
Variance donnée par le théoreme d’équipartition :

N=0siq#¢q. (L.19)

S {ligl?) =
Pour établir cette relation (avec les facteurs 2 corrects!), il faut rappeler que
l'on travaille avec des oscillateur complexes [cf. (L14)]. En cas de doute,
il est conseillé de se ramener a des oscillateurs réels indépendants, par
exemple en considérant les parties réelles et imaginaires des i, et en re-
prenant la somme pour la restreindre aux variables indépendantes
correspondant a g > 0.

1
§kBT <’1,Lq
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Il est alors simple de calculer la corrélation entre le déplacement de
I'atome j et celui de I'atome 0 (= N). Partons de

—ug = f Z (7% — 1) q, (1.20)

ce qui donne, en prenant le carré, puis la valeur moyenne thermique

%z:sin2 (¢X;/2) <mq|2>

kT 4
- 7N§

{(uj — uo)?) (121)
(1.22)

A ce stade, il est utile de remplacer la somme sur le moment discrétisé ¢
par une intégrale en utilisant la relation déduite de ([.12) :

N w/a
>y - L / dg, (1.23)
27 —m/a
q
ce qui donne
2 kgTa [™ sin®(¢X /2)
<(uj—u0)2> A 2
—7/a Wy
4 kgTa [ sin®(¢X;/2) 4
onom w? e
4 kgT [™sin®(¢X,/2
~ 4 ksT M d (1.24)
T ka Jy q

ol nous avons remplacé dans la derniére ligne la pulsation w, par son ex-
pression linéarisée w, = cq, et utilisé 1’'expression pour la vitesse du
son c. Cette approximation sera justifiée a posteriori quand nous connai-
trons les modes ¢ qui contribuent majoritairement a cette intégrale.

Nous allons nous placer dans le cas ou1 I’atome j est éloigné de I'atome
0 puisque nous nous intéressons a 1'ordre a longue portée. Pour évaluer
cette intégrale, nous allons tout d’abord utiliser une méthode approchée.
Elle consiste a découper l'intervalle d’intégration, puis a évaluer chaque
morceau. Cette méthode nous donnera simplement la loi d’échelle reliant
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U U a U a e
NSNS 1> /X
T ey

~

—o o—
0 X; J
s N
N 7

FIGURE 1.3. Les deux types de modes susceptibles de contribuer a l'intégrale
(24, pour une distance X; donnée entre les deux sites considérés.

{(uj —up)?) et sera directement transposable au cas bi-dimensionnel. Nous
examinerons ensuite une deuxieme méthode, spécifique du cas 1D, per-
mettant de faire un calcul (presque) exact de cette intégrale.

Découpage et approximations. La structure de l'intégrande suggere de
découper l'intervalle d’'intégration en deux parties (figure[l.3) :

— Les valeurs telles que ¢ 2 /X, pour lesquelles on peut remplacer le
sin? par sa moyenne 1/2, soit

2 kgT [T 1

™ Ra

2 kT

1.25
x/x; ¢ T ka (1.25)

o1 'on a utilisé le fait que X; >> a.

— Les valeurs telles que ¢ < 7/X; pour lesquelles on peut remplacer le
sinus par son argument :

1 kgT T/ X; kpT
~ - B X]-Q/ dg = 2= X;
T Ka 0 Ka

(1.26)

Sous cette forme, on voit que les deux contributions sont sensiblement du
méme ordre, leur valeur relative précise dépendant de la position de la
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frontiere entre les deux domaines (ici 7/X). Elles conduisent chacune a la
divergence linéaire de ((u;—ug)?) avec j. On voit également que les valeurs
de ¢ qui contribuent le plus a ces deux intégrales sont les valeurs autour
de ¢ ~ 1/X; <« 1/a, c’est-a-dire les modes dont la longueur d’onde est de
I'ordre de la distance entre les deux sites 0 et j considérés ici. Cette consta-
tation justifie a posteriori la linéraisation de la fréquence w, o sin(ga/2) faite

al’équation (1.24).
Calcul (presque) exact de l'intégrale (L24). Un changement de variable

permet de se ramener 4 :
mXi/a gin? z
X; —5— dz.
0 Z

Dans la limite j > 1, la borne supérieure de l'intégrale peut étre étendue
a +oo et l'intégrale vaut 7/2, ce qui redonne le résultat trouvé dans le pre-

mier paragraphe [cf. (L6)] :

2 kpT

(4 —uo)?) = = Tra

(1.27)

kgT kpT .
2

o - BTy MBS
<(U] up)”) eq KJJ

(1.28)

Ce résultat coincide également (a 20 % pres) avec la somme des deux

contributions ([.25) et ([.26).

Ce calcul confirme donc la conclusion de 1’analyse simplifiée du para-
graphe §[I-1]: & température non nulle, il n’y a pas d’ordre a longue portée
et la « mémoire » de la position de 'atome j = 0 est effacée au bout d"une
distance qui varie comme 1/7. En revanche, a température nulle, on trouve
un ordre a longue portée dans ce modele classique, chaque atome occupant
alors exactement sa position d’équilibre.

1-4 Le cas quantique

Avant de passer au cas multi-dimensionnel, il est intéressant de re-
garder comment les résultats précédents sont modifiés quand on prend
en compte l'influence des fluctuations quantiques. Plagons-nous a tempé-
rature nulle pour simplifier 'analyse. Pour commencer, remarquons que
I'énergie est une fonction quadratique des positions et des vitesses, de
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sorte que le traitement quantique peut étre calqué sur le traitement clas-
sique. En particulier, 'identification des modes phononiques est inchangé
et on trouve pour I'énergie potentielle de chaque oscillateur 4, :
1 5, . 9 1
Smw (|ig|*) = ~hwy, (1.29)
2 4
cette expression venant remplacer I'équipartition classique de l'énergie
donnée en (L.19).

Injectons ce résultat dans l'expression (L.21) donnant la variance de

I'écart u; — up :

2h sin®(¢X;/2)
mN Wy

((uj —uo)?) (1.30)

sin? qX / 2)

_— 131
: T / (30
ot I'on a remplacé w, par cg. Comme nous l’avons fait en ([.25{1.26), nous
pouvons séparer cette intégrale en deux parties, selon la valeur relative de
getl/X;:

— Pourg¢ 2 n/X;,onapour X; > a

1 h o (e 1 h
N — -dg = — In(X;/a (1.32)
T L a8 = 7 e )
— Pour ¢ < /X, on trouve :
1 h /X ™ h
~ X2 de = = . 1.
27 /km Y /0 164 4 /km 133)

Pour X; > a, la premiére contribution est dominante puisqu’elle diverge
comme In(X;). On trouve donc, a une constante additive pres

a2l
ol 1 X‘
Il( J/a)v

((uj — up)?) ~ (1.34)

ott on a introduit a,, = (h?/mk)'/4, qui est la taille caractéristique de I'état
fondamental d'un oscillateur harmonique quantique de masse m et de rai-
deur &.
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Cette divergence indique que méme a température nulle, un cristal uni-
dimensionnel quantique ne pourrait pas exister, au moins si on se limite a
des interactions entre proches voisins. Cette divergence est faible puisque
logarithmique, mais elle suffit a empécher I'ordre cristallin.

Nous allons retrouver dans le paragraphe qui suit une divergence lo-
garithmique pour un cristal classique 2D a température non nulle, avec un
traitement mathématique qui sera directement inspiré de celui que nous
venons d’utiliser. Notons que cette relation entre un systéme quantique de
dimension d a température nulle et son équivalent classique en dimension
d-+1 a température finie n’est pas fortuite. Elle peut étre completement for-
malisée pour certains probléemes, comme discuté par exemple dans 'article
de revue de SONDHI, GIRVIN et al. (1997).

2 Cristaux a deux ou a trois dimensions

L’analyse que nous venons de faire peut étre transposée au cas multi-
dimensionnel (MERMIN [1968; MERMIN [1979|; MERMIN 2006)). La recherche
des modes propres du systeme se fait de la méme fagon, en linéarisant le
potentiel d’interaction entre atomes au voisinage de leur position d’équi-
libre dans le cristal. L'invariance par translation du systeme permet la aussi
de rechercher les modes propres du systéeme sous forme d’ondes planes ca-
ractérisées par leur vecteur d’onde q.

Une complication supplémentaire apparait dans un réseau de dimen-
sion supérieure a 1 : pour préciser complétement la forme d’un mode
propre, il faut également se donner sa polarisation ¢, c’est-a-dire la direc-
tion d’oscillation des atomes par rapport au vecteur d’onde. A une dimen-
sion, le probléme ne se posait pas puisque 'oscillation se faisait nécessai-
rement de maniére longitudinale, le long de ’axe du cristal. A deux (resp.
trois) dimensions, il y a deux (resp. trois) polarisations indépendantes pour
un vecteur g donné. La situation est simplifiée dans le cas d'un cristal iso-
trope, pour lequel on peut toujours choisir une solution polarisée paral-
lelement a q et l'autre (ou les deux autres a 3D) perpendiculairement a g
(ASHCROFT & MERMIN [1976).

Une fois cette identification des modes propres effectuées, nous pou-
vons reprendre le raisonnement précédent pour évaluer la variance de
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U

Jy—1 o —O0 o 0 ¢

.j.r -1 /J /7 + 1

FIGURE I.4. Réseau a deux dimensions, avec les positions d’équilibre R, j =
(Ju» Jy) €t U'écart u.

I'écart entre les déplacements ug et ur de deux atomes séparés de R.
Le traitement exact est compliqué par la nécessité de séparer les contri-
butions des différentes polarisations des modes, mais nous pourrons heu-
reusement nous contenter de lois d’échelle pour conclure.

2-1 FEcarts a I’équilibre dans le cas bidimensionnel

Considérons un réseau carré de pas a, avec N sites le long de chaque
direction et des conditions aux limites le long de chaque axe (figure [[.4).
Chagque site du réseau est repéré par un couple d’entiers, (j,, j,) = j, cor-
respondant a la position

R; = a(j.X + jy¥) (L.35)
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ol X et § sont deux vecteurs unitaires le long des axes x et y. On repere la
position r; d'un atome par son écart u; par rapport a la position d’équi-
libre R; :

(1.36)

Dans I'hypothese |u; — uj/| < asi j et j' sont proches voisins, on peut
ramener 'énergie d’interaction entre atomes a un hamiltonien quadratique
en les u;, et les modes propres (phonons) peuvent alors étre déterminés
exactement, en particulier leur relation de dispersion wyq.

T ZRj + u;.

L’équipartition de 1’énergie appliquée a chaque mode conduit a un ré-
sultat qui a la méme structure que le résultat uni-dimensionnel ([.22) :

kgT 8 sin?(q - R;/2)
2

ot I'on a introduit un facteur multiplicatif 2 pour tenir compte des deux
directions d’espace.

Le passage d'une somme discréte a une intégrale sur q se fait par :

N 2
> — (a) / d%q,
2T 7B

q
ot1 I'intégrale porte sur toute la zone de Brillouin (ZB) : —7/a < ¢z, ¢y <
m/a. En remplagant wq par c|q|, ce qui est possible car — comme dans le cas
1D - ce seront les petites valeurs de ¢ (¢ < 1/a) qui auront une contribution
dominante on arrive a :

D) : (1.38)

keT 2 sin®(q - R; /2
<(uj—u0)2>~ BL < (g .7/ )d2q.

2D):
(D) K Tz q?

(1.39)
On a posé mc? = ka? ol k est (comme a une dimension) une estimation de

la raideur associée a la force de rappel d"un atome vers sa position d’équi-
libre.

Comme pour le cas uni-dimensionnel, nous pouvons évaluer de ma-
niere approchée cette intégrale en la coupant en deux parties :

1. En toute rigueur, il faudrait prendre en compte ici le fait que la vitesse du son n’est
pas la méme pour les vibrations longitudinales et les vibrations transverses. Comme nous ne
nous intéressons ici qu’aux lois d’échelle, nous omettrons ce raffinement.
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— Pour ¢ > 7/R;, en remplagant le sin?(. . .) par sa valeur moyenne 1/2,
on arrive a
/e ] 2 kgT

1 kT
N — —— — 2mqdq ~ ;Tlog(Rj/a).

: (1.40)
™ K w/Rj q

— Pour ¢ < 7/Rj, en remplagant le sinus par son argument, on trouve

1 kBT R2 /Tr/RJ'
0

~ —
7

55 (L41)

La contribution principale provient donc du premier terme qui diverge
logarithmiquement avec la distance R :

(g — o)) ~ 2 2 1og (R) |

K a

(1.42)

Comme dans le cas 1D, cette divergence provient des moments ¢ de I’ordre
de 1/R;, c’est-a-dire des grandes longueurs d’onde, de l'ordre de la dis-
tance R;.

2-2  Un parameétre d’ordre : les pics de Bragg

Pour tester expérimentalement si un ordre cristallin est présent ou non
dans un échantillon, une méthode standard consiste a diffracter sur cet
échantillon une onde (photons, électrons, neutrons) de vecteur d’onde in-
cident k;. Pour un cristal caractérisé par des vecteurs de base a,, avec
a = 1,2 a deux dimensions, on s’attend a observer des pics de Bragg dans
des directions de vecteur d’onde k tels que

k=ki+Q, (1.43)
oll Q est un vecteur du réseau réciproque défini par
Q- -a, =0 modulo 2. (1.44)

La variation de l'intensité diffractée autour de Q permet alors de révéler
I'ordre ou I’absence d’ordre cristallin.

Pour simplifier les notations, supposons que k; est orthogonal au plan
des atomes (figure [L.5). L'intensité diffractée dans la direction k est donc,

17

k=ki+Q

FIGURE L5. Diffraction de Bragg d’une onde incidente de vecteur d’onde k; vers
un vecteur d’onde final k. On a choisi ici k, orthogonal au plan des atomes. L'in-
tensité I(k) révele un possible ordre ou quasi-ordre cristallin.

apreés moyenne sur les fluctuations thermiques des écarts u; par rapport
aux positions d’équilibre R; :

B

1) o (| Do)
J

N Zeikr(RJ—RJ/) etk (ws—wr)y (1.45)
3,3’

Apres décomposition sur les modes de phonons, le déplacement relatif
u; — w;s s'écrit comme une somme de variables indépendantes. On peut
donc utiliser le résultat classique pour une variable gaussienne (e!?) =
e~ (9*)/2, ce qui donne :

2

exp {—Z((ug‘ - uj/)ﬂ
L
Rjj

(exp ik - (u; —u;)]) =

Q

(L46)
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ot 'exposant 7 est définie par :

 K2kgT

" 27K

(L47)

Rappelons que la raideur x qui apparait ici décrit de maniere heuristique
le potentiel de liaison entre atomes. Un traitement plus rigoureux fait ap-
paraitre les constantes élastiques de Lamé du solide (NELSON & HALPERIN
1979).

En absence de fluctuations thermiques, n = 0, tous les coefficients
(eik‘(“j i )> sont égaux a 1 et 'intensité diffractée

I(k)oc 3 e (Ri-Ry) (1.48)
3,3’

est constituée de pics de Dirac (a la limite d'un réseau infini) localisés sur
les vecteurs du réseau réciproque Q.

En présence de fluctuations thermiques, les coefficients (eik'(“f"f’)>
décroissent algébriquement avec la distance R;; avec l'exposant 7. Les
pics de Bragg sont alors élargis, puisque l'intensité varie au voisinage d'un
vecteur Q donné comme

. a n
I(k) o Zelk'(Rj_Rj’) (R/)
¥ Jj

x /ei(k*Q)'R <%)n d’R

I(k) o |k — Q|"2.

(1.49)

ou encore
(1.50)

Notons que ce résultat est notablement différent de celui qu’on aurait pour
une assemblée d’atomes completement désordonnée. Dans ce dernier cas,
il n’y aurait aucune structure marquée dans une direction Q donnée. Ici au
contraire, on continue a observer une diffraction importante dans des di-
rections privilégiées de I'espace, mais la structure du profil diffracté est
moins "piqué" que pour un ordre cristallin parfait. On parle ainsi d'un
quasi-ordre cristallin (NELSON & HALPERIN [1979; STRANDBURG [1992).
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2-3 Le cristal tri-dimensionnel

Pour comprendre la spécificité des problemes de dimension réduite, il
est intéressant de reprendre le traitement qui précéde pour un cristal tri-
dimensionnel. Le point de départ est inchangé : aprés avoir introduit les
écarts u; aux positions d’équilibre R; avecici j = (jz, jy, j-), on se ramene
la encore a un hamiltonien quadratique en les u;. La décomposition en
modes propres et le théoréme d’équipartition de 1’énergie conduisent a une
estimation de la variance de l'écart relatif entre I’atome 0 et I’atome j :

ksT 12 sin?(q - R;/2)
2

pour un cristal de N x IV x N sites, avec des conditions aux limites pério-
diques.

Le passage d'une somme discréte a une intégrale donne alors

3 sin?(q - R;
((uj —up)?) ~ hul 12 (N&> /ZB sin (g R;/2) d3q

m N3 \ 27 w2
3 aksT sin?(q - R;/2

vy / @ Ri/2) g5, (152)
u K ZB q

ou I'on a comme avant remplacé la pulsation w, par son expression linéa-

riséeE] cg, et introduit une raideur caractéristique « telle que mc? = ka®.

Appliquons a cette intégrale le méme traitement qu’a une et deux di-
mensions, en coupant le domaine d’intégration en deux parties :

— Pour ¢ > 7/R;, la substitution du sin® par sa valeur moyenne 1/2

donne y
3 aksgT [™" 1 kT

B / — drgPdg ~ 2 (153)

2m K 7/R; 2

— Pour ¢ < 7/Rj, la substitution du sin par son argument donne
k‘BT a

~—_— —. 1.54
= (154)

2. En fait, cette linéarisation n’est pas aussi bien justifiée qu'a 1D ou 2D, car les modes
de grand vecteur d’onde ont une contribution significative & 3D, comme nous le verrons un
peu plus loin. Mais comme nous ne cherchons ici que des lois d’échelle, cette approximation
wq " cq sera suffisante.
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Comme a deux dimensions, la contribution du premier terme est domi-

nante : T
(g —up)?) ~ ==, (L55)

mais la forme de cette contribution est tres différente : elle est désormais
dominée par les grandes valeurs de ¢, typiquement ¢ ~ 1/a, c’est-a-dire
les longueurs d’onde de l'ordre de la maille du réseau. Une conséquence
essentielle est que cette contribution est indépendante de la distance R;.
Cela entraine qu'un ordre cristallin peut exister pourvu que ce terme soit
petit devant le carré de la maille du réseau

T
kel o 2. (1.56)
K

Quand cette condition est vérifiée, la position de I'atome j sera bien définie
par rapport a celle de 'atome 0 a I'échelle de la maille cristalline, quelle que
soit la distance R; qui sépare ces deux sites. Plus précisément, le critére de
Lindeman indique que l’ordre cristallin sera possible tant que (NELSON

2002)
1/2

[((uj —up)*)] "~ ~0.15 — 0.30a (1.57)

2-4 Le théoréeme de Mermin-Wagner-Hohenberg

Les conclusions auxquelles nous venons d’arriver sur 1’existence ou non
d’un ordre cristallin en fonction de la dimension d’espace ne sont qu'un
cas particulier d'un résultat tres général connu sous le nom de théoreme
de Mermin-Wagner-Hohenberg. Nous allons maintenant énoncer ce théo-
réme, que nous retrouverons dans la suite de ce cours dans un autre cas,
celui de I'existence ou non d"une condensation de Bose-Einstein.

Ce théoreme a été prouvé par MERMIN & WAGNER (1966)) et indépen-
dammentE] par HOHENBERG (1967). L'article de Mermin et Wagner s’inté-
ressait au ferromagnétisme ou a I'antiferromagnétisme dans des systemes
1D ou 2D, alors qu'Hohenberg prenait pour exemple le liquide de Bose

3. Ces deux articles ont été soumis a une semaine d’intervalle. L’article de Mermin et Wag-
ner est paru en 1966 alors que l'article de Hohenberg est paru en 1967 ; toutefois Mermin et
Wagner avaient connaissance du travail de Hohenberg puisqu’ils le citent explicitement en
tant que unpublished.

ou les paires de Cooper dans un systeme supraconducteur. Leur démarche
était similaire : partant d’une inégalité établie par BOGOLIUBOV (1962), ils
arrivaient a un résultat qui peut se formuler de la maniere générale sui-
vante :

Pour un systeme de dimension inférieure ou égale a 2 et des interactions a
courte portée, il ne peut pas y avoir de brisure spontanée d’une symétrie continue
a température non nulle.

Nous ne démontrerons pas ce théoréme dans le cas général [voir par
exemple HERBUT (2007) ou MUDRY (2014)], mais nous allons insister sur
quelques points importants :

— Les interactions doivent étre & courte portée. Si la portée est infinie,
on se retrouve dans une situation ot la théorie de champ moyen peut
s’appliquer et les transitions de phase "standard" prévues par cette
théorie peuvent se produire, quelle que soit la dimension d’espace.

— On s’intéresse a la brisure d'une symétrie continue : c’est par exemple
le cas de la symétrie de translation qui nous a intéressés dans ce cha-
pitre. Ce peut également étre la symétrie U(1) associée au choix de la
phase d"une fonction d’onde macroscopique, dont la brisure corres-
pond a la condensation de Bose-Einstein. En revanche, le théoreme ne
s’applique pas tel quel aux symétries discretes. Par exemple, pour le
modele d’Ising ol des spins o, = %1 sont placés sur un réseau avec
des interactions entre proches voisins, il y a une transition de phase
pour une température critique 7, > 0 dans le cas bi-dimensionnel
(ONSAGER(1944).

— On parle ici de transition a 7' # 0. A température nulle, le gaz de Bose
2D quantique en interaction est condensé [SCHICK (1971) et POrov
(1972)) et plus récemment PILATI, BORONAT et al. (2005) et MORA &
CASTIN (2009)]. Nous reviendrons sur ce probleme au chapitre 6.

3 Les cristaux bi-dimensionnels au laboratoire

Dans leur article de 1973, Kosterlitz et Thouless avaient suggéré d’ap-
pliquer leur modele théorique de transition de phase induite par des dé-
fauts au cas de cristaux bidimensionnels. Toutefois, la situation est plus



CHAP. I. PEIERLS ET L'ORDRE CRISTALLIN EN BASSE DIMENSION

§ 3. Les cristaux bi-dimensionnels au laboratoire

complexe que ce que nous rencontrerons plus tard dans ce cours pour les
superfluides, car deux transitions successives se produisent pour passer du
cristal triangulaire parfait attendu a température nulle a I'état liquide pour
les hautes températures. La théorie quantitative de la fusion a deux dimen-
sions a été faite par HALPERIN & NELSON (1978a), HALPERIN & NELSON
(1978b), NELSON & HALPERIN (1979) et YOUNG (1979) [on parle de la théo-
rie KTHNY] et les principaux résultats sont détaillés dans 'article de revue
de STRANDBURG (1988).

3-1 Scénario pour la fusion d’un cristal 2D

Résumons quelques points saillants du modele KTHNY qui sont ob-
servés expérimentalement dans des systeme colloidaux [voir par exemple
DEUTSCHLANDER, DILLMANN et al. (2015) et refs. in]. Ces points ont éga-
lement été validés par des simulations récentes menées sur un gaz de 10°
particules interagissant via un potentiel de Lennard—Jones (WIERSCHEM &
MANOUSAKIS 2011).

— A température nulle, on a un cristal triangulaire parfait (au moins si on
néglige les fluctuations quantiques) qui correspond a l’arrangement le
plus dense. Dans ce cristal, chaque particule a exactement 6 voisins a
égale distance.

— A trés basse température, le réseau cristallin est presque triangulaire,
les phonons détruisant I'ordre & longue portée comme nous l'avons
vu plus haut. On a donc un quasi-ordre translationnel, avec une crois-
sance logarithmique de 1'écart quadratique moyen ((u; —u;)?) avecla
distance R;; , ce qui induit une décroissance algébrique du parametre
d’ordre (pics de Bragg), comme nous l’avons vu plus haut. On a éga-
lement un véritable ordre orientationnel, c’est-a-dire que la fonction
de corrélation de 1’orientation locale du cristal §(r) ne tend pas vers 0
a l'infini. Il peut y avoir des défauts locaux, comme celui indiqué sur
la figure|.6] mais qui ne change pas la conclusion générale a laquelle
nous avions abouti par notre étude des modes de phonons.

— Au dessus d'une température T, des défauts appelés dislocations ont
une probabilité significative d’apparaitre. Un exemple de dislocation
est représenté sur la figure[L.7] Ce type de défaut est créé par une paire
As — Az, c'est-a-dire un site a 5 voisins contigu d’un site a 7 voisins. La
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FIGURE L.6. Un défaut local dans une assemblée de particules présentant un
quasi-ordre translationnel a longue portée. Ce défaut peut étre vu comme une paire
de dislocations, avec deux sites As (i cing voisins) et deux sites A7 (a sept voisins).
Figure extraite de WIERSCHEM & MANOUSAKIS (2011).

présence d'une dislocation revient a ajouter une demi-ligne d’atomes
(figure[[.7] droite).

Cette phase intermédiaire est appelée phase hexatique. Dans cette
phase, la présence de dislocations vient détruire le quasi-ordre trans-
lationnel et transforme la décroissance du parametre d’ordre en une
loi exponentielle. En effet, I’ajout d"une demi ligne entre les deux sites
R; et R; change la distance R;; d'une quantité qui est de 'ordre de la
maille du réseau. On s’attend donc a une décorrélation complete des
écarts u; et u; des que R;; est de l’ordre de la distance moyenne entre
dislocations.

Toutefois, on constate sur 'image de droite de la figure|[[.6]qu'une dis-
location ne détruit pas completement 'ordre orientationnel. En dé-
pit de I'ajout de la demi-ligne d’atomes, les axes du réseau restent
approximativement les mémes (en fait, la fonction de corrélation de
'orientation locale 6(r) décroit algébriquement dans ce régime).

— Au dessus d’une deuxieéme température critique 7}, les deux membres
As et A7 des dislocations peuvent s’éloigner arbitrairement loin 'un
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FIGURE 1.7. Dislocation isolée composée d'un site Ay et d’un site Az, ce qui re-
vient a insérer une demi-ligne supplémentaire d’atomes. Figure extraite de WIER-
SCHEM & MANOUSAKIS (2011).

de l'autre. Or, un site A5 isolé ou un site A7 isolé, un défaut appelé dis-
clination, change l’orientation du cristal, comme on le voit sur la figure
On perd alors également I'ordre orientationnel, la fonction de cor-
rélation de l'orientation §(r) décroissant alors exponentiellement avec
la distance.

3-2 Mise en évidence sur des systémes colloidaux

La mise en évidence expérimentale du scénario KTHNY a fait I'objet de
nombreux travaux depuis sa proposition. Intéressons-nous ici aux résultats
récents obtenus par le groupe de Constance, dirigé par Peter Keim et Georg
Maret sur des monocouches colloidales. Ces expériences sont menées sur
des billes de polystyréne de diametre 4.5 microns immergées dans de 1’'eau
retenue par capillarité dans une cellule en verre (figure[[.9), avec une inter-
face eau-air pour la surface inférieure (DEUTSCHLANDER, PUERTAS et al.
2014); DEUTSCHLANDER, DILLMANN et al. 2015).

La densité des billes est de 1.7 et elles s’accumulent donc au fond de
I'eau, a l'interface eau-air. Elle forment une monocouche d’environ 10° par-
ticules, parmi lesquelles on sélectionne celles situées dans une fenétre de
Immx 1mm (figure [[10). Il y a environ 4000 billes dans cette fenétre et
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FIGURE L8. Disclinations correspondant a un défaut de type As ou Az. La pro-
lifération de ce type de défaut induit une perte de I'ordre orientationnel. Figure
extraite de DEUTSCHLANDER, DILLMANN et al. (2015).

on suit la position de chacune grace a un systéme d’imagerie de résolution
sub-micrométrique.

Ces billes sont dopées avec des nanoparticules d’oxyde de fer, ce qui
les rend paramagnétiques. En appliquant un champ magnétique perpen-
diculaire au plan de la cellule, on induit dans chaque bille un dipole ma-
gnétique. Comme ces dipoles verticaux sont orthogonaux aux segments
joignant deux billes, I'interaction dipole-dipole est répulsive et isotrope
dans le plan; elle tend donc a former un ordre cristallin triangulaire. Pour
les parametres expérimentaux de 'expérience de Constance, la distance
moyenne entre billes est de 13 um. L'expérience est menée a température
ambiante avec un contrdle de 1’horizontalité de 1’échantillon au microra-
dian pres. Les temps de thermalisation peuvent atteindre le mois, pendant
lequel on suit les trajectoires des billes toutes les secondes.

Une image typique est montrée sur la figure ol 'on a colorié les
défauts apparaissant dans la distribution spatiale des billes. Le parametre
de controéle de I'expérience est le rapport

Emag

=
kgT’

(L58)

entre I'énergie magnétique de deux dipoles voisins et I'énergie thermique
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FIGURE 1.9. Montage expérimentale utilisé dans les expériences de Constance.
Une goutte d’eau de diamétre Smm est suspendue par capillarité. Des billes de
polystyrene dopées par des nanoparticules d’oxyde de fer s’accumulent sur le plan
inférieur, a l'interface eau-air. Un champ magnétique vertical induit un moment
magnétique dans les billes, ce qui crée une interaction répulsive entre billes. Figure
extraite de KEIM, MARET et al. (2007).

caractéristique kgT'. Les deux transitions indiquées plus haut sont obte-
nues pour (DEUTSCHLANDER, PUERTAS et al.|[2014) :

— I';, = 70.3 pour la transition cristal /hexatique,
— TI'; = 67.3 pour la transition hexatique/isotope,

en bon accord avec les valeurs obtenues par simulation numérique.

En fait, ces expériences d'une richesse remarquable permettent non
seulement de valider les prédictions concernant 1’état d’équilibre de ma-
tériaux bi-dimensionnels, mais aussi d’étudier I'évolution temporelle du
systeme quand on croise les deux transitions de phase a vitesse I" finie. Il
s’agit du probléme de Kibble-Zurek, qui vise a caractériser le nombre de
défauts engendrés en fonction de la vitesse de trempe (DEUTSCHLANDER,
DILLMANN et al. 2015). Une autre étude récente sur ces systémes a consisté
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FIGURE 1.10. Identification de défauts dans une assemblée d’environ 4000 billes
paramagnétiques. Cette figure a été obtenue pour le rapport I' = 98, apres une
trempe de pente T' = 1/(19 jours). Figure extraite de DEUTSCHLANDER, DILL-
MANN et al. (2015).

a mesurer les fluctuations de densité a grande échelle spatiale (ILLING,
FRITSCHI et al.[2017).

3-3 Etle graphéne?

L'exemple le plus célebre d'un ordre cristallin a deux dimensions
est sans conteste le graphene (CASTRO NETO, GUINEA et al. 2009). On
peut donc s’interroger sur la compatibilité entre 1’existence de ces feuilles
d’atomes de carbone et le théoreme de Mermin—-Wagner—-Hohenberg. On
trouve dans la littérature deux classes de réponse, d’ailleurs compatibles :

— On peut remarquer que compte tenu de la raideur des liens dans le
grapheéne, on trouve une valeur gigantesque pour la distance caracté-
ristique sur laquelle la perte de I'ordre cristallin devrait se manifester
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FIGURE L.11. Simulation numérique d'une surface de graphéne a 300K, avec
N = 8640 atomes, montrant que la surface est plissée sous I'effet des fluctuations
thermiques. Les fleches ont une longueur de 8 nm. Figure extraite de FASOLINO,

LOS et al. .

(THOMPSON-FLAGG, MOURA et al.[2009). Les effets de taille finie suf-
fisent donc a eux seuls a expliquer 1'ordre apparent dans les échan-
tillons de laboratoire.

— La surface du graphene n’est pas plane : elle est plissée (figure[[11) et
les déviations par rapport au plan peuvent jouer, au moins au niveau
fondamental, un role important (FASOLINO, LOS et al.[2007; SCHOELZ,
XU et al.[2015). Le couplage non linéaire entre fluctuations de hauteur
et déplacements paralléles a la surface change la nature des interac-
tions en leur donnant une composante effective a longue portée, ce
qui peut invalider le théoreme de Mermin-Wagner-Hohenberg.
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Chapitre I1

Gaz quantique en dimension deux:
du cas idéal aux interactions binaires

Nous abordons maintenant la notion de fluide quantique a deux di-
mensions. L'essentiel du chapitre sera consacré au gaz parfait régi par la
statistique de Bose-Einstein. Nous nous intéresserons successivement au
cas uniforme, pour lequel il n’y a pas condensation a la limite thermody-
namique, et au cas d'un gaz piégé, pour lequel la condensation peut se pro-
duire. Nous décrirons des expériences menées sur une assemblée de pho-
tons en cavité illustrant cette prédiction. Dans le dernier paragraphe, nous
expliquerons comment prendre en compte les interactions entre particules
en nous intéressant a une collision binaire entre deux atomes identiques.

Rappelons pour commencer quelques éléments permettant de traiter
'équilibre thermodynamique d'un gaz parfait de particules de Bose. Sup-
posons connus les états propres 1, (r) de I'hamiltonien a une particule et
E, les énergies propres associées, 'indice o étant une variable discrete ou
continue permettant de repérer chaque état de maniere non ambigué. La
population moyenne d’un état v, est alors donnée par

1
Nq

= Bk _ 1’ (IL1)

ol nous avons introduit deux variables thermodynamiques intensives, la
température T et le potentiel chimique p. Pour les expériences d’atomes
froids, on peut en général mesurer avec une bonne précision la tempéra-
ture T" et le nombre d’atomes total IV, dont on déduit le potentiel chimique
en inversant la relation N = > _ N,.
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1 Le gaz de Bose uniforme a 2D

Nous considérons dans ce paragraphe un gaz de particules confiné
dans une boite carrée (2 deux dimensions) de taille L x L. Nous utilise-
rons pour simplifier les calculs 1’expression des états propres obtenus en
prenant des conditions aux limites périodiques. Ces états sont alors des
ondes planes repérées par leur impulsion p :

1 ip-T/h 27Th

bp(r) = 20 p=——n, n=(ng,n,) ez  (I2)

Nous allons nous intéresser a la limite thermodynamique de ce gaz, en fai-
sant tendre la taille L de la boite et le nombre N de particules vers l'infini,
tout en gardant la densité spatiale constante :

N
L — 00, N — o0, p@ = Iz : constante (IL.3)

Une notion importante pour le calcul des quantités physiques est la densité
d’états D(E). Considérons une quantité physique F'(p) variant de maniére
relativement douce avec p, la population N(p) du niveau p par exemple,
et intéressons-nous a la somme } ., F(p). Lors du passage a la limite ther-
modynamique, on peut remplacer les sommes discrétes sur les impulsions
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quantifiées (I1.2) par une intégrale :

2
F(p) réguliere: > F(p) — (%) / F(p) d%p (IL4)
P

Sila quantité a sommer F'(p) n’est fonction que de I’énergie E(p) = p?/2m,
lI'intégrale sur la distribution angulaire de I'impulsion p peut étre effectuée
analytiquement et on trouve

mL>?
2mh?’

> F(p) — / +OOF(E) DX (E)YdE  avec D@ (E)= (IL5)
p 0

La variation de la densité d’états aux basses énergies va jouer un role
crucial dans ce qui suit : alors que cette densité s’annule dans le cas 3D
comme vVE quand E — 0, elle reste constante a 2D. Les états de basse
énergie y jouent donc un rdle plus important; ce fait confirme ce que nous
avions déja vu au premier cours, quand nous avions constaté que c’était
les phonons de grande longueur d’onde qui étaient responsables de la des-
truction de 1’ordre cristallin & 2D.

1-1 La non-saturation des états excités

Rappel sur le cas tri-dimensionnel. La condensation de Bose-Einstein
du gaz idéal & 3D est abordée dans de nombreux ouvrages de physique
statistique, et nous 1’avons décrite en détail dans le cours 2015-16. Rappe-
lons que l'on trouve a sa base trois propriétés liées a la distribution :

— A température T fixée, chaque population N,, est une fonction crois-
sante du potentiel chimique .

— Pour que N, soit défini pour tout état «, y compris 1’état fondamental
que nous notons ici a = 0, il faut que p < Ey.

— Cette inégalité sur ; entraine que pour une température 7' donnée, il
existe une borne supérieure sur le nombre d’atomes Nex. (T, 1) pou-
vant occuper 1'ensemble des états excités :

Nexe(T, p) < Nexd™(T)

exc

2 ()" VE.

(IL6)

1. La valeur exacte est D) (E) =

avec

1 1

Nexc(T7 :u) = ;} m’ NéggX(T) = ; e(Ea*EO)/kBT _
(IL7)

Pour un gaz 3D pris a la limite thermodynamique, la quantité utile est
la densité spatiale associée a ces états excités

3) Nexe (Ta N)'

Pexe(T 1) = — 13 (IL.8)

qui se calcule analytiquement en remplagant la somme discrete par une
intégrale :

DB)(E) 1

1 Foo .
PS)()C(T; ,LL) = ﬁ A W dE = ELIZ;/Q(Z) (Hg)

ot1 'on a introduit la longueur d’onde thermique et la fugacité du gaz

h/2m
Ar = ——— Z = et/teT I1.10
= kT ¢ (110
et la fonction polylogarithme
+o0  n
. €T

Lio(x) = —. (IL.11)

nDé

n=1

Pour a > 1, cette fonction est définie en tout point de l'intervalle z € [0, 1]
et on trouve en particulierEI Liz/o(1) =2.612...

La limite Z — 1 correspond a y1 — FEy = 0 pour ce gaz de parti-
cules libres. Le fait que Liz/;(Z) reste fini quand Z — 1 signifie que la
densité spatiale que 1'on peut placer dans les états excités est bornée par
2.612/A3.. La densité dans 'espace des phases associée aux états excités,
définie comme

Dexe = pENT, (IL.12)
est donc elle aussi bornée supérieurement :
Dexe < D22 = 2.612. (IL.13)
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Dy
DeXC

\ 4

D.

FIGURE II.1. Cas 3D : densités dans l'espace des phases associées respectivement
a I'état fondamental (D) et a 'ensemble des états excités Dexc, en fonction de la
densité totale dans I'espace des phases D. On a posé D, = DI2* = 2.612.

exc

La condensation de Bose-Einstein découle de cette inégalité : elle se
produit lorsque la densité dans 1’espace des phases D dépasse la valeur
critique D52*. Le surplus de particules doit s’accumuler dans 1’état fonda-
mental a une particule p = 0. En d’autres termes, deux cas sont possibles

(figure :

D<2612: D=~ Deye = Ligja(Z), Dy <D, (IL.14)
D>2612: D=Dy+DgLE avec Doe* =2.612. (IL15)

Le couple d’équations (LI.145l1.15) constitue I'équation d’état du gaz de
Bose idéal a 3D.

Le cas bi-dimensionnel Pour un gaz 2D, le calcul de la densité spatiale
associée aux états excités peut étre repris de maniere quasi-inchangée par
rapport au cas 3D, la seule différence résidant dans ’expression de la den-
sité d’états, qui perd un facteur /E. Pour le dire de maniére imagée, la pro-
portion d’états au voisinage de I'énergie nulle augmente quand on passe
de 3D a 2D; comme nous allons le voir, cela fait perdre son caractére sin-
gulier a I'état £ = 0 et vient empécher la condensation.

2. La constante Liz 5(1) est également égale a la valeur de la fonction {(z) de Riemann
enz =3/2:((z) = X 2 n2.
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En remplacant la aussi la somme discrete (I1.7) par une intégrale, on

trouve : N @)
1 < D (F) 1
(2) — F — ;
pexc_ L2 /0 %eE/kBTfl d = )\%Lll(Z)

Notons que la fonction Li; (Z), qui se calcule a partir de 1’expression géné-
rale (II.11), peut s’exprimer sous forme analytique Li; (Z) = —In(1 — Z), ce
qui donne pour la densité dans 1’espace des phases

(IL.16)

Dexe = —In(1-2). (I1.17)

On arrive alors au point crucial suivant : contrairement a Liz/»(Z2), la
fonction Li; (Z) n’admet pas de limite finie quand Z — 1. Ceci signifie
que méme pour une densité dans l’espace des phases D arbitrairement
grande, on pourra toujours trouver (a température donnée) un potentiel
chimique f tel que D = Dex (T, 1v). Ceci ne signifie pas que la population
du niveau fondamental est nulle, mais simplement qu’elle ne prend pas
de valeur "macroscopique" a la limite thermodynamique. Aucune singula-
rité n’apparait quand on augmente la densité a température constante et la
condensation de Bose-Einstein ne se produit pas.

I est important de repérer l'ingrédient essentiel qui cause cette diffé-
rence entre les cas 3D et 2D. Toute la question est de savoir si l'intégrale en
dimension d :

1 +o00 D(d) (E)
(d) - _ = =)
pexc(T) T Ld /O %eE/kBT -1 dE

admet une limite finie dans le cas trés dégénéré Z — 1. Comme iln'y a au-
cun probleme de convergence de l'intégrale quand E — +oo, la difficulté
est concentrée en I/ — 0. On peut alors faire un développement limité de
I'intégrande au voisinage de £ = 0 dans le cas limite Z = 1:

(IL18)

DW(E)

D@(E
1 E/ksT ~ ksT ( )'
76 B _1

Z=1F : 1.1
, E—0 15 (11.19)

B

Pour une densité d’état variant en loi de puissance au voisinage de 0 :

DD(E) x E¥ (I1.20)
alors l'intégrale sera convergente en £ = 0 si
v>0 (IL.21)
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et cela méme si Z = 1, qui est la valeur maximale autorisée. Cest la situa-
tion atteinte a 3D : la densité dans les états excités sature et le phénomene
de condensation se produit. En revanche le cas 2D correspond a v = 0 et
I'intégrale est divergente pour Z = 1. Quelle que soit la densité spatiale
choisie, on peut donc toujours trouver un Z assez proche de 1 qui permet
de rentre compte de cette densité.

Equation d’état du gaz 2D. Le résultat

D(T,p)=—-In(1—-2)  Z=eH/ksT

(I1.22)

constitue 1'équation d’état du gaz de Bose idéal a 2D. Indiquons ici deux
cas limites intéressants :

— Le cas non dégénéré s’obtient en prenant la limite Z <« 1:

Z<1: D(T,p) ~ Z = et/FT « 1, (I1.23)

ce qui correspond au résultat bien connu pour le gaz de Boltzmann.

— Lecas Z — 1, obtenu pour |u| < kgT, correspond au contraire & un
gaz fortement dégénéré :

ks T
Z~1: 1oz~ D(T,u)zln<|B)>>1 (I1.24)
"

kT

1-2 La distribution en impulsion

Pour un gaz parfait, cette distribution s’écrit :

1
N(p) = T/ CmksT) 1"

(I1.25)

Pour gagner de I'intuition sur la forme de cette distribution (cf. figure[[L.2),
nous allons étudier les deux cas limites du gaz non dégénéré (Z < 1) et du
cas fortement dégénéré Z ~ 1.

Cas non dégénéré. Dans le cas Z < 1, on peut faire 'approximation

Z<1:  N(p)~ Ze®/C@mksT) (11.26)

qui redonne la distribution gaussienne de Maxwell-Boltzmann.
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FIGURE I1.2. Distributions en impulsion pour D = 0.1, 0.3, 1, 3, 10.

Cas fortement dégénéré. Pour décrire le cas Z ~ 1, correspondant a
|¢| < kT, nous allons séparer les impulsions en deux classes :

2
— Les impulsions p telles que I < kpT', c’est-a-dire pAr/h < Vi, pour
lesquelles nous allons linéariser 1’exponentielle figurant au dénomina-

teur de (I1.25) :

2 kgT 47 h? 1
Z~1, L <kgT: N(p) =~ o = e (M27)
2m om + |M| )‘T p +pc
avec
De =/ 2m|p| < \/2mksT (11.28)

(rappelons que p est toujours négatif).

— Les impulsions p telles que % > kgT pour lesquelles nous allons né-
gliger le terme "de Bose" —1 au dénominateur de (IL.25) pour retrouver
une distribution gaussienne a la Boltzmann :

2
Z =1, L > kT : N(p) ~ e—PQ/(kaBT).

11.29
2m ( )

La distribution en impulsion se compose donc de deux parties dis-
tinctes : une partie centrale lorentzienne de largeur p. et des ailes gaus-
siennes de largeur v/mkgT'. Pour aller plus loin, il est intéressant d’évaluer
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les poids respectifs de ces deux distributions. On trouve pour la partie cen-
trale lorentzienne

VvV kaBT 2 k T
Dior. = / L _dp~In (B ) (I1.30)
0 p +pc |/j’|
c’est-a-dire, en utilisant (11.24))
Dior. = D. (IL.31)
Pour les ailes gaussiennes, on a
DY 2
Dgan. =~ T2 / e P/ CmksT) p qp ~1/e < D. (I.32)
21h? ) amisT

Cette contribution Dg,,. est petite devant D puisqu’on s’est placé dans 1'hy-
pothese d’un gaz fortement dégénéré. On peut donc considérer que la ma-
jeure partie des atomes est localisée dans une distribution lorentzienne de
largeur p. < v/mkgT'. Toutefois, comme une distribution lorentzienne est
non normalisable a 2D (contrairement au cas 1D), il faut mettre une cou-
pure sur les intégrales au niveau de l'impulsion thermique v/2mkpT.

1-3 Fonction de corrélation a un corps

Au-dela de l'apparition possible d'une fraction macroscopique des
atomes dans 1'état fondamental, une autre manifestation de la condensa-
tion de Bose—Einstein apparait sur la fonction de corrélation :

Gr(rr') = (rlpalr) (I133)

oll p; est I'opérateur densité a un corps. Rappelons que l'invariance par

translation du systéme assure que la valeur de G; ne dépend en fait que de
!/
r—r'.

Pour évaluer G, partons de I'élément de matrice de p; entre deux états
d’impulsion p et p’ et introduisons une double relation de fermeture en
position

llp') = // (plr) Ga (') (r'|p) d2r 20", (11.34)
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FIGURE I1.3. Fonction de corrélation G1(r) pour un gaz de Bose idéal a deux
dimensions. Courbes réalisées pour D = 0.1, 0.3, 1, 3, 10.

avec (r|p) = ¢"P/"/L. En utilisant l'invariance par translation, cette rela-
tion devient

Blnlp) = 8y [ Gulr) (11.35)
ot I'on a noté pour simplifier G1(r) = G1(r,0). La distribution en impul-
sion N(p) = (p|p1|p) et la fonction de corrélation G1(r) sont donc trans-
formées de Fourier I'une de l'autre. On notera que la démonstration de
ce résultat ne dépend pas du fait que le gaz est idéal, ni de la dimension
choisie pour l’espace.

La fonction de corrélation G; s’obtient en prenant la transformée de
Fourier inverse

1
(2mh)?

1 X zn 2 10052
_ § Z  —wr?/(nAg)
= e .
A2 —n

Gi(r) =

[emo Nip)
(I1.36)

Pour analyser ce résultat, concentrons-nous sur les deux cas limites déja
identifiés, celui du gaz non dégénéré et celui du gaz fortement dégénéré.

Dans le cas non dégénéré, le caractere gaussien de la distribution N (p)
donné en (II.26) conduit a une fonction de corrélation G; également gaus-
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sienne :

Z<1:  Gi(r)mp® e ™A (IL.37)

La longueur d’onde thermique Ay donne donc I'extension de la cohérence
spatiale dans ce cas.

Dans le cas fortement dégénéré, nous avons vu que l'essentiel de la
distribution est concentrée dans la lorentzienne centrale de largeur p.. La
transformée de Fourier 2D de cette lorentzienne est définie en tout point
r # 0 et est proportionnelle & la fonction de Bessel d’argument imaginaire
Ko (per/h). Le comportement asymptotique de cette fonction est

T —x
T — 00! Ko(x) =~ 1/% e (I1.38)
et il est dominé par la décroissance exponentielle. On a alors
1
Gi(r) o< —=e™"/* avec [ = E (I1.39)

NG Pe

En utilisant la définition (I1.28) de p. et le lien (I1.24) entre la densité dans
d’espace des phases et le rapport kgT'/|u|, on arrive a la longueur caracté-
ristique de décroissance de la fonction G dans le cas fortement dégénéré :

0~ Ar eD/2.

Viam

On constate ici le caractere marginal du gaz de Bose uniforme a 2D.
Bien qu’il n’y ait pas d’ordre a longue portée a strictement parler puisque
la fonction G tend vers 0 de maniére exponentielle, la longueur caractéris-
tique de cette exponentielle diverge exponentiellement vite avec la densité
dans l’espace des phases du systéeme. Un tel comportement entraine un
role important des effets de taille finie, que nous allons examiner dans le
paragraphe suivant.

(I1.40)

1-4 Les effets de taille finie

Dans les expériences d’atomes froids, on réalise couramment des den-
sités dans 1'espace des phases qui dépassent la trentaine. Pour ces valeurs
de D, on trouve ¢ ~ Ar x 10°. Pour une valeur typique de la longueur
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d’onde thermique Ay = 1 pm, la longueur de décroissance ¢ de G est de
l'ordre du metre, donc indétectable sur un échantillon de taille réaliste.
Dans ces conditions, la phase est essentiellement constante sur 1'étendue
de I’échantillon et tout se passe comme si on avait un véritable condensat
de Bose-Einstein.

On peut se donner deux criteres équivalents pour fixer le seuil d’appa-
rition des effets de taille finie :

— Le premier consiste a comparer la différence Ey — p a l'écart By — Ey
entre le premier état excité et 1’état fondamental. Quand Ej — i devient
inférieur a E; — Ey, alors la discrétisation des niveaux d’énergie due
aux effets de taille finie commence a jouer un role significatif. A un
facteur numérique pres sans importance ici, I'écart 1 — Iy est d’ordre
E1 — Eg ~ h?/mL? de sorte que ce premier critere s’écrit :

h? kgT _ L?
< — 2 11.41
ce qui entraine pour le cas dégénéré [cf. (IL.24)] :
D > In(L*/)\%). (I1.42)

— Le second critere consiste a comparer la longueur de décroissance ¢
de la fonction G avec la taille linéaire L de 1’échantillon. Les effets de
taille finie deviennent significatifs quand ¢ dépasse L, c’est-a-dire :

eP/2 > L

(> L —
~ NAT’

(I1.43)

ce qui est effectivement équivalent au critere ([1.42).

2 Le gaz de Bose dans un piége harmonique 2D

De nombreuses expériences menées sur des atomes, de la lumiere ou
des systemes hybrides utilisent un confinement harmonique des parti-
cules. L'effet majeur de ce confinement est de modifier la densité d’états du
systéeme et donc de changer, pour une dimensionalité donnée, l'existence
ou la non-existence du phénomene de condensation. Nous considérerons
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dans ce qui suit un piége harmonique isotrope de pulsation w pour lequel
les niveaux d’énergie s’écrivent a une constante additive pres £; = j w,
avec j € N. Dans le cas d’un piege non isotrope, la plupart des résultats
qui suivent restent valables pourvu que 'on remplace w par la moyenne
géométrique des pulsations du piege.

2-1 L’influence de la dimension d’espace

Pour trouver s’il y a ou non possibilité de condensation, revenons a
I'expression donnant le nombre d’atomes dans les états excités de I'hamil-
tonien & une particule

1
Nexe = Y Tor T 1 (IL.44)

a#0 Z

ou I'indice « repeére ici les niveaux d’énergie dans le piege. Comme pour
le cas uniforme, il est utile de remplacer cette somme discrete par une in-
tégrale, ce qui est une bonne approximation si I'énergie thermique kg1 est
grande devant I'écart entre niveaux d’énergie consécutifs. On obtient alors

Nexc = /0 m dF (H45)

ot D(E) est la densité d’états pour le piege.

Comme pour le cas d'une boite, la densité d’état dans un piege har-
monique dépend de la dimensionalité. Pour un piege 1D, les niveaux
(j + 1/2)hw sont non dégénérés ({; = 1), équidistants et séparés de fw,
soit

1

DU(E) = - (I1.46)

En dimension 2, le niveau d’énergie E; = (j + 1)7uw est dégénéré £; = j+1
fois; en dimension 3, le niveau E; = (j + 3/2)hw est dégénéré &, = (j +
1)(j + 2)/2 fois, de sorte que

E E?
(hw)?’ 2(hw)?”
Revenons maintenant au critere trouvé en (IL19HIL.21). La densité d’états

varie effectivement comme E” et ’exposant v est strictement positif en di-
mension 3 et en dimension 2 (respectivement v = 2 et v = 1). Il y a donc

DP(E) = DB(E) =

(IL47)
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ﬂ w
FIGURE I1.4. Limite thermodynamique dans un piege : on diminue la pulsation

w tout en augmentant le nombre d’atomes de maniére a garder la densité centrale
constante.

possibilité de condensation dans ces deux cas. En revanche la dimension 1
reste (marginalement) exclue puisqu’elle correspond a v = 0.

2-2  Le point de condensation

Le nombre maximal d’atomes que I'on peut mettre dans un piege har-
monique est obtenu en injectant la densité d’états (I1.47) dans l'expression
(I.45) pour la fugacité maximale Z = 1. On obtient

2D N{m3)(T) = Lig(1) (kBT>2 avec Liy(1) = io 1
axe o 202 =G
(I1.48)
et
3 +o0
3D:  Nm)(T) = Lig(1) (kBMT> avec Lig(1) = Z:l % =1.202...
- (I1.49)

Rappelons que ces résultats sont valables dans 'hypothese kg1 > hw, né-
cessaire pour remplacer la somme discrete (I1.44) par une intégrale. Le cas
opposé kg1 < hw est conceptuellement trivial : les particules s’accumulent
alors dans 1I'état fondamental par le simple fait que les niveaux excités ne
sont pas activés thermiquement.
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Limite thermodynamique dans un piége. Pour un gaz dans une boite
carrée, la notion de limite thermodynamique est simple : pour une tem-
pérature T' donnée, on fait tendre le nombre de particules N et la taille
de la boite L vers l'infini, en gardant la densité spatiale constante. Dans
un piege harmonique, la limite thermodynamique est obtenue de facon si-
milaire, mais on cherche maintenant a maintenir la densité centrale n(0)
constante, tout en faisant tendre le nombre de particules N vers l'infini
(GROOT [1950; BAGNATO, PRITCHARD et al.|1987). Pour comprendre com-
ment cela est obtenu, utilisons par exemple la prédiction pour la statistique
de Maxwell-Boltzmann :

1 N oy 1 1
p(d) (7“) = W ﬁ (§ /2 avec 57’”&)20’2 = 5]{BT7 (IISO)
soit :
p D) = (2 i Nw? (IL51)
27TkBT ’ '

La limite thermodynamique est donc obtenue en prenant (figure|l1.4) :

N — 400, w—0, p'D(0) x Nw? = constante. (I1.52)

Les deux résultats ([1.48) et (IL.49) sur la saturation des états excités
dans des piéges 2D et 3D sont pertinents dans cette limite, puisqu’ils s’ex-

priment en fonction de la seule variable N\ (T') w? :

d
N2 (T o = Lig(1) (kBT> (IL53)

exc h

Le cas uni-dimensionnel. A une dimension, la situation est plus délicate
qu’a 2D et 3D puisque l'intégrale diverge quand Z — 1 (BAGNATO
& KLEPPNER [1991)). 1l faut donc revenir a la somme discrete (I1.44) pour
évaluer le nombre maximal d’atomes que I'on peut placer dans un piege
de pulsation w et a température 7. Le calcul est décrit par KETTERLE &
VANDRUTEN (1996) et conduit au résultat :

NGN(T) ~ % In <2kBT> .

1D, kT > hw : (I.54)

exc hw
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Comme prévu, ce résultat ne survit pas a la limite thermodynamique
puisque le produit Nw nécessaire pour atteindre le seuil de condensation
diverge. En revanche, dans un piege 1D a w fixé, un condensat se forme
quand le nombre d’atomes dépasse (IL.54).

2-3 Approximation semi-classique

L’état d’équilibre d'un gaz parfait dans un piége harmonique peut
s’écrire en terme de I'opérateur densité a une particule

R 1
PL= Tkt 1 (I1.55)

ou H = % + Virap () est 'hamiltonien a une particule. L'opérateur densité

p1 est diagonal dans la base des états propres de H et la population de
chaque état est donnée par la statistique de Bose-Einstein (LL1).

L’approximation semi-classique (BAGNATO, PRITCHARD et al. [1987)
consiste a "oublier" le fait que p et 7 sont des opérateurs qui ne commutent
pas et a les remplacer par des variables classiques. L'opérateur p; devient
alors une distribution dans I'espace des phases :

1 1
(2mh)? L elgm+V(ml/kaT _

W(r,p) = (I1.56)

qui permet, par intégration sur I'une ou l'autre des variables, de détermi-
ner la distribution en position ou en vitesse. La constante de normalisation
de W sera justifiée un peu plus loin.

En réalité, le concept de distribution dans 'espace des phases n’existe
pas en physique quantique. Il est en effet impossible de préparer une par-
ticule dans un état tel que sa position et son impulsion soient toutes deux
parfaitement définies. L'objet qui s’en rapproche le plus est la distribution
de Wigner (WIGNER [1932), quantité réelle mais pas toujours positive. Le
lien entre la fonction W (r, p) définie ci-dessus et la distribution de Wigner
est discuté en détail par CASTIN (2001). Le bilan de cette discussion est que
peut valablement étre utilisée si on s’intéresse a des structures de
I'espace des phases d’étendue grande devant /. En d’autres termes, il ne
faut pas chercher a résoudre individuellement la contribution de chaque
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état quantique, mais se limiter a 1’évaluation de quantités physiques qui
varient doucement d’un état donné a un état voisin. Cela doit étre en parti-
culier le cas pour la population de ces états, ce qui impose que kg7 > hw.

Dans le cadre de cette approximation, il est simple de déterminer le pro-
fil de densité spatiale en dimension d, Pl (r), dans un piege a tempéra-
ture donnée (rappelons que 1’état fondamental, s'il est macroscopiquement
peuplé, échappe a cette distribution semi-classique). L'intégration sur 1'im-
pulsion donne :

1 Ze— 5w +V(r)]/kBT
pla(r) = - / ddp
(2mh) 1 — Zo—1ZtV(r)/kaT

_ I+ V(™)) /ksT qd
B 27rh Z:Zj/e“ oA

= )\dz d/2{

v(r)/ kBT] Ligys [2 V(") ’“B(T]J.57)

Tl
T

On remarque que pour Z < 1, le premier terme (j = 1) de la somme est
grand devant tous les autres et on retrouve la formule de Boltzmann

d Z
pEr) ~ pld (1) = <7 eV T (IL58)
T
Nombre d’atomes a ’approximation semi-classique. Le résultat (II.57)

fournit la densité en tout point du piege. Pour le potentiel harmonique
V(r) = mw?r?/2, on peut maintenant intégrer cette densité sur 1'espace et
vérifier que I’on retrouve bien les résultats obtenus précédemment :

+oo

1 1 . .
Ne(gc): = )\7 Z T/QZ]/ emeWQTQ/(QkBT) dér

T =17

+oo . d d

z’ kgT . kT
= Zl de (hw) =Liy(Z) (hw) (I1.59)
j=
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2-4 Approximation de densité locale

Pour un potentiel uniformément nul (w = 0), on retrouve le résultat
donné plus haut pour un gaz uniforme a 2D [cf. (IL.16)] :

1
(d) ; wu/ksT
pexc( ) - le/2 € s (1160)
g L (")

ce qui justifie a posteriori la constante de normalisation introduite en (II.56).
Dans le cas général, le résultat (I1.57), écrit sous la forme

Pl (r) = ( = V(r)]/kBT)

— Ligs (IL61)

)\

fournit une illustration de I"approximation de densité locale : la densité en
un point quelconque du piege est la densité d'un gaz uniforme de méme
température et de potentiel chimique p — V(). Nous aurons 'occasion
d’utiliser cette approximation pour un gaz de particules en interaction.

Seuil de condensation a I’approximation semi-classique. Placons-nous
tout d’abord a trois dimensions. La condensation dans le piege harmo-
nique V(r) = mw 7‘2 /2 est obtenue quand la fugacité Z tend vers 1, auquel
cas le résultat (I.57) indique que la densité centrale du piege vaut :

pE(0) = (IL62)

)\3 L13/2( )

On arrive donc a une conclusion remarquable (et satisfaisante!) qui relie le
cas uniforme et le cas du piege : la condensation dans le piege se produit
quand la densité centrale est égale a la densité critique d’un gaz uniforme
de méme température.

Comment ce résultat se transpose-t-il a deux dimensions? La réponse
ne semble pas évidente, puisqu’il y a condensation dans le piege harmo-
nique, mais pas dans le cas uniforme. Cette réponse se trouve dans le fait
que la densité centrale n(0) dans le piege diverge quand Z — 1, bien que
I'intégrale de n(r) sur tout ’espace reste convergente. La divergence de
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n(r) autour du point r = 0 est en effet assez douce :

% Li; (e—V(T)/kBT) _
AT

7"30 1 1
AT

Z=1: pir) =
T

n(r?) + constante.

~

On retrouve ainsi le c6té marginal de la condensation a deux dimensions,
au moins dans la limite thermodynamique : elle peut se faire dans un piege
harmonique, mais il faut pour cela ajouter des atomes jusqu’au moment
oll la densité centrale devient infinie. Méme si cela est en principe possible
pour un gaz parfait, on pressent que ce sera problématique en présence
d’interactions répulsives entre particules.

3 Ungaz 2D presque idéal : les photons en cavité

Un exemple de condensation de Bose-Einstein d"un gaz parfait dans un
piege harmonique 2D est fourni par les expériences menées dans le groupe
de Martin Weitz a Bonn depuis 2010 (KLAERS, SCHMITT et al. [2010), et re-
prises plus récemment dans le groupe de Robert Nyman a Imperial Col-
lege (MARELIC & NYMAN 2015/, MARELIC, ZAJICZEK et al. 2016). Il s’agit
de la condensation a deux dimensions de photons dans une cavité Fabry-
Perot. A priori, 'extension a des photons de la notion de condensation de
Bose-Einstein, un phénomeéne propre aux particules massives, souléve un
certain nombre de questions :

— Les photons ne sont pas des particules massives dans 'espace 3D.
Comment peuvent-ils acquérir une masse a 2D?

— Pour avoir un condensat a deux dimensions, il faut confiner les par-
ticules, par exemple dans un piege harmonique. Comment obtient-on
ce piégeage harmonique pour les photons?

— On attribue généralement un potentiel chimique nul aux photons, en
invoquant le fait que leur nombre n’est pas conservé. C’est en parti-
culier cet argument qui permet d’établir la formule du rayonnement
du corps noir. Comment se fait-il que les photons puissent acquérir un
potentiel chimique non nul dans cette expérience ?

1
_)\T In (1 _ e—mwzrz/(2kBT))

(IL63)
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FIGURE IL.5. Cavité Fabry-Perot remplie de colorant et pompée latéralement par
un laser. Pour un taux de pompage suffisamment élevé, la condensation de Bose—
Einstein de photons se produit dans le mode longitudinal N = 7 et dans le mode
transverse fondamental. Figure extraite de KLAERS, SCHMITT et al. (2011).

— La condensation de Bose-Einstein correspond a 'accumulation d'un
nombre macroscopique de particules dans un seul état quantique du
systéme, le laser également. En quoi les expériences de Bonn different-
elles d'un laser « ordinaire »?

3-1 Masse et potentiel harmonique pour les photons

Le schéma expérimental de KLAERS, SCHMITT et al. (2010) est repré-
senté sur la figure L'expérience est menée avec des photons de lon-
gueur d’onde A autour de 570nm. On utilise une cavité Fabry-Perot de
grande finesse (10°) et de faible épaisseur L ~ 1.5 um. La cavité est rem-
plie d'un milieu (méthanol+colorant) d’indice np = 1.33, de sorte que
L~N ﬁ avec N = 7. Les photons sont stockés dans la cavité dans le
mode longitudinal N = 7.

Le choix de la valeur de L est motivé par le fait que l'intervalle spec-
tral libre, c’est-a-dire I'écart énergétique entre le mode N = 7 et ses voi-
sins N = 6 ou 8, doit étre plus grand que kg7, ot T est la température
ambiante, et que la largeur spectrale de la lumiére de fluorescence du colo-
rant. Quand cette condition est vérifiée, ces autres modes ne jouent pas de
role : le degré de liberté selon z peut étre considéré comme gelé. Le choix
L = 1.5 pm conduit a un écart énergétique de 10 kg'l" environ, ce qui est
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largement suffisant.

Comment donner une masse aux photons? Nous nous intéressons dans
ce qui suit a la dynamique et a la thermodynamique des photons dans
le plan zy, olt z désigne 1’axe de la cavité. Un photon résonnant avec la
cavité a pour vecteur d’onde (k,,k,) avec k, = Nm/L. Si on se limite a
I’approximation paraxiale, c’est-a-dire a des photons faisant un angle faible
avec l'axe z,on a |k, | < k. L'énergie des photons dans le milieu d’indice
no qui remplit la cavité s’écrit donc

he 1/2 h2k?
hw(k,) = — (k2 + k2 ~ huw, L 1164
(J-) no(z+ J_) 0+2mph’ ( )
ol ’on a posé
iy — e (IL65)
TL()L

On obtient bien une relation de dispersion de particules massives et la
masse effective du photon pour le mouvement dans le plan zy vaut :

(IL66)

Cette masse effective vaut 0.7 x 10~3° kg dans l'expérience de Bonn, 100 000
fois moins qu’un électron!

Comment induire un potentiel harmonique dans le plan zy? Nous
allons faire ici un raisonnement corpusculaire classique, qui pourrait se
transposer en formalisme ondulatoire. La cavité est formée de deux mi-
roirs sphériques de rayon R, de sorte que la distance L entre les deux mi-

. . N 1/2
roirs varie avec l'écart a I'axe r = (22 + y?) 2,

L(r) = Lo —2 <Rf VR? 42).

Le rayon de courbure des miroirs R ~ 1 m est grand devant 1’écart a 'axe
typique, r ~ 100 um, de sorte que I'on peut faire un développement limité
de cette expression :

(IL.67)

(IL68)
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Cette variation de la longueur de la cavité avec 1’écart a I'axe induit une
variation spatiale de 1’énergie d’un photon stocké dans le mode N. Plus
précisément, si on injecte ce résultat pour L(r) dans la définition de
hwg, on arrive a

1
Tiwo (1) = huwo(0) + §mph92r2 (I1.69)

otl la pulsation 2 est définie par :

Q=< (IL70)

nO\/LoR/Q.

On obtient bien le confinement harmonique recherché, avec une fréquence
d’oscillation ©/(27) ~ 40 GHz pour I'expérience de Bonn.

A ce stade, I'énergie d’un photon de position transverse r et d'impul-
sion transverse hk | s’écrit donc
27,2
Pkl 1

2,.2
+ —mpr 277,

Erk) =53
p

(IL71)

ce qui suffit d’un point de vue cinématique a appliquer le formalisme pré-
cédent.

3-2 Température et potentiel chimique

La cavité est remplie d'un colorant (rhodamine 6G) que 'on éclaire sur
le c6té avec un laser pompe a 532 nm. Une molécule de colorant peut étre
considérée comme un systéme a deux niveaux électroniques g (fondamen-
tal) et e (excité), avec pour chacun de ces niveaux un quasi-continuum de
sous-niveaux de vibration et de rotation (figure[[L.6). Lors d’'une transition
e — g, une molécule émet un photon dans le mode N = 7 de la cavité.
Ce photon peut étre réabsorbé par une molécule (transition ¢ — e), puis
réémis de multiples fois avant de finalement s’échapper de la cavité.

Cette succession de processus d’absorption et d’émission conduit a une
distribution thermique pour I'énergie des photons. Plus précisément, en
utilisant la loi de Kennard-Stepanov qui relie les spectres d’absorption et
d’émission de molécules, on peut montrer que la distribution énergétique
des photons est caractérisée (a peu prées) par la méme température que celle
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FIGURE IL.6. Absorption et émission d'un photon par une molécule de colorant.
Figure extraite de KLAERS, SCHMITT et al. (2011).

du colorant, T' = 300 K (KLAERS, SCHMITT et al.|2011). En association avec
la masse effective déterminée plus haut, ceci correspond a une longueur
d’onde thermique Ay ~ 1.6 pm.

A ce stade, la situation semble similaire a celle du rayonnement du
corps noir, ol I’on s’intéresse aux photons en équilibre avec les parois d'un
four. Or, pour le rayonnement du corps noir, on est conduit a imposer un
potentiel chimique nul aux photons. La raison en est que le nombre de
photons, ou plus précisément le nombre d’excitations du systeme, n’est
pas conservé. Quand on considére la dynamique des photons en interac-
tion avec les parois du four, on peut avoir un processus du type :

1 photon — 1 excitation des parois — 2 photons (IL.72)

résultant dans la conversion d'un photon d’énergie hw en deux photons
d’énergie iw'’ et fw”, avec w = w’ +w”. L'existence de tels processus impose
(= 24 pour les photons, soit 1 = 0.

La situation est tres différente dans 1’expérience de Bonn. Les photons
ont certes la méme température 7" que le colorant, mais leur nombre dans
la gamme de longueur d’onde autour de 570 nm est différent de celui d'un
corps noir a cette température, car il dépend également de l'intensité de
pompage. Pour comprendre ce point, partons du processus représenté en

figure[[1.6]:

1 photon + une molécule g +— une molécule e. (I1.73)
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Dans un tel processus élémentaire, le nombre d’excitations du systeme
est constantﬂ contrairement au cas du rayonnement du corps noir. Une
version simplifiée de 1'équilibre dans la relation ci-dessus peut s’écrire en
terme de I'équation bilan :

N(w) Ny(E) = [1+ N (w)] Ne(E + hw) (IL.74)

olt N(w) représente le nombre de photons de pulsation w, Ny, (E) le
nombre de molécules d’énergie interne E. Nous avons tenu compte dans
cette équation du phénoméne d’émission stimulée, qui est responsable in
fine de la condensation. Dans cette modélisation simple, posons

Ne(B+ M) _  —heoknT

N.(E) (IL75)

qui fait 'hypothése implicite que la relaxation a l'intérieur des sous-
niveaux rovirbrationnels garantit une distribution thermique pour chacun
de ces deux continuums. En revanche, le rapport entre les populations glo-
bales de g et e n’est pas thermique, mais imposé par le laser de pompe et
décrit par le coefficient Z. La solution de 1’équation-bilan est

N(w)
1+ N(w)

N(E + hw) 1

= NQ(E) — N(w) = %ehw/kBT -1

(1.76)

c’est-a-dire une loi de Bose-Einstein de fugacité Z # 1.

3-3 Résultats expérimentaux

Un exemple typique de spectres expérimentaux est montré sur la figure
On voit que sur une gamme d’une vingtaine de nanometres, la distri-
bution en fréquence des photons issus de la cavité reproduit trés bien une
loi de Bose—Einstein a température I' = 300 K et avec un potentiel chimique
qui dépend de la puissance de pompe. Pour une puissance assez grande,
on observe clairement une accumulation de photons dans un pic étroit en
longueur d’onde, autour de 584nm. Une image directe de la lumiere is-
sue de la cavité, en dessous et au-dessus du seuil, confirme 'interprétation

3. Si I'on revient a la description des processus élémentaires d’interaction molécule—
rayonnement, on peut remarquer que ce point est a la base de I'approximation du champ
tournant (RWA), consistant a ne garder dans ’hamiltonien que les termes en a'lg)(e] + Hec.
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FIGURE IL.7. Spectre de la lumiére émise pour différentes puissances de pompe.
Les lignes continues sont des ajustements par des distributions de Bose—Einstein
associées a I'énergie et de fugacité non nulle. Pour une puissance de pompe
supérieure a un certain seuil, une accumulation macroscopique de photons se pro-
duit dans le mode fondamental de la cavité. Figure extraite de KLAERS, SCHMITT
et al. (2011).

de ce pic comme une accumulation de photons dans un mode central de
la cavité (figure [IL.9). Pour A > 585nm, le nombre de photons chute car
ce domaine est au-dela de la longueur d’onde de coupure pour le mode
considéré (N = 7). Le spectre est alors tres différent d’un corps noir a 3D,
pour lequel N (w) diverge a basse fréquence. Le nombre de photons dans la
cavité au seuil de la transition est de ’ordre de 60000, en bon accord avec
la prédictionﬂpour un gaz parfait %2 (ksT/HS2)°.

Des expériences plus récentes, toujours menées par le groupe de Bonn,
ont porté sur I'étude de la distribution statistique du nombre de photons
présents dans le condensat a un instant donné. SCHMITT, DAMM et al.
(2014) ont notamment montré que ces fluctuations correspondaient a celles
attendues pour 'ensemble grand canonique. Cela est en accord avec 1'idée
que le gaz de photons échange de 1'énergie et des particules avec le ré-

4. Ce nombre differe par un facteur 2 de (I1.48) car il faut prendre en compte les deux états
de polarisation possibles pour les photons.
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FIGURE IL.8. Répartition spatiale de la lumiere émise par la cavité, en dessous
(gauche) et au-dessus (droite) de la puissance seuil. On notera que les longueurs
d’onde les plus courtes (vertes) sont émises sur les bords, confirmant la présence du
potentiel harmonique effectif my,Q2r? /2. Figure extraite de KLAERS, SCHMITT
et al. (2011).

servoir formé par les molécules du colorant. Ce résultat a récemment été
confirmé par la mesure de la cohérence de phase de la lumiére sortant de
la cavité (SCHMITT, DAMM et al.|[2016). La mesure de la chaleur spécifique
du gaz de photons (fig.[[.9), avec une variation caractéristique en "\", a par
ailleurs confirmé la validité de l'interprétation de ces phénomenes en tant
que condensation de Bose-Einstein (DAMM, SCHMITT et al.|[2016).

Condensat ou laser? La réponse a cette question dépend des critéres que
l'on fixe pour obtenir I'un ou 1’autre des deux effets. Tout d’abord, on peut
imposer qu'un condensat apparaisse au-dessus d’'un piédestal assimilable
a une distribution thermique, ce qui n’est pas le cas pour un laser. L'ex-
périence de Bonn satisfait bien ce critére. Par ailleurs, la plupart des la-
sers tendent a produire de la lumiére avec une distribution poissonienne
du nombre de photons émis pendant une durée donnée. Ici, la lumiere
sortant de la cavité présente des fluctuations beaucoup plus importantes,
bien décrites dans 1’ensemble grand-canonique d'un gaz de Bose. On peut
par ailleurs remarquer qu'un condensat correspond a une situation d’équi-
libre thermodynamique. De ce point de vue, 'expérience de Bonn n’est
pas vraiment dans un état d’équilibre, puisque la cavité est un systéme ou-
vert : on y injecte en permanence de I'énergie via la pompe, et de I'énergie
s’en échappe quand les photons sortent de la cavité. En revanche, puisque
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FIGURE IL.9. Chaleur spécifique (par photon) mesurée en fonction de la tempé-
rature réduite T /T,, montrant la singularité caractéristique de la transition de
Bose—Einstein. Dans le régime de haute température, la chaleur spécifique atteint
la limite classique de 2kp par photon. Les lignes continues donnent la prédiction
pour un gaz de Bose idéal pour trois nombres de particules différents. Figure ex-
traite de DAMM, SCHMITT et al. (2016).

chaque photon subit de multiples processus "absorption—émission" avant
de s’échapper, un quasi-équilibre thermique a bien le temps d’étre atteint.
Au vu de ces différents criteres, tous liés a des propriétés statiques du sys-
teme, il semble légitime de considérer que cette expérience a effectivement
réalisé un condensat 2D de photons piégés. Signalons enfin que CHIOC-
CHETTA, GAMBASSI et al. (2015) ont récemment proposé des critéres d'une
autre nature, plus contraignants et fondés sur la vérification de relations de
type fluctuation—dissipation. A notre connaissance, ces criteres n’ont pas
encore été testés sur les « condensats 2D de photons ».

4 Collisions binaires a deux dimensions

Pour aller au-dela du modele du gaz parfait et arriver a la transition
BKT, il faut prendre en compte les interactions entre particules. Dans les
gaz dilués qui nous intéressent ici, ces interactions sont trés bien décrites
par un modele de collisions binaires, ott '’hamiltonien d’interaction se dé-
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crit comme une somme de termes a deux corps

- 1
Hint - 2§U(’I’i — rj).
17#]

(1L.77)

Nous devons donc commencer par décrire le probléeme a deux corps inter-
agissant par l'intermédiaire du potentiel U(r). L'étude est simplifiée par
les remarques suivantes :

— Les interactions dominantesE] sont a symétrie sphérique, de sorte que
U(r) ne dépend en fait que de » = |r|. Le moment cinétique est
conservé dans une collision, ce qui permet de traiter le probleme a
deux corps avec des états propres de I'opérateur L. C’est le principe
du développement en ondes partielles, repérées par la valeur ¢ € N
du moment cinétique. Notons par ailleurs que pour des bosons pola-
risés, la symétrisation de la fonction d’onde a deux corps entraine que
seules les valeurs paires de ¢ sont autorisées.

— Les atomes sont froids de sorte que leur longueur d’onde thermique
Ar est grande devant la portée du potentiel qui sera notée b. En d’autre
termes, les vecteurs d’onde k pertinents, qui sont de 1’ordre de 1/A,
vérifient kb < 1. Par ailleurs, le potentiel U (r) décroit assez vite a I'in-
fini. La conjonction de ces deux propriétés assure que 1’essentiel des
propriétés collisionnelles sont décrites par 1'onde s, c’est-a-dire 1'état
correspondant a un moment cinétique relatif £ = 0 entre les deux par-
tenaires de collision (figure [.10).

Le traitement des collisions binaires dans un espace a trois dimensions
est fait dans tous les manuels de physique quantique. Dans le cas des
atomes froids, on pourra consulter par exemple PETHICK & SMITH (2008).
Le but de cette section est de montrer les modifications importantes ap-
portées par le passage a deux dimensions, pour préparer ainsi le terrain a
notre étude de la transition BKT.

5. Nous négligerons donc ici les interactions magnétiques de type dipole-dipole qui brise-
raient cette invariance par rotation.
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FIGURE IL.10. Potentiel radial en —1/r® ressenti par une particule dans 'onde s
(en rouge, pas de terme centrifuge), et dans une onde partielle de moment cinétique
non nul (en bleu, avec un terme centrifuge en +1/r%). Les échelles de longueur et
d’énergie sont choisies ici adimensionnées.

4-1 Séparation des variables, amplitude de diffusion

Considérons deux atomes identiques de masse m et introduisons les
variables du centre de masse, Ret P :

1
R = 5(1"1 +72), P =p, +p, (IL.78)
et les variables relatives, r et p :
1
r=r1—T p= 5(?1*P2)~ (IL79)
L’hamiltonien du systeme se sépare en deux termes
R R R R D2 . P>
H = Hcm + Hiels Heoy = BV Hyo = . +U(r), (I1.80)
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ol 'on a introduit la masse totale M = 2m et la masse relative m,, = m/2.
Le probleme de la collision binaire se raméne donc au probléme a un corps
de masse réduite m, dans le potentiel extérieur U(r), décrit par '’hamilto-
nien H,. C’est ce probleme que nous allons étudier.

Nous allons nous intéresser aux états asymptotiquement libres qui dé-
crivent un processus de diffusion. Le formalisme de la théorie des colli-
sions nous indique qu’a toute onde plane e'*'" état propre de I'hamiltonien

A2

Hiyel0 = ) (I1.81)
2m,.
avec la valeur propre Ej = h%k?/2m,., nous pouvons associer un état
propre () de Hy de méme énergie,
Hyotbr (1) = Eg (1), (I11.82)

cet état s’écrivant asymptotiquement comme la somme de 1'onde plane
incidente et d’une onde sortante sphérique (a trois dimensions) ou cylin-
drique (a deux dimensions) :

3D, 1 < kr Yr(r) ~ Cy {ei’” + f(k) ei:T } , (I1.83)
ikr :
2D, 1 < kr Yr(r) ~ Cy {ei’“‘ + f(/g)\e/H [_\/Eﬂ }(11.84)

ou Cj est une constante de normalisation. Nous avons tenu compte du
fait que la diffusion se fait essentiellement dans le canal de moment ciné-
tique nul (onde s) et nous nous limitons donc au cas d"une onde diffusée
isotrope. Par ailleurs, on remarque que la définition de I'amplitude de dif-
fusion f(k) n’est pas exactement la méme a trois et deux dimensions, avec
le facteur vk qui apparait explicitement dans . La définition adoptée
ici permet d’assurer des propriétés analytiques simples a f(k) (ADHIKARI
1986). Signalons enfin que la raison d’étre du facteur entre crochets dans la
définition 2D tient a la forme trouvée pour f(k) dans le cas d'une géomé-
trie quasi-2D (§ qui prendra la forme f(k) ~ g, oit la constante g est le
parametre habituellement utilisé pour caractériser la force des interactions
dans ce type de probleme.

L’amplitude de diffusion f(k) détermine donc les propriétés de la colli-
sion binaire. Pour la calculer, prenons la moyenne angulaire de 1’équation
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de Schrodinger (11.82) en notant Ry, (r) = 7~ [ ¢k(r,0,¢) sinf df dpa3Det

Ri(r) = 5= [ ¢(r, o) dp & 2D. On arrive alors a I'équation de Schrodinger
radiale :

dQRk 2 dRy 9 2m,.
et

d2Rk 1 de 2 2mr

La différence entre les cas 3D et 2D apparait ici bien mineure, avec unique-
ment un facteur 2 de différence pour le terme de dérivée premiére. Nous
allons voir que cet écart change pourtant fortement le comportement de
la fonction radiale Ry (r) et de I'amplitude de diffusion f(k). Notons que
le comportement asymptotique de la fonction radiale Ry(r) est obtenu par

moyenne angulaire de (I1.83HI1.84) :

sin(kr ikr
3D, 1 < kr Ri(r) ~ 00{ k(f ) +f(k)er } (IL87)
ikr :
2D, 1 < kr Ri(r) ~ CO{JO(kr)+ f(k)\e/? [—,/8;] }11.88)

Pour simplifier notre analyse, nous supposerons que le potentiel U(7)
s’annule (ou prend des valeurs négligeables par rapport aux autres éner-
gies du probléme) au-dela du rayon b. Nous nous intéresserons au régime
de faible énergie kb < 1, de sorte qu'il existe une région intermédiaire de
I'espace

b<r<k! (I1.89)

dans laquelle le potentiel U(r) n’a pas d’influence et ot nous pourrons
faire un développement a petites valeurs de kr pour les états de diffusion
Y (r). En particulier 'onde plane incidente vaut e* " ~ 1 dans cette région
intermédiaire.

4-2 Lalongueur de diffusion a 3D

Nous cherchons a obtenir ici une solution de I’équation de Schrodinger
avec le comportement asymptotique (I.87). Nous allons pour cela procé-
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FIGURE I1.11. Principe du calcul de I'amplitude de diffusion a 3D par un potentiel
ne prenant des valeurs significatives que pour r < b et pour des faibles vecteurs
d’onde kb < 1. Pour kr >> 1, la superposition de I'onde plane incidente et de
I'onde sphérique divergente peut s’écrire aprés moyenne angulaire comme combi-
naison linéaire de e**" /r. Ces deux fonctions de base se raccordent dans la zone
intermédiaire b < r < k' aux deux fonctions RV (r) = 1 et RW(r) = 1/r.
La combinaison linéaire physiquement pertinente, avec notamment la régularité
requise en r = 0, permet de définir la longueur de diffusion a.

der en trois étapes, que nous reprendrons ensuite dans le cas bidimension-
nel.

Etape 1 : solutions générales dans la zone U = 0. Plagons-nous dans la
zone r > b de sorte que U est négligeable. Les deux fonctions e**" /7 sont
alors solutions exactes de I'équation radiale (aussi bien pour kr > 1
que pour b < r < k~1), et la solution générale est donc une combinaison
linéaire de ces deux fonctions. En particulier, si on se place dans la région
intermédiaire b < r < k=, on trouve (cf. figure[[L.11)

+ikr :
1+ik 1
€ ~ 1RT o +ik

r r r

(11.90)
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qui, par combinaisons linéaires, donnent une base commode des fonctions
solutions dans cette régionE]:

RO(r)y =1 Ry =1/r, (I1.91)
soit
R(r) =C1 — %, (I.92)
T

ot C et (5 sont deux constantes. La forme asymptotique écrite en
termes des deux fonctions e**" /r peut se transposer a cette région inter-
médiaire puisque ces fonctions sont solutions exactes tant que le potentiel
U est négligeable et on aboutit bien a la forme (I1.92) avec

m) = [1+ 19,

r

(IL93)

Etape 2 : solution d’énergie nulle. Prenons k& = 0 dans l'équation de
Schrodinger radiale et considérons la zone 0 < r < b ot U(r) n’est
plus négligeable. Comme il s’agit d’une équation différentielle linéaire du
deuxiéme ordre, I'espace des solutions est toujours de dimension 2. Toute-
fois, on trouve de fagon générale qu'une seule combinaison linéaire des so-
lutions est acceptable si I’on veut respecter la régularité de Ry(r) enr = 0.
Quand on suit cette solution jusqu’au point = b ot1 U devient négligeable
et o1 la forme devient pertinente, cette combinaison linéaire vient
imposer le rapport Cy/C1. Définissons la longueur de diffusion a trois di-
mensions par le rapport a = Cy/C,. La fonction solution pour £ = 0 a
donc la forme suivante pour r > b :

E=0:

Ro(r) = C, (1 - 9) , (IL.94)

r

la longueur de diffusion correspondant donc par définition au point ot
cette forme asymptotique s’annule.

6. On peut immédiatement retrouver cette base en considérant directement la limite & —
0,U — 0de (IL85), rR"” + 2R’ = 0, qui s’intégre en R/(r) = Ca/r? ot C5 est une constante,
etdonc R(r) = C1 — C2/r ot C1 est une autre constante.

41

Ftape 3 : Raccord des solutions pour une énergie faible. Considérons
maintenant une solution Ry(r) d’énergie faible (kb < 1) et plagcons-nous
dans la zone intermédiaire b < r < k~'. La comparaison entre la forme
et la solution Ry(r) pour E = 0 conduit immédiatement au lien
entre longueur de diffusion et amplitude f(k) :

a=—lim f(k).

k—0

(IL95)

La section efficace totale de diffusion par le potentiel U(r) se calcule alors
en faisant un bilan des courants de probabilité en entrée et en sortie et on
trouve o = 4ma?. Pour des particules bosoniques, les effets de statistique
quantique viennent multiplier ce résultat par 2.

4-3 Lalongueur de diffusion a 2D

Reprenons étape par étape le raisonnement fait a 3D (cf. figure [I1.12).

Etape 1 : solutions générales dans la zone U = 0. Le cas 2D apparait
immédiatement plus compliqué que le cas 3D car les ondes cylindriques
etk /\/r ne sont pas solutions exactes de 1’équation radiale pour
U = 0. Si elles I’étaient, la limite basse énergie donnerait comme base de
fonctions # + ik\/r, soit par combinaison linéaire % et /7. Or la limite
k—0etU — 0de donne rR” + R’ = 0 qui s’integre en R'(r) = Cy /r
et donc

RO (r) = In(r)

RW(r)y =1, (IL.96)

soit
R(r) = CyIn(r) + Cs. (I1.97)
Pour retrouver ce résultat dans un cadre plus général, on remarque que
I’équation pour la fonction radiale pour U = 0 est en fait I'équa-
tion de définition des fonctions de Bessel d’ordre 0. Deux solutions indé-
pendantes de cette équation sont la fonction de Bessel de premiere espece,
Jo(kr), et la fonction de Bessel de deuxieme espéceE] Yo(kr). Les compor-
tements de Jy et Y; sont connus a la fois pour les grandes et les petites

7. Cette fonction est également notée No(kr) et appelée fonction de Neumann.
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etikr ou sin(kr) cos(kr)
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FIGURE I1.12. Principe du calcul de I'amplitude de diffusion a 2D par un po-
tentiel ne prenant des valeurs significatives que pour r < b et pour des faibles
vecteurs d’'onde kb < 1. Pour kr > 1, la superposition de I'onde plane incidente
et de I'onde sphérique divergente peut s’écrire aprés moyenne angulaire comme
combinaison linéaire de e+ /\/r. Ces deux fonctions sont les formes asympto-
tiques des fonctions de Bessel de premiere et deuxiéme espéce. Elles se raccordent
dans la zone intermédiaire b < r < k="' aux deux fonctions RV (r) = In(r) et
R (r) = 1. La combinaison linéaire physiquement pertinente, avec notamment
la régularité requise en r = 0, permet de définir la longueur de diffusion as.

valeurs de kr :

2 T
kr > 1 Jo(kr) ~ 4| = cos (k;r - Z) (IL98)

2 T
Yo(kr) ~ L (k;r - 7> (11.99)

et
kr < 1: Jo(kr) ~ 1 (I1.100)
Yo(kr) ~ 2 In(n kr) (II.101)
T

oﬁﬂn = 0.89.... En particulier, toute combinaison linéaire de .Jy et Y pour

8. n=¢e7/20t~y =0.5772... estla constante d'Euler.
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kr < 1 est bien de la forme (11.97).

Etape 2 : solution d’énergie nulle. Pour k = 0 et en présence du poten-
tiel U(r), I'espace des solutions générales Ry(r) de 1’équation radiale est
de dimension 2. La condition de régularité de Ry(r) en r = 0 vient sélec-
tionner une combinaison linéaire particuliere de ces fonctions. Quand on
la prolonge au-dela du rayon r = b, cette combinaison linéaire se raccorde
a une combinaison linéaire particuliere du type C1 In(r) + C; [c¢f. (IL97)],
qui peut encore s’écrire

r>b: Ro(r) = Cy1n(r/as) (I1.102)

oit ap = e~ “2/C1 est la longueur de diffusion a deux dimensions.

Etape 3 : Raccord des solutions pour une énergie faible. Passons main-
tenant au cas ot k£ n’est pas nul, mais reste tres petit devant 1/b. Pour for-
mer une onde cylindrique sortante, nous voyons sur que nous
devons prendre une fonction proportionnelle & la combinaison linéaire
Jo + 1Yy. Plus précisément, nous allons choisir

1 ) eikr i
7 Wolkr) +i¥o(kr)] ~ N l\/;] (11.103)

ott 'on reconnait entre crochets le préfacteur de f(k) introduit en (I1.88).
Pour r > b la fonction radiale recherchée est donc du type
f(k)

Ru) = o {nhr) + L o)+ v |

2D, 1 < kr:

(I.104)

Dans la région intermédiaire b < r < k1, cette combinaison linéaire de-
vient :

2
Ry(r) = Co {1 + % {1 +i—=In(n k;r)] } : (IL.105)
™
ce qui conduit a poser dans la limite £ — 0
1 1
f(k) =—4i = (IL.106)

2 1
1+i - In(n kas) ~5- In(n kaz) + i

9. Cette combinaison porte le nom de fonction de Hankel de premiere espece, notée

Hél) (kr). La fonction de deuxiéme espece, H((]2> (kr), correspond quant a elle a Jp — iYp.
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pour retrouver la forme (I1.102) en C1 In(r/az), avec en particulier Ry (r) =
Opourr = as (PETROV & SHLYAPNIKOV 2001/; PRICOUPENKO & OLSHANII
2007).

On notera en particulier que 'amplitude de diffusion f(k) tend vers 0
aux petits k, contrairement au cas 3D ot elle tendait vers une limite finie
égale a —a. Par ailleurs, la section efficace totale de diffusion par le po-
tentiel U(r) se calcule 1a aussi par un bilan des courants de probabilité en
entrée et en sortie. On trouve o(k) = | f(k)|*/(4k), quantité qui a la dimen-
sion d"une longueur et qui diverge a petit k.

4-4 Collisions dans une géométrie quasi-2D

Dans une expérience, la réduction de dimension se fait en confinant
fortement les atomes le long d’un axe, z par exemple. Le confinement est
caractérisé par 'extension résiduelle du gaz le long de cette direction. Par

exemple, si le confinement est obtenu en imposant le potentiel harmonique
Vt(rla]]:))) (2) = %mw§z2 et si la température est assez basse, les atomes n’occu-
peront que I’état fondamental n, = 0 du mouvement selon z,

1 —zz/(2a2 ) h
Z) = ——5—-~¢ oh avec Qeon = R
XO( ) (ﬂ_agh)l/4 oh mo,

(11.107)

au moins tant qu’on néglige les interactions entre ces atomes.

Le traitement détaillé de la collision entre deux atomes en présence du
potentiel V;\s(z) a été fait par PETROV & SHLYAPNIKOV (2001) et nous
nous contenterons de donner ici certains résultats de cet article. L'interac-
tion entre deux atomes en absence de potentiel le long de I’axe z est carac-
térisée par la longueur de diffusion tri-dimensionnelle a. Nous allons nous
concentrer sur le cas le plus souvent rencontré en pratique :

a < Ao, (I1.108)

de sorte que 1’énergie associée aux interactions, h?/(ma?), est grande de-
vant fw,. Dans une vision dynamique de la collision, ceci signifie que
méme si les atomes entrent et sortent dans le canal n, = 0, plusieurs états
d’excitation n, # 0 du mouvement selon z interviennent au cours du choc.

43

Par ailleurs, puisque les états asymptotiques sont ceux d'un gaz confiné
selon z dans lI’état n, = 0, la fonction d’onde de la variable relative de la
paire d’atomes doit s’écrire dans la version 2D vue plus haut :

. eikr i
1< kr: ~ ST 4 f(k)—= |-\ = 11.109
<hri o g(r2) {e )T l 8“” xo()  (11109)
ou r = (z,y). amplitude de diffusion f(k) doit rester de la forme (VI1.79)
et le travail de PETROV & SHLYAPNIKOV (2001) a été de relier la lon-
gueur de diffusion bi-dimensionnelle a; a la longueur de diffusion tri-
dimensionnelle a. Leur résultat peut s’écrire de la maniere suivante@]:

as = 2.092 aen exp (1 /g a2h> .

En pratique, comme a < aon, cette équation conduit a des valeurs extré-
mement faibles de as. Prenons le cas d’atomes de rubidium (a =~ 5nm)
confinés par un potentiel de fréquence w. /27 = 10kHz, ce qui conduit a
aon ~ 100nm. On trouve alors as ~ 3 1078 m. Cette valeur, 1000 fois in-
férieure a la taille du noyau atomique, n’a aucune signification physique
particuliere et doit simplement étre vue comme un intermédiaire de calcul.
Il est en fait plus intéressant de revenir a 1’expression de I'amplitude de
diffusion que l'on peut mettre sous la forme :

(I.110)

1

f(k) = T - avec 1 = 1.86. (I1.111)
S !
i o n(n' kaon) + 1
et a
§=VEr—. (I1112)
oh

Le parametre § va jouer un role central dans les cours qui vont suivre, caril
va nous permettre de caractériser 1'intensité des interactions entre atomes.
Pour comprendre ce rdle, notons que la condition de validité de notre trai-
tement, a < aon, entraine que § < 1. Le terme 1/g figurant au dénomina-
teur de f(k) est donc grand devant 1. Comme les vecteurs d’onde décrivant
les collisions entre atomes sont d’ordre 1/a,}, (en tout cas, ils n’en different

10. L'évaluation du coefficient numérique 2.092 intervenant dans cette équation a été amé-
liorée par PRICOUPENKO & OLSHANII (2007) et c’est donc la valeur des ces derniers que nous
indiquons ici.
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Région permise interdite
Equation rR"+ R +rk*R =0 rR’'+ R —rk*R =0
Fonction Jo(kr) Yo (kr) Io(kr) Ko(kr)

kr — 0 1— L(kr)? < 1n(nkr) 14 3(kr)? | —In(nkr)
kr = oo =2 cos (kr — F) —sin (kr — F) \/Q;ﬁek’“ \/%e_’“"

Dérivée Jy=—-n Yy =-1 =1 Kj=-K;

TABLE II.1. Résumé des propriétés des fonctions de Bessel intervenant dans ce
chapitre pour déterminer la fonction radiale R(r). La constante n ~ 0.8905 . . . est
définie par n = €7 /2 oit vy = 0.5772 ... est la constante d’Euler.

pas par des ordres de grandeurs), le terme In(n’ kaon) figurant également
au dénominateur de f(k) est d’ordre 1. Il s’ensuit que le terme 1/§ est lar-
gement dominant devant le terme - In(n’ kaon) ainsi que devant i/4, au
moins tant que § reste inférieur a 1. On peut alors faire 'approximation
g<1:

Flk) ~§ (I.113)

d’une amplitude de diffusion constante.

Nous retrouverons cette approximation au prochain cours dans
le cadre d’une approche variationnelle, et nous reviendrons sur les termes
correctifs & cette approximation au chapitre 6. Nous montrerons alors que
ces corrections sont responsable d"une "anomalie quantique", qui vient bri-
ser l'invariance d’échelle du probléme 2D traité par un champ classique.

Appendice : diffusion par un potentiel carré

A titre d’exemple, nous présentons dans ce paragraphe le probleme de
la diffusion d’une particule de masse m, par un puits (Uy < 0) ou une

44

bosse (Up > 0) de potentiel de rayon b :

Ur)=Uy sir<b, U(r)=0 sir>b. (IL.114)

Nous poserons kg = +/2m,|Up|/k. Dans la zone r > b, nous savons que la
fonction radiale est une combinaison linéaire des fonctions de Bessel

r>b: R(r) = Cy Jo(kr) + Cy Yo (kr) (I.115)

et que 'amplitude de diffusion est reliée aux coefficients C; et C par [cf.

(.104)]
Cy 1+ f(k)/4 1

16

Cy f(k)/4 f(k) 4Cy 4
On identifie alors la longueur de diffusion a partir de la relation (VI.79) :
1

(I1.116)

1 i
k : ——~——1In(nk - 11.117
205 g ™ g (ke + 4. (11117)
soit o
™ Cq
: 1 N —— —. .
k—0 n(n kaz) 2 Gy (I1.118)

Cas d’une bosse de potentiel

Nous considérons le cas d'une diffusion a basse énergie, avec k < ko. La
région centrale est donc classiquement interdite et 'équation radiale pour
la fonction R(r) s’écrit dans cette zone

rR'+ R —rkiR=0 avec ki=~Fk —k*>0. (I1.119)

Les solutions de cette équation sont les fonctions de Bessel modifiées (en-
core appelées fonctions de Bessel hyperboliques) notées Iy(k1r) et Ko(k17).
Leur comportement au voisinage de 0 est donné par

2

= 0: Io(z) ~ 1+ % (I1.120)
Ko(z) = —In(nz). (I1.121)

La divergence en In(r) élimine la contribution de Kj :
r<b:  R(r)=Coly(kir) (IL.122)
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et nous devons raccorder cette fonction en r = b avec ([I.135) en assurant la
continuité de la fonction elle-méme et de sa dérivée premiere. Ceci impose

Iy(kib)  CrJy(kb) + CoYq(kb)
Io(k1b) — " C1Jo(kb) + C2Yo(kb)
En utilisant Jj(z) =~ —z/2 et Yj(z) = 2/(nz) au voisinage de 0, on voit que
'on peut négliger la contribution de J;; devant celle de Y; au numérateur
de I'expression ci—dessusE} Puisque nous nous intéressons a la limite £ —
0, nous prenons ki = ko, Jo(kb) ~ 1 et Yy (kb) ~ 2 In(nkb), et nous arrivons
a

13}

(IL.123)

Ch 2 2 Io(kob)
— = ——In(nkd 11.124
G, = " R e T kob) (IL.124)
dont on déduit la longueur de diffusion (figure [LL.13) :
1 To(kob)
= - . 1112
az =b exp [ Tob I(’)(kob)] (I.125)

Dans la limite Uy — oo (sphere dure), la longueur de diffusion tend vers b.
Le comportement asymptotique de I(x) en I'infini est en effet

(I.126)

de sorte que Iy(x)/I}(z) ~ 1. Dans la limite inverse Uy — 0, on trouve
as ~ bexp|—2/(kob)?] qui tend exponentiellement vite vers 0.

Cas d’un creux de potentiel
Recherche des états liés

Un état lié a symétrie cylindrique d’énergie £ = —h?k?%/2m,., avec |E| <
|Uo|, sera caractérisé par une fonction radiale solution de

rR'+R +rkiR=0 avec ki=Fk}—-x*>0 (I1.127)
a l'intérieur du puits (région permise) et de
rR'+ R —rk’?R=0 (I1.128)

11. On vérifie a posteriori que 'amplitude relative de C1 et C2 a laquelle on aboutit est
compatible avec cette approximation.

45

a l'extérieur (région interdite).

Dans la région permise, les solutions sont des combinaisons linéaires
de Jo(k17) et Yo(k17). La fonction Yy (kq7) diverge en r = 0 et doit donc étre
éliminée. Il reste

r<b:

R(r) = Cy Jo(kyr). (I1.129)

Dans la région interdite, la solution est une combinaison linéaire de I (k)
et Ky(xr). Nous avons déja indiqué que Ip(z) diverge comme e”/v/27z a
l'infini et doit donc étre écartée. La fonction K (z) en revanche se comporte
comme

T — 00 Ko(z) ~ % e ” (IL.130)
et est acceptable. Nous prenons donc dans cette région :
r>b: R(r) = C1 Ko(kr). (I1.131)
Le raccord a la frontiére » = b impose
J4 (kD) K{(kb)
ky =2 =K Pk = kg 11.132
Vholkib) " Ko(eb) TR (IL.132)

qui permet de déterminer un ensemble discret de solutions pour une va-
leur de kg fixée.

Intéressons-nous au cas d'un puits de faible profondeur ko0 < 1. En
utilisant les développements des fonctions .Jy et K au voisinage de 0, on
trouve dans ce cas une solution unique au probleme

—2/kgb* (11.133)

nkb=e
Il y a donc toujours un état lié dans un creux de potentiel a 2D, mais la liai-
son n’est que tres faible puisque 1'énergie décroit exponentiellement vite
avec la profondeur du puits |Uy|. Rappelons qu’a 3D, un état lié n’existe
dans un creux de potentiel qu’au dessus d’un certain seuil.

Quand on augmente la profondeur du puits, d’autres états liés appa-
raissent. Au seuil d’apparition d'un état lié, on a x ~ 0, de sorte que le
membre de droite kK{)/ K, de tend vers 0 en ce point. L'apparition
d’un nouvel état lié correspond donc a un zéro de Jj(kob), ou encore de
J1(kob) puisque Ji(z) = —J)(z).
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g
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FIGURE I1.13. Haut : variation de la longueur de diffusion as (en unité de b) en
fonction de la profondeur du puits Uy (en unité de h*/(2m,.b?). Bas : module de
Uamplitude de diffusion f(k) pour deux valeurs du vecteur d’onde, kb = 0.1 et
kb = 0.01. Cette amplitude est calculée directement a partir de (ILT16) et (I1.123)
(ou de son équivalent quand la région centrale est classiquement permise). On
vérifie numériquement que ce résultat est trés proche de I'expression asymptotique

V179
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Recherche des états de diffusion

Dans la zone centrale du puits, on garde la forme

r<b: R(r) = Co Jo(kir)  avec k3 =kj +k? (I1.134)
et on prend dans la zone extérieure :
r>b: R(r) = Ci Jo(kr) + Co Yo (kr). (I1.135)
Le raccord en r = b impose cette fois pour k — 0 :
% = —% In(nkb) + % % m (IL.136)
soit (figure[[L.13) :
as =b exp [—k(l)b jzg:zg] . (IL.137)

La longueur de diffusion diverge donc a ’apparition de chaque nouvel état
lié puisque Jj(kob) s’annule en ce point en changeant de signe (théoreme
de Levinson).

Pour un puits de faible profondeur (kob < 1), on trouve

ay = b e?/(kob)® (I1.138)
ce qui correspond a une grande longueur de diffusion. En utilisant (II.133),
on trouve que nazk = 1, de sorte que h?/(2m,.a3) est égale (au facteur 7>
pres) a la valeur absolue de I’énergie (tres faible) de cet état lié.



Chapitre II1

Le quasi-ordre a longue portée

Nous abordons maintenant la description d’un gaz a deux dimensions
en interaction. Nous allons nous concentrer dans ce cours sur le régime
de basse température, ot1 I'état du gaz peut étre décrit comme un "quasi-
condensat", c’est-a-dire un condensat avec une phase fluctuante (KAGAN,
SVISTUNOV et al.|[1987|; POPOV 1987, PETROV, GANGARDT et al. 2004).

Nous allons adopter une description du fluide atomique en termes de
champ classique, ce qui va amener des simplifications importantes par rap-
port a la description quantique. Toutefois nous montrerons que cette des-
cription en terme de champ classique contient toujours un « élément quan-
tique » essentiel, la quantification de la circulation de la vitesse. Cette derniere
jouera un role central dans le cours suivant, ott nous nous pencherons sur
la physique des vortex.

Dans le cours d’aujourd’hui, nous allons nous concentrer sur les excita-
tions « douces » du gaz, c’est-a-dire les phonons, qui sont prépondérantes
a basse température. Notre résultat essentiel sera de montrer que les inter-
actions répulsives entre atomes, qui sont a la base de cette physique des
phonons, induisent un quasi-ordre a longue portée dans le gaz, avec une
décroissance algébrique de la fonction de corrélation a un corps G (r). Ce
résultat est radicalement différent de celui trouvé pour un gaz parfait dans
le cours précédent; nous avions en effet montré que G, (r) décroissait tou-
jours exponentiellement avec la distance en I’absence d’interactions.
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1 L’approche champ classique

1-1 Analogie optique

Les états condensés de Bose ou les états superfluides sont considérés a
juste titre comme des états quantiques de la matiére. Pour les décrire théo-
riquement, il faut aller au-dela de la statistique de Boltzmann et prendre
en compte I'indiscernabilité des particules. Les statistiques quantiques qui
apparaissent alors, Bose-Einstein ou Fermi-Dirac, permettent d’expliquer
I’émergence de 1’état superfluide ou de l'état supraconducteur quand on
tient compte des interactions entre particules.

De ce point de vue, I’'approche que nous allons adopter dans ce chapitre
et dans le suivant peut sembler paradoxale : nous allons décrire par un
champ classique 1’assemblée de N particules en interaction. D’ot1 la ques-
tion immédiate : cette approche « champ classique » n’est-elle pas contra-
dictoire avec le phénomene quantique que 1’on cherche a décrire? Le but
de cette premiere section est de montrer qu'il n’en est rien. Il ne faut pas
confondre un traitement classique des particules composant le gaz (ce que
nous ne ferons pas) et le traitement de ce méme gaz par un champ classique
(ce que nous allons faire). En un sens que nous allons bientot préciser, ces
deux concepts — bien qu’ils soient tous deux qualifiés de « classiques »— cor-
respondent & deux cas limites opposés de la distribution de Bose-Einstein.

Une analogie optique peut étre utile a ce stade. Le traitement « champ
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classique » correspond simplement a la résolution des équations de Max-
well pour les champs électriques E(r,t) et magnétiques B(r,t). On sait
que ce traitement permet de décrire de multiples phénomenes optiques, y
compris ceux que 'on a envie de qualifier de « non classiques » comme le
fonctionnement d’un laser. Les phénomenes qui échappent a ce traitement
en terme de champs classiques sont ceux ol la granularité de la lumiere
joue un rdle important, le phénomene d’émission spontanée par exemple.
Une autre difficulté est le probléme du corps noir : I'énergie du champ clas-
sique diverge du fait de la contribution des modes de haute énergie et donc
faiblement peuplés. Mais pour les situations ot1 le nombre de photons dans
les modes pertinents est grand devant 1, cette restriction n’est pas essen-
tielle.

1-2 Simplification du probleme quantique a NV corps

L'état d'un systéeme quantique a N corps est décrit par sa fonction
d’onde ®(71,...,ry) ou plus généralement par son opérateur densité p.
L’idée du traitement champ classique est d’approcher cet état quantique par
un mélange statistique d’états caractérisés par un champ ¢ (r), commun
aux N particules et noté :

|N : 1) ouencore ¥(ry)...¢¥(rN), (IIL.1)

et appelé fonction de Hartree. Le probleme est de trouver une distribution
de probabilité P[] qui reproduise aussi fidelement que possible I'état @
ou la matrice densité de départ. Idéalement, on souhaiterait que pour toute
quantité physique A décrite par 'observable A, on ait en utilisant le forma-
lisme de I'intégrale fonctionnelle pour le champ

Tr(Ap) = / (N |AIN - ) Ply] d[y]. (I11.2)
Comme nous allons le voir ci-dessous sur un exemple simple, il n’est pas
toujours possible de trouver une fonction P[¢] satisfaisant toutes les pro-
priétés requises pour une distribution de probabilité (positivité, régula-
rité). Il s’agit donc plutét, pour un probleme donné, de trouver la distri-
bution P[¢] qui s’approche au mieux de 1'état quantique de départ. Cette
recherche a fait 1’'objet de multiples travaux en optique quantique pour les
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photons, avec les représentations de Wigner, de Glauber-Sudarshan ou de
Husimi par exemple (GARDINER & ZOLLER 2004).

L'impossibilité de trouver pour tout |®) une distribution P[] se montre
sur un contre-exemple, en considérant un systéme de deux particules iden-
tiques ayant chacune deux états possibles 1 et |. On considere I'état

1
V2

et on s’intéresseﬂ a la probabilité P4 de trouver les deux particules dans
I'état 1 et a la probabilité P de trouver les deux particules dans I’état |.
Ces deux probabilités sont clairement nulles pour 1’état |®), alors qu’elles
ne le seront pas simultanément si on considere un mélange statistique de
fonctions [¢). En effet, ces fonctions peuvent étre paramétrées par exemple
par les deux angles f et ¢ :

@) = —= (|1ts 2:)+ 145 2:1) (IIL3)

[9) = cosf | 1) +sinf e | ]). (I11.4)
et on trouve Py = (cos* ), P;; = (sin*#). On a donc
3 1 1
P+ P = 1 + Z<COS(49)> — P+ Py > > (I11.5)

Ce contre-exemple est instructif. Dans le point de vue de la seconde quan-
tification, la nullité de la probabilité P4 vient du fait qu’il faut calculer
la valeur moyenne de 1'opérateur dimedT qui est nul car on ne peut pas
détruire deux particules dans 1'état T pour 1'état |®). En revanche si on
considere dichﬂ&T, on trouve une valeur moyenne non nulle et compa-
tible avec une représentation en champ classique. C’est donc parce que le

commutateur [d%, a+] n’est pas nul que ce contre-exemple fonctionne.

Cette remarque nous donne le principal critere de validité pour la re-
présentation en champ classique. Tant qu’on s’intéressera a des modes de
population grande devant 1, la différence entre d;dT et &T(ﬂ, c’est-a-dire le

commutateur [a4, &H = 1, ne jouera pas de role important et I’approxima-
tion sera pertinente. En revanche, pour les modes de population de I'ordre
de ou plus petite que 1, les effets de "granularité quantique” seront essen-
tiels et 'approximation ne sera pas valable.

1. Opérateurs associés : A = [1:15 2 M) 15 271 etB= [T:d;2:0)@Q:;2:0)



CHAP. III. LE QUASI-ORDRE A LONGUE PORTEE

§1. L'approche champ classique

i /jg
S
& \ s

FIGURE II1.1. Collision élastique entre deux particules permettant d’assurer I'at-
teinte de I'équilibre thermique. La conservation de I'énergie impose 1 + Ey =
Es + Ey.

1-3 Retour sur les distributions statistiques

Pour bien expliquer en quoi I’approche champ classique que nous adop-
tons ici est radicalement différente du traitement classique des particules
a la Boltzmann, il est utile de revenir sur les hypothéses sous-jacentes aux
différentes distributions statistiques. Nous allons reprendre ici les grandes
lignes d’un argument que nous avons déja présenté dans le cours 2015-16.

Statistique de Boltzmann. A la base des lois statistiques pour un gaz
idéal, on trouve implicitement un bilan d’équilibre entre différents proces-
sus de collision. Considérons une paire de particules dans les états j; et j,
d’énergies respectives E; et Ey. Ces particules peuvent entrer en collision
élastique (figure et sortir de la collision dans deux autres états, jz et
Jja, la conservation de 1'énergie imposant :

J1+je—js+ja si E1+ E;=E3;+ E,4. (I11.6)
Le processus inverse js + js — j1 + jo est également possible et a 1'équi-
libre, la condition de bilan détaillé impose 1'égalité entre les taux des deux

processus :

Nj, Nj, = Nj, Nj, si Ey+ Ey = E3+ Ey. (IIL.7)

Supposons pour simplifier que la population d'un état j ne dépend que
de I'énergie E; de cet état, N; = N(E;), de sorte que la relation de bilan
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détaillé s’écrit :

N(Ey) N(Es) = N(E3) N(Ey) si Ei+ Ey = E3+ Es. (ITL.8)

Une analyse mathématique simple (voir cours 2015-16) montre que les
fonctions N (F) satisfaisant cette équation sont les exponentielles d'une
fonction affine a ' + b :

N(E) = etFHb = e=B)/ksT  qyec o= —1/kgT, b= p/ksT. (IIL9)

On a retrouvé la statistique de Maxwell-Boltzmann.

Statistique de Bose-Einstein. La différence avec le cas du gaz de Boltz-
mann est que les probabilités de transition sont augmentées du fait de
I’émission stimulée si les états finaux sont déja occupés. Le bilan détaillé
s’écrit alors

le sz [1 + st] [1 + Nj4] = Nj3 Nj4 [1 + Nj1] [1 + sz}v (IHlO)

qui peut se réécrire

N; Ny, _ N N;

= 111
1+N;, 1+N;,, 1+N,;, 1+N,, (HL11)

pour tout quadruplet d’états tel que £, + E» = Es + E,. Faisons la aussi
I'hypothese que N; ne dépend que de I'énergie E; de 1’état j et posons

_ _N(E)
1+ N(E)
qui satisfait donc une équation identique a celle trouvée pour la statistique
de Boltzmann

G(E) (IL.12)

G(E)) G(Ey) = G(Ey) G(Es) si Ev+Es— Es+ Er. (IIL13)
Les solutions sont G(F) = e*~F)/ksT ce qui conduit a
N(E) = — L (TIL.14)

T

Nous retrouvons donc bien la statistique de Bose—Einstein.

Avant de passer au cas d'un champ classique, il est intéressant de dis-
tinguer deux régimes pour la statistique de Bose-Einstein, selon les valeurs
relatives de £ — p et kg1 [cf. figure[lIL.2] :
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FIGURE III.2. Ligne continue noire : distribution de Bose-Einstein N(E) =
1/[eE=m/ksT _ 1] Ligne en tirets noirs : distribution de Maxwell-Boltzmann
N(E) = e~ (E=m)/ksT Liene en pointillés rouges : distribution pour un champ

classiqgue N (E) = %

— Si E — > kgT, 'exponentielle domine au dénominateur de N(E) et
on peut négliger le "- 1" devant cette exponentielle. On trouve alors

N(E) ~ e~ (E-#)/ksT (IIL.15)

c’est-a-dire le résultat de Boltzmann. Ce résultat est par construction

valable si et seulement si N(E) < 1, puisqu’on a requis que I'exponen-
tielle soit dominante au dénominateur.

— Dans le cas opposé E — 1 < kT, on peut faire un développement
limité de ’exponentielle, e(®~#/ksT ~ 1 4+ (E — 1) /kpT, similaire a
celui fait au chapitre précédent dans le cas du gaz parfait, et on trouve

kT
N(E) = . 1116
(B)~ 5= (.16)
Ce résultat est par construction valable seulement si N(E) > 1.

On dispose donc de deux approximations de la loi de Bose-Einstein, se-
lon que le taux d’occupation d'un état a une particule est petit ou grand
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devant 1. Dans le premier cas, on retrouve le résultat de particules clas-
siques a la Boltzmann. Le deuxiéme cas, comme nous l’avons déja indiqué,
correspond au domaine de validité de 1’approche champ classique.

Statistique de champ classique. Comme le champ classique va jouer un
role central dans la suite, il peut étre utile de montrer comment I’approxi-
mation peut étre retrouvé directement a partir de 1’équation de bilan
détaillé obtenue pour les bosons

le sz [1 + Nj3] [1 + Nj4] = Nj3 Nj4 [1 + le} [1 + sz] (11117)

quand les N; sont grands devant 1. Si on néglige tous les "1" dans cette
équation, on obtient le résultat trivial que N;, N;, N;, N;, doit étre égal a
lui-méme. Allons donc a I’ordre suivant, ce qui donne

Nj, Nj, [Nj; + Nj,] = Nj; Nj, [Nj, + Nj,] (I11.18)
ou encore
LI Lol G pem—B+E (I1.19)
- 1 2 — 3 4. .
Nj,  Nj,  Nj; N;

La solution de cette équation est simple : la fonction 1/N(E) doit étre une
fonction affine de E et elle peut donc s’écrire
1 E - kT

—__=H N(E) = =2~

N(E)  kgT E—p
Ceci nous redonne bien la limite "haute occupation” de la distribution de
Bose-Einstein trouvée plus haut. Ce comportement N(E) « 1/E pour les
énergies assez grandes sera caractéristique de 1’état d’équilibre du champ
classique que nous trouverons dans ce chapitre.

(IT1.20)

Maintenant que nous avons vérifié que I’approximation de champ clas-
sique décrivait correctement les modes trés peuplés, donc de basse énergie,
la pertinence de cette approximation pour le probléme traité dans le cours
de cette année apparait clairement. Nous avons vu dans les chapitres qui
précédent que la spécificité du cas bi-dimensionnel, avec le théoreme de
Mermin-Wagner-Hohenberg, résidait dans le comportement du systeme
aux grandes longueurs d’onde. Or ces longueurs d’onde sont associées
aux modes de basse énergie, modes qui seront donc bien décrits par un
champ classique. Il en va de méme si on cherche a étudier la condensation
de Bose-Einstein dans le cas tri-dimensionnel.
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1-4 Que reste-t-il de quantique?

Comme nous l'avons déja indiqué, I’approche champ classique revient
a oublier la granularité de la matiere en négligeant le commutateur [, af],
ol a est 'opérateur destruction d'un mode donné. Il reste néanmoins un
aspect quantique dans la description de I'état de I’assemblée d’atomes par
un champ (r), lié a la nature méme de ce champ. Pour un gaz a deux
dimensions z, y, le champ complexe 1(r) est caractérisé par son amplitude
et sa phase : ¢(r) = /p(r) (™. A ce champ, on associe une vitesse en
tout point ot1 la phase est définie, c’est-a-dire ot1 la densité est non nulle :
h
v(r) = —Vo. (II1.21)
m
Comme expliqué par SVISTUNOV, BABAEV et al. (2015), cette équation
met en évidence le parametre pertinent i/m de l'approche champ clas-
sique. La masse m d’un atome a perdu sa signification physique puisqu’on
a effacé la granularité de la matiére. Il en va de méme pour % pris de ma-
niere individuelle. En revanche, le rapport 4/m joue un role central en re-
liant le champ ¢ au flux de matiere observable.

Une fois établi ce point, I'aspect quantique qui subsiste est clair. Il s’agit
de la quantification de la circulation de la vitesse sur n’importe quel contour
fermé ne passant pas par un point ol p(r) s’annule (figure|lI1.3) :

2rh
7{1}(7') ~dr = n=_—

Cette quantification découle directement du fait que la vitesse est propor-
tionnelle au gradient d'une phase. Elle est essentielle pour faire émerger
la notion de défauts topologiques, les vortex, qui seront eux-mémes les
briques élémentaires du mécanisme BKT.

n e Z. (II1.22)

2 Fonctionnelle de Gross-Pitaevskii

2-1 De I'’hamiltonien quantique au champ classique

Nous considérons ici un fluide composé de particules identiques (bo-
sons) avec une interaction binaire décrite par le potentiel U(r; — ;). Ces

%v(r).dr: 2:;771 j{v(r)-drzo

/

FIGURE II1.3. Quantification de la circulation de la vitesse v(r) = 1L V0 associée
au champ classique (r) = +/p(r) ™). La valeur de la circulation ne peut
changer que si le contour C passe sur un vortex, c’est-a-dire un point ot p(r)
s’annule.

particules sont par ailleurs piégées par le potentiel extérieur

+ VI (2, y)

trap

Viran () +

trap

AN (r)=

trap

(II1.23)

qui est responsable

— du confinement fort le long de 'axe z, qui gele le mouvement corres-
pondant et rend ainsi le gaz bi-dimensionnel.

— d’un confinement plus faible dans le plan xy, par exemple sous forme
d’un potentiel harmonique ou d’une boite de taille L x L. Dans ce
chapitre, nous nous placerons dans le cas de la boite et nous prendrons
des conditions aux limites périodiques dans le plan xy.

L’hamiltonien du gaz s’écrit dans le formalisme de la premiere quanti-
fication :

1 quantif. : H = Z <pJ + Vt(r?;]s) >

ZU T — 7).

175]

(IT1.24)

On peut également l'écrire en formalisme de seconde quantification, en
introduisant 1’opérateur ¥(r), qui détruit une particule au point r et son
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hermitique conjugué Tt (r) qui crée une particule en ce point :

2éme quantif. : H =

Le traitement exact de cet hamiltonien est compliqué dés que le poten-
tiel d’interaction entre atomes U est non nul. A deux et trois dimensions,
il n’est par exemple pas possible de remplacer simplement ce potentiel par
une interaction de contact U(r) = Uy §(r) car cela conduit a des incohé-
rences sur le plan mathématique. En revanche, cela ne pose pas de pro-
bleme dans le formalisme de champ classique que nous avons décrit au
premier paragraphe et que nous allons maintenant utiliser.

Comme expliqué plus haut, une méthode simple pour aborder le pro-
bleme a N corps bosonique (quelle que soit la dimensionnalité) consiste a
prendre pour classe de fonctions possibles I'ansatz de Hartree :

O(ry,...,rN) X H(T1)...P(rN), (IIL.25)
la fonction ¢ étant normée ici par le nombre de particulesE]:
/ |¢(r)|? d®r = N. (I11.26)

Cet ansatz est bien sir inspiré du concept de condensation de Bose-
Einstein, puisqu’on place toutes les particules dans le méme état. Mais la
fonction ¢ ne correspond pas ici a I’état d’énergie minimal; elle fournit sim-
plement un échantillonnage possible du fluide a un instant donné. Dans ce
qui va suivre, cette fonction aura sa dynamique propre, avec notamment
des fluctuations d’amplitude et de phase qui joueront un role important.
Par l'intermédiaire de ces fluctuations, on pourra assigner une tempéra-
ture au fluide et mettre en évidence la transition de phase recherchée.

L'énergie E(¢) associée a une fonction ¢ donnée se calcule a partir de

2. Dans le cours 2015-16, nous avions normalisé ¢ a 'unité.

52

|

FIGURE II1.4. Fonction d’onde x(z) correspondant au gel du mouvement dans
la direction z.

(®|H|®) en y injectant 'ansatz de Hartree :
h? 3D
[ (31962 + VED o ) &

+ %// U(T — ’I’/) |¢(7")|2 |¢)(r')|2 d3’r‘ dsr’

E(¢) = (I11.27)

oulonapris N -1~ N.

Dans cette approche "champ classique", il n’y a pas de probleme pour
modéliser l'interaction entre atomes par une interaction de contact

Arh2a
avec g = ,
m

Ur—r)=gd(r—r') (I11.28)

ol a est la longueur de diffusion associée au potentiel U initial. La fonc-
tionnelle d’énergie (toujours a 3D pour l'instant) s’écrit donc :

2
50) = [ (V0P + WR ol + Sio(rlt) @b a9

2-2  Factorisation du mouvement "gelé"

II nous reste a prendre en compte le fait que le mouvement selon la
dimension z est gelé par le potentiel fortement confinant le long de cet axe
(figurelllL.4). Nous allons donc faire un ansatz supplémentaire, qui consiste
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a écrire la fonction ¢(r) sous la forme factorisée :

d)(l'vya Z) = ¢($,y) XO(Z)

ol xo(z) est1’état fondamental du mouvement a une particule selon z :

(I11.30)

h* d2
— o+ Vi (2) xo(2) = €0 xol2), (I1.31)
que nous prendrons normalisé a 1'unité :
/ [xo(2)[* dz = 1. (IT1.32)

Cette hypothese de factorisation est valable si I'énergie associée aux inter-
actions entre particules et 1’énergie thermique kg7 sont toutes deux petites
devant I'écart entre I'énergie du fondamental de ce mouvement selon = et
celle de son premier état excité.

A une constante additive prés sans importance ici, on arrive alors a
l'énergie associée a 1(x, y) :

h? h?
E(y) = / (%|Vw|2+mii?<r>¢<r>|2+%gw<r>|4) d2r, (I1.33)

o1 I'on a introduit le nombre sans dimension g qui caractérise la force des
interactions dans ce probleme 2D :

§g=4ma / Ixo(2)[* dz. (I11.34)

Pour un confinement harmonique de pulsation w, le long de 'axe z,
I'état xq s’écrit :

1 22 (942 h
X0 (Z) = We / (2acp) aveC aonh = mwz, (IIISS)
ce qui conduit a
§=/8r a“ : (IIL.36)
oh

On retrouve le parameétre sans dimension caractéristique des interactions a
deux dimensions que nous avions introduit au chapitre précédent.
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A ce stade, il est intéressant d’écrire ’équation du mouvement du
champ ¢(r), c’est-a-dire 1'équation de Gross—Pitaevskii dépendante du
tempsE]. En prenant un piégeage harmonique isotrope de pulsation w dans
le plan zy, on arrive a :

Oy h

m ho_
ior =5 VU Wt + —glyl*y

5 o (I11.39)

Comme annoncé plus haut, on peut vérifier sur cette équation que le para-
meétre pertinent est /i/m, conjointement avec la pulsation du piege w et le
parametre d’interaction §. Par ailleurs, on peut vérifier explicitement sur
cette équation que le nombre total de particules N () = [ |¢|* ainsi que
I'énergie totale E(¢) sont des quantités conservées.

Pour simplifier, considérons désormais le cas d'un gaz confiné dans une
boite de taille L x L avec des conditions aux limites périodiques. L’énergie
totale ([II.33) est la somme de 'énergie cinétique et de 1’énergie d’interac-
tion :

n? 2 g2 L 2
B, = o V|2 d*r J— o g [ p°(r)dr (I11.40)
o1 'on a introduit la densité surfacique au point r
p(r) =|w(r)|>  avec / p(r) d*r = N. (II1.41)

L’état fondamental du systéme correspond a la fonction d’onde uniforme :

P(r) =/p avec p= 5, (1IL.42)
avec uniquement 1’énergie d’interaction qui est non nulle :
2
Eing = — g pN. (I11.43)
2m

3. Cette équation s’obtient par exemple en utilisant I’approche lagrangienne, avec [cf.
cours 2015-16]
L(y) = / Layn [1( J d*r — E() (I11.37)

otl la partie dynamique du Lagrangien s’écrit, a u}le dérivée totale par rapport au temps pres :

ih

£dyn[w(\}J =5 (w*¢ - ¢*w) . (I11.38)
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Pour acquérir une intuition de la valeur de g correspondant a une "in-
teraction forte", on peut comparer 1'énergie d’interaction du fondamental a
I"énergie cinétique du gaz si on dispose les N particules sur les NV premiers
états d’énergie de la boite, allant de 1’énergie £ = 0 a I'énergie Ey,ax (un
état "fermionisé" en quelque sorteﬁ). En utilisant la densité d’états D(E)
(constante) déterminée au chapitre 2, on commence par déterminer la va-

leur de Fp oy :

Jo 2 2
max mL 2mh
N = D(FE)dE D(E) = —— = FEoux =
/0 (E) avec (B) 2mh? ‘ m
(111.44)

On en déduit I'énergie cinétique de ce gaz fermionisé :

h

EIH&X
Ecin,fcrmion. = / E D(E) dE = F pN (IH45)
0

Selon ce critere, bien stir quelque peu arbitraire, on voit qu'une interaction
"forte” correspond a

Eine ~ Ecin,fermion. — f] ~ 2. (11146)

Pour une telle valeur de §, I'approche champ classique développée ici ne
s’appliquera plus car les corrélations entre particules créées par les inter-
actions sont trop fortes : elles sont en effet susceptibles d’empécher toute
accumulation de plusieurs particules dans le méme état quantique. Dans
les expériences menées avec des atomes froids, la valeur de § est notable-
ment inférieure a 1; pour des atomes de rubidium confinés selon z par un
potentiel de fréquence w,/(27) = 10kHz, on trouve ainsi § = 0.24.

2-3 Coupure ultra-violette et longueur de cicatrisation

Comme toute théorie de champ classique, la modélisation du fluide
en terme d’une fonction d’onde ¥ (r) souffre d'un probleme de diver-
gence ultra-violette. C’est le fameux probléeme du "corps noir" : Il y a
des modes de vecteur d’onde g arbitrairement élevé, et 'équipartition de
I'énergie appliquée a chacun de ces modes conduit & un divergence des

4. C’est le type d’état qui apparait dans 1'effet Hall quantique (état de Laughlin) ou dans
des problemes 1D (état de Tonks-Girardeau).
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quantités physiques calculées en sommant sur g. En effet, comme nous
I'avons vu en ([IL20), la population de ces modes N(E) décroit "mol-
lement" comme 1/E,, et cette décroissance douce associée a la densité
d’états constante D(E) (pour des particules libres) fait diverger 1'intégrale
[ E N(E) D(E) dE. Ce probleme ne se résout de maniére exacte qu’en
quantifiant le champ, ce qui introduit une coupure effective pour les modes
de fréquence wq supérieure a kgT'/ 1 [plus précisément en introduisant une
décroissance exponentielle pour N (E), cf. l.

En pratique, cette divergence ne sera pas une difficulté majeure pour
nous : nous nous intéressons au comportement a grande distance des fonc-
tions de corrélation de notre fluide, qui sont associées a des petits vecteurs
d’onde. La connaissance précise dans 'ultra-violet des quantités physiques
intéressantes ne sera donc pas nécessaire. Pour éliminer les divergences, il
sera suffisant d’établir une coupure a un nombre d’onde ¢, donné par

1 hQQcou
~ p-
Gcoup. ™~ T <~ hfwcoup‘ ~ T

~ kT
)\T B+,

(IT1.47)

au moins dans le régime "habituel” ot kg1 est plus grande que l'énergie
d’interaction par particule Ei,,/N.

Une connaissance précise du comportement du fluide sur des échelles
de longueur plus courtes que Ar nécessiterait un traitement au-dela de
notre approche classique, mais elle ne sera pas nécessaire pour étudier les
phases macroscopiques (superfluides ou non) susceptibles d’apparaitre.
Notons qu'une "méthode semi-classique" ne nécessitant pas l'introduction
d’une coupure UV a été proposée et appliquée au cas du gaz de Bose a
deux dimensions par GIORGETTI, CARUSOTTO et al. (2007). Par ailleurs,
pour obtenir une théorie plus compléte au moins dans le régime ot les
interactions ne sont pas fortes, on peut raccorder la théorie de champ clas-
sique pour ¢ < geoup. a la théorie quantique du gaz parfait pour ¢ > geoup.
[voir par exemple PROKOF'EV & SVISTUNOV (2002)].

La longueur Ay n’apparait donc pas en tant que telle dans le traitement
champ classique, sinon sous la forme d'une coupure « courte distance »
mise a la main. On pouvait s’y attendre a priori puisque Ay «x h/\/m n’est
pas fonction de notre seul parametre 4/m. L'autre distance caractéristique
d’un gaz quantique est la distance de cicatrisation qui peut quant a elle étre
accessible dans cette approche champ classique. Rappelons que la distance



CHAP. III. LE QUASI-ORDRE A LONGUE PORTEE

§2. Fonctionnelle de Gross-Pitaevskii

1.5} B

0.5 |

! ! ! ! ! ! ! ! !
00 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 08 09 1

FIGURE II1.5. La longueur de cicatrisation est la distance caractéristique néces-
saire pour que la densité reprenne sa valeur moyenne, quand on impose d la fonc-
tion d’onde de s’annuler en un point donné (ici les deux extrémités du segment).

de cicatrisation est 1’échelle de longueur associée a I'énergie d’interaction
par particule :
h? h? 1
2me2 m 2Gp

(IT1.48)

Elle donne I’échelle de longueur sur laquelle la densité du fluide reprend sa
valeur normale, si on lui impose de s’annuler en un point (figure[[IL5). Ce
point peut étre I'emplacement d’une bosse de potentiel ou le centre d'un
vortex. Il est intéressant d’évaluer le nombre d’atomes manquants autour

de ce point :

SN ~ m€2p = = (IIL.49)
29

Plus le parametre d’interaction § est grand, plus ce nombre manquant est

faible. Pour des interactions assez fortes (§ > 1), ce nombre devient infé-

rieur a un atome. On ne peut alors plus détecter ce défaut par une imagerie

in situ du gaz; ¢’est simplement un point ol1 une singularité mathématique

se produit.

Comme nous l'avons écrit au paragraphe précédent, le régime habituel
des expériences menées avec des gaz atomiques correspond a une énergie
d’interaction par particule plus faible que 1’énergie thermique kg7, ce qui
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entrainep|:

Ewt/N < kT —  £>Ap, (IIL.51)

ce qui confirme le fait que £ peut étre calculable a partir de la simulation
de champ classique alors que Ay correspond a une distance de coupure,
associée a 1’énergie de coupure ~ kpT.

2-4 Laversion "optique non linéaire"

Le formalisme de champ classique développé ci-dessus pour dé-
crire une onde de matiere macroscopique s’applique de maniére quasi-
inchangée a la propagation d’'un champ lumineux intense dans un mi-
lieu non-linéaire. Ce probleme de base en optique a fait 'objet de re-
cherches expérimentales récentes en lien avec la condensation ou la quasi-
condensation [citons en particulier SUN, JIA et al. (2012), ainsi qu'une com-
munication privée de Robin Kaiser d’avril 2017].

Notons tout de suite qu’il s’agit d’une problématique différente de celle
étudiée a Bonn sur la condensation de photons, et que nous avons abordée
au chapitre précédent (KLAERS, SCHMITT et al.[2010). Dans les expériences
de Bonn, nous avons vu que 1’on gele le degré de liberté selon z grace a une
cavité Fabry—Perot. Dans ce que nous décrivons ici, le faisceau se propage
librement selon I'axe z, cette propagation jouant le rdle du temps dans une
équation de Schrodinger effective, décrivant la dynamique du champ dans
le plan zy perpendiculaire a 1’axe de propagation.

Commencgons par ’équation d’onde pour une des composantes u(r, t)
du vecteur champ électrique ou champ magnétique dans un milieu d’in-
dice ng. Partant des équations de Maxwell, on peut écrire cette équation
sous la forme :
ng 0%u
c? ot?
Une catégorie bien connue de solutions est formée par les ondes planes,
comme celles se propageant le long de I'axe z, u(r,t) = uge!**~% avec

Viu — =0. (II1.52)

5. On a plus précisément
£ 1 kT
A2 87 Einy/N’

(I1L.50)
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FIGURE II1.6. Principe de la « condensation d’ondes classiques lumineuses » : on
envoie un faisceau laser avec un certain désordre en amplitude et en phase dans
un cristal photo-réfractif. Pour une longueur d’interaction suffisamment grande,
I'évolution non-linéaire du champ lumineux conduit a une distribution quasi-
thermique des modes transverses du faisceau lumineux. Cette distribution est ca-
ractérisée par une décroissance de la population des modes comme 1/k? . Figure
extraite de SUN, J1A et al. (2012).

la relation de dispersion w = ck/ng. Intéressons-nous a des solutions dé-
duites de ces ondes planes, écrites sous la forme

u(r,t) =9(r)e

ol Y(r) est supposée "lentement variable” dans 1’espace, c’est-a-dire

i(kz—wt) (I11.53)

(ITL.54)

<k
022 ’
En injectant cette forme pour u(r,t) dans 1'é quatlon d’onde (II1.52) et en
négligeant les terme faisant intervenir 0?)/9z2, on arrive a

.0y

l o2
- =~ I11.55
oit le laplacien transverse V3 correspond a l'opérateur 92 + 2. Cette équa-
tion est formellement identique & 1’équation de Schrodinger pour une par-

ticule libre a deux dimensions, le temps étant remplacé par la coordonnée
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z le long de I'axe de propagation. On peut d’ailleurs passer véritablement

a une coordonnée temporelle en introduisant 7 = nyz/c, qui parametre

le temps de propagation pour une distance z donnée. L'équation (111.55)
s’écrit alors

U

—- I11.56
! or 2Mphot ( )

ol 'on a introduit, comme au chapitre précédent, la masse effective des
photons mpnet = ng hw/c?.

Pour que '’évolution de 1 soit similaire a celle du champ 1 étudiée dans
ce chapitre, on utilise un milieu optiquement non linéaire de sorte que I'in-
dice ng doit étre remplacé par ng +n2|1|?/k*. Notons que ¢ a la dimension
de l'inverse d’une longueur pour que [ [¢|*d?r soit sans dimension, de
sorte que ny est également sans dimension. En injectant cette expression
pour l'indice dans et en nous limitant au premier terme non nul en
N2, NOUS arrivons a :

81/) 1

15 =~ 5 ViY o il

(I11.57)
qui a exactement la structure de 1’équation de Gross—Pitaevskii ([11.39) en
I'absence de piege si l'on prend une non-linéarité défocalisante (n2 < 0).

Dans l’expérience de SUN, JIA et al. (2012), on imprime un désordre
controlée sur le faisceau lumineux a l’entrée du milieu non-linéaire. Lors
de la propagation, on peut définir deux quantités conservées indépen-
dantes, I'équivalent du nombre de particules N donné par l'intégrale de
|{|? et 'énergie E donnée par la fonctionnelle de Gross—Pitaevskii. Si la
longueur d’interaction le long de l'axe z est suffisante, on réalise 1'équi-
valent d'un ensemble microcanonique, la configuration du champ en sortie
étant un échantillonnage de cet ensemble pour le couple (N, E) choisi. Plus
le désordre initial est important, plus cette énergie — et donc la température
—sont grandes.

Nous avons vu au début de ce chapitre que pour un champ classique
en interaction faible, I’équilibre thermodynamique correspond a une po-
pulation des modes de vecteur d’onde k, variant comme T/[E(k,) — ]
avec dans l'approximation paraxiale E(k;) « k3 (CONNAUGHTON, JOS-
SERAND et al. 2005; P1cOzz1, GARNIER et al. 2014). Rappelons que cette
distribution n’est valable que sur un intervalle fini de valeurs de &k, en
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raison de la divergence ultra-violette propre a toute théorie de champ clas-
sique. En pratique, cette loi en k| ? est vérifiée expérimentalement sur plus
d’une décade [figure tirée de SUN, JIA et al. (2012)]. Par ailleurs, les
effets de taille finie dans cette expérience conduisent a une population ma-
croscopique dans le mode central k; = 0 (d’ott la terminologie "condensa-
tion d’ondes lumineuses").

3 Fluctuations de phase et quasi-ordre

A température strictement nulle, un gaz de Bose 2D en interaction rela-
tivement faible a pour énergie la fonctionnelle et est donc condensé :
il est décrit par la fonction d’onde uniforme dans l'espace 1) = ,/pe?, out
p = N/L? et 0 sont eux aussi uniformes, § pouvant étre choisie arbitraire-
ment entre 0 et 27 (invariance de jauge). Son énergie cinétique est nulle et
son énergie d’interaction est :

h2
Ein=0 En=-—9g L? p2. (III58)
2m

A température non nulle, p(r) et 6(r) seront des fonctions variant dans
I'espace sous l'effet des fluctuations thermiques. La caractérisation de ces
fluctuations en termes de fonctions de corrélations entre deux point r et v’

permet de préciser le type d’ordre présent dans le fluide.

3-1 Suppression des fluctuations de densité

Un point important dans ce qui va suivre, au moins pour la région de
basse température, est la réduction des fluctuations de densité par rapport
au cas du gaz parfait, du fait des interactions répulsives entre particules. Le
lien entre considérations énergétiques et réduction de ces fluctuations est
immédiat si I’'on remarque que 1'énergie d’interaction peut s’écrire

gL (p*(r)) (I1.59)

h2
Eint = 5
2m

de sorte que le surcotit en énergie d’interaction par rapport au gaz a tem-
pérature nulle est directement proportionnel aux fluctuations de densité
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caractérisées par (COHEN-TANNOUD]JI & ROBILLIARD 2001)

(Ap)* = (p2(r)) — p* = [92(0) — 1] p?,

ot ga(r) = {(p(r)p(0))/p? est la fonction de corrélation densité-densité.
Pour un gaz décrit par un champ classique v(r), la quantité (Ap)* est
toujours positive, c’est-a-dire g»(0) > 1, du fait de 'inégalité de Cauchy-

Schwarz : ,
v [z ( [ ot )

de sorte que I'énergie d’interaction est toujours plus grande en présence de
fluctuations thermiques qu’a température nulle.

(I11.60)

(IIL.61)

Pour un gaz de Bose idéal en 1’absence de condensat, ce qui est le cas
a2Dsi T # 0, on a toujours g2(0) = 2. Ce résultat s’obtient en exprimant
I'opérateur p(r) en fonction de I'opérateur champ, développé sur la base
des ondes planes a 2D :

. . . 1 .
pir) = Ui@E)U(r)  avec U(r)= 7 > PTGy, (IIL.62)
P
En choisissant par exemple le point r» = 0, on obtient :
. 1 At oAt oA A
(p%(0)) = Ti Z (a;[,l aLzapaam). (II1.63)
P1,P2,P3:P4

S’il n'y a pas d’état macroscopiquement peuplé, on peut négliger dans
cette somme la contribution des termes ot p; = p,, p; = p,. Pour les
autres termes, en utilisant le fait que 1’'opérateur densité a 1'équilibre ther-
mique est diagonal dans la base des p, on remarque qu'un terme du type

(af, af, ap,ap,) estnon nul si et seulement si
{pr=pset py=p} ou {p =piet p,=p;},  (L64)
chacune des deux options ayant la méme contribution. On a donc :
. AT A At A X 2
(P(0) =2 3 (ah ap,) (ah,ap,) = 2((3(0))°.  (IIL65)

P1,P2

Pour un gaz en interaction en revanche, I'énergie E;, finit toujours par
dominer si on va a suffisamment basse température. L'énergie d’'interaction
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par particule, qui est de 'ordre de % g p, devient en effet toujours plus
grande que kg1 si T est suffisamment faible. Plus précisément :

2

R ~ ~
2m 9P g
=—=D I
kJBT 4 ( 66)
ot I’on a introduit la densité dans 1’espace des phases
hv2m
D=p\2a  avec Ap= Tkl (I11.67)

Par conséquent, pour une densité dans I’espace des phases telle que

4
D> T
7

(I11.68)
toute modification significative de la densité par rapport a sa valeur
moyenne, conduisant a une valeur de g2(0) notablement supérieure a 1,
aura un cott prohibitif comparé a kg7

3-2 Hamiltonien effectif a basse énergie

Dans la limite ot les fluctuations de densité peuvent étre négligées, le
gradient de la fonction d’onde ¢ (7) qui intervient dans le terme d’énergie
cinétique s’écrit

Vi =V ( o(r) e”(’“)) ~\/p (1V0) elf™) (I11.69)
de sorte que le terme d’énergie cinétique devient
h? 2 19
Ean~ — p [ (V0)? % (IIL.70)
2m

Cette expression pour I'énergie traduit la rigidité de phase du systeme : les
excitations pertinentes sont les fluctuations de phase et leur énergie est liée
au prix a payer pour "tordre" cette phase entre deux zones de I'échantillon.

Nous avons montré dans le cours 2015-16 que cette notion de rigidité en
phase peut étre utilisée pour définir de maniere rigoureuse la densité su-
perfluide dans un gaz homogene. De ce point de vue, I'expression (II1.70)
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montre qu'implicitement, un systeme 2D décrit par la fonctionnelle d’éner-
gie de Gross—Pitaevskii est superfluide si on néglige totalement ses fluctua-
tions de densité. De plus, sa densité superfluide p, — c’est-a-dire le coeffi-
cient devant (V6)? — est égale a la densité totale p.

Ce point de vue consistant a utiliser et conduisant a p, = p est
certainement valable & trés basse température, mais ne rend pas compte
de la diminution observée de la densité superfluide quand la température
augmente. Pour rendre compte de maniere rigoureuse de cette diminution,
il faut

— traiter de maniere couplée les fluctuations de phase et de densité, ce
que nous ferons par la méthode de Bogoliubov un peu plus loin;

— prendre en compte les vortex qui, comme nous le verrons dans le cha-
pitre suivant, peuvent exister dans la partie superfluide sous forme de
paires de tourbillons de signes opposés.

Mais on peut également procéder de maniere phénoménologique, en
introduisant "a la main" une densité superfluide p,, qui dépend de la tem-
pérature, et qui conduit a I’énergie

h2

Eoin ~ — ps(T) / (V6)* d?r. (IIL.71)

2m

Cette renormalisation de p en p, est un moyen simple pour absorber toutes
les fluctuations thermiques non essentielles, y compris les fluctuations de
densité sur des courtes distances, pour se concentrer sur la physique a
longue distance et le quasi-ordre a longue portée susceptible d’apparaitre.

11 doit étre bien clair que l'énergie E, donnée en (III.71) ne peut pas
étre considérée comme un hamiltonien microscopique, ne serait-ce que
parce qu'elle dépend de la température via p,. Il s’agit en fait de 1'ac-
croissement de 1’énergie libre du gaz si on impose le courant superfluide
(h/m) V@ [voir par exemple la discussion en appendice de l'article de
BLOCH, DALIBARD et al. 2008].

3-3 Analyse de Fourier des fluctuations de phase

Partant de 1’expression phénoménologique (lII.71) pour 1'énergie asso-
ciée & une fluctuation de phase 6(r), nous voulons évaluer la fonction G (r)
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décrivant les corrélations entre deux points du systeme :
Gi(r) = ((r) ¥7(0)) = p (1770, (IIL.72)

Nous devons donc dans un premier temps déterminer les fluctuations de
6(r)—0(0), ce que nous allons faire a partir d'un développement en série de
Fourier de la fonction 6(r) et de l'utilisation du théoreme d’équipartition
de I’énergie.

Commencons par écrire la phase 6(r) sous la forme

O(r)=> cqet” (IIL.73)
q

ot la réalité de 6 entraine
Cq=C—q- (I11.74)

Notons qu’un tel développement, si naturel qu’il paraisse compte tenu des
conditions aux limites périodiques, n’est pas anodin : il ne rend pas compte
de la périodicité de la fonction ¢!’ quand § — 6 + 27. Ce n’est pas un pro-
bleme si on se limite a des situations ott § varie de maniére douce et ré-
guliére sur l’échantillon, mais il néglige d’emblée les vortex, qui sont des
points autour desquels la phase varie de 0 & 7 sur des distances arbitraire-
ment courtes.

Injectons le développement (IV.31) dans 1’énergie (LIL.71) :

2 hq 2
Eein = psL?) - leal”. (IIL.75)
q

Pour tenir compte du fait que les modes g et —q sont liés par (L11.74), nous
pouvons restreindre la somme sur q aux g, > 0 et 1’écrire :

9 9 h2q2
By = g €q |Cq] avec €q = psL -
q,9:>0

(I11.76)

La probabilité d’occurence d’une configuration correspondant a un tirage
{cq} donné est donnée par la loi de Boltzmann :

Pl{cg}) oc [J emcaleal* /o T (11L.77)
q

Les ¢4 avec g, > 0 sont donc des variables gaussiennes indépendantes
complexes. En les décomposant en partie réelle et imaginaire,

cq = Cy +icy avec cp=c , et cg=-c", (I11.78)
on trouve a I'équilibre thermique :
_ kgT

((eg)?) = ((ch)?) = e, (I11.79)

Notons que l'on trouve ici que la population moyenne (|c4|?) d’un mode
g donné est égale a kgT'/¢,, comme nous l'avions annoncé en (II1.20) en
posant les bases de la théorie de champ classique.

3-4 Corrélations en phase a I’équilibre thermique

Considérons maintenant la différence de phase 6(r) — 6(0) qui apparait

dans (III.72). On a:

O(r)—0(0) = Z (cl, +icy) (e'r7 —1)
= -2 Z {c [1 — cos(q - )] + ¢y sin(q - ) } (IIL.80)
q,9:>0

ce qui donne quand on prend la moyenne du carré de cette expression a
I'équilibre thermique

{(0(r) = 000)") = 4 Y ((cp)*)[1—cos(qg-r)]* + ((cg)*) sin®(q - 7)

q,q9:>0
kT
= 4 _— — .
Z . [1 —cos(q-r)]
q,9:>0
T
= 22@[1_@5@.@] (I11.81)
€q
q

otli ’on relaché la contrainte g, > 0 dans la derniére ligne. En transformant
cette somme discréte en intégrale, on arrive a
L* [ kgT
2 _ B 2
(o) =007 = 215 [ 251~ cos(a-r)] g

1 1 1—cos(g-r)
— d-q. 111.82
Tl e el
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La fonction

1 1-— .
f(r) = oy / cos(@-7) g2, (I1L.83)

2

q
peut étre estimée en remarquant que son laplacien a une expression
simple :

Vif(r) = ﬁ /cos(q r)d?q = ﬁ/eiq"” d*q=6(r)  (I11.84)

ce qui s’integre a deux dimensionsﬁ en

1
f(r) = — In(r) 4 constante.

1.
7 (II1.86)

I1 n’est toutefois pas immédiat de fixer la valeur pertinente de la constante,
puisque cette fonction n’admet pas de limite finie ni & courte, ni a longue
distance.

Pour ce qui va suivre, il est instructif d’évaluer cette intégrale "a la
main", en coupant — pour une valeur de r donnée — I'espace des vecteurs
d’onde en deux parties comme nous l’avions fait dans le premier chapitre
lors de notre étude d’un cristal :

t 1-— . 1— .
(27‘()2 f(’P) — cos(q T) qu+ COS(q T‘) d2q
2 2
lg|<m/r q lg|>m/r q

2
q-r)“/2 1

~ / 7( 2) / d?q —|—/ — d?q
lg|<m/r q lal>m/r 4

La premiere partie, dans laquelle on a remplacé le cosinus par son ap-
proximation au voisinage de 0, donne apres intégration une contribution
constante, égale a 7/4. La seconde partie, dans laquelle on a pris une
moyenne nulle pour le cosinus, diverge du c6té des grandes valeurs de
g- Mettons comme expliqué ci-dessus une coupure au niveau du vecteur
d’onde 7/Ap. On arrive alors a

(IT1.87)

™

fr)~

6. C’est I'équivalent bi-dimensionnel de

VAF()=60) =
Vo

1
+ 5 In(r/Az). (I11.88)

1
f( ), = —— + constante.

\/ 4mr

3D: (111.85)
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soit, en négligeant le terme constant devant le logarithme, qui est a priori
grand devant 1 si on s’intéresse aux grandes valeurs de r :
1
f(r)~ Py In(r/Ar). (I11.89)
m

Nous disposons maintenant de tous les ingrédients nécessaires pour
évaluer la fonction de corrélation en phase. Nous trouvons tout d’abord :

2
([6(r) — 6(0)]*) &~ — In(r/Ar) (I11.90)
PsAT
puis en injectant ce résultat dans la fonction GG; et en utilisant le résultat
() = e=()/2 pour une variable gaussienne  :

(1(r) *(0))
p (1000

p o~ ([0(r)=6(0)])/2

) ;
— avec o= .
p T pS/\QT

Nous trouvons donc une décroissance algébrique pour la fonction
G1(r) quand r — oo. Cette conclusion est compatible avec le théoréme de
Mermin-Wagner-Hohenberg, ce qui est rassurant. Mais on note que cette
décroissance est beaucoup moins rapide que celle trouvée pour le gaz par-
fait au chapitre précédent, qui était de nature exponentielle en e~"/¢ avec
¢ = (Ap/V47) eP1/2, Par ailleurs, nous verrons au chapitre suivant que
la phase superfluide, quand elle existe, vérifie toujours psA% > 4, ce qui
signifie que la décroissance est toujours plus lente que 7~ 1/4.

Gi(r)

Q

Q

Q

(ITL.91)

Exemple pratique. A ce stade, il est utile d’examiner un exemple réaliste
pour voir combien le cas du gaz en interaction differe de celui du gaz par-
fait. Prenons pour simplifier p = p, et considérons une densité dans l'es-
pace des phases D = pA% = 10, correspondant & un gaz assez fortement

dégénéré (figure|l11.7).

— On trouve pour le gaz parfait une distance caractéristique de décrois-
sance ¢ ~ 40\r. Pour un échantillon de taille L = 300 A, la fonction
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FIGURE IIL.7. Ligne continue noire : variation de Gy pour une densité dans
I'espace des phases D = 10 pour le cas algébrique (en présence d'interactions),
G1(r) ~ (\p/r)Y/P. Ligne pointillée rouge : cas sans interaction, Gy (r) ~ e~ "/
avec £ = (A /V/4r) eP/? = 40 \r.

G1(r) décroit par un facteur > 1000 d'un bord a l’autre de I'échan-
tillon : il n’y a aucune cohérence de phase appréciable a cette distance.

— Passons maintenant & un gaz en interaction, pour lequel la loi de dé-
croissance algébrique nous indique que la fonction G;(r) dé-
croit entre r = Ay et r = L par le facteur (300)'/'° < 2 : il subsiste une
forte cohérence de phase entre les deux bords de 1’échantillon, compa-
rable & ce qu’on attend pour un vrai condensat.

Cet exemple montre combien le changement de type de décroissance, d’ex-
ponentielle a algébrique, modifie radicalement la cohérence de phase de
ce systéme. Cette cohérence est induite par les interactions répulsives, qui
sont responsables du gel des fluctuations de densité. Dans des systémes de
taille finie raisonnable, elle est également a 1’origine d’une fraction conden-
sée importante. La fraction condensée dans un systéme de taille L peut en
effet se définir comme la valeur de G1 (L) [¢f. cours 2015-16] et I'exemple ci-
dessus nous montre que pour les parametres envisagés, la fraction conden-
sée est supérieure a 50 %, une fois que les interactions répulsives ont joué
leur ro6le de «lisseur de densité ».

Plus généralement, ces considérations indiquent combien la notion de
limite thermodynamique pour des systemes de dimension réduite est déli-

61

:(4 ’IL

FIGURE II1.8. Le modele vy a deux dimensions, qui peut étre considéré comme la
version discrétisée du gaz de Bose dont on a gelé les fluctuations de densité.

cate a prendre. Si, en accord avec le théoreme de Mermin-Wagner, on défi-
nit cette limite comme un gaz dont la fraction condensée G (L) ne dépasse
pas 1% (valeur arbitraire, mais parlante), on voit que la taille L a prendre
est

=102 Ap.

(ALT> —001 - L=_2T (111.92)

(0.01)1/

On retrouve ici le fameux argument de BRAMWELL & HOLDSWORTH
(1994) qui dans le contexte de la magnétisation de systemes 2D, montraient
qu’il faudrait des échantillons de la taille de "l'état du Texas" pour atteindre
la limite thermodynamique.

Nous sommes donc dans une situation subtile ott le théoreme de
Mermin-Wagner interdit 1'ordre a longue portée et l'apparition d’un
condensat a la limite thermodynamique, mais ol les interactions entre
atomes permettent d’établir un quasi-ordre qui, dans beaucoup de cas réa-
listes de taille finie, "simule" I’existence d’un véritable condensat.
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3-5 Le modele 2y et son implémentation avec des atomes

L’hamiltonien effectif que nous avons étudié dans cette section, H o
[ (V6)?, possede une version discrete qui est un modele tres utilisé en
physique statistique, le modele zy [voir par exemple KARDAR (2007)]. On
considere un réseau régulier et on dispose en chaque site j du réseau un
vecteur unitaire §; évoluant dans un espace fictif 8 deux dimensions (d’ot1
le nom de modeéle xy). Ce vecteur peut étre paramétré par ’angle 0; (défini
modulo 27) qu’il fait avec une direction de référence. Dans le probléeme 2D
qui nous intéresse, le réseau régulier est lui-méme de dimension 2; ce peut
étre un réseau carré comme sur la figure ou un réseau triangulaire.

Dans la version la plus simple du modele xy, on se limite & une interac-
tion entre sites voisins que ’on écrit

H=-JY 8;-8;=-J) cos(0; —0;).
(i.3) (i.3)

Le choix J > 0 conduit a un état fondamental o1 tous les #; sont égaux
entre eux. Les excitations de basse énergie correspondent a des varia-
tions lentes des 6;, de sorte qu'un développement limité du cosinus re-
donne bien 'hamiltonien [ (V#)” apres passage a la limite continue. Le
modele zy conduit & un comportement similaire au modele continu que
nous avons étudié : a basse température, décroissance algébrique de la
fonction de corrélation a un corps comme nous l’avons vu ci-dessus; au
dessus d'une température critique, transition BKT vers un état compléete-
ment désordonné similaire a ce que nous verrons dans le prochain cours.
L'intérét de ce modéle sur réseau est d’une part de fournir de manieére na-
turelle une coupure a haute énergie évitant les divergences ultra-violettes,
et d’autre part de permettre I'utilisation de méthodes de résolution propres
aux modeles périodiques comme les matrices de transfert.

(II1.93)

Ce modeéle zy a été réalisé expérimentalement avec un gaz d’atomes
froids par SCHWEIKHARD, TUNG et al. (2007). Partant d'un condensat 3D
de forme approximativement sphérique, les chercheurs de Boulder ont uti-
lisé un réseau optique pour découper environ 200 tubes verticaux et for-
mant un réseau triangulaire dans un plan horizontal (figure [[IL.9). Chaque
tube contient environ 7000 atomes; ce nombre est suffisamment grand
pour que chaque tube constitue un micro-condensat de phase bien défi-
nie, qui joue le role de la variable 6; du modéle zy. Chaque tube est couplé
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FIGURE II1.9. Réseau triangulaire de micro-condensats piégés aux nceuds d'un
réseau optique, avec un couplage tunnel entre proches voisins. Chaque site
contient environ 7000 atomes, ce qui assure que la phase d’un micro-condensat
est bien définie. Cette expérience constitue une implémentation pratique du mo-
dele xy. Figure extraite de SCHWEIKHARD, TUNG et al. (2007).

a ses six voisins par effet tunnel, réalisant ainsi 1’équivalent de jonctions Jo-
sephson. L'élément de matrice tunnel joue quant a lui le réle du couplage
J de I'hamiltonien du modéle xy. Nous n’irons pas plus loin pour l'instant
dans la description de cette expérience; notons simplement qu’elle a per-
mis, a l'instar de celles menées sur des gaz continus, d’observer le méca-
nisme BKT en détectant au dessus d'une valeur critique du parametre .J/7'
la prolifération de vortex lorsque tous les micro-condensats sont fusionnés
entre eux.

4 L’approche de Bogoliubov

Nous allons maintenant chercher a aller au-dela de I'approche "densité
gelée" développée au paragraphe précédent, pour acquérir une vision plus
complete de la dynamique du fluide dans le régime de basse température.
Nous allons pour cela utiliser le formalisme de Bogoliubov, dans une ver-
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sion adaptée au cas des quasi-condensats (MORA & CASTIN 2003 CAs-
TIN [2004). L'idée ne sera pas d’écrire comme & 3D ¢ (r) = o + d9(r) avec
Yo = \/po e, ot 69 serait en tout point petit devant v. En effet, il n'y a
pas de phase homogene 6y dans notre fluide 2D. Notre approche sera de
faire un développement en puissance des fluctuations de densité, en lais-
sant a la phase la possibilité de varier de maniere important sur 1'étendue
de lI'échantillon (tout en restant développable en série de Fourier, ce qui
exclut comme précédemment les vortex).

4-1 Equations du mouvement « amplitude — phase »

Partant de l’expression ¢ (r,t) = /p(r,t) ™", nous allons supposer
que la phase ¢ varie lentement dans 'espace et peut étre développée en
série de Fourier, comme au paragraphe précédent :

O(r,t) = cq(t)ed™ (I11.94)
q

Nous supposerons également que les fluctuations relatives de densité sont
faibles. Comme indiqué plus haut [cf. (IIL.68)], cette hypothese est valable
pourvu que la densité dans 1’espace des phases soit suffisamment grande.
La densité peut donc s’écrire
p(r.t) =po (1 + 2n(r,t))  avec py=

et n< 1.  (IL95)

N
L2
La fonction 7 peut également étre décomposée en série de Fourier :

nir,t) = dg(t) e (I11.96)
q

Les fonctions 6 et 7 sont réelles, ce qui implique ¢ = c_getdy = d_4. La
conservation de la norme entraine

dBr=0 — do = 0. (II1.97)
n

7. Le programme de MORA & CASTIN (2003) est en fait plus ambitieux que le notre puis-
qu’il s’agit de donner un sens aux opérateurs densité et phase dans le cadre de la théorie
des champs quantiques. Ceci est possible de maniére approchée en discrétisant I'espace et en
s’assurant que chaque site du réseau contient en moyenne un grand nombre de particules.

63

La fonctionnelle d’énergie (I11.33)

h2
EW] = o5 | (V0P +3lvl’) dr
o o (Vo) 5\ o
= 5 (p(VG) + 1p —|—gp) d*r (IIL.98)

s’écrit avec ce paramétrage :

2 ~ h2 R
BlY] = 5 —-gpoN + 5—po / [(V0)2+(Vn)2+4gp0n2(r)] d2r,
h2 ~ h2 2 2 2 ~ 2
= 5 9pN + %NZ[Q lcql? 4+ (¢ + 4Gpo) |dg|?] . (IT1.99)
q

L’équation de Gross—Pitaevskii dépendante du temps (IIL.39) conduit
alors aux deux équations coupléesﬂ

my 90
h) oot
Zm O _
h) ot
L’évolution des coefficients ¢4 et dq déduite de (III.100HIIL.101) s"écrit :
2m\ -
(h) te = —(¢"+4dp0) dg,

2m .
(%) de = e

Pour g = 0, on obtient ¢y = 0, ce qui traduit le fait que la phase globale du
gaz n’évolue pas puisque I'énergie du fondamental de (I11.99) vaut 0.

V2n — 4gpon , (I11.100)

— V2. (II1.101)

(II1.102)

En éliminant une des deux variables (¢4 ou dq4) au profit de 1’autre, on
obtient I'évolution
iy + w2y =
q twydg =0,

g +wicqg =0, (I11.103)

8. Avec les variables adoptées ici, le lagrangien dynamique peut étre pris égal a

Layn[t( JJ = —2hpo 6.
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FIGURE I11.10. Relation de dispersion de Bogoliubov . La droite pointillée
correspond a I'approximation linéaire aux petites valeurs de q détermi-
nant le régime de phonons. La courbe parabolique en tirets correspond aux grandes
valeurs de q oit I'on retrouve le régime de particule libre (II1.108).

avec la fréquence w, donnée par

h .
wo =5 [0 (4 +43p0)] (II.104)

ce quin’est autre que le spectre bien connu de Bogoliubov dont nous allons
rappeler ci-dessous quelques propriétés.

4-2 Spectre de Bogoliubov et ondes sonores

La formule de Bogoliubov fournit la relation de dispersion reliant le
vecteur d’onde g d'une perturbation et sa fréquence w,. Compte tenu de la

forme (II1.104), il est naturel de séparer deux régimes (figure|[1I.10) :

— La partie de petit vecteur d’onde
¢ < 4gpo (I11.105)

pour laquelle on trouve un spectre d’ondes sonores (phonons) :

h
wg = Coq avec c¢o = %\/gpo. (TI1.106)

64

— La partie de grands vecteurs d’onde :

> 43po (I11.107)
pour laquelle on retrouve un spectre de particule libre, décalé de
I'énergie d’interaction €y,

h2 q2 h2

hwq = —— + €int aveC €ipy = E gpo

(II1.108)
2m

La forme du spectre d’excitation de Bogoliubov, démarrant linéaire-
ment a bas vecteur d’onde, est souvent présenté comme une condition suf-
fisante de superfluidité. En effet, en utilisant le critere de Landau, on en dé-
duit qu'une impureté bougeant suffisamment lentement ne peut pas exci-
ter le fluide et n’est donc pas freinée. Toutefois, la définition plus complete
d’un état superfluide passe par la notion de métastabilité de courants et de
rigidité en phase [voir par exemple MA (1985) ainsi que le cours 2015-16].
Nous avons déja mentionné que le gaz de Bose décrit par la fonctionnelle
d’énergie présente cette rigidité et est donc bien superfluide. Nous
aurons l'occasion de revenir sur ce point et le généraliser dans le prochain
cours.

Mise en évidence d’ondes sonores a 2D. L’étude de la propagation
d’ondes sonores dans des gaz atomiques dégénérés a fait 1'objet de nom-
breuses études. Ces derniéres sont souvent menées dans des pieges har-
moniques, de sorte que la densité varie a la fois dans le plan d’onde et le
long de la direction de propagation. Cette inhomogénéité peut bien stir étre
prise en compte dans la description théorique, mais complique malgré tout
la comparaison avec les résultats expérimentaux. Récemment, I'équipe du
LKB-College de France a réalisé une expérience visant a mesurer la pro-
pagation d’ondes sonores dans un gaz 2D uniforme. Ce gaz est piégé dans
une "boite" rectangulaire dont les parois sont formées par de la lumiere. La
densité atomique sur un coté du rectangle est modulée temporellement a
I'aide d"un faisceau lumineux annexe, ce qui génere un paquet d’ondes qui
se propage dans le gaz pendant une assez longue durée (plusieurs dizaines
de millisecondes) en rebondissant sur les parois de la boite. On peut ainsi

9. Cette expérience a été faite par Monika Aidelsburger, Jérome Beugnon, Sylvain Nas-
cimbene, Raphaél Saint-Jalm et Jean-Loup Ville.
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FIGURE I11.11. Mise en évidence d’ondes sonores dans un gaz 2D d’atomes de ru-
bidium. Le gaz est confiné dans une boite rectangulaire et I'onde sonore est générée
en modulant brievement la densité atomique sur un coté de la boite.

effectuer une mesure précise de la vitesse du son dans ce gaz. L'expérience
représentée sur la figure[lII.11|conduit & ¢y = 2.0mm/s, en bon accord avec
la prédiction faite plus haut (g = 0.15, pg = 50 um~—2).

L’étude que nous venons de faire est valable a basse température, ot
l'on s’intéresse au mouvement de 'ensemble du fluide. A plus haute tem-
pérature, la situation est plus complexe car il faut considérer les mouve-
ments indépendants de la composante superfluide et de la composante
normale. Le formalisme général est présenté pour le cas bi-dimensionnel
par OZAWA & STRINGARI (2014).

4-3 Fluctuations de phase et fluctuations de densité

Considérons un mode de Bogoliubov caractérisé par les amplitudes ¢,
et d, des modulations de phase et de densité. On obtient a partir du sys-

teme (I11.102) :

-7 (IIL.109)

vV + 4@00'
1

Pour ¢ petit, plus précisément quand ¢> < 4gpy c’est-a-dire ¢ < z,on

S ‘»Q !

trouve d, < ¢,, ce qui signifie que les modes consistent essentiellement
en une oscillation de la phase, la densité n’étant presque pas affectée. Ceci
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valide a posteriori I’approche suivie en § B} ott nous nous étions concentrés
sur les fluctuations de phase pour trouver le comportement du fluide a
grande échelle spatiale, c’est-a-dire a petit vecteur d’onde.

Nous avons donc déja caractérisé 1'effet essentiel des fluctuations de
phase, a savoir I’émergence d'un quasi-ordre a longue portée. Intéressons-
nous maintenant aux fluctuations de densité a 'équilibre thermique, ne
serait-ce que pour vérifier que I'hypothese de linéarisation de ces fluctua-
tions, via la fonction 7)(r), est bien cohérente avec le résultat final.

Partons de :

2 2
A—Z = w —1=4) (dg|*) (IT1.110)
Po Po q
Pour évaluer cette quantité, nous allons utiliser le théoreme d’équipartition
de I’énergie pour le champ classique 7n(r). Comme nous 'avons expliqué
plus haut, pour éviter des divergences de type "corps noir" sans passer
par une quantification de ce champ, nous attribuons une énergie moyenne
kT /2 a tous les modes d’énergie 7w, inférieure a kg7, et nous suppose-
rons que les modes d’énergie supérieure sont non peuplés. Ceci conduit a :

K2 ) ~ ) kgT if hwq < kT,
— N (¢° +4gpo) (|dq|*) = (IL111)

0 if hw, > kpT .

Le calcul des fluctuations de densité peut alors étre fait explicitement a

partir de (II1.110) :

2

Ag _ 22/ 2 L e 2210g( ksT )

s mpoAT J ¢ +4dpo PoAT Eing/N

Comme nous I’avons écrit plus haut, I'énergie thermique kT est générale-
ment supérieure a I'énergie d’interaction par particule Ei,/N. Le rapport
entre ces deux quantités peut atteindre en pratique une valeur de I'ordre de
quelques dizaines, de sorte que le logarithme est lui-méme compris entre
1 et 3. Le dénominateur de 1'expression ci-dessus est quant a lui égal a la
densité dans I'espace des phases, qui doit valoir au moins la dizaine pour
que la transition superfluide soit atteinte (cf. chapitre 4); il peut monter en
pratique jusqu’a la centaine pour des échantillons froids et denses. On en

(IIL.112)
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déduit que Ap < po pour ces échantillons froids, ce qui justifie I’approxi-
mation des faibles fluctuations de densité et leur linéarisation utilisée dans
cette section.
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Chapitre IV

Le point critique de la transition BKT

Nous avons décrit au chapitre précédent le role joué par les phonons
dans un gaz de Bose 2D a I'équilibre thermodynamique. Nous avons mon-
tré qu’en accord avec le théoreme de Mermin-Wagner—-Hohenberg, ces
phonons faisaient disparaitre 1’ordre a longue portée pour 7' # 0 en le rem-
placant par un quasi-ordre : la fonction de corrélation a un corps décroit
algébriquement, G1(r) o r~%, ot @ = 1/D;, est relié a la densité dans l'es-
pace des phases superfluide, Dy = p;\%. Nous avons également retrouvé
via le critere de Landau que ce quasi-ordre était effectivement suffisant
pour maintenir un état superfluide.

Le but de ce chapitre est d’aller au dela du modele purement phono-
nique et de prendre en compte les vortex. L'influence des vortex peut se
comprendre de maniére intuitive (figure : supposons que l'on ait —
apres avoir pris en compte les phonons — une certaine cohérence de phase
entre deux points A et B, caractérisée par la loi de probabilité pour la diffé-
rence de phase ¢; si un vortex avec son enroulement de phase de 27 peut
étre aléatoirement inséré sur le segment AB, la différence de phase va bas-
culer entre ¢ et ¢ + 7. Ce déphasage aléatoire fera perdre toute cohérence
entre A et B, et le quasi-ordre en phase qui pouvait exister entre ces deux
points sera détruit.

Dans ce qui suit, nous allons étudier successivement le réle d'un vortex
isolé, puis d'une paire de vortex de circulations opposées, avant de nous
intéresser a la thermodynamique d'une assemblée de vortex. Finalement,
nous aborderons le role des vortex dans le cadre du groupe de renormali-
sation. Cela nous permettra d’établir un critere clair de superfluidité; nous
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verrons en particulier que D, est soit nulle, soit supérieure a 4.

1 Seuil d’apparition d’un vortex isolé

1-1 Apparition et disparition des vortex

Dans le contexte de notre gaz d’atomes décrit par une fonction d’onde
classique ¢(7), un vortex est un zéro de cette fonction. Autour de ce zéro,
la phase présente un enroulementﬂqui vaut £27. On parle alors de vortex
de charge Q = £1.

Un moyen mathématique simple pour se représenter I'émergence de
vortex dans ce contexte consiste a considérer les deux fonctions Re[u(r)] et
Im[¢(7)]. Chacune de ces deux fonctions fluctue dans 1’espace sous l'effet
des excitations thermiques; Re[(r)] par exemple prend des valeurs po-
sitives dans certaines régions du plan et négatives dans d’autres régions.
Les frontiéres entre ces régions sont des lignes le long desquelles Re[¢(r)]
s’annule. Il en va de méme pour Im[¢(r)]. Il peut donc exister des points

1. On peut considérer d’autres situations, mais elles se raménent toutes a des superposi-
tions des deux cas 2. Par exemple, si ’enroulement est nul, on peut voir ce zéro de densité
comme la superposition de vortex de charges topologiques opposées. Si I'enroulement vaut
2n, cela correspond a la superposition de n vortex de charge unité.
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FIGURE IV.1. Vortex isolés et cohérence de phase : si un vortex isolé vient s’inter-
caler entre deux points, la phase relative entre ces deux points passe de la valeur ¢
a ¢ + m. Par conséquent, dans un fluide oit les vortex isolés peuvent étre répartis
de maniere aléatoire, la cohérence de phase ne peut pas excéder une longueur de
U'ordre de la distance moyenne entre vortex.

discrets r; dans le plan ot ces lignes se croisent, c’est-a-dire

Im[is(r;)] = 0.

11 est facile de vérifier qu'un zéro simple de 1) correspond effectivement a
un vortex de charge topologique Q; = %1 (figure[IV.2).

Re[¢(r;)] =0 et (IvV.1)

L’enroulement de phase d"un vortex constitue une "protection" topolo-
gique. On ne peut pas générer spontanément un vortex de charge ¢ # 0
au sein d"un échantillon, ni I’éliminer. Pour que des vortex apparaissent ou
disparaissent, deux possibilités peuvent étre envisagées :

— Le vortex est créé ou annihilé de maniere individuelle sur le bord de
I’échantillon, 1a o1 la fonction d’onde () s’annule;

— Une paire de vortex de charges opposées apparait ou disparait en pas-
sant par I'état intermédiaire d"un zéro double de 9 (r), correspondant
a un enroulement nul de la phase (figure [[V.3). Cet état intermédiaire
peut étre vu comme la superposition des deux vortex de charges op-
posées.
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Tm(¢)) =0

Re(y) =0

FIGURE IV.2. Lignes sur lesquelles Re[t)(r)] = 0 (en rouge) et Im[yp(r)] = 0 en
vert. Les points d'intersection r; sont (généralement) des zéros simples de ()
et ils correspondent a un enroulement de phase de +2m, c’est-d-dire un vortex
de charge topologique Q = =£1. On a indiqué dans chaque zone du plan une
représentation de la phase de 1 sur le cercle trigonométrique, ce qui permet de
déterminer I’enroulement de phase du vortex.

1-2 L’énergie d'un vortex

Les arguments énergétiques et entropiques vont jouer un role central
dans ce qui va suivre pour déterminer si un vortex a une probabilité si-
gnificativement non nulle d’étre présent dans un fluide quantique. Nous
allons donc commencer par évaluer 1’énergie d’un vortex isolé en consi-
dérant la situation la plus simple possible, celle d"un échantillon circulaire
avec un vortex situé au centre de cet échantillon.

Le champ de vitesse créé par le vortex est orthoradial et tel que la cir-
culation le long d'un cercle centré sur 1’origine est toujours égale a h/m, ce
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FIGURE IV.3. Emergence d'une paire de vortex du fait de fluctuations thermiques
dans le gaz. Sous I'effet d'une fluctuation, la ligne correspondant a Re[y(r)] = 0
(en rouge), initialement disjointe de la ligne Im[y)(r)] = 0 (en vert) [dessin de
gauche], vient la croiser pour former un zéro double [dessin centrall, puis en deux
zéros simples d’enroulements opposés [dessin de droite]. On obtient alors une paire
de vortex de charge ()1 = +1 et Q2 = —1. Le processus inverse est également
possible, conduisant a I'annihilation de la paire de vortex.

qui donne (figure [IV.4)
h T
= — =u, X —. Iv.2
v(r) SUp o avec up =us X (Iv.2)

La densité s’annule au point r = 0 et reprend sa valeur asymptotique sur
une distance de 'ordre de la longueur de cicatrisation définie au chapitre
précédent :

1
V2gp
Pour simplifier, nous modéliserons le profil de densité par une fonction en
escalier :

£= (IV.3)

p(r) = 0 sir<g,

p sir>E. (IV4)
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FIGURE IV.4. Gauche : champ de vitesse créé par un vortex, décroissant comme
1/r. Droite : profil de densité au voisinage du coeur du vortex. La taille du ceeur est
de l'ordre de la longueur de cicatrisation & = 1/+/gp. En pointillé, modélisation
par la fonction en escalier donnée en .

L'énergie cinétique du fluide vaut donc :
1 1 n? (i
Eein = im/p(r) v3(r) d*r = —mp /g = 27y dr

(IV.5)

77 % In(R/€).

Le point essentiel de ce résultat est que I'énergie d'un seul vortex, c’est-
a-dire un objet "microscopique”, tend vers l'infini quand la taille du sys-
teme tend elle méme vers l'infini. Bien stir la divergence n’est que loga-
rithmique, mais cela suffit & rendre la limite thermodynamique singuliere
vis a vis des vortex isolés. Notons que dans cette expression, le préfacteur
mh?p/m devant le logarithme est "robuste" : il ne dépend pas de la modé-
lisation choisie pour le profil de densité. La forme précise de cette modé-
lisation n’intervient que dans 'argument du logarithme et contribue donc
par l'intermédiaire d"une constante qui vient s’ajouter au terme dominant
en In(R).

Il y a également une augmentation de 1’énergie d’interaction du fluide,
puisqu’on passe d’une densité uniforme N/(wR?) a la densité p =
N/[r(R?* — £?)]. Partant de I'expression générale pour I'énergie d’interac-
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tion vue au chapitre précédent,

n?
Eing = %g/pQ(r) d?r, (IV.6)
cette augmentation s’écrit :
h N ’ 2 _ g2 N1 L
© mg“ww} it =) - [ ] o
2
Tl (Iv7)
2 m

Cette énergie reste constante quand la taille du disque tend vers l'infini,
et elle est donc beaucoup plus petite que I'énergie cinétique qui diverge
comme In(R). Pour un vortex isolé, cette énergie €y peut donc étre négli-
gée, mais ce ne sera plus le cas quand on s’intéressera a une paire vortex-
antivortex car 1’énergie cinétique sera alors fortement réduite. La valeur
de son préfacteur 7/2 n’est qu'indicative, puisque ce dernier dépend de
la modélisation choisie pour décrire ’annulation de la densité au cceur du
vortex.

Densité totale et densité superfluide. Dans ce qui précede, la densité p
représente la densité totale de 1’échantillon, lui-méme supposé a tempé-
rature nulle. Dans ce cas, densité totale p et densité superfluide p,; coin-
cident. Si la température n’est pas nulle, la densité superfluide est réduite,
du fait des fluctuations de densité a courte échelle. Pour évaluer l'énergie
cinétique du vortex, qui fait intervenir le gradient de phase de ¥ (r) sur
une grande échelle de longueur, il faut alors faire intervenir uniquement la
densité superfluide, ce qui conduit a

2
In(R/¢€) €0 ~ hﬂfs.

(IV.8)

Insistons sur le fait que cette densité superfluide p; est une quantité dé-
pendant de la température et de I'échelle spatiale a a laquelle on regarde
le systeme. Les fluctuations densité-phase de longueur d’onde plus courte
que a ainsi que, comme nous le verrons plus loin, les paires de vortex sépa-
rées de moins de a, sont absorbées dans la définition de p,. Cette remarque
joue un role central dans le traitement de la transition par la méthode du
groupe de renormalisation.
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Vortex décentré. L’analyse qui précede a fait 'hypothéese d'un vortex cen-
tré sur I'échantillon, ce qui permet de mener les calculs analytiquement.
Dans le cas d'un vortex décentré, un traitement exact est plus délicat, mais
le résultat n’est que peu modifié puisque I'énergie ne dépend du rayon que
via un logarithme.

1-3 L'observation d’un vortex isolé est-elle probable ?

Comme indiqué plus haut, un vortex peut a priori apparaitre dans
I"échantillon en étant nucléé sur les parois, puis en dérivant vers la région
centrale. L'état d'un gaz avec un vortex est déterminé par la connaissance
de la position de ce vortex. Comme le cceur du vortex a une étendue m¢?,
on peut considérer que 'on a

TR?

o (IV.9)

états indépendants pour un vortex individuel dans le disque de rayon R.

La probabilité pour qu'un état donné se réalise est donnée par la loi de
Boltzmann

Ecin/kBT
)

pre” (Iv.10)

o1 ’on a négligé la contribution de I’énergie d’interaction ¢; devant 1’éner-
gie cinétique. En introduisant la longueur d’onde thermique Ar et la den-
sité dans I'espace des phases D; associée a la fraction superfluide

2w

Ar = 7WBT’ D, = ps)‘%a (Iv.11)
cette probabilité s’écrit en utilisant (IV.8)
D,. (R D:/2
p & exp [—2 In (£>} = (é) . (IvV.12)

Pour un échantillon "macroscopique" tel que R > &, cette probabilité est
petite devant 1 des que D; est significativement non nulle.

Intéressons-nous maintenant a la probabilité qu'un vortex soit présent
dans I'échantillon, indépendamment de sa position (figure [[V.5). Puisqu’il
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2R

A
v

FIGURE IV.5. Un vortex de rayon ~ £ dans un disque de rayon R.

y a W états possibles, cette probabilité vaut ~ Wp, au moins tant que

Wp<1: )
R2 é. —2+D;/2
Wp=—=Sp~|= . V.13
P=g@P ( R) (IV13)
Deux cas de figures sont alors a envisager selon la valeur de I'exposant
—2+4+D;/2:

— Si cet exposant est positif, ¢’est-a-dire si la densité superfluide D; vé-
rifie

D, > 4, (IV.14)

la probabilité Wp tend vers 0 a la limite thermodynamique. Pour des
échantillons assez grands, il est alors extrémement improbable d’avoir
un vortex isolé.

— Au contraire si D, < 4, la quantité Wp diverge a la limite thermody-
namique. Cette quantité ne peut alors plus s’interpréter comme une
probabilité mais le message est clair : il est trés probable que le gaz
contiendra un grand nombre de vortex (de charge aléatoire). Comme
nous le verrons un peu plus loin (§[I-4), cette prolifération de vortex
individuels suffit a supprimer la superfluidité. La cohérence du calcul
nous impose alors de prendre D, = 0.

La conclusion de cette étude préliminaire est donc que la superfluidité
ne peut exister dans ce systéeme bidimensionnel que si la densité super-
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fluide est supérieure a 4, auquel cas aucun vortex isolé n’est présent dans
le systeme a 1’équilibre thermodynamique. D’'une maniére remarquable,
cette conclusion atteinte a partir de considérations élémentaires et avec une
modélisation tres grossiére du gaz (un seul vortex!) est quantitativement
exacte : comme nous le verrons en §[4} le point critique de la transition BKT,
correspondant a la transition normal-superfluide, correspond exactement
au point ot la densité superfluide est telle que Dy = 4.

Un autre point tout aussi remarquable est que cette conclusion ne dé-
pend pas de la force des interactions caractérisée par le parametre §. Ce
parametre intervient dans la taille du cceur du vortex, mais pas dans le
champ de vitesse a grande distance qui est 1’élément essentiel du raisonne-
ment précédent. Il s’agit donc d’un résultat « universel ».

Approche "énergie libre". Une approche tres voisine et conduisant a une
conclusion identique consiste a évaluer I'énergie libre de la configuration
a un vortex (KOSTERLITZ & THOULESS 1973)),

F=FE-TS, (IV.15)

ou F est I'énergie d’'un vortex, essentiellement I'énergie cinétique (IV.§), et
S I’entropie associée a cette configuration, c’est-a-dire
S = kgIn(W) (IV.16)

ou W est le nombre d’états indépendant possibles donné en (IV.9). On
trouve alors :

F= <7r h;fs - ZkBT> In(R/€) (IV.17)
soit
F _Lip, —mrye). (IV.18)

kT~ 2

On retrouve ainsi le résultat de la discussion précédente : si D > 4, 'éner-
gie libre est positive et trés grande devant kg7 a la limite thermodyna-
mique : il est extrémement improbable qu'un vortex libre apparaisse dans
I’échantillon. En revanche, si D, < 4,1’énergie libre est grande en valeur ab-
solue, mais négative, indiquant que ce processus — et ’apparition d’autres
vortex — est trés probable.
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FIGURE IV.6. Gauche : quand un anneau de fluide bi-dimensionnel est traversé
par un vortex isolé, le courant (quantifié) dans cet anneau est modifié. On ne peut
donc pas avoir de courant permanent — condition nécessaire de superfluidité —
des que les vortex isolés ont une probabilité significative de se trouver au sein du
fluide. Droite : la traversée d"une paire liée de deux vortex de charges opposées n’a
en revanche pas d’effet sur le courant permanent.

1-4 Vortex isolés et non-superfluidité

Pour comprendre pourquoi la possibilité d’avoir un vortex isolé au sein
d’un gaz 2D inhibe la superfluidité, le plus simple est de considérer une
géométrie en forme d’anneau, comme celle représentée sur la figure [[V.6]
S’il est assez large, cet anneau est un gaz bi-dimensionnel avec des condi-
tions aux limites périodiques selon une direction et des conditions aux li-
mites de Dirichlet selon l'autre.

La superfluidité se manifeste par la possibilité d’avoir un courant per-
manent métastable dans cet anneau, c’est-a-dire un enroulement de phase
de 27N, ot N est un nombre entier. Supposons maintenant que la tempé-
rature soit assez élevée pour qu'un vortex isolé, initialement présent sur
le bord intérieur ou extérieur de 1’anneau, puisse migrer dans la zone de
haute densité. Nous avons vu plus haut que ceci peut se produire si D, < 4.
I1 peut alors tres bien arriver que ce vortex traverse 'anneau et ressorte par
le bord opposé. Quand cela se produit, I'enroulement de phase est modifié :

traversée d'un vortexisolé: N — N +1. (Iv.19)
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Si les vortex isolés ont une probabilité appréciable de traverser 1’anneau,
l'intensité du courant va alors effectuer un mouvement brownien et sa va-
leur moyenne va pouvoir relaxer vers 0 : le courant n’est donc pas méta-
stable et la densité superfluide est nulle.

Remarquons que 'argument ci-dessus ne s’applique pas aux paires for-
mées par deux vortex de signes opposés, avec une distance (microsco-
pique) entre les membres de la paires petite devant la taille (macrosco-
pique) de I'anneau. Dans ce cas, aucun changement de I'enroulement de
phase n’accompagne la traversée de la paire :

traversée d'une paire de vortex: N — N, (IV.20)

et la présence de ces paires avec une densité non nulle n’inhibe pas la su-
perfluidité. Elle peut néanmoins réduire la rigidité de phase, donc la frac-
tion superfluide, comme nous le verrons un peu plus loin.

2 Une paire "vortex — antivortex"

L’argument de la section précédente s’étend immédiatement a toute
configuration de vortex "non équilibrée”, c’est -a-dire présentant plus de
charges positives que négatives, ou vice-versa. Le champ de vitesse résul-
tant variera a longue distance comme

h
Quot——  avec Quo = Z Qj, (IV.21)
J

ce qui conduira a une divergence logarithmique de I'énergie cinétique avec
la taille de I'échantillon, avec un facteur multiplicatif Q7.

En revanche, les configurations équilibrées avec Qo = 0 ne présentent
pas cette pathologie. Chacune de ces configurations équilibrées a donc une
probabilité non infinitésimale d’apparaitre si la température du gaz n’est
pas strictement nulle. Nous allons nous intéresser ici au cas simple d’une
paire de vortex, l'un de charge positive, 'autre de charge négative que
nous appellerons paire "vortex — antivortex"; cette dénomination est jus-
tifiée dans la mesure o1 les deux membres de la paire peuvent s’annihiler
(figure[[V.3), comme le ferait un électron et un positron. La section suivante
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FIGURE IV.7. Champ de vitesses créé par une paire de vortex de charges opposées.
Ce champ de vitesses décroit comme 1/r* a l'infini et I'énergie cinétique associée
est donc bornée quand la taille de I'échantillon tend vers I'infini, contrairement au
cas d’'un vortex isolé.

sera consacrée au cas général, ot1 'on prend une moyenne statistique sur
I’ensemble des configurations.

2-1 Champ de vitesses et énergie d'une paire

Considérons une paire de vortex de charges opposées, séparés par une
distance ¢, ces deux vortex étant localisés par exemple en z = ££/2,y = 0
(figure [IV7). Nous allons supposer que le champ de vitesse global est la
somme des champs de vitesse créés par chacun des deux vortex, ce point
étant justifié dans la suite de ce chapitre [voir I'équation ([V.46)] :

h -y 1/2
= [(z£0/2)% +42]"".
e avec ry = [(z£€/2)* + ]

vy =+ (IV.22)

xtl/2

Le calcul de I'énergie cinétique correspondante est présenté par NOZIERES
& PINES (1990) et sera repris de maniere générale un peu plus loin [cf.
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(IV.52)]. Nous donnons donc le résultat sans démonstration :

2
Eein(0) =~ 27 s In <é> .
m

: (IV.23)

Ce résultat a une structure apparemment voisine de celui obtenu pour un
vortex isolé, mais il ne diverge plus avec la taille R de I'échantillon. Cette
taille est remplacée ici par la distance ¢ entre les deux vortex, les contri-
butions des deux champs de vitesses a 1’énergie cinétique se compensant
pour des distances a ’origine grandes devant ¢ (ce champ de vitesse décroit
comme 1/r? a linfini).

A cette énergie cinétique, il faut ajouter I'augmentation d’énergie d’in-
teraction liée a la création de deux trous de taille £ dans le fluide, c’est-a-
dire 2¢o ou l'énergie ey ~ h? p;/m a été évaluée en . Pour une sépa-
ration ¢ entre les deux vortex de quelques &, énergie cinétique et énergie
d’interaction sont comparables. Le poids de Boltzmann associé a I’appari-
tion d'une paire de vortex s’écrit donc :

_ 260 —+ Ecin (E)
P(l) = exp { T } (IV.24)
Oou encore
e\
P() ~ 32 o~ De (/8 — 2 <£> , (IV.25)

otl1'on a introduit le facteur provenant de I'énergie d’interaction de chaque
vortex, appelé fugacité d'un vortex :

o [0
Yo = €Xp knT .

Pour la modélisation de la densité par une fonction en escalier, le résultat
(IV.7) conduit a yy ~ exp(—Ds/4).

Le résultat est non négligeable devant 1, au moins pour des
paires proches (¢ < quelques &) et pour un gaz faiblement ou modérément
dégénéré (densité dans l'espace des phases associée a la fraction super-
fluide D, pas trés grande devant 1).

(IV.26)
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A ' rapproche de 4, les paires sont de moins en moins liées, ’élongation aug-
S| ] mente pour finalement diverger en D, = 4.
() |
572 prolifération de 1 pas de
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1
i D, 2-3 Densité de paires
0 \ ] \ \ >
0 2 4 6 8

FIGURE IV.8. Variation de I'élongation moyenne d’une paire de vortex en fonction
de la densité dans I'espace des phases associée a la fraction superfluide [cf. eq.

)

2-2 Elongation moyenne d’une paire

Disposant du poids de Boltzmann P(¢) pour la distance entre les deux
vortex de la paire, nous pouvons maintenant évaluer plusieurs caractéris-
tiques de la distribution statistique de cette paire. Intéressons-nous dans
ce paragraphe a I'élongation moyenne de la paire, c’est-a-dire la moyenne
((ri — r;)?) du carré de la distance /.

Partant de
J 2P 2l de

% = (IV.27)
e JEP @) 2t e
nous trouvons (KOSTERLITZ & THOULESS [1973)
D, —2
2\ __ ¢2 S
(=) =¢ D1 (IV.28)

Cette quantité tracée sur la figure n’est définie que pour D, > 4 :
nous avons vu a la section précédente que c’est la condition a remplir pour
qu’un vortex libre ne puisse pas apparaitre a I'équilibre thermodynamique.
En d’autres termes, c’est a cette condition que les paires ne se dissocient pas
et restent effectivement liées, avec une valeur finie de leur élongation.

Pour une densité dans 1'espace des phase D, notablement supérieure
a 4, I'élongation moyenne est d’ordre &, ce qui correspond a une énergie
cinétique de l'ordre de l'énergie d’interaction 2¢y. Quand D, décroit et se
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Nous pouvons également utiliser le poids de Boltzmann P (¢) donné en
pour évaluer la distance moyenne entre deux paires dans le gaz bi-
dimensionnel. Partons d’un échantillon de surface 7 R? et définissons la po-
sition du cceur de chaque vortex a €2 pres, comme nous ’avons fait pour
un vortex unique en §|1} La probabilité pour que l’échantillon contienne

une paire de vortex est
[P tra=m)

2 R
= i/ P0) 2 ¢

¢

R2

d?r, d%r
m&2 w2

p(R)

(m€?)?

2 2

Q

Pour estimer la distance moyenne d entre paires, on pose que d = R, oll
R estle rayon pour lequel la probabilité de présence p(R) calculée ci-dessus
devient d’ordre 1. Ceci donne

2 42
2 1

D, 2% dr g e/l /D, (IV.30)

Pour D, > 1, les paires — dont on a vu qu’elles avaient une élongation
~ ¢ — sont distantes les unes des autres de la quantité d > &; elles forment
donc un « gaz » trés dilué. En revanche, quand D, s’approche de la valeur 4
a laquelle les paires se dissocient, la distance d devient de l’ordre de 1’élon-
gation moyenne d’une paire. Cela signifie que les paires se recouvrent, ce
qui rend notre traitement incomplet. L'objet de la section suivante sera de
présenter les outils principaux permettant d’étudier plus précisément le
voisinage du point critique.
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3 Energie d’'une assemblée de vortex

3-1 Champs de vitesses longitudinaux et transverses

Au chapitre précédent, nous sommes partis d'une fonction d’onde
Y(r) = /p(r) €™ alaquelle nous avons associé le champ de vitesse
superfluide £ V6. Nous avons supposé par ailleurs que la phase pouvait
étre développée en série de Fourier,

O(r)=> cqe?" = ol(r)= i% D qeq T (Iv.31)
q q

Ces relations peuvent aussi s’écrire

0(r) = % / 0(q) €77 d%q, oll(r) = i% / q 0(q) €97 d%q (IV.32)

sil’on préfere traiter ¢ comme une variable continue.

La mention || que nous avons ajoutée a v, provient du fait que le champ
de vitesse ainsi défini est longitudinal, c’est-a-dire qu'il est parallele a g en
tout point de 1’'espace de Fourier :

ol(@) =11 ql) (IV33)

II est bien clair que les vortex, avec leur enroulement de phase de +27
autour d'un point, échappent a la description précédente : une fonction
9(r) développable en série de Fourier comme (IV.31) vérifie § VO dr = 0

pour tout contour fermé et ne peut donc pas présenter d’enroulement de
phase non nul.

Pour décrire a la fois les fluctuations douces de la phase et les vortex, il
faut se rappeler qu'un champ de vitesse v,(r) quelconque n’est pas néces-
sairement longitudinal. Il s’écrit dans le cas général comme la somme d’un
champ longitudinal et d"un champ transverse :

vy(r) =vll(r) + v (r) v5(q) = 0l (q) + ¥, (q), (IV.34)

avec

g xdl(g)=0 q-;(q) =0, (IV.35)
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ou encore, en revenant dans I'espace des positions :

VvV xvll(r)=0 vV -vi(r)=0. (IV.36)

Les phonons que nous avons étudiés au chapitre précédent sont entiere-
ment décrits par la partie longitudinale du champ de vitesses. La prise en
compte des vortex va se faire au contraire par I'intermédiaire de la compo-
sante transverse de ce champ de vitesses. Par exemple, pour un vortex isolé
centré en 0, le champ de vitesses s’écrit en point de vue de Fourier

l(g) =0 07(q) =1 — q X u.. (IV.37)

mq>

Pour simplifier ’analyse dans le cas général, nous allons faire I'approxi-
mation d’un découplage complet des deux champs de vitesses. Ceci revient
par exemple a négliger I'influence des trous de densité créés par les vortex
sur la propagation des phonons. Dans le paragraphe suivant, partant d’un
jeu de positions {r;} et de charges {@,} données des vortex, nous allons
déterminer le champ de vitesse associé v (r) en supposant qu’il n’y a au-
cune excitation phononique du systeme.

3-2 Champ de vitesse d'une assemblée de vortex

Partons d"une situation ot11’'on se donne les positions {r; } et les charges
{Q;} des vortex et cherchons le champ de vitesse qui minime la fonction-
nelle d’énergie cinétique

B = 205 / (Vo(r)? d2r. (IV.38)

2m

Une méthode standard de dérivation fonctionnelle indique que les fonc-
tions §(r) minimisantes vérifient I'équation de Laplace

V20 =0 (IV.39)
en tout point ot1 la phase est bien définie, c’est-a-dire en dehors des r;. Le
champ de vitesse associé v, = LV vérifie

h
Vou == V=0 o q-o(q) =0 (IV.40)
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I1 s’agit donc d’un champ de vitesse purement transverse, comme annoncé
précédemment. Nous le noterons a partir de maintenant v.

Pour résoudre 1'équation de Laplace, remarquons qu’a deux dimen-
sions, le résultat (IV.40) pour 95 (g) indique qu'il existe une fonction sca-
laire ®(q) telle que

ot (a) =iq % [u. b(q)] (IV41)
ce qui s’écrit dans 'espace réel :
vi(r) = Vx[u, ®(r)]=[Ve(r)] x u,
+0,P
= (IV.42)
—0,®

Il s’agit maintenant de prendre en compte les contraintes spécifiques a
un champ de vitesse superfluide, pour lequel la circulation de la vitesse
sur un circuit fermé est quantifiée en multiples de 277i/m, avec une valeur
qui dépend de la charge des vortex a l'intérieur du contour. Utilisons la
formule de Stokes pour expliciter cette contrainte en terme de ¢ :

%V X [u, ®(r)] - dr
_ //u VX {V % [u, B(r)]} d2r

= —/ V2o d?r.

Il est alors immédiat qu'on obtiendra la quantification recherchée en
prenant

(IV.43)

_ 2

—V20(r) -

> Q;b(r—ry). (IV.44)
J

Nous avons déja rencontré au chapitre précédent I'équation V2® o §(r) et

nous avons indiqué que sa solution s’écrit :

d(r) = —% > Q; Injr —r;l (IV.45)
J
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a l'addition d’une fonction de laplacien nul pres. Le champ de vitesses
s’obtient alors en prenant le gradient de la fonction & [cf. (IV.42))] :

! (IV.46)

I’—.’L'j

On retrouve simplement la somme des champs de vitesse individuels de
chacun des vortex, ce qui justifie le calcul fait en §[2 pour une paire de
vortex.

Dans la suite , il sera utile de disposer d’une expression de ® et de v
en termes de la densité de vortex

po(r) =D Q; 6(r — ;). (IV.47)
J
Les expressions et se réécrivent
d(r) = f% / In|r — /| p,(r') d%’ (IV.48)
et
vi(r) = % u, Xx V [/ In|r —r'| py(v') d%r'| . (IV.49)

3-3 FEnergie des vortex

Avant de passer a la thermodynamique du gaz, il nous reste a évaluer
I'énergie cinétique associée au champ de vitesses des vortex. En exprimant
la vitesse en terme de la fonction @ [cf. (IV.42)], nous obtenons :

1
Ean = g [P @

= %mps/ [(0,@)* + (9,®@)*] d*r

_ _%mps / B(r) V2d(r) d2r (IV.50)
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Magnétostatique Vortex

courants I; charges topologiques @ ;

champ magnétique B(r) champ de vitesse v,(7)

potentiel vecteur A(r) fonction ®(r) u,

B=VxA 'USZVX[@’U‘Z]

énergie magnétostatique —

1 2 2
B d
2p0 / (r) dr

h2
énergie cinétique Tps / v2(r) d?r
m

TABLE IV.1. Analogie entre le champ magnétique créé par un réseau de fils paral-
leles a I'axe z et le champ de vitesse créé par une assemblée de vortex.

ol I'intégration par partie de la derniere ligne n’est possible que si ® tend
vers 0 a l'infini, ce qui impose que la charge topologique totale des vortex
s’annule :

Qiot = »_Q; =0. (IV.51)
J

Nous avions déja noté en §[I] que cette annulation était une condition né-
cessaire pour avoir un superfluide, cette restriction n’est donc pas un pro-
bleme.

En utilisant maintenant que V?® est une somme de distributions de
Dirac [cf. (IV.44)], le résultat précédent se simplifie en

2 2 p, i
EeNa - TS g (M) avsy

i<j E

La divergence en In(R) qui était présente dans 1’énergie d’un vor-
tex isolé a disparu du fait de I'hypothese d’une charge topologique
totale nulle. Le champ de vitesse décroit au moins aussi vite que 1/r? a
I'infini, de sorte qu’il n'y pas de probléeme de convergence de l'intégrale

définissant 1’énergie cinétique.
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Analogie magnétostatique. Les résultats qui précedent sont formelle-
ment identiques a ceux bien connus en magnétostatique donnant le champ
magnétique créé par des fils parcourus par des courants constants /;. Plus
précisément, la situation envisagée ici peut étre identifiée au cas de fils rec-
tilignes, tous paralléles & I’axe z et croisant le plan zy aux points ;. Nous
détaillons dans la table les différents éléments de cette identification.

4 Densité superfluide dans un fluide 2D

La superfluidité est un phénomeéne qui se caractérise par (au moins)
deux propriétés distinctes :

— Un état superfluide présente une certaine rigidité de phase. Par
exemple si le superfluide est contenu dans un récipient que 1’'on met
en rotation a vitesse angulaire (2, le superfluide restera au repos dans
le référentiel du laboratoire — supposé galiléen — au moins pour les
basses vitesses de rotation. Un fluide normal au contraire se met en
rotation quelle que soit 2 et il acquiert un champ de vitesse corres-
pondant a une rotation rigide € x r.

— Un courant dans un superfluide peut étre métastable. Si le superfluide
est en mouvement a l'intérieur d’un récipient immobile dans le ré-
férentiel du laboratoire, ce mouvement pourra perdurer pendant un
temps tres long. Le critere de métastabilité est que le mouvement rela-
tif du superfluide et des rugosités présentes sur les parois du récipient
doit avoir une vitesse inférieure a une certaine vitesse critique.

Nous allons nous intéresser dans ce qui suit au premier critere, et cher-
cher a calculer la rigidité de phase du superfluide bi-dimensionnel quand
on prend en compte la contribution des vortex.

4-1 Rigidité en phase et conditions aux limites distordues

La fraction superfluide dans un gaz quantique se définit a partir du cotit
en énergie libre d"une légere distortion des conditions aux limites. Rappe-
lons 'origine physique de cette définition : comme indiqué ci-dessus, la
composante superfluide correspond a la fraction du gaz qui « refuse » de se
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mettre en mouvement quand on met en rotation a la vitesse 2 le récipient
contenant le fluide. Vu depuis le référentiel tournant, le fluide normal est
au repos alors que le superfluide tourne a la vitesse —€2. Dans ce référen-
tiel, le superfluide possede donc une énergie cinétique supplémentaire par
rapport au cas 2 = 0.

Or le passage dans le référentiel tournant, qui n’est pas galiléen, peut
se faire en considérant que les conditions aux limites périodiques usuelles
sont remplacées par des conditions distordues. Dans le changement © —
x+L, la phase des fonctions d’onde admissibles est augmentée d"une quan-
tité ©, ou © dépend linéairement de 2. La quantité F'(©)— F'(0) correspond
donc a l'énergie cinétique du superfluide dans le référentiel tournant, sa-
chant que ce superfluide est en fait resté au repos dans le référentiel du
laboratoire. Pour un fluide entiérement normal, I'ensemble du gaz est au
repos dans le référentiel tournant et il n'y a donc pas de cofit associé a la
distortion des conditions aux limites : p; = 0.

Plus précisément, nous partons d'un fluide décrit par un champ clas-
sique 1 (r), pour lequel nous supposons connue 1'énergie libre F'(0) pour
des conditions aux limites périodiques :

Pz + Lyy) = ¢,y + L) = d(x,y). (IV.53)
Nous imposons maintenant aux états accessibles du fluide de satisfaire
v+ Ly) =% v(y), Y@yt L) =vy), O©<1, (V54

ce qui correspond a une distortion des conditions aux limites selon 1’axe
x. Par symétrie, I'énergie libre est une fonction paire de © et on suppose
que l'on peut la développer en série au voisinage de © = 0. On définit la
densité superfluide ps par

m O*F
oz,

h2@2
F(O©)=F(0)+ ———ps + 0(0*),  soit ps=

o (IV.55)

Pour notre gaz 2D décrit par 1(r) = /p, (") et en présence de condi-
tions aux limites distordues, le champ de vitesse peut se décomposer en
trois parties :

v=uvl + v +ve. (IV.56)

Les composantes longitudinales et transverses ont déja été explicitées. La
composante vg traduit le fait que la phase de la fonction d’onde est "tor-
due" de © sur une distance L; nous prendrons ici une variation linéaire :

ho

—u,. V.57
T Ue (IV.57)

T

etordue(x) = @E — Vo =
Nous allons maintenant évaluer, a 1’ordre le plus bas non nul en ©, I'éner-
gie cinétique associée a ce champ de vitesses, pour en déduire la valeur
recherchée de p;. Nous suivrons une démarche voisine de celle décrite par
MINNHAGEN & WARREN (1981) [voir également CHAIKIN & LUBENSKY
(2000) 1.

4-2 Densité superfluide et corrélations en vitesse

Partons d'un gaz de densité superfluide pgo) ; a température nulle,
(0)
Ps

P < p. Plus précisément, la définition de la densité superfluide passe

par la donnée d’une échelle de distance minimale a. Toutes les fluctuations
de densité et de phase — y compris les paires de vortex — dont ’échelle de

longueur est inférieure a a sont supposées prises en compte de maniere

implicite par la réduction p — oV Le principe de I'analyse par le groupe

de renormalisation que nous aborderons au paragraphe suivant consiste a

est égale a la densité totale p; a température non nulle en revanche,

étudier le comportement de pgo) quand on augmente 1’échelle de distance
a pour absorber de plus en plus de fluctuations.

En présence de phonons de grande longueur d’onde et de vortex, et
avec les conditions aux limites distordues, 1’énergie cinétique s’écrit :

(0)

E.[0,v,] = m{; / (vo + v,)? d?r (IV.58)
L2 go) go)
m 2p vg + m'; /'vf d2r+mpgo)v@-/vs d?r.
—E./ksT

Le poids de Boltzmann e qui intervient dans la fonction de
partition et dans les moyennes a 1'équilibre thermodynamique peut donc
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s’écrire

EO.0))

o N _mLngo) E.[0,vs]
exp (== 7 exp —_r=

£ 2 _
2T ”@> XexP( kT

(0)
exp (— n]:g; veo - /vs d2r>

Nous allons maintenant injecter ce résultat dans la fonction de partition

0= o (<507,

cette somme devant en fait étre comprise comme une intégrale fonction-
nelle. L'énergie figurant dans cette expression est a priori I'énergie totale,
mais la contribution essentielle provient de 1’énergie cinétique a laquelle
on ajoutera le moment venu 1’énergie de cceur ¢y de chaque vortex, qui
contribuera par l'intermédiaire de la fugacité d’un vortex yg = e~</ks T

X

(IV.59)

(IvV.60)

Une fois connue la fonction de partition, on en déduira 1'énergie libre
F(©) = —kgT' In[Z(0O)] et la densité superfluide via :

m O0?F 1 9*F
s = = —— = — — . Iv.61
P«= 12 902 oo mL* G|, _, ( )
Notons que dans la somme (IV.60) définissant la fonction de partition, le
premier terme du membre de droite de (IV.59) peut étre mis en facteur

puisqu’il ne dépend pas du champ de vitesse v;.

Pour évaluer Z(0), utilisons le fait que I'on s’intéresse aux valeurs ar-
bitrairement faibles de ©. On peut donc faire le développement limité :

pgo) 2 mPgO) 2
exp k:T @~/vsdr ~ 1-— k:BT /vswdr

1 mpo)
+ = i 2. 92,1
(kBT) //U”’ ) s (r') dr &

oll I'on a pris le vecteur vg parallele a la direction x, comme indiqué en
(IV.57).

(IV.62)

A vpartir de ce résultat, quand on multiplie par le poids
exp(—FE.[0,vs]/kpT) figurant dans et qu’on integre sur v, on
constate que la contribution du terme linéaire en ve a par symétrie une
moyenne nulle et il reste donc

ngp(‘;O)
Z(0) =~ TR 2 Z(0
(©) w% %T%X(>

1 mp®
x [1+3 mp // Vs.0 (1) veo(r')) dr 2 |(IV.64)
kT

On en déduit 1'énergie libre F'(©) = —kgT In[Z(O)]

(IV.63)

F©O) ~ -mL?*pOv2 + F(0)

_ Loy // (Vs,0(r) vs0(r)) d2r A2, (IV.65)
2 kT

Nous avons donc relié I'énergie libre F'(0) au deuxieme ordre inclus en ©
a la fonction de corrélation de la vitesse calculée en 'absence de torsion
de la phase. Nous avons vu plus haut que le champ de vitesse avait deux
composantes, I'une longitudinale liée au gradient de la phase 6(r) et aux
phonons, l'autre transverse liée aux vortex. La composante longitudinale
ne contribue pas a l'intégrale ci-dessus puisque [vll(r) d>r = 0 si I'on
impose a la phase d’obéir a des conditions aux hrnltes perlodlques (sans
flux de matiere) sur les parois de la boite. On peut donc dans ce qui précede
faire la substitution

(Vs,2 (1) Vs, (7")) — (IV.66)

Il ne reste plus qu’a prendre la dérivée seconde par rapport a vg pour
obtenir la densité superfluide "renormalisée” p, :

0 (0)
pg—p(g) kBT L2 // S‘.’I) S,.’E

Ce résultat important montre que le champ de vitesse di aux vortex est
susceptible de réduire, voire de supprimer completement la densité super-
fluide. En revanche, la présence de phonons de grande longueur d’onde,

) d%r 2. (IV.67)
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responsables du champ v!l ne change pas la densité superfluide initiale;
c’est le résultat que nous avions énoncé au chapitre précédent et qui trouve
ici sa justification.

4-3 Densité superfluide et positions des vortex

Pour aller plus loin et mettre en place les équations appropriées pour la
procédure de renormalisation, il est utile d’exprimer la densité superfluide
ps en termes des positions des vortex plutét que du champ de vitesses
qu'ils créent. Pour cela, introduisons un facteur de convergence el (¥'~v)
dans l'intégrale apparaissant dans (IV.67), en considérant la limite ¢, — 0 :

[t et e < ok o

(2m)* lim (0, (q) 050 (—q))

qy—0" 7

ot on a posé g = (0, ¢,) et introduit la transformée de Fourier du champ
de vitesse superfluide transverse

1

= — /vi(r) eTiaT g2y,
27

(Iv.69)

Nous avons donné en (IV.37) la transformée de Fourier 7 (q) du champ
de vitesse créé par un vortex de charge (); = 1 localisé en r; = 0. On en
déduit le champ de vitesse créé par 'assemblée de vortex :

A .
v(q) =1 e gxu, Z Q; e 1T, (IV.70)
J

soit pour la composante o3, qui nous intéresse pour (IV.68) et le choix q =
(0,qy)

vt.(q) —layys (IV.71)
: mqy
Nous arrivons donc a
772
Jim (03(q) 03, (-@) = 5 lm 1o LY QQuEn b | (v

qy i.j

L") et (' =Y) 42 424

(IV.68)
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Pour évaluer la limite ¢, — 0 de 'expression entre crochets, développons
'exponentielle e'% (¥:=¥i) 3 'ordre deux en g, :
o9y (¥i—y;)

—yj) — 1qy(y —y)? +.. (IV.73)

~ 1+ igy(ys 5

La contribution des deux premiers termes est nulle car nous nous limitons
a des assemblées de vortex de charge topologique totale nulle, >, Q; = 0.
La limite ¢, — 0 du troisieme terme donne

qy—

WZQQ y;)°

—m Z Q,Q; (ri— T'j)Q- (Iv.74)
(2%

Ce résultat peut s’exprimer en fonction de la densité de vortex p,(r) =

>, Q5 8(r =)
ZQQ

= o) ot @

_T'J)

- 2 [Pimno)er )
de sorte qu’on obtient a partir de ([V.67)
_ (0 (0))2 2 2
po= o0+ T2 [ ) oy B vz

Finalement cette expression peut s’écrire de maniere compacte en utilisant

la densité dans 1'espace des phases associée a la fraction superfluide D, =
2 .

PsAT

D, = D) + Z(DL))? / r (pu(r) pu(0)) d?r. (Iv.77)

Pour évaluer la fonction de corrélation densité-densité pour les vortex,
limitons-nous au premier terme non nul qui correspond a une paire vortex-
antivortex, avec soit le vortex + en 0 et le vortex — en r, soit I'inverse. Cela
revient a évaluer le premier terme dans un développement en puissances
de la fugacité d'un vortex yo. En utilisant le poids de Boltzmann trouvé
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en ([V.25) pour une telle paire et nous limitant aux paires de séparation
supérieure a a, nous avons

22 [ 5 ja\ P
/ 12 (po(r) pu(0)) d2r & —% 2 (%) omrdr,  (IV.78)
ce qui conduit a, en passantE] de la fonction D; a 1/Dy :
1 s o [T 7a\DP=3 dr
.= p0 21?2 / (;) = (IV.81)

Notons que dans cette expression la fugacité yo d'un vortex est elle-méme
une fonction de la longueur de coupure a puisque l'énergie de cceur de
vortex qui contribue dans yy dépend de la frontieére que I'on impose a cette
région de coeur.

4-4 Le principe de la renormalisation

La renormalisation pour le probleme BKT consiste a faire croitre pro-
gressivement 1’échelle de distance a pour absorber de plus en plus d’as-
pects de la physique courte distance, en particulier les paires liées vortex-
antivortex, dans la densité superfluide p”. Toute la question est de savoir
si au terme de ce processus, p§°> aura convergé vers une valeur nulle ou
non nulle. Une action du groupe de renormalisation peut étre vue comme
une succession de deux étapes [KARDAR (2007), chapitres 4 et 8] :

— Partant de la moyenne «a gros grains » effectuée sur 'échelle de dis-
tance a, on augmente légerement cette échelle « — @ = a(1 + €). L'in-

2. Larelation Ds = D§°> + oz(Dgo))2 avec anJ’) < 1 peut en effet s’écrire :
1 1 1 1 1

_ _ ) _ 1
— =~ _~x— (1-aDV) = — —a. (V79
Ds DO 4a@2 DO 14ap® DL ( )

D"

Par ailleurs cette relation est écrite dans de nombreux ouvrages en termes de la quantité K =
h2ps/mkpT = Ds /27, ce qui donne :

c g [ (87T L
a

it (IV.80)
K 0 T a
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tégrale (IV.81) se récrit :

+o00 a(l+e) 400
/ :/ +/ (Iv.82)
a a a(l4e)
et la composante entre a et a(1 + ¢) est incorporée dans 1 /Dgo) qui
devient 1/ 15£°) :
1 5 o [T g \DO=3 dr
50 -0 " 2m2y2 / (;) = (1V.83)
L’équation (IV.81) s’écrit alors
1 1 oo g D=3 dr
o on%p? / (7) bl (IV.84)
D pl * Jaqie \r a

— On fait ensuite une transformation d’échelle sur (IV.84) pour ramener
a(1 + €) sur a, ce qui vient en particulier modifier yo : yo — o :

11 9o [T° 7a\DV=3 dr
D78 = @ + 2 yo /a (;) ; (IV85)
avec .
Jo = yo (1+¢)(-P)72, (IV.86)

On remarquera aussi que D) a été substitué a DI dans I'exposant de
l'intégrande de (IV.85), ce qui permet d’assurer I'invariance de 1'équation
aprés action du groupe de renormalisation. Ce point se justifie en allant
regarder les termes d’ordre suivant (ordre 4) dans le développement en
puissances de yy (CHAIKIN & LUBENSKY 2000).

La limite ¢ —+ 0 dans les deux équations (IV.83)) et (IV.86) conduit alors
(0)
s > Yo

au systeme différentiel pour le couple de fonctions [D

(0)1-1

% =271?y2 (Iv.87)
5

dyo 1 (0)

2 (4 _ Dl )yo (IV.88)

Nous ne rentrerons pas dans le détail de la résolution de ce systéeme qui,
depuis les articles initiaux de KOSTERLITZ (1974), NELSON & KOSTERLITZ
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FIGURE IV.9. Trajectoires dans le plan {Dgo), yo} obtenues par action de la pro-
cédure de renormalisation. Figure adaptée de KARDAR (2007).

(1977) et JOSE, KADANOFF et al. (1977), est devenu un classique des ou-
vrages sur la théorie statistique des champs. Indiquons simplement ici les
principaux résultats, illustrés sur la figure[[V.9]:

— Si on part d'une densité superfluide DL

avec une densité superfluide nulle.

< 4, alors on finit toujours

. ey s . 0 1z
— Si on part d’une densité superfluide D > 4 etune fugacité yq assez
basse (i.e. , créer un vortex cofite une énergie significative), alors on

termine la procédure de renormalisation toujours avec Dgo) > 4 et une
fugacité nulle : les vortex ont été « effacés » et le gaz est superfluide.

— Si on part d’une densité superfluide D > 4, mais avec une grande
fugacité pour les vortex (i.e. , créer un vortex ne cofite presque rien
en énergie en comparaison a kg7’), on termine dans un état non su-
perfluide. Notons toutefois que la conclusion pour cette situation peut
étre relativisée pour des systémes de taille finie, car la limite de la pro-
cédure de renormalisation n’est pas forcément atteinte.

La transition BKT a laquelle on aboutit quand D; décroit pour atteindre

la valeur critique
Dy, crit. = 4 (IV.89)

est tres différente des transitions de phase du premier ou du deuxieme
ordre ordinaires :

— Tout d’abord, toutes les fonctions thermodynamiques sont continues
et dérivables au point de transition : nous n’avons pas trouvé la tran-
sition BKT en recherchant des singularités de I'énergie libre et de ses
dérivées par rapport aux variables thermodynamiques usuelles (po-
tentiel chimique et température). Il n'y a donc pas d’exposants cri-
tiques associés a la transition. En revanche la densité superfluide est
discontinue, puisqu’elle passe de la valeur 4 a la valeur 0 en ce point.
Ce saut est souvent qualifié « d"universel » car son amplitude AD, = 4
est indépendante de la force des interactions §. Nous avions pressenti
ce résultat quand nous avions analysé la probabilité qu'un vortex libre
apparaisse dans 1’échantillon.

— Ce saut de la densité superfluide s’accompagne d’un changement de
comportement de la fonction a un corps. Pour T' < T, dans la zone
superfluide, la fonction G (r) décroit algébriquement; c’est le quasi-
ordre a longue portée que nous avons étudié au cours précédent. Pour
T > T, dans la zone normale, la fonction G; décroit exponentielle-
ment avec la distance. En effet les vortex isolés proliférent dans le gaz
et on ne peut pas avoir de cohérence de phase significative entre deux
points si la probabilité d’avoir un vortex entre ces deux points est elle-
méme significative.

— On peut montrer que cette transition « d’ordre infini » est caractérisée
par une divergence extrémement forte de la longueur de corrélation
quand on approche du coté T > T.. La fonction G1(r) décroit expo-

nentiellement dans cette zone non superfluide, G (r) e~/ mais la
longueur de décroissance augmente rapidement :
V(T
0~ Apexp (CBKT> (IV.90)
T —TgkT

ot1 ¢ est une constante. La taille de la région critique est donc augmen-
tée par rapport a une transition conventionnelle, ce qui fait jouer aux
effets de taille finie un role plus important.

4-5 Premieres études expérimentales : films d’hélium
Cing ans apres les articles théoriques de BKT, BISHOP & REPPY (1978)

sont venus apporter une trés belle confirmation expérimentale de 1’exis-
tence d'une transition superfluide dans des films d’hélium liquide. Ces
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FIGURE IV.10. Haut : schéma expérimental utilisé par BISHOP & REPPY (1978).
Une feuille de Mylar de surface ~ 0.4 m? est recouverte d'un film d’hélium liquide.
L’épaisseur de ce film est de I'ordre de quelques couches atomiques seulement. La
feuille de Mylar est montée sur un pendule de torsion pour mesurer le moment
d’inertie de l'ensemble Mylar+film d’hélium. Bas : Exemple de résultat pour la
période du pendule de torsion en fonction de la température du systéme. La tran-
sition superfluide se manifeste par une réduction soudaine du moment d’inertie.
Figures extraites de BISHOP & REPPY (1978) et BISHOP & REPPY (1980).
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expériences, décrites de maniere détaillée dans BISHOP & REPPY (1980),
puis AGNOLET, MCQUEENEY et al. (1989), sont faite en déposant une tres
fine couche d’atomes d’hélium (entre 1 et 10 couches atomiques) sur une
feuille de Mylar. Cette feuille d’épaisseur 6 um, est enroulée sur elle-méme
et a une surface totale de 0.4 m? dans les expériences de 1978 [2m? pour
AGNOLET, MCQUEENEY et al. (1989)].

La superfluidité éventuelle du film d’hélium est testée en mettant la
feuille de Mylar en mouvement et en mesurant si le film d’hélium adsorbé
sur cette surface se met également en mouvement. Si c’est le cas, c’est que
le fluide est normal. Si au contraire une fraction du fluide reste au repos,
on a affaire & un superfluide. Pour effectuer une mesure précise, on relie la
feuille de Mylar a un pendule de torsion de haut facteur de qualité, Q > 10°
(expérience d’Andronikashvili). La fréquence d’oscillation de 'ensemble
est aux alentours de 2.6 kHz et on la mesure avec une précision relative
excellente, de 'ordre de 5 107, La période d’oscillation, autour de 380 us,
est donc obtenue avec une précision de 2 picosecondes!

Un exemple de variation de cette période avec la température, pour un
film d’épaisseur donnée, est montré sur la figure On y voit une pé-
riode constante a "haute" température, T’ > 1.22 K, puis un saut de cette pé-
riode d’environ 6ns, correspondant a une réduction du moment d’inertie
du systeme. Cela s’interprete comme le fait qu'une partie du film d’hélium
est devenue superfluide et que la masse correspondante n’oscille donc pas.
Quand on refroidit davantage le film, la réduction de période s’accroit,
indiquant qu'une fraction de plus en plus grande du film devient super-
fluide.

Dans la mesure ol la mesure de la fraction superfluide est faite autour
de la fréquence de 2.6 kHz et non a fréquence nulle, il est nécessaire pour
rendre compte quantitativement de cette expérience de reprendre la théo-
rie BKT pour lui ajouter 1’aspect dynamique lié aux mouvements des vor-
tex. Cette extension a été faite par AMBEGAOKAR, HALPERIN et al. (1978)
et1’accord avec les mesures expérimentales est excellent (figure[[V.11). Elle
explique en particulier pourquoi on n’observe pas un saut au sens strict de
la densité superfluide correspondant a AD; = 4, mais plut6t une variation
rapide sur une plage de 1’ordre de 5 mK. La répétition de ces mesures pour
différentes quantités d’hélium déposées sur la feuille de Mylar est présen-
tée sur la figure[[V12] Chaque épaisseur correspond a un couple "tempéra-
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FIGURE IV.11. Ajustement des données expérimentales avec la théorie BKT dyna-
mique de AMBEGAOKAR, HALPERIN et al. (1978). La courbe en pointillé repré-
sente la théorie BKT statique que nous avons étudiée dans ce chapitre. Les données
en symboles ouverts représente I'exces de dissipation Q= dit au superfluide (non
discuté dans ce cours). Figure extraite de BISHOP & REPPY (1978).

ture critique — saut Ap,", et BISHOP & REPPY (1978) ont pu vérifier que la
loi attendue Ap, o T était effectivement satisfaite.

Cristaux d’hélium et transition rugueuse. Un autre exemple de transi-
tion de type BKT qui se manifeste dans 1’hélium froid est la transition ru-
gueuse. Cette transition se produit a I'interface entre le superfluide *He et
un cristal d’hélium. En dessous de la température critique, une facette plate
se développe dans la direction de croissance; au dessus de T, la surface est
rugueuse. Les expériences ont confirmé plusieurs des caractéristiques de la
transition BKT, en mesurant par exemple la vitesse de croissance du cristal
en fonction de la température (BALIBAR & CASTAING [1980; WOLF, BALI-
BAR et al.[1983; WOLF, GALLET et al.|{1985; GALLET, BALIBAR et al.|1987).
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FIGURE IV.12. Mesure de la transition BKT pour différentes quantités d’hélium
adsorbées sur le Mylar, montrant le déplacement de la température de transition
T. et le saut de la densité superfluide ps. La loi Aps < T prédite par la théorie
BKT correspond aux lignes droites en trait plein. Le paramétre phénoménologique
X appelé obstruction géométrique (geometric hindrance) représente la frac-
tion de superfluide qui n’est pas libre de se déplacer par rapport au Mylar du fait
d’imperfections dans 'enroulement de la feuille; sa valeur expérimentale, mesu-
rée indépendamment, est de 0.145. Figure extraite de AGNOLET, MCQUEENEY
et al. (1989)

Films d’hydrogene. Pour terminer, citons l'étude d'un gaz bi-
dimensionnel d’hydrogene adsorbé a la surface d’'un bain d’hélium
liquide (SAFONOV, VASILYEV et al. [1998). Les atomes d’hydrogene
« flottent » au dessus du bain a une distance de 1’ordre de 8 micrometres.
IIs ne forment pas un gaz stable : dans une collision a trois corps, deux
atomes peuvent se recombiner pour former une molécule Hj, le troisieme
corps emportant 1'énergie libérée. Le taux de processus a trois corps
varie comme (p®); dans un gaz « ordinaire », les fluctuations de densité
conduisent a (p3) ~ 3!((p))°. Pour un gaz ot les fluctuations de densité
sont gelées (quasi-condensat), on s’attend a (p?) ~ ({p))®, soit une ré-
duction de 3! = 6. SAFONOV, VASILYEV et al. (1998) ont effectivement
mesuré une réduction du taux de pertes d’environ un ordre de grandeur
en refroidissant le gaz a une température comparable a celle prévue par la
théorie BKT.



Chapitre V

La transition BKT explorée avec des gaz d’atomes

ou de polaritons

Aux chapitres précédents, nous avons montré I'existence d"une transi-
tion superfluide dans un gaz de Bose 2D. Le régime superfluide obtenu
a basse température est caractérisé par un quasi-ordre a longue portée :
la fonction G (r) décroit algébriquement avec r; a haute température, le
régime normal correspond a une décroissance exponentielle de G;. Nous
avons également établi qu’au point de transition, la densité dans 'espace
des phases D, associée a la fraction superfluide saute de la valeur 4 a la
valeur 0.

Le but de ce chapitre est de montrer comment les gaz dilués formés
d’atomes ou de particules composites matiere-lumiere permettent de tes-
ter ces différentes propriétés. Nous commencons par revenir sur le forma-
lisme de champ classique pour déterminer la position du point de transi-
tion en termes des variables thermodynamiques "usuelles”, densité totale,
température, potentiel chimique. Nous décrivons ensuite une série d’expé-
riences récentes menées sur des gaz d’atomes bosoniques ou fermioniques
(mais pouvant former des molécules diatomiques qui seront donc des bo-
sons) et qui ont permis de tester a la fois la position du point critique et
les propriétés du gaz de part et d’autre de ce point. Nous terminons par la
description de quelques expériences de méme nature menées sur les pola-
ritons de cavité.

Notons que nous nous limiterons dans ce chapitre au cas d'un plan
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unique ou de plans indépendants. Nous n’aborderons donc pas la question
(pourtant intéressante!) de la transition entre la situation 2D et la situation
3D, obtenue par exemple quand on introduit un couplage entre des plans
paralléles entre eux (CAZALILLA, IUCCI et al. |2007).

1 Lois d’échelle au point critique

La relation psA\% = 4 reliant la densité superfluide et la température
de transition est universelle, dans la mesure ot elle ne dépend pas de la
force des interactions, caractérisée par le parametre § introduit au chapitre
précédent. Néanmoins cette relation est incomplete car elle ne donne pas
la relation entre la densité totale p et la température critique. Il s’agit d’une
relation implicite out p, dépend elle-méme de la température et elle doit
donc étre écrite

2mh?

S(T) N2 =4 )
ps(Te) Te mkgT

avec A2 = V.1
Pour déterminer la densité totale au point critique, il faut revenir au mo-
dele microscopique qui régit la dynamique de notre gaz en interaction,
comme cela a été fait initialement par FISHER & HOHENBERG (1988). Nous
décrivons ici 'approche développée par PROKOF'EV, RUEBENACKER et al.
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(2001) et PROKOF’EV & SVISTUNOV 2002, qui est basée sur la modélisation
du gaz par un champ classique i (r).

1-1 Thermodynamique du champ classique

Nous avons déterminé au chapitre 3 la fonctionnelle d’énergie associée
au champ ¢ décrivant le fluide a IV particules :

2
= o [ 190P + glu)] &,

I'intégrale spatiale étant prise sur une surface L x L. Nous avons montré
que les excitations pouvaient se décrire a 'approximation de Bogoliubov
par des ondes planes de vecteur d’onde q et de pulsation wj :

E[y) N = / () a2, (V2)

o [¢* (¢* + 43p)] 1/2 avec

L’énergie totale du gaz s’écrit alors comme la somme de 1’énergie d’inter-
action du gaz au repos Ej et des énergies ¢4 associées aux différents modes
de Bogoliubov :

N
Wy = P= 13 (V.3)

2
avec EO = WQNQ’ EBOg = Z €q- (V4)
q

E =~ Ey+ Eog

Coupure ultraviolette. Rappelons que cette approche champ classique
nécessite la mise en place d'une coupure ultra-violette pour éviter les di-
vergences de type corps noir. Cette divergence peut étre mise a fwy, max ~
kgT, puisque c’est au niveau de fiww ~ kT que I"approche correcte (champ
quantique) vient limiter la contribution des modes par le facteur e~"«/ks™
(cf. chapitre 3, §1-2). Dans ce qui suit, nous nous intéresserons a un do-
maine de température tel que kg7’ > %2 gp. Cela entraine que la coupure
se situe dans la zone ot la relation de Bogoliubov correspond au régime de
particule libre[l] w, ~ 1ig®/(2m) :
FLZ

¢
—X = ( kgT. (V.5)
2m

1. Cette hypothese correspond a la plupart des régimes expérimentaux étudiés jusqu’a
maintenant, mais il ne serait pas difficile de se placer dans le régime opposé d"une coupure
située dans la plage du régime de phonons wy = cog.
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ot le nombre sans dimension ¢ est d’ordre 1, sans qu’on puisse lui assi-
gner une valeur plus précise. A chaque fois que ¢ interviendra ci-dessous
(ce sera a l'intérieur d’un logarithme), il faudra tenir compte de cette im-
précision inévitable de notre approche "champ classique".

Energie libre et potentiel chimique. Nous cherchons a relier entre elles
différentes variables thermodynamiques, densité, température, potentiel
chimique, pour déterminer la position du point critique en fonction de ces
variables. Nous adoptons pour l'instant le point de vue de 1'ensemble ca-
nonique, en travaillant a température et nombre de particule fixés. Le po-
tentiel chimique p se déduit alors de I'énergie libre F(T, N, L?) :

OF
)= (aN>T1L2 , (V)

I'énergie libre étant elle-méme déduite de la fonction de partition Z :
F=—kgTlhZ. (V.7)

Puisque nous avons décrit (de maniére approchée) la dynamique du gaz
comme celle d'une somme d’oscillateurs indépendants formés par les
modes de Bogoliubov, commencgons par rappeler la fonction de partition
et I'énergie libre d'un oscillateur de pulsation w et d’énergie e(x,p) =
% + imw?z?. Du fait de I'approximation de champ classique, valable si
hw < kT, on peut se limiter ici a I'expression Classique de cette fonction
de partition :

1 kT
_ —e(z,p)/ksT _MB
57 | © dx dp e (V.8)
dont on déduit I'énergie libre :
kgT
F:—@TmZ:—@Tm<£;). (V.9)

Comme les modes de Bogoliubov sont indépendants, la fonction de par-
tition s’écrit comme le produit des fonctions de partition associées a chaque

2. On peut bien stir prendre la version quantique de ce calcul, Z = 3°°° e~ »/#BT avec
en = (n+ %)ﬁw, qui redonne le résultat dans la limite hw < kgT.
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mode, et ’énergie libre est obtenue en prenant la somme de ces différentes
contributions :

kT
F(T,N,L) = Ey — kBTzq:ln (hwq) . (V.10)
Pour obtenir le potentiel chimique, prenons la dérivée de cette fonction par
rapport a N a température T et surface L? constantes. Pour cela, on utilise
en particulier

E h? 1 27 1
0Ey _ GN 9In(w,) _ 49 _ (V.11)
ON |p . mL? ON |pp2 L2 ¢*+4gp
puis en remplacant la somme sur g par une intégrale, on arrive a
ST Y g
ST P 0 q* +4gp
h? ksT ksT
~ —gpt+—gl — V.12
9Pt g n(( m2gpfm ) (V12)

ot nous avons donc exprimé le potentiel chimique y en fonction de la den-
sité p.

Cette relation peut également s’écrire en terme de la densité dans l'es-
pace des phases D = pA\2.:

K g m
o~ LD+ L
kT 2 [ o << w)]
Les relations (V.12) ou (V.13)) constituent une équation d’état du gaz en in-

teraction, équation qui relie ici la variable thermodynamique ; aux deux
autres variables intensives T et p.

avec ( ~ 1. (V.13)

Remarquons que la validité de 'approximation de Bogoliubov n’est as-
surée que si le deuxiéme terme de cette expression est plus petit que le
premier. Nous avions en effet trouvé au chapitre 3 que les fluctuations re-
latives de densité avaient pour expression

Ap? 2 2
S~ Zm(c).
p D gD
ce qui correspond, a un facteur numérique pres, au rapport entre les deux

termes de (V.12). Oy, il faut que Ap < p pour que le développement a la
base de la méthode de Bogoliubov soit justifié.

(V.14)
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1-2 Densité totale et densité superfluide

On peut inverser la relation pour exprimer la densité en fonction
du potentiel chimique, ce qui correspond au choix de variables du point de
vue grand-canonique. Cette inversion se fait simplement dans la mesure
otl le deuxiéme terme de est petit devant le premier :

2 T
D (kDY
g kT 20

Nous avons vu au chapitre précédent que le point de transition BKT
est repéré par la valeur qu’y prend la densité superfluide. Pour progresser,
nous devons donc évaluer cette densité superfluide en fonction des para-
metres du modele de champ classique. Cela peut se faire en premiére ap-
proximation en utilisant la formule de Landau (PITAEVSKII & STRINGARI
2016), adaptée au cas bi-dimensionnel :

1 Am [dN 4 ,
@2om | ae T4 (V.16)

(V.15)

ps =p+

ott V(e) est le nombre d’occupation d'un mode d’excitation e. Nous consi-
dérons ici les modes de Bogoliubov comme un champ classique a 1’équi-
libre thermodynamique et de potentiel chimique nul :

kT dN kT kT
- = = —_ V.17
N(©) € - de €2 (hwq)? (V17)
L'intégrale sur les modes ¢ donne alors
Ds~D — In (( kBT) . (V.18)
2p

1-3 Caractérisation du point critique

Supposons qu'il soit légitime d’étendre les résultats (V.15{V.18) jusqu’au
point critique oit D, = 4. On arrive alors a I’équation reliant le parametre
d’interaction g au potentiel chimique et a la température :

kBT> ~4,

¢ o (V.19)

point critique : D—In (
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ou encore

Q

=
N |

oint critique : —_
P q knT

(e 50) +2)
In (C' kBT) ,
I

ol nous avons introduit une constante sans dimension d’ordre unité, {’ =
¢ e?/2. Comme nous 'avons fait ci-dessus, nous pouvons inverserE] cette
relation en remplagant I’argument du logarithme kgT'/2p par 7/4g, ce qui
conduit a la loi d’échelle au point critique

~ g In <C}L) .
crit. T g

Nous avons donc obtenu la loi d’échelle pour la valeur du parametre
p/ksT au point critique en fonction de la force des interactions. Notons
que la valeur précise de la constante C,, n’est pas accessible dans le cadre de
notre modele, car la précision de la coupure ultra-violette que nous avons
mise a la main via le parametre ¢ n’est pas suffisante pour déterminer la
valeur correcte de C, (i.e. a mieux qu’un facteur 2 ou 3 pres).

Q

RN

(V.20)

I

—— V.22
T (V.22)

avec C, = n(’.

On peut ensuite injecter ce résultat dans 1’expression (V.15) de la densité
dans I'espace des phases. En utilisant (V.15), on trouve

21n (?“) — In (C kBT)
g 2p

Q

point critique : D

~ 2In (C“> —In (”) (V.23)
g 29
o1 'on a négligé un terme en In[In(g)]. On obtient finalement :
D], ~In ( CD) : (V.24)
’ )

3. Cette inversion se fait de maniére rigoureuse en passant par la fonction de Lambert,
w = W (z), ot w est solution de I'équation z = we®, avecici z = 'm/getw = In(¢' kT /).
Le développement asymptotique aux grands z :

W(z) ~ In(z) — In[In(z)] + ml[II:ES)] T (v21)

conduit alors .
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ott Cp = 2C} /7 est une autre constante numérique. Cette loi d’échelle était
absente du résultat du cours précédent, qui ne portait que sur la valeur
de D,. Comme pour C,, I'imprécision amenée par notre coupure ultra-
violette est telle que nous ne pouvons pas faire mieux qu’évaluer 1’ordre
de grandeur de cette constante (de I'ordre d"une ou quelques centaines).

Pour déterminer la valeur de ces constantes C), et C'p, PROKOF'EV,
RUEBENACKER et al. (2001) ont mené des simulations de champ classique
qu’ils ont raccordées de maniere précise au résultat quantique asympto-
tique pour une particule libre aux grands w. Cela leur a permis de caracté-
riser précisément la position du point critique pour une force d’interaction
g donnée :

D (V.25)

crit.

¢
E
/N
w
03]
)

3 |
]
N @
—
Q| W
[N}
N———

T (V.26)

crit.

Le domaine de validité de cette approche de champ classique est limité au
cas de faible interaction § < 1. Une borne supérieure sur les valeurs de §
est obtenue en comparant la densité dans 1’espace des phases totale donnée
en (V.25) a la densité superfluide au point critique, D, = 4. Comme il faut
bien évidemment que D > D,, ceci impose § < 7. On retrouve ici la critére
d’interactions fortes § 2 27 donné précédemment. Pour les expériences
d’atomes froids ou de polaritons usuelles, g varie entre 0.01 et 1, de sorte
que la densité dans I’espace des phases au point critique varie entre 10.5 et
6. La densité superfluide Dy = 4 représente donc entre 40 % et 70 % de la
densité totale en ce point.

Le résultat de PROKOF’'EV, RUEBENACKER et al. (2001) obtenu a partir
de simulations de champs classiques a ensuite été confirmé (pour § suf-
fisamment petit) par des approches Monte Carlo quantique et par la mé-
thode du groupe de renormalisation non perturbatif (PILATI, GIORGINI et
al.[2008; HOLZMANN & KRAUTH |2008]; RANCON & DUPUIS|[2012).
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2 Le point critique d’un gaz atomique piégé

Jusqu'ici, notre analyse de la transition BKT a été menée pour un gaz
homogene et infini. Or la plupart des expériences sur les gaz atomiques
sont menées dans des pieges harmoniques. Le but de ce paragraphe est
d’étudier la connexion entre les deux problémes, en utilisant I"approxima-
tion de densité locale. Nous pourrons ainsi faire le lien entre la condensation
de Bose-Einstein trouvée au chapitre 2 pour un gaz parfait confiné dans
un potentiel harmonique et la transition BKT obtenue pour un gaz réel.

2-1 L’approximation de densité locale

Nous avons déja rencontré 1’approximation de densité locale au cha-
pitre 2, lors de notre étude du gaz parfait. Son principe se généralise di-
rectement au cas d’un fluide en interaction. Partons d’une assemblée de
particules confinées dans un potentiel V(r) et a I'équilibre thermodyna-
mique. Cet équilibre est caractérisé (par exemple) par les deux variables T
(température) et i (potentiel chimique). L'approximation de densité locale
consiste a poser que les quantités physiques définies localement, la densité
spatiale p(r) par exemple, s’expriment en fonction du résultat connu pour

le gaz homogene (cf. figure

,O(T) = phom.(Thom.7 Mhom.) (V27)

avec

Th0m~ =T Mhom. = M — V(T) (V28)

Pour simplifier I'écriture, nous poserons V' (0) = 0 dans ce qui suit.

Pour un fluide classique, cette approximation est fondée sur la forme
de la fonction de partition

7= /exp{—E[{Tj,pj}]/kBT} [ a &p; (V.29)
J
avec pour le systéeme homogene
3 1
Ehom[{rjvpj}] = Z (251 - M) —+ 5 ZV(TZ' - Irj) (V3O)
J i#]
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FIGURE V.1. Principe de I'approximation de densité locale : I'état d’équilibre du
gaz au point v dans un piege V (r) est similaire a celui d'un gaz homogene de
méme température et de potentiel chimique pinom. = 1 — V().

et pour le systéme confiné dans le potentiel V() :

Elfry.p}) =Y (;n V() - u) +g 2 Vlri—my).

i#]

(V.31)

Cette approximation est valable si la portée du potentiel d’interaction V
et le libre parcours moyen sont petits devant ’échelle spatiale de varia-
tion de la densité dans le potentiel de confinement V (). Pour un fluide de
particules quantiques, il faut en plus passer par une approximation semi-
classique, pour transformer la somme sur les énergies de la fonction de
partition, en une intégrale sur les positions et les vitesses (GIORGINI, PI-
TAEVSKII et al. {1997, HOLZMANN, CHEVALLIER et al. 2008) .

2-2 Faibles densités et approche de Hartree-Fock

Dans un piege a "bord mou", un piege harmonique par exemple, la den-
sité décroit graduellement quand on s’éloigne du centre. Les régions les
plus lointaines ont un potentiel chimique local p — V() négatif, et grand
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en valeur absolue devant kg7, ce qui correspond a un gaz tres dilué. En
premiére approximation, on peut traiter ce gaz comme un gaz parfait et
utiliser la relation que nous avions obtenue dans le cours 2 :

Z = et/keT,

p(r) A2 = —1In (1 -7 e*V(T)/kBT> avec (V.32)

On peut améliorer cette approximation en ajoutant a 1’énergie de pié-
geage V(r) une estimation de I'énergie €y nécessaire pour insérer une
nouvelle particule du fait des interactions. On sait que I'énergie totale d’in-
teraction pour N particules vaut

2~ 2~
Einy = Mg / p2(r) d®r = P9 12 (p?). (V.33)

2m 2m

Dans le régime tres dilué qui nous intéresse ici, les fluctuations de densité
sont telles que [cf. chapitre 2 et cours 2015-16, chapitre 3] :

régime tres dilué:  (p?) =2 ((p))* (V.34)
de sorte que
LTINS OFEin h*g
By ~ L2 N €int = N 2 m P (V.35)

L’ajout de 'énergie d’interaction €,y conduit a une équation implicite, ot
la densité locale p(r) intervient a la fois dans le membre de gauche et le
membre de droite

h2g ”
p(r)A; = —In (1 — ze [Vt /’“BT) : (V.36)

Cette équation est un exemple d’approche de type Hartree-Fock pour le
probleme a N corps. On pourra consulter l'article de revue HADZIBABIC
& DALIBARD (2011) et les références qu'il contient pour avoir plus de dé-
tails sur cette approche, en particulier concernant la prise en compteﬁ des
niveaux excités selon la direction fortement confinée z.

4. Cette prise en compte fait apparaitre un phénomene intéressant, la condensation trans-
verse. La statistique de Bose conduit a une accumulation de particules dans 1’état fondamental
du mouvement selon z, avec un taux d’occupation bien supérieur a ce que 1’on attendrait pour
des particules obéissant a la statistique de Boltzmann. Ce phénomene, prédit par DRUTEN &
KETTERLE (1997) a été observé pour un gaz quasi 1D par ARMIJO, JACQMIN et al. (2011), puis
par RUGWAY, MANNING et al. (2013), et pour le cas 2D qui nous intéresse ici par CHOMAZ,
CORMAN et al. (2015).
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Cette équation n'admet pas de solution analytique, mais il est aisé de
la résoudre numériquement en tout point r, pour une température 7" et un
potentiel chimique 1 donnés. On peut ensuite trouver le nombre d’atomes
total N(T, i) dans le piege en intégrant p(r).

Le résultat de ce calcul est a premiére vue trés surprenant, car radica-
lement différent du résultat pour un gaz parfait. Des que § # 0, on trouve
dans le cadre de cette approche Hartree-Fock que

— L'équation (V.36) admet une solution quelle que soit la valeur de g,
alors que pour le gaz parfait, seules les valeurs négatives de y sont
acceptables.

— A température fixée, le nombre d’atomes N (T, ;1) peut devenir arbi-
trairement grand si on augmente le potentiel chimique.

En d’autres termes, le phénomene de saturation que 'on avait trouvé pour
un gaz parfait dans un piege harmonique 2D disparait des que 1’on prend
en compte des interactions répulsives.

Toutefois, le paradoxe n’est qu’apparent (HOLZMANN, BAYM et al.
2007). Lors de notre étude du gaz idéal, nous avions souligné le caractere
singulier de la condensation dans un piege harmonique 2D : le point de
condensation est atteint quand la densité centrale devient infinie, ce qui
est tres différent du cas 3D ot il suffit que la densité atteigne une valeur de
l'ordre de A\;*. Dés que l'on prend en compte les interactions répulsives,
on ne peut plus atteindre une densité infinie au centre du piege et la possi-
bilité de condensation disparait, au moins dans le cadre de cette approche
Hartree-Fock qui ne prend pas en compte la transition BKT. Au contraire
dans le cas 3D, la présence d’interactions répulsives n’empéche pas d’at-
teindre une densité ~ \3. au centre du piege; 'approche Hartree-Fock pré-
dit simplement qu’il faut mettre un peu plus d’atomes dans le piége que
pour le cas sans interaction pour atteindre ce seuil.

Régime présuperfluide. Quand on augmente la densité du fluide, les in-
teractions répulsives prennent une importance croissante et viennent ré-
duire fortement les fluctuations de densité, de sorte qu’on a pour ce régime

régime présuperfluide : (p?) = ((p))%. (V.37)
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Ce phénomene de gel des fluctuations de densité se produit avant méme de
croiser la transition superfluide. On parle alors de régime "quasi-condensé"
(KAGAN, KASHURNIKOV et al. 2000) ou "présuperfluide” (TUNG, LAMPO-
RESI et al. 2010), c’est-a-dire un milieu ot les fluctuations de densité sont
réduites par rapport au cas du gaz parfait et pour lequel on peut donc
définir, au moins localement, une phase pour la fonction d’onde macrosco-

pique.

2-3 Le point critique dans un piege harmonique

Nous considérons a partir de maintenant un piégeage harmonique de
pulsation w dans le plan zy. Commengons par rappeler le résultat trouvé
dans cette situation pour le gaz parfait. Nous avons montré au chapitre 2
que lorsque le nombre d’atomes dans le piege excede la valeur critique :

2 (kT \>
Nc,ideal = l <B> )

5 70 (V.38)

alors la population des états excités est saturée : les atomes en exces s’accu-
mulent nécessairement dans 1’état fondamental. Ce scénario est similaire a
celui de la condensation de Bose-Einstein 3D, a une différence importante
pres : la densité centrale au point critique est infinie lorsqu’on passe a la
limite thermodynamique N — oo, w — 0, Nw? constant. Nous avions
signalé au chapitre 2 que cette valeur infinie était forcément probléma-
tique en présence d’interactions répulsives et que la condensation de Bose—
Einstein serait donc bloquée dans un piege harmonique a 2D.

L’existence de la transition BKT vient enrichir considérablement la si-
tuation, puisqu’elle se produit pour la densité spatiale donnée en (V:25),
p= % In(380/g). Si 'approximation de densité locale est correcte, elle en-
traine que le centre du gaz piégé va devenir superfluide quand la densité
en r = 0 atteindra cette valeur critique. En utilisant ’approche "champ
classique" décrite en § HOLZMANN, CHEVALLIER et al. (2010) ont mon-
tré que ce seuil était atteint pour

Neprr 39.2( 9 39 g

Au dela de sa structure mathématique quelque peu compliquée, cette

(V.39)
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FIGURE V.2. Méthode utilisée par FLETCHER, ROBERT DE SAINT VINCENT
et al. (2015) pour mesurer le point critique de la transition BKT dans un piege
harmonique 2D (v, = 38 Hz). Le gaz est =~ dans le régime 2D car la température
T ~ 150 nK est telle que kT < hv,, avec v, = 4.1 kHz.

équation a le grand mérite de connecter directement la transition super-
fluide BKT a la condensation du gaz parfait : cette condensation appa-
rait comme résultant de la limite § — 0, a température fixée. Dans cette
limite, la densité centrale critique pour atteindre la superfluidité, p(0) =
ﬁ In(380/g) devient de plus en plus grande, pour finalement diverger en

g = 0, redonnant ainsi le cas du gaz parfait.

L’étude expérimentale de ce point critique pour un gaz de Bose a été
faite par plusieurs groupes au cours des dix dernieres années, avec une
précision croissante dans la détermination du point de transition (KRUGER,
HADZIBABIC et al. 2007; CLADE, RYU et al.|2009; TUNG, LAMPORESI et al.
2010; FLETCHER, ROBERT DE SAINT VINCENT et al.[2015). Nous décrirons
ici les résultats de I'expérience de FLETCHER, ROBERT DE SAINT VINCENT
et al. (2015), menée a Cambridge sur un gaz d’atomes de 3°K (bosons). Le
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FIGURE V.3. Nombre critique d’atomes pour la transition BKT, ramené au nombre
critique d’atomes pour la condensation du gaz parfait, en fonction du parametre
d’interaction g. Dans la zone colorée, la densité dans I'espace des phases au point
critique D = 1n(380/g) devient grande. De ce fait, la longueur de cohérence du
gaz { ~ Ay eP/? (chapitre 2) est elle aussi trés grande avant méme d’atteindre
le point critique, ce qui rend la détermination du point critique imprécise [figure
extraite de FLETCHER, ROBERT DE SAINT VINCENT et al. (2015))].

principe est d’effectuer une expansion ballistiqueﬂ du gaz, en coupant sou-
dainement le potentiel harmonique de confinement. Si un superfluide est
présent dans la région centrale du piege, la fonction de corrélation G1 (r; ')
dans cette zone décroit lentementﬁ. La distribution en impulsion associée
a cette composante superfluide est donc étroite, ce qui se manifeste par
un pic central dans la distribution spatiale mesurée apres temps de vol.
L'intérét de mener cette expérience sur I'espece atomique 2°K est que 'on
dispose d"une résonance de Feshbach qui permet de varier les interactions
élastique entre atomes. Les chercheurs de Cambridge ont ainsi pu explorer
le régime g allant de 0.05 a 0.5.

5. L'expansion se fait ici a trois dimensions, c’est-a-dire que 1’on relache a la fois le confi-
nement (faible) dans le plan zy et le confinement (fort) le long de I'axe z. Du fait de la relation
de Heisenberg, I’expansion selon z est beaucoup plus rapide que dans le plan zy. La den-
sité atomique chute donc tres vite et les interactions ne jouent pas de réle significatif dans la
dynamique en zy a plus long temps.

6. Rappelons que la décroissance serait algébrique avec un exposant < 1/4 si le gaz était
uniforme.
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La méthode utilisée par FLETCHER, ROBERT DE SAINT VINCENT et
al. (2015) est la suivante. On part d'un assez grand nombre d’atomes
(N =~ 40000) dans un piége a température 7' donnée, de ’ordre de 150 nK,
et un parametre d’interaction donné §. Une expansion ballistique initiée a
cette instant montre un pic étroit, signature d’une fraction centrale super-
fluide; le nombre d’atomes est donc plus grand que N, sxr(7T,§) (figure
[V.2). Si on laisse les atomes dans le piége pendant un certain temps avant
d’effectuer 1’expansion ballistique, leur nombre va décroitre sous 'effet de
divers processus inélastiques (constante de temps de I'ordre de la dizaine
de secondes). En repérant l'instant ot1 le pic étroit de 1’expansion ballis-
tique disparait, on détermine la valeur critique N, gkr(T,§) du nombre
d’atomes pour la transition superfluide. Cette série d’expériences est en-
suite refaite pour différentes valeurs de g et la variation de N skt /Nc ideal
est reproduite sur la figure Elle montre un excellent accord avec la
prédiction et confirme le fait que le cas singulier de la condensation
2D du gaz parfait peut étre vu comme la limite de la transition BKT pour
g—0.

2-4 Le cas d’'un potentiel désordonné

Dans ce qui précéde, nous nous sommes intéressés au cas d'un gaz dans
un potentiel uniforme ou harmonique. Une troisiéme catégorie concerne le
cas de potentiels désordonnés. La situation est alors enrichie par le fait
qu’une transition de type localisation d’Anderson peut également se pro-
duire.

L’étude de la dynamique d’un fluide quantique en présence de désordre
déborde largement du theme de ce cours et nous nous contenterons donc
de signaler quelques travaux récents menés sur ce sujet dans le cadre des
gaz atomiques 2D. L'influence du désordre sur le point de transition BKT a
été abordée expérimentalement par le groupe de Thomas Bourdel & Pa-
laiseau (ALLARD, PLISSON et al. [2012) [voir aussi BEELER, REED et al.
(2012) au NIST-Gaithersburg et KRINNER, STADLER et al. (2013) a Zurich].
Le désordre est créé par la figure de tavelure (speckle) d'un faisceau lumi-
neux additionnel, superposé au piége harmonique. Pour le régime de pa-
rametres étudiés expérimentalement, les résultats obtenus indiquent que
I'addition du désordre résulte toujours en une réduction de la cohérence
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du gaz. Une étude théorique menée par BOURDEL (2012)) a partir d'un trai-
tement du potentiel désordonné par l'approximation de densité locale (va-
lable pour un désordre variant lentement a 1’échelle des parametres mi-
croscopiques du gaz) est venue tempérer quelque peu cette conclusion né-
gative; en effet, son bilan est qu'un désordre faible peut étre favorable a
I'apparition d'un superfluide, alors qu'un désordre plus fort le fait dispa-
raitre.

CARLEO, BOERIS et al. (2013) ont utilisé une méthode de Monte Carlo
quantique pour prouver la robustesse de la transition BKT vis a vis d'un
désordre de type speckle : cette transition survit méme en présence de
fortes fluctuations de densités induites par le désordre, et ne disparait que
lorsque I’amplitude du désordre devient de I'ordre de la valeur du poten-
tiel chimique. CARLEO, BOERIS et al. (2013) ont par ailleurs montré que
la disparition de la composante superfluide survient alors méme que le
gaz reste connecté avec une densité supérieure a la densité critique :
le désordre en ce point n’est pas encore suffisant pour correspondre a la
transition de percolation classique. Mentionnons également qu’au point
critique, la fonction G présente toujours une décroissance algébrique avec
un exposant compatible avec 1/4, ce qui indique que la classe d’univer-
salité de la transition en présence de désordre est la méme que celle du
systeme « propre ».

Signalons pour finir ’analyse de CHERRORET, KARPIUK et al. (2015),
basée sur une analyse en champ classique, qui pointe un autre effet pos-
sible du désordre : en réduisant la densité d’états a une particule au voisi-
nage de I'énergie nulle, ce désordre peut faire apparaitre un phénomene de
condensation dans un gaz 2D uniforme, alors qu’on sait que cette conden-
sation est exclue pour un systéme non désordonné. Il reste toutefois a étu-
dier le type d’ordre qui peut alors émerger pour la fonction G (7).

3 Le quasi-ordre en phase dans un gaz atomique

3-1 Lafonction GG; dans un piege

Une fois le point critique dépassé, soit en baissant la température, soit
en augmentant le nombre d’atomes, un superfluide se forme au centre du

93

piege. Ce superfluide n’est pas stricto sensu un condensat, puisque sa phase
n’est pas la méme en tout point. Si le gaz était uniforme, on sait que la
fonction

Gi(r,r') = (§I(r) d(r")
o (ellom=6n]y — =3 (-0 (V.40)
décroitrait algébriquement avec la distance |r — ’|, avec ’exposant
1= (V1)
Ps )\% ’ ‘

la denisté superfluide étant telle que 7 est toujours inférieur a 1/4. Nous
avons supposé dans la deuxieme ligne de que les fluctuations de
densité étaient gelées, ce qui est une approximation raisonnable comme
nous l'avons vu dans les chapitres précédents.

L’analyse du comportement de la fonction G peut se faire en généra-
lisant ’approche de Bogoliubov au cas non homogene (PETROV, HOLZ-
MANN et al. 2000). Puisque les fluctuations de densité sont gelées, le profil
de densité du superfluide p,(r) reste voisin du profil de Thomas-Fermi
attendu dans le cas d’un "vrai" condensat :

h
r < Rrp: Vir) + ngs(r) =pu,

(V.42)
et s’annule au rayon de ThomaS—Fermi défini par V(rrr) = p. Les fluc-
tuations en phase ([0(r) — 6(r')]?) peuvent se caractériser en comparant
la phase centrale et la phase au voisinage du bord du superfluide, et on
trouve (PETROV, HOLZMANN et al. 2000)

-\ 1/2
AG? = ([0(Rrr) — 0(0)]°) ~ (497T> TZ In(N). (V.44)

7. Un calcul simple permet de relier Rt et 4 au nombre d’atomes N dans la composante
superfluide :

4 1/4 1 1/2 B\ 1/2
Rrr = aon (— gNs) R (— gNs) avec agy — (—) . (V43)
™ s mw

ot1 w est la pulsation du piégeage harmonique dans le plan xy, et ot1 on a négligé toute inter-
action entre la composante superfluide et la composante normale.
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FIGURE V.4. (a) Interférences entre deux plans atomiques indépendants, de méme
température et de méme potentiel chimique. La mesure du contraste de I'interfé-
rence observée apres expansion selon 'axe z permet d’accéder au module carré de
la fonction de corrélation G1. (b-c) Figures d’interférence obtenues pour deux tem-
pératures différentes, en imageant le nuage d’atomes le long de la direction y. (d)
Exemple de dislocation de la figure d’interférence révélant la présence d’un vor-
tex dans I'un des deux plans. Figures extraites de HADZIBABIC, KRUGER et al.
(2006).

En prenant N = 10° atomes, T' ~ T, et un parametre d’interaction typique
pour des gaz atomiques § = 0.1, on arrive & Af ~ 1, donc des fluctuations
de phase significatives mais pas considérables. Le régime Af > 1 n’ap-
parait que pour des nombres d’atomes exponentiellement grands ou alors
pour le régime d’interactions fortes § 2 1, ce qui est possible en profitant
d’une résonance de diffusion (MURTHY, BOETTCHER et al.2015).

3-2 Fluctuations de phase et interférométrie atomique

Une caractéristique importante de l'état superfluide a deux dimensions
réside dans la distribution spatiale de la phase du champ ¢ (r) décrivant le
fluide, décrite par la fonction de corrélation G (r, r’). Lors du cours 2015-
16 (chapitre 2), nous avions passé en revue un certain nombre de méthodes
développées au cours des années pour mesurer GG1. Nous allons décrire ici
la mise en ceuvre de de certaines d’entre elles dans le contexte des gaz 2D.

La premiére caractérisation de la transition BKT a été faite par HAD-
ZIBABIC, KRUGER et al. (2006) en utilisant deux plans d’atomes indépen-
dants, décrits par des champs ¥, (z,y) et ¥, (x, y), séparés par une distance
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d. (figure[V:4). En relachant le confinement selon les trois directions d’es-
pace, les nuages d’atomes issus des deux plans s’étalent et se recouvrent,
de sorte qu’on observe des interférences d’ondes de matiere. La densité
totale est modulée le long d'une ligne parallele a 'axe z avec la période
D, =ht/md, :

p(r) o Yol + [¥u]* + (%1&2‘ el2m2/ D= 4 c.c.) )

Pour simplifier, nous avons négligé ici un facteur d’enveloppe global dé-
crivant la variation de la densité selon z. Par ailleurs, nous avons négligé
I'expansion dans le plan zy, beaucoup plus lente que celle selon selon z.
Une mesure de la densité permet alors d’accéder au contraste complexe de
I'interférence

(V.45)

C(r) = Ya(r) 5 (r). (V.46)
La valeur moyenne de cette quantité est nulle puisque les deux gaz sont in-

dépendants I'un de I’autre. En revanche, la fonction de corrélation obtenue
apreés moyenne sur de nombreuses réalisations de 1’expérience

(Cr)Cr(r)) = (Wal(r) 5(r) ¢o(r’) ¥u(r'))
= (@alr) da(r') ) (5 (r) Yo(r'))

permet d’accéder a la fonction G recherchée, ou plus exactement son mo-
dule carré :

(V.47)

(C(r) C* (")) = |Ga(r 7). (V.48)

L’expérience de HADZIBABIC, KRUGER et al. (2006) a permis d’observer
une variation rapide du comportement de G; au voisinage du point de
transition. Elle a également mis en évidence de maniére directe les vortex
libres qui apparaissent autour de la transition BKT. Ces vortex se mani-
festent en effet comme des dislocations dans le profil d’interférence. Une
simulation Monte Carlo en terme de champs classiques fluctuants, menée
par FOSTER, BLAKIE et al. (2010), a permis de valider de maniére quanti-
tative cette procédure d’interférences entre plans indépendants [voir aussi
BIsSET, DAVIS et al. (2009)]. L'observation de vortex thermiquement activés
a également été faite dans le groupe de Séoul, avec une imagerie perpen-
diculaire au plan du gaz (CHOI, SEO et al. 2013); les vortex apparaissent
alors comme des trous de densité.

Une méthode voisine consiste a faire interférer le gaz avec lui-méme
(CLADE, RYU et al. 2009). Partant d’un nuage atomique 2D ol tous les
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atomes sont dans un état interne |1), un processus Raman "absorption -
émission stimulée" fait basculer la moitié des atomes vers un autre état in-
terne |2), tout en leur conférant une vitesse vy de l'ordre de la vitesse de
recul (impulsion 7/2). Apres ce processus, la partie du nuage encore en |1)
est globalement au repos, alors que la partie en |2) se déplace. Apres un
temps t ajustable, un deuxiéme pulse 7/2 mélange de nouveau les ampli-
tudes des deux états internes tout en communiquant la vitesse v — v; lors
de la transition 1 — 2. Si on mesure alors la distribution de densité dans
I’état |2), on obtient des franges d’interférences entre I'état initial du nuage
et I'état déplacé de R = vt

p(r) o )+ (e = R)P+ (v(r) ¢ (r = R) ™™ R/t cc. ), (V49)

ce qui permet de remonter a la fonction G; a partir du contraste complexe
de ces interférences C(r) = ¢(r) ¢¥*(r — R). Cette méthode présente un
avantage notable par rapport a la précédente : un seul plan est suffisant
et les interférence sont visibles en imagerie perpendiculaire a ce plan. En
revanche, elle repose sur I'hypothese que les collisions entre atomes jouent
un role négligeable pendant le temps ¢, qui risque d’étre invalidée pour des
gaz avec des parametres d’interaction g élevés.

La derniére méthode que nous signalerons brievement consiste a effec-
tuer une courte expansion balistique au cours de laquelle les fluctuations
de phase initiales sont transformées en fluctuations de densité. Cette mé-
thode a initialement été proposée par IMAMBEKOV, MAZETS et al. (2009),
puis mise en ceuvre par le groupe de Seoul, CHOI, SEO et al. (2012) et SEO,
CHOI et al. (2014) [voir également DESBUQUOIS (2013)) ainsi qu’une analyse
critique des premieres expériences de Séoul par MAZETS (2012)]. L'ana-
lyse théorique récente de SINGH & MATHEY (2014) a montré qu’il était
en principe possible, a partir de la fonction de corrélation densité-densité
apres temps de vol, (p(r1) p(rz2)), d’accéder a l'exposant 7 caractérisant
la décroissance algébrique de G| dans le régime superfluide. Toutefois, il
semble que le rdle joué par les interactions durant I'expansion ballistique a
empéché le groupe de Seoul d’atteindre ce but (SEO, CHOI et al. 2014).
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3-3 Ladistribution en impulsion d’un gaz piégé

Nous avons déja eu plusieurs fois 'occasion de rappeler le lien étroit
entre la fonction G4 (r,r’) = (r|p1|r’) qui nous intéresse ici et la distribu-
tion en impulsion N (p) du fluide. Pour un systéeme homogene, donc inva-
riant par translation, la fonction G; ne dépend que de la distance r — v’ et,
en posant G1(r) = G1(r,0),on a la relationﬂ en terme de transformée de
Fourier déja énoncée au chapitre 2

oy

Gi(r) =

(V.50)
La mesure de la distribution en impulsion dans un gaz 2D uniforme,
comme cela été fait par CHOMAZ, CORMAN et al. (2015), devrait donc
permettre en principe de remonter a la décroissance algébrique de G1(r),
pourvu que la résolution en impulsion soit suffisante.

Pour un gaz confiné dans un piege harmonique, la situation est plus
compliquée. La fonction G; dépend séparément des deux positions r et r’
et on a la relation

Ga(r) = [ &P N(p) . (v51)
ol on a posé
: - r Y g2
G (r) f/Gl (R+ SR 2) d2R. (V.52)

Comme nous I'avons vu en §[3-1} il est utile d’aller vers le régime d’in-
teraction forte (§ > 1) si’on souhaite que les fluctuations de phase jouent
un role important. MURTHY, BOETTCHER et al. (2015) ont ainsi considéré
un gaz de fermions (°Li) et se sont placés au voisinage d’une résonance
de Feshbach. Le gaz est donc la zone du cross-over entre la physique de
type BCS (fermions appariés dans 1'espace des impulsions, a la Bardeen—
Cooper-Schrieffer) et le régime de condensation de Bose—Einstein, ot1 les
fermions se sont appariés dans l'espace des positions et forment des molé-
cules Lis, qui sont des bosons. Nous n’allons pas étudier la physique tres
riche de ce cross-over et nous renvoyons les lecteurs intéressés a l'article
de revue de LEVINSEN & PARISH (2015) qui traite spécifiquement de ses
aspect bi-dimensionnels. Le point qui compte ici est que 1’on dispose coté

8. N(p) est supposée normalisée ici selon la relation [ N(p) d?p = N.
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FIGURE V5. Fonction G1(r) obtenue par transformée de Fourier de la distri-
bution en impulsion, pour un gaz de molécules bosoniques ©Lis, avec un para-
meétre d'interaction § ~ 2.76. Les températures sont repérées par rapport a la
température de condensation d’un gaz parfait dans ce piege : t = T'/T¢ ideal AVEC
T¢ ideal = 140nK. A droite : coefficient X2 de I'ajustement par une loi algébrique
(ar™") ou exponentielle (ae™""). Figures extraites de MURTHY, BOETTCHER
et al. (2015).

BEC d’un gaz de bosons dont le parametre d’interaction § peut étre arbi-
trairement élevé si on se rapproche de la résonance. MURTHY, BOETTCHER
et al. (2015) ont ainsi étudié des valeurs de § allant de ~ 0.6 a 2.8 du coté
BEC de la résonance.

Apres mesure de la distribution en impulsion et transformation de Fou-
rier inverse, MURTHY, BOETTCHER et al. (2015) ont analysé la variation de
la fonction G4 (r) dans leur systeme. Les données obtenues pour § ~ 2.8
sont reportées sur la figure[V.5|pour différentes températures. L'ajustement
des données par une loi algébrique (avr~") ou exponentielle (ve™"") in-
dique clairement deux régimes. Aux basses températures, la variation al-
gébrique de G1(r) est privilégiée, alors que l'ajustement exponentiel de-
vient bien meilleur a plus haute température. La bascule d’un ajustement
a l'autre se fait pour T, ~ 0.57¢ iqeal pour les données de la figure La
densité dans 'espace des phases centrale en ce point est ~ 5, en bon accord
avec la prédiction In(380/g).

Les données de MURTHY, BOETTCHER et al. (2015) réveélent néanmoins
une surprise importante. Alors que selon la théorie BKT, 'exposant 1 de la
décroissance algébrique ne peut dépasser 0.25 dans un gaz de Bose homo-
gene, les exposants mesurés par l'ajustement de G1(r) en r~" sont consi-
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FIGURE V.6. Cercles : exposant 1 obtenu par ajustement des données expérimen-
tales avec une loi algébrique ™", pour les parametres d'interaction § = 0.60
(rouge), 1.07 (vert) et 2.76 (bleu). Triangles pleins : résultats d'une simulation
Monte Carlo quantique pour g = 0.60. Triangles évidés : idem avec en plus la
prise en compte de la résolution finie du systéme d’imagerie. Figure extraite de
MURTHY, BOETTCHER et al. (2015).

dérablement plus grands. Les valeurs reportées sur la figure [V.6 montrent
une plage de valeurs qui s’étend jusqu’a n = 1.5, ce qui est 6 fois le maxi-
mum attendu! Ce facteur 6 est obtenu aussi bien pour les interactions
fortes (§ = 2.76) que pour des interactions plus faibles (§ = 0.60), ce qui
montre que cet effet n’est pas lié a des effets en dehors de la validité de
l'approche "champ classique" de la transition BKT. Par ailleurs, une simu-
lation Monte Carlo quantique similaire a celle menée par HOLZMANN &
KRAUTH (2008), reproduit assez bien ces résultats quand la résolution im-
parfaite du systeme d’imagerie est prise en compte.

L’explication de ce désaccord apparent concernant 1’ordre algébrique
susceptible d’apparaitre dans un gaz de Bose 2D a été donnée par BOETT-
CHER & HOLZMANN (2016). L'effet le plus important est la contribution
de la composante normale (non superfluide) qui réside dans la partie pé-
riphérique du piege, et qui se mélange a la composante superfluide lors
de I'expansion ballistique. Cette contribution vient augmenter considéra-
blement 'exposant 7. Cette modification est artificielle, dans le sens ot la
décroissance de fonction de corrélation GG; dans la zone normale n’est pas
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algébrique, mais exponentielle. Par une analyse précise des deux contri-
butions, superfluide et normale, BOETTCHER & HOLZMANN (2016) ont re-
trouvé le facteur 5 & 6 mesuré expérimentalement. Ils ont également mon-
tré que, pour des parametres typiques des expériences actuelles, la mesure
de la quantité non moyennée G (7, 0) permettrait de retrouver l'exposant
attendu dans le cas homogene, pourvu qu’on limite la mesure a la zone
centrale 7 < 0.2 Rry. Ils ont par ailleurs proposé une approximation de cor-
rélation locale, qui consiste a remarquer que lorsque les deux points r et 7’/
sont dans la zone superfluide, la décroissance de G;(r,r’) entre ces deux
points est a peu pres algébrique, avec un exposant qui est la moyenne géo-
métrique de deux exposants n(r) et n(r’) que 'on déduirait des densités
aux points r et 7’ en utilisant la loi (V.4T).

3-4 Mouvement d'une impureté et modes collectifs

Un moyen naturel pour tester la superfluidité est de s’appuyer sur le
critere de Landau : est-ce qu'une impureté ponctuelle bougeant dans le
fluide a une vitesse inférieure a la vitesse du son cg subit une force de fric-
tion et dissipe de I'énergie (ASTRAKHARCHIK & PITAEVSKII2004) ? Ce cri-
tere a été testé avec succes sur des gaz 3D dés le début du développement
des gaz quantiques d’atomes (RAMAN, KOHL et al. 1999; ONOFRIO, RA-
MAN et al. 2000) et il a été transposé récemment aux gaz de Bose a deux
dimensions. En déplagant un trou microscopique (rayon ~ 1 um) créé par
un faisceau laser focalisé, DESBUQUOIS, CHOMAZ et al. (2012) ont observé
un comportement superfluide pour une valeur du parametre p/kgT en
relativement bon accord avec la prédiction (V.26). Le léger écart a été expli-
qué dans une publication tres récente de SINGH, WEITENBERG et al. (2017),
étudiant la dynamique de la thermalisation du gaz d’atomes apres le pas-
sage du trou créé par le laser. Toujours avec des bosons, KWON, KIM et
al. (2016)) ont observé l'allée de von Karman composée de vortex, dans le
sillage du trou créé par un laser bougeant & une vitesse supersonique.

Ces expériences ont récemment été reprises 8 Hambourg pour un gaz
quasi-2D de fermions ®Li au voisinage d"une résonance de Feschbach, pour
explorer toute la région de transition entre un condensat de molécules
bosoniques °Liy (longueur de diffusion 3D positive) et une assemblée de
paires de Cooper (longueur de diffusion 3D négative) (WEIMER, MORGE-
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FIGURE V.7. Comportement superfluide d'un gaz de fermions (SLi). Haut : va-
riation de la densité centrale (i.e. chauffage) induit par une impureté bougeant a
vitesse v dans la partie superfluide ou la partie normale du gaz. Bas : vitesse cri-
tique (points verts) et vitesse du son (points rouges) en unité de la vitesse de Fermi
v dans la zone de transition entre le condensat de molécules SLi, et le régime de
paires de Cooper. Figure extraite de WEIMER, MORGENER et al. (2015).
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NER et al.2015). La encore, une « impureté laser » était en mouvement dans
le superfluide, mais au contraire des deux expériences que nous venons de
citer, le potentiel créé par le laser était attractif et 'impureté consistait donc
en une bosse de densité plutét quun trou. Un exemple de comportement
superfluide est visible sur la figure [V7] (haut) : I'impureté bougeant dans
la zone centrale (superfluide) a une vitesse suffisamment basse ne crée au-
cun chauffage, et la densité centrale du gaz reste inchangée. Au contraire,
si 'impureté bouge dans la région périphérique, un chauffage se produit
quelle que soit la vitesse de I'impureté. Cette expérience a été reproduite
pour différentes valeurs de la longueur de diffusion. La valeur de la vitesse
critique est reportée sur la figure|[V.7| (bas), de méme que la vitesse du son
mesurée en excitant un paquet d’ondes central et en mesurant sa vitesse
d’expansion.

Pour terminer cette section, mentionnons une derniere méthode pour
détecter la superfluidité; elle passe par 1’étude de modes collectifs, en par-
ticulier le mode « ciseaux » initialement considéré en physique nucléaire
pour mettre en évidence la superfluidité de noyaux déformés (GUERY-
ODELIN & STRINGARI|[1999; MARAGO, HOPKINS et al.[2000). Les proprié-
tés de ce mode et sa pertinence pour 1'étude de la superfluidité de gaz
atomiques ont fait I'objet de cours au College de France par C. Cohen-
Tannoudji (2001-02) et nous n’en rappelons ici que les principales caracté-
ristiques. On considére un piege harmonique légerement anisotrope dans
le plan zy, w, > wy, le gaz a I'équilibre étant donc lui aussi anisotrope. On
tourne légerement les axes propres du nuage par rapport a leur position
d’équilibre et on regarde I'évolution du systeme, par exemple en regardant
I'évolution de la quantité moyenne (zy). Si le gaz est superfluide, on ob-
serve un mouvement non amorti a une seule fréquence, (w? +w?2)!/2. Pour
un gaz normal, deux fréquences contribuent a 1’évolution (Jw, + w,| si le
gaz est dans le régime ballistique), avec en plus un amortissement notable.

Il y a toutefois une difficulté qui apparait immédiatement quand on
cherche a exploiter ce mode : dans le cadre de 1’approximation de densité
locale, le centre du gaz est superfluide mais l'extérieur ne l’est pas. Les
deux types d’évolution sont alors mélangés, ce qui rend difficile 1’exploi-
tation quantitative de I'évolution du gaz. DE ROsSI, DUBESSY et al. (2016)
ont récemment contourné cette difficulté de maniere élégante. En s’intéres-
sant a la valeur moyenne de zy calculée sur un anneau fin, ils ont montré la
transition attendue entre le régime mono-fréquence au centre (superfluide)
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FIGURE V.8. Mode « ciseaux » observé sur un gaz 2D de rubidium en utilisant
une analyse de la moyenne locale de la quantité xy, moyenne prise sur un anneau
fin. Selon la position de I'anneau, on sonde (i) la région centrale superfluide, avec
une seule fréquence d’oscillation; (ii) la région périphérique normale, avec deux
fréquences d’oscillation non nulles. Figure extraite de DE ROSSI, DUBESSY et al.
(2016).

et le régime bi-fréquence a I’extérieur (normal). La position de la zone de
transition est en bon accord avec les prédictions de champ classique pré-
sentées en §[I}

4 Les polaritons de cavité

4-1 L’hybridation lumiere-matiére

Les polaritons de cavité sont des particules hybrides mi-lumiéere, mi-
matiere que nous avons déja rencontrées plusieurs fois dans les cours et
les séminaires des années précédentes. Commengons par présenter sépa-
rément les deux blocs permettant de construire ces polaritons. Nous nous
limitons ici aux quelques concepts indispensables et nous renvoyons le lec-
teur aux articles de revue de CARUSOTTO & CIUTI (2013) et de AMO &
BLOCH (2016)) pour approfondir les différentes notions.



CHAP. V. LA TRANSITION BKT EXPLOREE AVEC DES GAZ

§4. Les polaritons de cavité

FIGURE V.9. Géométrie utilisée pour les expériences sur les fluides de polaritons
de cavité. La lumiére est stockée entre deux miroirs plans de grande réflectivité
formant une cavité Fabry—Perot résonante. Les excitons sont produits dans un
puits quantique. Un polariton est un boson composite, superposition d’'un exci-
ton et d'un photon. On sonde les propriétés du fluide de polaritons en analysant
les propriétés de la lumiére sortant de la cavité. Figure extraite de KASPRZAK,
RICHARD et al. (2006).

— La partie "lumiere" d’un polariton correspond a un photon stocké
entre deux miroirs plans, dans une cavité de type Fabry-Perot d’axe
optique z et de longueur L (figure [V.9). Comme nous l'avons vu au
chapitre 2, un photon résonnant avec la cavité a un vecteur d’onde
(ki,k.) avec k, multiple entier de /L. Si on se limite a des photons
faisant un angle faible avecl’axe z, |k | | < k., 'énergie de ces photons
dans un milieu d’indice ng s’écrit

h2 k%
2mph

huopn (1) = — (k2 4+ k2) "% & huo, i + (V.53)

_he
=
ol wy, ph = ¢k, /ng et ot la masse effective du photon pour le mouve-
ment dans le plan xy vaut :

Mph = =ng—5. (V.54)

En pratique, on utilise des miroirs de Braggﬂ formés de quelques di-
zaines de paires de couches Ga,Al_,As/Ga,Al_,AlAs, avec des

9. Contrairement a 'hypothese qui a conduit a (V.53), les miroirs de Bragg ont une épais-
seur bien supérieure a la longueur d’onde. Toutefois on peut montrer que le résultat (V.53) se
généralise au cas de miroirs épais (Savona, 1999).
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facteurs de qualité @ de plusieurs 10*. Pour des photons de longueur
d’ondelﬂ ~ 800nm, ceci conduit & une masse de quelques 10~° m,, ot
m, est la masse de I'électron libre. La durée de vie 7,;, d'un photon
dans ces cavités varie d'une dizaine a quelques dizaines de picose-
condes.

— La partie "matiere" d'un polariton est un exciton, c’est-a-dire une
paire électron—trou liée par l'interaction coulombienne dans un semi-
conducteur Ga As. Ces excitons sont créés dans une zone active (BAS-
TARD & SCHULMAN [1992) placée au centre de la cavité optique et
de faible épaisseurlﬂ inférieure a 10 nm (figure . Dans cette zone
active, le bas de la bande de conduction se situe a une énergie infé-
rieure a celle de I'environnement : le mouvement des excitons selon
z est donc gelé et ces excitons se déplacent seulement dans le plan
xy. Nous n’aborderons pas ici le détail de la structure d'un excitonE|
et nous le considérerons comme une particule bosonique, de masse
Mex = Me + my, 00l M, et my, sont les masses effectives d’un électron
et d’un trou, avec une énergie :

n2k%
2Meex

hwex(kl) = th,ex + (V55)
Grosso modo, cette approximation reste valable tant que la distance
entre excitons voisins reste grande devant leur rayon de Bohr; nous
renvoyons le lecteur souhaitant approfondir ce point vers 'article de
COMBESCOT, BETBEDER-MATIBET et al. (2008).

L’interaction matiere-lumiere conduit a un mélange de ces deux types
d’états. Partant de la zone active vide d’excitons avec un photon présent
dans la cavité, ce photon peut étre absorbé par le semi-conducteur : un
exciton est alors créé. Le processus inverse est également possible : si un
exciton est présent dans le semi-conducteur et qu’il n'y a pas encore de
photon dans la cavité, I’exciton peut disparaitre (recombinaison particule-
trou) en émettant un photon dans le mode de la cavité. On obtient ainsi
une oscillation de Rabi possible entre ces deux états. Le point important

10. Indice de réfraction ~ 3.7 pour Ga As.

11. En pratique on peut placer plusieurs zones actives paralleles les unes aux autres au
voisinage du centre de la cavité optique, pour augmenter le signal.

12. Dans les puits quantiques de GaAs utilisés en pratique, le rayon de Bohr de 1’exciton
est ~ 5nm.
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FIGURE V.10. Relation de dispersion (k, fuwey ) pour le mouvement d’un polariton
dans le plan xy, résultant de I'hybridation entre la relation de dispersion d'un ex-
citon, quasiment plate a cette échelle, et celle d'un photon, qui acquiert une masse
effective (tres faible) du fait de son confinement dans la cavité Fabry—Perot. Figure
extraite de KASPRZAK, RICHARD et al. (2006).

est que I'impulsion dans le plan zy est conservée lors de cette oscillation
de Rabi : le couplage matiére lumiere se fait a k| constant.

4-2 Larelation de dispersion des polaritons de cavité

Les gaz quantiques de polaritons sont obtenus en se plagant dans le ré-
gime de couplage fort, pour lesquels le couplage cohérent décrit ci-dessus,
caractérisé par une fréquence de Rabi (2, est beaucoup plus grand que
l'inverse des temps de relaxation du systéme, en particulier 7. Dans
ce régime, 'excitation hybride appelée polariton correspond aux modes
propres de I’hamiltonien (figure

. wph(kj_) Q

Hk.)=h (V.56)

Q wex(kzl)

couplant les deux branches photoniques et excitoniques, pour une impul-
sion k| donnée. Le régime le plus intéressant en terme de fluide quantique
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est obtenu pour woy ph & wo, ex, €t il correspond aux deux branches de va-

leur propres E4 (k) (cf. figure[V.10) :

h i 1/2
Ei == (wph + wex) + 5 [(wph — wex)2 + 4Q2 (V57)

2

Plagons-nous dans le cas olt wpy & wex, pour lequel onaen k; = 0
la relation E1 = hi(wpn £ 2). Les modes de polaritons correspondants ont
alors une amplitude égale pour la partie photonique et la partie excito-
nique, du moins tant que 12k% /2m,,;, < Q. La courbure des deux branches
au voisinage de k; = 0 est dominée par l’aspect photonique, avec une
masse effective meg = 2mypp, ce qui est donc tres faible devant la masse
d’un exciton. Cette masse effective tres faible a une conséquence directe
pour l'obtention du régime de dégénérescence quantique : la densité dans
l'espace des phases D = p)Z fait intervenir le carré de la longueur d’onde
thermique
2mh?

A=
T gk T’

(V.58)

ce qui entraine que pour une densité et une température données, D est
augmentée par 5 ordres de grandeur par rapport & un gaz d’excitons purs!
Un point tout aussi remarquable de cette hybridation est que l'interaction
polariton-polariton est trés significative du fait de 'amplitude significative
de la branche excitonique. On arrive ainsi avec ces polaritons a fabriquer
des quasi-particules de tres faible masse, de 'ordre de celle des photons
dans la cavité, mais notablement couplées entre elles, ce qui est indispen-
sable pour atteindre un état superfluide. Dans ce qui suit, nous allons nous
concentrer sur la branche inférieure E_, appelée lower polariton sur la fi-

gure[V.10]

Les polaritons sont créés grace a une irradiation laser qui crée des paires
électron-trou. Ces paires ont une énergie nettement plus grande que kg7,
mais elles refroidissent par I’émission de phonons. Du fait de la durée de
vie finie d’un polariton, on atteint un régime stationnaire avec une densité
spatiale qui est une fonction croissante de l'intensité du laser de pompe.
On est donc en présence d'un systéme dissipatif ouvert, ce qui est a priori
tres différent des gaz d’atomes que nous avons rencontrés jusqu’a mainte-
nant. Toutefois ce gaz de polaritons peut atteindre un régime stationnaire,
et ce régime sera proche d’'un état d’équilibre thermique si le temps carac-
téristique de thermalisation est court devant la durée de vie d"un polariton.
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4-3 Quasi-condensat de polaritons

Le premier fluide de polaritons de cavité présentant les signes d’une
condensation de Bose-Einstein a été décrit par KASPRZAK, RICHARD et
al. [voir aussi BALILI, HARTWELL et al. (2007)]. Le schéma de I'ex-
périence est représenté sur la figure Le spot illuminé par le laser de
pompe a un diametre de 35 m et un profil plat pour que la production
de polaritons soit uniforme dans ce disque. L'excitation est faite avec une
énergie fuw nettement supérieure (de 100 meV) a I’énergie du fondamental.
Le seuil de condensation est atteint en augmentant la puissance de pompe :
au dessus d’un certain seuil, la lumiére émise par la cavité provient presque
exclusivement du voisinage de k1 = 0 (figure[V.IT). Une analyse plus pré-
cise montre qu’a partir du seuil, les états excités sont pratiquement saturés
et les polaritons en exces s’accumulent dans I'état k| = 0 ou en son voisi-
nage immédiat. La résolution en énergie de ces mesures n’est toutefois pas
suffisante pour déterminer s’il s’agit d’un vrai condensat (pic de Dirac en
k1 = 0) ou du quasi-condensat (quasi-ordre algébrique) attendu a 2D.

La description générale de l'interaction polariton-polariton est com-
plexe. Les excitons peuvent exister dans 4 états de spin, caractérisés par
leur projection le long de l'axe z : ¢ = £1,£2. Pour les expériences que
nous décrivons ici, seuls les états ¢ = %1 sont pertinents. Dans le cas par-
ticulier ot1 la lumiere incidente utilisée pour créer les excitons est polari-
sée circulairement, seule une des deux valeurs possibles de ¢ est réalisée
et 'interaction entre polaritons peut se décrire comme une interaction de
contact répulsive, avec un coefficient de couplage g constant. Nous nous
limiterons a ce cas pour simplifier la discussion.

Une modélisation en terme de champ classique #(r,?) a deux dimen-
sions d’espace conduit alors & une équation du mouvement proche de
I’équation de Gross—Pitaevskii utilisée pour des gaz atomiques :

o __ I
ot 2Mefr

2 h*g o el
\Y ¢+ —|¢| w_l_w"i'rpump- (V59)
Meft 2
Le facteur sans dimension § caractérisant la force des interactions se situe
dans la plage 0.01 — 0.05, ce qui est comparable aux gaz atomiques en inter-
action faible. Les deux derniers termes de cette équation décrivent respecti-
vement (i) la décroissance du champ de polariton du fait de la durée de vie
finie des quasi-particules et (ii) I’alimentation de ce champ par le laser de
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FIGURE V.11. Spectre de la lumiére émise par la micro-cavité quand on varie la
puissance de pompe. Au dessus d'un certain seuil, la lumiere émise est concen-
trée autour de k = 0, signalant I'accumulation macroscopique de polaritons au
voisinage de ce point. La population des états de grande énergie est saturée. L'ex-
périence est faite a 5 K. Figure extraite de KASPRZAK, RICHARD et al. (2006).
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FIGURE V.12. Un fluide de polaritons est créé dans un milieu tres allongé. En
faisant interférer la lumiere issue de deux points séparés d’une distance a, on sonde
la cohérence en phase du fluide. La figure de droite obtenue pour a = 200 pm,
c’est-a-dire entre les deux extrémités de I'échantillon, montre que la cohérence en
phase reste trés bonne malgré I'éloignement de ces deux points. Figure extraite de
WERTZ, FERRIER et al. (2010).

pompe. Cette alimentation peut prendre des formes différentes selon que
le pompage est cohérent, auquel cas le laser de pompe impose sa phase
au champ de polariton, ou incohérent quand la cohérence de la pompe est
effacée lors de la relaxation des polaritons. Cette deuxieme situation est
voisine du cas des gaz d’atomes, la cohérence éventuelle n’étant pas im-
posée de 'extérieur, mais résultant d’une accumulation macroscopique de
polaritons dans des états de basse énergie cinétique, accumulation favori-
sée par la stimulation bosonique.

4-4 Expériences montrant un quasi-ordre en phase

Un avantage majeur des condensats de polaritons par rapport aux
condensats atomiques réside dans le fait que le champ électromagnétique
qui s’échappe de la cavité du fait de la réflexivité imparfaite des miroirs
porte I'information de la phase du champ de polariton . Avec des atomes,
nous avons vu que ’on est obligé de recourir a des techniques relativement
élaborées pour accéder a la fonction de corrélation ;. Avec des polaritons,
il "suffit" de faire ’analyse des corrélations en phase du champ électroma-
gnétique sortant de la cavité.

Un premier exemple de cette analyse des corrélations en phase est
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FIGURE V.13. Pour sonder la cohérence en phase d’n fluide de polaritons bi-
dimensionnel, on fait interférer la lumiére émise avec son image miroir, ce qui
permet de reconstruire la fonction de corrélation G1(r,—r). Figure extraite de
ROUMPOS, LOHSE et al. (2012).

présenté sur la figure [VI2} tirée de l'article de WERTZ, FERRIER et al.
(2010). Les polaritons peuvent évoluer dans ce cas dans un milieu quasi-
unidimensionnel, de largeur L, entre 2 et 4um et de longueur L, de
200 pm. Ils sont produits par un faisceau pompe de tres faible diametre,
de 2 pm environ, et se propagent ensuite dans 1’échantillon. Un disposi-
tif de fentes d’Young permet de faire interférer la lumiere émise par des
points distants (jusqu'a L,) et de vérifier qu'un degré de cohérence élevé
existe entre ces points si la puissance de pompe est au dessus d"un certain
seuil. Comme attendu dans un gaz de Bose 1D dégénéré, la longueur de
cohérence est donc beaucoup plus grande que Ay ~ 4 ym.

Des expériences portant sur la géométrie 2D ont été faites par ROUM-
POS, LOHSE et al. (2012), puis par NITSCHE, KIM et al. (il s’agit dans
les deux cas du groupe dirigé par Y. Yamamoto). Nous avons représenté
sur la figure I'interférometre de Michelson utilisé par cette équipe. Il
permet de faire interférer le champ issu de la cavité avec son image mi-
roir, ce qui donne acces a la fonction de corrélation G (r, —r). L'expérience
de ROUMPOS, LOHSE et al. a été menée avec un pompage incohé-
rent et uniformeEl d’un disque relativement étendu, de diametre ~ 40 um,

13. Profil d’'intensité en forme de "chapeau haut de forme" (top hat).
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alors que celle de NITSCHE, KIM et al. (2014) a été faite avec un faisceau de
pompe gaussien de largeur totale a mi-hauteur de 15 ym.

Dans les deux expériences, on trouve que G décroit algébriquement
avec la distance quand la puissance de pompage est au dessus dun cer-
tain seuil. Cette décroissance algébrique est bien sfir en accord avec ce
qui est attendu pour le régime superfluide 2D. Toutefois, pour 'expérience
de ROUMPOS, LOHSE et al. (2012), 'exposant mesuré était nettement trop
élevé par rapport aux prédictions théoriques puisqu’il atteignait 1.2, c’est-
a-dire une valeur qui dépassait par un facteur 5 la borne supérieure pré-
dite (n = 1/D;s < 1/4). La raison mise en avant par ROUMPOS, LOHSE et al.
(2012) était le caractere hors d’équilibre du gaz de polaritons [voir aussi
I'article de revue de ROUMPOS & YAMAMOTO (2012)].

Cette explication a été modifiée dans l'article de NITSCHE, KIM et al.
(2014), qui montre quant a lui des valeurs compatibles avec la borne supé-
rieure n = 0.25 (figure . Selon NITSCHE, KIM et al. (2014), la valeur
élevée de I'exposant mesuré dans les expériences de 2012 serait due a la
forme particuliére du faisceau pompe, qui aurait favorisé une fragmenta-
tion du quasi-condensat. La lecon a retenir de ces deux mesures ainsi que
de la recherche équivalente sur les gaz d’atomes (MURTHY, BOETTCHER et
al. 2015) est la difficulté a mesurer des lois algébriques avec des exposants
aussi petits que 0.25. Toute imperfection expérimentale conduisant a une
mauvaise homogénéité du gaz risque d’augmenter la vitesse de décrois-
sance de GG; et de montrer une violation apparente de la borne supérieure
de 1/4 prédite dans le cadre de la théorie BKT.

Quelle limite thermodynamique? L’article théorique récent de ALT-
MAN, SIEBERER et al. (2015) est venu montrer que la situation des systéemes
ouverts comme les gaz de polaritons de cavité était en fait fondamenta-
lement différente de celle des systémes fermés, comme les gaz d’atomes.
La conclusion de ce travail est qu'a grande échelle, le quasi-ordre a longue
portée ne peut pas exister dans un gaz de polaritons : la fonction G (r) doit
toujours décroitre exponentiellement avec la distance r.

Le point de départ de ALTMAN, SIEBERER et al. (2015) est I’équation
d’évolution de la phase 6(r,t) du champ ¢(r,t). Moyennant des approxi-
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FIGURE V.14. Variation avec la puissance de pompe de I'exposant a,, de la loi algé-
briqgue G1(r) o< r~®. L'exposant mesuré au seuil de la transition est compatible
avec la borne supérieure 0.25. Figure extraite de NITSCHE, KIM et al. (2014).

mations raisonnables, cette équation s’écrit pour un systéme ouvert

o0 A
— =DV%) + 5 (VO)? +((r,t),

o (V.60)

qui a la structure de I'équation KPZ (Kardar-Parisi-Zhang). Le terme D
représente un coefficient de diffusion, A caractérise la force du couplage
non-linéaire et ¢ représente un bruit blanc. A partir d’une analyse par le
groupe de renormalisation, ALTMAN, SIEBERER et al. (2015) ont montré
que le terme non-linéaire finit toujours par devenir dominant, ce qui si-
gnifie que la fonction 6(r, t) devient de plus en plus "rugueuse"”. Le quasi-
condensat est donc toujours détruit a 1'issue de cette étape de renormalisa-
tion, d’ot1 la décroissance exponentielle de G;.

Toutefois ALTMAN, SIEBERER et al. (2015) expliquent également que la
distance caractéristique ¢ de cette décroissance exponentielle de G; peut
étre trés grande. La situation réalisée expérimentalement sonde donc une
échelle de longueur intermédiaire < ¢ sur laquelle on peut linéariser
I’équation KPZ. On retrouve alors la décroissance en loi de puissance pour
G1, ainsi que la transition BKT pilotée par la dissociation des paires de
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FIGURE V.15. Ecoulement d'un fluide de polaritons de vitesse ~ 6 10° m/s autour
d’un obstacle statique. A basse densité (image de gauche), une trainée claire appa-
rait dans le sillage de I’objet. A haute densité, ce sillage disparait, indication d’un
écoulement superfluide. La vitesse du son pour I'image de droite est de I'ordre de
2108my/s. Fiqure extraite de AMO, LEFRERE et al. (2009).

vortex [voir par exemple CHIOCCHETTA & CARUSOTTO (2013)].

4-5 Polaritons autour d’un obstacle

La mise en évidence directe de la superfluidité d’un fluide de polari-
tons de cavité a été faite par AMO, LEFRERE et al. (2009). Dans cette expé-
rience, on produit les polaritons avec une énergie donnée au moyen d’un
pompage cohérent et résonant. En choisissant un angle d’incidence non
nul (entre 2 et 4 degrés) pour le laser de pompe, on crée les polaritons
avec une vitesse v, non nulle, en 'occurence de 1'ordre de 610° m/s. On
peut en particulier les produire au voisinage d'un défaut du matériau
L’écoulement du fluide polaritonique autour du défaut renseigne sur son
caractere superfluide. A basse densité du fluide, ~ 1 um*Q, la vitesse du
son ¢y = % gp est inférieure a v, et on voit clairement une trainée lors du

passage du fluide sur 'objet. A plus haute densité, 40 yum~2 pour l'image

14. Ces défauts apparaissent naturellement dans le processus de croissance des échantillons
et on s’intéresse ici & un défaut de petite taille, que I'on peut considérer comme un objet
ponctuel.
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de droite de la figure cette trainée disparait, signe d’un écoulement
superfluide. Pour ces expériences, le parametre § est de l'ordre de 1073,
correspondant a une vitesse du son ¢; = 2 10°m/s pour I'expérience a
haute densité. Le caractere superfluide de I'écoulement est confirmé la me-
sure de la distribution en impulsion, qui n’est pas affectée par la présence
de I'obstacle dans le régime de haute densité.



Chapitre VI

Invariance d’échelle classique, anomalies quantiques

L’invariance d’échelle est un concept que 1’on rencontre dans de nom-
breuses branches de la physique, depuis le comportement d’un systéme
au voisinage d’une transition de phase jusqu’a la physique des hautes
énergies. Nous 'aborderons dans ce chapitre sous 'angle de la théorie de
champ classique utilisée jusqu’ici pour décrire un gaz de Bose a deux di-
mensions. L'invariance d’échelle consiste a tirer parti du fait que les dif-
férentes contributions a I'énergie du fluide se comportent de maniere tres
simple quand on multiplie une ou plusieurs variables thermodynamiques
par un facteur d’échelle A. L'invariance d’échelle permet alors de simpli-
fier considérablement 1’équation d’état qui ne dépend plus que du seul
parametre p/kpT, au lieu de faire intervenir de maniere indépendante le
potentiel chimique 1 et la température I comme c’est le cas pour un fluide
«ordinaire », a 3D par exemple.

Cette invariance d’échelle a également des conséquences sur les pro-
priétés dynamiques du systéme. Nous en donnerons un exemple a propos
du mode de respiration, ou mode monopolaire d'un gaz confiné dans un piege
harmonique isotrope (PITAEVSKII & ROSCH [1997). On trouve que ce mode
oscille toujours a la fréquence double de celle du piege, quelle que soit la
force des interactions et quel que soit le degré d’excitation du mouvement
de respiration.

Les résultats que nous venons de mentionner portent sur un fluide dé-
crit par un champ classique, dans lequel les interactions sont prises en
compte par le parametre sans dimension §. Décrire les interactions de cette
fagon revient a supposer que le potentiel entre atomes est proportionnel a
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une distribution de Dirac a deux dimensions, U(r; —r;) = %2 Go(r; —rj).
Le caractére sans dimension de g joue ici un role essentiel : c’est parce qu’il
n’y a aucune échelle de longueur, ni d’énergie associée aux interactions
que température et potentiel chimique ne peuvent intervenir que sous la
forme du rapport p/kpT. Toutefois, l'interaction de contact est singuliere
sur le plan quantique, ne serait-ce que si 1’on souhaite étudier la collision
entre deux particules. Pour traiter correctement le probleme quantique, il
est nécessaire de régulariser la distribution de Dirac.

On se retrouve alors face a un phénoméne connu sous le nom « d’ano-
malie quantique » (HOLSTEIN|1993; CABO, LUCIO et al.[1998) : on part d'un
probleme qui présente une symétrie exacte au niveau classique, en I'occur-
rence 'invariance d’échelle. Mais la quantification du probléme nécessite
une régularisation pour éliminer certaines divergences. L’anomalie réside
alors dans le fait que la version régularisée amene obligatoirement une bri-
sure de la symétrie initiale. Dans le cas du gaz 2D, la régularisation du
potentiel de contact introduit nécessairement une échelle d’énergie ¢, de
sorte que température et potentiel chimique peuvent reprendre comme a
3D des roles indépendants, les quantités sans dimension du probléme s’ex-
primant désormais en fonction des deux variables /¢ et kgT'/c. Arés avoir
décrit en détail cette procédure de régularisation, nous terminerons ce cha-
pitre en examinant les conséquences de la brisure de l'invariance d’échelle
sur le mode monopolaire.
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§ 1. Invariance d’échelle & 1’équilibre thermodynamique

échange d’énergie

ENV N,V ¥

Réservoir a
température T

FIGURE VI.1. Gauche, ensemble micro-canonique : systéme isolé décrit par trois
variables extensives : I'énergie E, le nombre de particules N et le volume V.
Droite, ensemble canonique : systéme pouvant échanger de I'énergie avec un ré-
servoir qui impose ainsi sa température T' (variable intensive). Le volume et le
nombre de particules du systeme restent fixés.

1 Invariance d’échelle a I’équilibre

Nous commengons ce chapitre par un bref rappel de quelques choix
possibles pour paramétrer et caractériser un fluide a ’équilibre thermody-
namique. Nous nous placerons ensuite dans le cadre de ’ensemble grand-
canonique avec les variables naturelles T', u, V, qui sont les plus appro-
priées pour caractériser I'invariance d’échelle recherchée.

1-1 Variables et potentiels thermodynamiques

Un fluide homogene de particules de masse m sans spin (ou polari-
sées) est caractérisé par trois variables thermodynamiques. Selon le point
de vue choisi, c’est-a-dire I'ensemble statistique adopté pour le calcul, ces
variables different mais les conséquences physiques sont bien entendues
les mémes. On peut considérer entre autres :

— l'ensemble microcanonique décrivant un systéme complétement isolé (fi-
gure gauche), les variables choisies pertinentes étant le nombre
de particules, I’énergie et le volume (ou la surface a 2D) :

E, N,V

micro-canonique : (VI.1)

échange d’énergie et de particules
V &=
Réservoir de
température T et
de potentiel chimique u

FIGURE VI.2. Ensemble grand-canonique : le systeme peut échanger de I'énergie
et des particules avec un réservoir, qui impose sa température T' et son potentiel
chimique y (variables intensives). Le volume du systéme reste fixé.

et toutes les autres quantités, entropie et pression par exemple, dépen-
dront de ces variables.

— L’ensemble canonique, ol le systéme peut échanger de 1’énergie avec un
réservoir qui impose sa température 7, mais olt on maintient fixés le
nombre de particules N et le volume V' (figure droite)

canonique : T, N, V. (V1.2)

— l'ensemble grand-canonique, ol le systeme peut échanger de 1’énergie et
des particules avec un réservoir qui impose sa température 1" et son
potentiel chimique p (figure[VI.2), les variables étant alors :

(VL3)

Une fois ces variables thermodynamiques identifiées, on caractérise
I'état du fluide par son potentiel thermodynamique. Pour I'ensemble micro-
canonique, un choix naturel est 'entropie S(E, N, V'), dont une variation
infinitésimale s’écrit :

grand-canonique : T, p, V.

1 I P
ds = TdE — TdN + TdV. (VL4)

On définit ainsi la version micro-canonique de la température 7', du poten-
tiel chimique 1 et de la pression P, avec par exemple :

1 (aS)
N,V'

T \O0E

7 (VL5)
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Pour I’ensemble canonique, le potentiel thermodynamique naturel est
'énergie libre de Helmoltz F(T,N,V) qui se déduit de l’entropie par une
transformation de Legendre :

F=E-TS (VL6)
dont la différentielle s’écrit
dF = -SdT + pdN — PdV, (VL7)
avec par exemple la définition de la pression :
P=- <((?)‘€>T,N . (VL8)

Dans le cadre de I'ensemble grand-canonique, on utilise le grand po-
tentiel, encore appelé énergie libre de Landau et noté Q(T, u, V). Il se déduit
lui aussi de I'entropie S(E, N, V) par une transformation de Legendre :

QO=FE-TS—uN (VL9)
dont la différentielle s’écrit :
dQ=-5dT — Ndu — PdV, (VL10)
avec la définition de la pression pour ces variables :
oQ
P=—|_- . VL11
()., i

On caractérise le fluide par une équation d’état qui exprime une grandeur
thermodynamique, la pression par exemple, en fonction des variables choi-
sies. Ainsi, dans le cadre de 'ensemble grand-canonique, la connaissance
de P(T, p, V) permet ensuite de calculer — a une constante d’intégration
pres — les autres quantités physiques en utilisant les dérivées croisées (re-
lations de Maxwell) :

wov=avar (o), = ()
aToOv ~ vVar ar ), \av ).,

(VL12)
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Exemple : le gaz parfait classique.
lement écrite sous la forme

Son équation d’état est traditionnel-

_ NkgT
==

P (VL13)

ce qui correspond aux choix de variables (T, N, V') de I'ensemble canonique.

Loi d’échelle "homogeéne". Une premiere invariance d’échelle apparait
pour tout fluide homogene avec des interactions a relativement courte por-
téeﬂ Dans ce cas, si on multiplie Ia taille du systéme par un facteur A tout
en gardant constantes les deux variables intensives 7' et y, alors les quan-
tités physiques extensives comme 1’énergie interne £, le nombre de parti-
cules N ou encore le grand potentiel {2 sont elles aussi multipliées par le
facteur d’échelle A :

UT, i, \V) = XQUT, 1, V). (VL.14)
En d’autres termes, une fois connue la variation du grand potentiel 2 par
rapport aux deux variables intensives T et y, sa variation vis a vis de la troi-
siéme variable (extensive) V' est une simple loi linéaire avec le coefficient
de proportionnalité 22 = —P. On en déduit la relation :

UT, 1, V) ==V P(T, ). (VL15)
Pour un fluide avec des interactions a suffisamment courte portée, 'équa-
tion d’état est donc une fonction a deux variables intensives seulement, T’

et u par exemple, ou encore T et p = N/V pour 'équation d’état du gaz
parfait (VL.13) en point de vue canonique : P = kT p.

1-2 Changements d’échelle de longueur et de temps

invariance d’échelle que nous venons de rencontrer est tres simple e
L d’échell d t tt le et
porte uniquement sur "l’additivité" de deux sous-systémes caractérisés par
les méme variables intensives. Une invariance d’échelle plus subtile que

1. Ce qui suit ne serait pas vrai pour un potentiel d’interaction en 1/| 4 — |, que I'on
trouve dans un plasma chargé ou pour un ensemble de masses en interactior\véravi ationnelle.
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7\ -

—_ 3
NAY v \ 7

FIGURE VL.3. Dilatation des longueurs par un facteur X dans le cas classique (en
haut) et quantique (en bas).

la précédente apparait quand 1’énergie du systéme possede un comporte-
ment particulier lors d’une dilatation de toutes les longueurs du systeme
(figure[VL3). Plus précisément, I'invariance d’échelle se produit si

Longueurs: £ — A\ } 1
= Energie: £ — — F.

% (VL16)

Temps : t — A%t

Quand cette propriété est vérifiée, on peut écrire une équation d’état pour
le fluide qui est une fonction de la seule variable 1/T et non plus de T et u
séparément. Il s’agit donc d’une simplification importante, puisqu’il suffit
de connaitre une fonction & une variable pour caractériser entierement le
comportement de ce fluide.

Dans ce paragraphe, nous allons expliquer comment prendre en compte
cette dilatation des temps et des longueurs dans les deux formalismes clas-
siques et quantiques. Nous allons en particulier montrer pourquoi le fac-
teur d’échelle sur 1’énergie doit étre 1/\2.

L’énergie du fluide homogene est la somme de I’énergie cinétique et de
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I'énergie d’interaction, qui s’écrivent en termes classiques

N 2
_ p; 1
B=d gt a2 Vir-m)
j= i#j

(VL17)

ou quantiques

2o i
= — Uli(r). v d
i Qm/v (r) - W (r) dir

T // Vir — ) B () B () B () B () dr dl’. (VLIS)

Dans cette derniére expression, la variable d représente la dimension d’es-
pace et U(r) est I'opérateur destruction d'une particule au point r :

U(r) =) ta(r) ba, (VL19)
[0}

avec ¢, (7) une base orthonormée et ., 1'opérateur destruction d"une par-

ticule dans 1’état v/,. Par exemple, pour un mouvement quantique 1D dans

une boite entre z = 0 et z = L (figure|[VL.3), I'indice v est un entier n > 0 et

2 . /nrx
x)=1/=sin—]).
Pour le terme d’énergie cinétique E.i,, on vérifie immédiatement que le

facteur d’échelle 1/\? est bien présent. En point de vue classique, on a en
effet

(V1.20)

Longueurs: £ — M\ 1
Ecin — FECin (VIZl)

> =

Temps : t — A2t

En point de vue quantique, la dilatation des longueurs ¢ — A conduit au
changement de base orthonormée de 'espace de HilbertE]

Yalr) > Falr) = sa (5).

2. Pour les fonctions de base du puits carré 1D données en (V1.20) et représentées en figure

[VL3] on a ainsi:
Pn(z) = \/gsin (%) = %W(:E/A).

(V1.23)

L—AL: (V1.22)
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On vérifie alors que I'opérateur énergie cinétique

R h2
M = — AT P * . d
Hen = 5~ ;ﬂ aaag/Vwa(r) Vis(r) dir (VL.24)
est bien modifié comme )
Hein — 2 Hein. (V1.25)

L'invariance d’échelle recherchée en (VI.16) se produira donc si I'éner-
gie d'interaction vérifie elle aussi

1
Einter. - Einter.

classique : 2 (VL.26)
N 1 4
quantique : Hinter. — FHinter_ (VL.27)

1-3 Conséquences d’une loi d’échelle pour I’énergie

A la section suivante (§ , nous passerons en revue quelques
exemples de fluides vérifiant la loi d’échelle sur I'énergie donnée en
(VL16). Auparavant, nous allons examiner les conséquences sur I'équation
d’état du fluide de cette loi d’échelle, quand elle existe.

Supposons donc que la relation (VI.16) est vérifiée et placons-nous pour
commencer dans le cadre de la physique classique. Le poids d"une configu-
ration donnée de positions et de vitesses avec IV particules fait intervenir

E(N; {rjvpj}) — puN
kT

Les quantités physiques a 1’équilibre thermodynamique sont évaluées en
calculant leur valeur moyenne avec cette distribution de probabilité.

P(N;{rj,p;}) o exp |— (VI1.28)

Considérons une quantité physique F(N;{r;,p;}) intervenant dans
I'équation d’état du fluide. Ce peut étre par exemple I'énergie ou la densité.
Calculons la moyenne F(T, ;1) a I'équilibre thermodynamique :

N
F(T,p) = Z/P(N; {rj,p;}) F(N;{r;,p;}) []d%; d%p;.  (V129)
N

j=1
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Supposons de plus que la quantité physique F(N;{r;,p;}) posséde elle-
méme une loi d’échelle caractérisée par I'exposant v dans 1'opération de
dilatation des longueurs et des temps :

1 1
F(N; {/\Tj7 ij}) = 2 F(N; {rjapj})'
Par exemple, on a v = d/2 si on prend pour F la densité spatiale a d di-
mensions

(VL.30)

N
P ()= "6(r —r)). (VL31)
j=1
puisque §(Az) = +0(z) pour chaque dimension d’espace.
Si on fait sur T et p la transformation d’échelle
1 1

on peut alors vérifier qu'une loi d’échelle s’applique également a 7 (T, p).
Il suffit pour cela de faire le changement de variables

dans l'intégrale (V1.29) définissant F (T, ;1) et d'utiliser
1 1
E(N;{xrj, 1pj}) = 5 E(N: {7, pi})- (VL.34)

Le poids de Boltzmann P défini en (V1.28) reste alors inchangé et on obtient
pour la quantité thermodynamique F

(1 1 1 -

F (/\QT, /\2u> = F(T, ). (VL35)
En choisissant A\* = T, on en déduit immédiatement que F peut s’écrire
sous la forme :

F(T,p) = (kaT)” f (L) (VL36)
ksT

Cette preuve s’étend au niveau quantique, une démonstration possible —

calquée sur la démonstration classique — consistant a passer par le forma-

lisme de l'intégrale de chemin avec l'action S = [, [ L et la densité de
lagrangien £ = ihiy*0ytp + %|V1/1|2 + Linter.-
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Exemple : densité dans l’espace des phases.
sion est définie comme

Cette quantité sans dimen-

D=pDAL  avec Apoc T2 (VL.37)

Nous avons vu en (VI.31) que I'exposant v est égal a d/2 pour la densité
spatiale p(? ; on en déduit que

—g( *
D=9 ().

ce qui est I'invariance d’échelle recherchée pour cette équation d’état.

(VL38)

1-4 Fluides invariants d’échelle

Le gaz parfait. Parmi les fluides invariants d’échelle, c’est-a-dire présen-
tant la loi d’échelle (VI.16), le plus simple est sans doute le gaz parfait.
Puisque l’énergie d’interaction est nulle dans ce cas et que 1’énergie ciné-
tique vérifie (VL2I}[VL.25), on est certain que l’équation d’état de ce gaz
donnant la densité dans 1'espace des phases ne sera une fonction que de
la seule variable p/kpT. Cette invariance d’échelle était bien présente dans
les résultats que nous avions trouvés au chapitre 2, puisque nous avions
obtenu la relation

D = Ligys (e“/ ’fBT) . (V1.39)

Fluide avec des interactions en 1/r2. 1l est immédiat de vérifier que si le
potentiel V (r) décrivant les interactions binaires s’écrit [LANDAU & LIF-
SHITZ (1987), § 35] :

Vo

Iri —7;[?

V(’l"i — ”']‘) = (VI40)
alors la contrainte (VI.26) sur 1’énergie d’interaction est satisfaite. Nous
n’étudierons pas ici ce type d’interactions, signalons simplement qu’elles
sont a la base de nombreuses études de physique mathématique et de théo-
rie statistique des champs, avec les modeles de Calogero—-Sutherland — Mo-
ser.
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Le gaz de Fermi unitaire a trois dimensions. Considérons un gaz de
Fermi a deux composantes 1 et |, a température suffisamment basse pour
que les interactions entre particules de méme spin 11 ou |, qui ne se pro-
duisent que pour des ondes partielles de moment cinétique supérieur a
1, soient négligeables. Les seules interactions présentes se produisent dans
l'onde s (moment cinétique nul) entre les deux composantes 1. Elles se dé-
crivent par 'amplitude de diffusion dépendant du moment relatif & entre
les deux atomes entrant en collision,

—a

f(k) = 1T iha’ (VL41)

oll a est la longueur de diffusion associée a cette interaction.

Dans la situation « normale » o1 ¢ prend une valeur finie et non nulle,
les interactions dans un gaz ultra-froid sont bien décrites par la limite & —
0 de (VL4I), c’est-a-dire f(k) ~ —a. La longueur de diffusion introduit
alors une échelle d’énergie naturelle dans le probleme,

h2
€=—5, (V1.42)
ma
de sorte que I'équation d’état peut s’écrire, en absence d’autre échelle de
longueur pertinente
kT
D=F <B’ “) )
€ €

(V1.43)

Dans cette écriture, on a tiré parti du fait que D étant sans dimension, on
doit pouvoir l'écrire en terme de deux combinaisons possibles également
sans dimension, obtenues a partir des trois énergies intervenant dans le
probleme kg7, p1 et e.

Gréce a des résonances de diffusion (résonances de Fano-Feshbach), on
peut faire varier la longueur de diffusion «a et la rendre infinie, auquel cas
I'amplitude de diffusion prend sa valeur maximale :

i
f(k) = Z (V1.44)
correspondant au régime unitaire [pour une revue, voir par exemple IN-

GUSCIO, KETTERLE et al. (2008) et ZWERGER (2011)]. Dans ce régime, il
n'y a plus d’échelle de longueur a associée aux interactions, donc plus
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d’échelle d’énergie €. Le seul moyen d’exprimer la grandeur sans dimen-
sion D en fonction des deux énergies kT et u est donc de ne faire interve-
nir que le rapport de ces deux quantités, ce qui conduit de nouveau a une
équation d’état invariante d’échelle du type écrit en (VL.38).

Notons que le caractere fermionique des particules est essentiel pour ce
raisonnement. Pour des bosons, 'étude du probléme a trois corps montre
que des états liés du type de ceux prédits par EFIMOV (1971) apparaissent.
L’émergence de ces états vient introduire une nouvelle échelle de longueur
et d’énergie dans le probleme, ce qui empéche 1'obtention de 'invariance
d’échelle. Cette brisure de l'invariance d’échelle peut d’ailleurs étre vue
comme une « anomalie quantique », semblable a celle que nous allons ren-
contrer un peu plus loin quand nous aurons a régulariser le potentiel de
contact. Pour les fermions en revanche, WERNER & CASTIN (2006b) ont
montré rigoureusement que le processus d’Efimov est absent, au moins si
ces fermions sont de masse égale.

Le gaz de Bose a 2D en interaction faible (g < 1). Dans ce cours, nous
avons traité les interactions entre particules par une interaction de contact

Viri—r;)=—go@(r; —rj). (V1.45)
m

C’est ce qui nous a permis, dans le cadre de la description de I'état du gaz

par un champ classique ¢(r), de simplifier le terme d’interaction :

5 [[ Vo= e e e w @

h2
— 5,0 / [ (r)[* d?r. (VL.46)
m
Or la relation déja mentionnée §(Az) = 16(z) pour chaque dimension d’es-
pace entraine qu’a deux dimensions, le potentiel de contact vérifie la loi
d’échelle recherchée :

1
Einter. — F Einter.

On s’attend donc la aussi a ce que la densité dans 1’espace des phases soit
une fonction de la seule variable sans dimension 11/ kg T, comme indiqué en
(V1.38). Dans la section qui suit, nous allons montrer que cette invariance

(V1.47)
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d’échelle est effectivement bien vérifiée expérimentalement dans la zone
de validité de I'approche "champ classique". Nous étudierons ensuite dans
les sections 3 et 4 la brisure possible de cette invariance, liée au fait que le
potentiel de contact & deux dimensions est singulier et qu'il faut le
régulariser pour décrire correctement I'interaction quantique entre atomes.

2 Mesures de I’équation d’état d’'un gaz 2D

2-1 Approximation de densité locale

Les premieéres mesures précises de I'équation d’état d'un gaz atomique
a deux dimensions ont été faites en 2011 par les groupes de Chicago et de
I'’ENS (HUNG, ZHANG et al.2011/; HA, HUNG et al. 2013/; YEFSAH, DESBU-
QUOIS et al. 2011). Ces expériences ont été menées dans un piege harmo-
nique dans le plan zy créant le potentiel isotrope

1
Virap(r) = —mw?r?,

. (V1.48)

r=(z,y).
On varie le nombre d’atomes NV et la température I' du nuage, et on me-
sure la densité spatiale p(r) par une technique standard d’absorption d"un
faisceau sonde résonant.

Le lien avec I'équation d’état d'un gaz uniforme repose sur l'approxi-
mation de densité locale, que nous avons déja eu I'occasion de présenter.
Pourvu que la densité p(r) varie lentement a 1’échelle des parameétres mi-
croscopiques du gaz (longueur d’onde thermique, libre parcours moyen,
longueur de cicatrisation), ’état du gaz au voisinage d'un point = est le
méme que celui d'un gaz uniforme de méme température et de potentiel
chimique

:uloc(r) =pu—V(r), (VL49)

ol u est le potentiel chimique du nuage piégé.
Pour déterminer la température T et le potentiel chimique ;1 du nuage,
on fait un ajustement de la distribution de densité dans les ailes du nuage

par la loi connue pour un gaz tres dilué. Si on néglige complétement les
interactions, cette loi est celle du gaz de Bose idéal a deux dimensions (cf.
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FIGURE VI.4. Vérification de I'invariance d’échelle pour un gaz 2D de 8"Rb en
interaction relativement faible, g = 0.1. Les profils de densité p(r) mesurés dans
un potentiel V (r) se regroupent sur une courbe unique si on trace la densité dans
Iespace des phases D(r) = p(r)\2 en fonction de poc(r)/kpT. Les deux régimes
Hartree—Fock (HF) et Thomas—Fermi (TF) correspondent respectivement au cas

faiblement et fortement dégénérés. Figure extraite de la theése de Tarik YEFSAH
2011).

chapitre 2) :

p(r) = —A7% In (1 — etoc(r)/ ’“BT) avec A2 T,  (VL50)

I'ajustement se faisant simultanément sur les deux parametres T et p. On
peut raffiner cet ajustement en incluant les interactions entre atomes dé-
crites a I'approximation de Hartree—Fock [chapitre 5, § 2.2 et HADZIBABIC

& DALIBARD (2011)].

Une fois T' et p déterminés, la vérification de l'invariance d’échelle et
I'équation d’état du fluide sont obtenues en reportant sur une méme fi-
gure tous les profils de densité dans 1'espace des phases D(r) = p(r)\%.
Plus précisément, on trace les courbes D(r) obtenues pour différents
couples (1, T') en fonction du méme parametre pqc(r)/kgT. Sil'invariance
d’échelle est vérifiée, on s’attend & ce que tous ces profils se regroupent sur
une seule courbe, correspondant a un parametre d’interaction § donné.
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FIGURE VL.5. Symboles fermés : équations d’état mesurées pour un gaz de molé-
cules SLiy avec un parametre d'interaction § = 0.60 (carrés), 1.07 (cercles), 2.75
(triangles). Les lignes pointillées donnent la prédiction obtenue par simulation
de champ classique (PROKOF'EV & SVISTUNOV 2002). Les symboles ouverts
donnent le résultat d'une simulation de Monte Carlo quantique. Figure extraite
de BOETTCHER, BAYHA et al. (2016).

C’est ce que l'on vérifie sur la figure obtenue avec un gaz 2D
d’atomes de rubidium. On a tracé également la prédiction obtenue a partir
de simulations de champs classiques faite par PROKOF'EV & SVISTUNOV
(2002). On constate un excellent accord sur toute la gamme des valeurs
p/ksT, s’étendant depuis la région non-dégénérée, quasi-classique (ré-
gime Hartree-Fock), jusqu’au régime fortement dégénéré (Thomas—Fermi)
oll les excitations thermiques sont tres faibles et o1 'équation d’état s’écrit
simplementﬂ

h? 2w

=—9g — D=— .
p="—gp G sl

(VL51)

3. La réduction des fluctuations de densité est implicitement prise en compte dans cette

expression. Si ces fluctuations de densité étaient présentes et telles que (p?) = 2 ({p))? (cha-
2

pitre 3, § 3.1), on aurait u = 2%@;) ouencore D = T £

Z mT e qui correspond a la courbe
tiretée (régime Hartree—Fock) de la figure@.
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Ce type d’expérience a été repris récemment par le groupe d’Heidel-
berg pour un gaz de molécules Li, au voisinage d’une résonance de Fe-
shbach (BOETTCHER, BAYHA et al.2016)) [voir aussi des résultats de méme
nature par le groupe de Chicago (HA, HUNG et al. 2013) et par le groupe
de Melbourne (FENECH, DYKE et al. 2016)]. Cela permet d’atteindre des
parametres d’interaction g nettement supérieurs et de rechercher des dé-
viations par rapport a la prédiction obtenue avec des champs classiques.
Les résultats de BOETTCHER, BAYHA et al. (2016) sont reportés sur la figure
L’accord avec les prédictions de champ classique est relativement sa-
tisfaisant pour g = 0.60 et il se dégrade (en valeur relative) pour g = 1.07.
Le parametre en abscisse de cette figure est ;1/kpT’, mais ces courbes ont
été obtenues pour une seule température, de I'ordre de 60 nK. L'invariance
d’échelle n’est donc pas testée de maniere directe dans cette expérience.

2-2 Liens entre quantités thermodynamiques

L'invariance d’échelle d"un fluide ameéne avec elle toute une série de re-
lations entre quantités thermodynamiques qui auraient autrement été in-
dépendantes. Ce point a été exploré initialement par HO (2004) dans le
cadre du gaz de Fermi unitaire a trois dimensions. Dans ce paragraphe,
nous allons nous concentrer plutét sur le gaz de Bose bi-dimensionnel.

Notre point de départ sera deux relations de Maxwell déduites de la
différentielle du grand potentiel dQ2 = —SdT — Ndu — PdV :

) ), ()., ()
o)y NV )y, ar),, ~\av ),

Notons que nous continuons a utiliser la notation V' pour désigner la taille
du systéme, alors qu'il ne s’agit pas a proprement parler d’un volume mais
d’une aire. De méme, nous utilisons la dénomination "pression” pour la
variable P, qui en toute rigueur a la dimension d’une tension superficielle.

(VL52)

Considérons d’abord la premiére de ces relations et utilisons la loi
d’échelle homogene vue en §[I-1} valable pour des interactions a courte

portée :
ON N
<8V>T7u =y =F (VL53)
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Du fait de 'invariance d’échelle, nous savons que la densité dans ’espace
des phases pA\% est une fonction de p/kpT, et donc que la densité spatiale
p peut s’écrire comme kpT fois une fonction de p/7 :

p(,T) = kpT ¢ (k:T> . (VL54)

Ici, ¢’ représente la dérivée d'une fonction g, la raison d’étre de cette écri-
ture apparaitra dans la ligne qui suit.

L'intégration de

oP
—-— =p(p, T VIL.55
( o )Ty p(u, T) (VL.55)
nous indique que la pression s’écrit
_ 2 H
P T) = (g (27 ) (VL56)

Passons maintenant a la seconde relation de Maxwell écrite en (VL52).
Comme nous l'avons fait pour le nombre de particules en (VL53), nous
pouvons simplifier le membre de droite pour un systeme avec des interac-
tions a courte portée en introduisant I'entropie par unité de surface S/V :

sy _ S
V)p, V

En injectant I'expression (VI.56) pour la pression, nous en déduisons

(VL57)

S 2P —pup

== ———. VI.58

Vv T ( )
Cette relation a été utilisée par YEFSAH, DESBUQUOIS et al. (2011) pour
déterminer l'entropie du gaz sur une grande plage de valeurs de p/kpT,
avec des valeurs aussi basses que 0.06 kg par particule pour les échantillons
les plus froids.

Une derniére relation utile consiste a relier pression et énergie par unité
de surface £/V. En utilisant le fait que le grand potentiel

QO=F—-TS—uN (VL59)
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est égal (toujours pour des interactions a suffisamment courte portée) a
— PV, on trouve en injectant le résultat (VI.58) :

E = PV. (VL60)

Un résultat similaire (avec un coefficient numérique différent du fait du
changement de dimensionnalité) avait été obtenu par HO (2004) pour un
fluide 3D.

2-3 Les méthodes "sans ajustement"

L'existence de I'invariance d’échelle offre une voie alternative & 1’ana-
lyse des profils de densité dans un piege et ’obtention de I'équation d’état
du fluide. Cette méthode a été mise au point par le groupe du MIT pour
un gaz tri-dimensionnel de fermions a la limite unitaire KU, SOMMER et al.
(2012). Elle a ensuite été adaptée au cas bi-dimensionnel par le groupe de
I’ENS (DESBUQUOIS, YEFSAH et al.[2014).

Nous ne rentrerons pas dans les détails de cette méthode qui tire parti
de I'approximation de densité locale et nous renvoyons le lecteur a la these
de DESBUQUOIS (2013) dans laquelle elle est détaillée. Elle permet d’évi-
ter la détermination de la température et du potentiel chimique de chaque
réalisation de 'expérience, ce qui élimine une source importante d’erreurs
systématiques. Cette méthode repose sur le choix judicieux de deux va-
riables thermodynamiques sans dimension, qui ne nécessitent pas d’as-
signer une température et un potentiel chimique a chaque image, ni de
connaitre la détectivité du systeme experimental. Ces données sont déter-
minées a posteriori, en utilisant un point de référence pour lequel I'état du
gaz est bien connu.

Comme expliqué par DESBUQUOIS, YEFSAH et al. (2014), il y en prin-
cipe une infinité de couples de variables sans dimension qui peuvent étre
choisies. En pratique, comme ces variables passent la prise de dérivée de
grandeurs expérimentales, le choix est restreint; KU, SOMMER et al. (2012)
et DESBUQUOIS, YEFSAH et al. (2014) introduisent une compressibilité ré-
duite et une pression réduite :

_R _dp m_ [T

po-m
m Vi 2o Jy..,

P(Vtrap) dVirap- (VL61)
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qui se calculent pour chaque image du gaz donnant p(r), connaissant le
potentiel de piégeage Vi, ap (7). En reprenant les notations de la section pré-
cédente, on constate que & et P sont proportionnels respectivement aux
fonctions ¢g” et g/(g')%.

L'intérét de paramétrer la densité spatiale par le potentiel du piege Virap
réside dans 'approximation de densité locale : cela revient a paramétrer
par le potentiel chimique puo. en utilisant o (7) = pt— Virap (7). On obtient

ainsi une courbe paramétrée dans le plan (%, P)

F(Virap)s P(Virap) (VL62)
sur laquelle tous les points de mesure doivent s’accumuler et qui constitue
en elle-méme une version de 'équation d’état. Le retour vers une équa-
tion d’état plus "traditionnelle”, par exemple la densité dans 1'espace des
phases D en fonction de p/kpT, se fait en manipulant les relations thermo-
dynamiques vues au paragraphe précédent.

2-4 Comportement universel autour de 7,

L'invariance d’échelle (approchée) que nous avons étudiée jusqu’ici
portait sur I’ensemble du régime du fluide dimensionnel, depuis la région
faiblement dégénérée ot 1i/kpT est grand en valeur absolue et négatif jus-
qu’a la région fortement dégénérée ou1 j1/kpT est positif et grand devant 1,
en passant par la zone critique. Pour chaque valeur du parametre d’inter-
action g, nous obtenons une fonction G(u/kgT’) qui permet de déterminer
I'ensemble des grandeurs thermodynamiques du fluide.

En revanche, nous n’avons pas cherché a connecter deux fonctions G
différentes obtenues pour deux valeurs de §. Une telle connexion n’est
d’ailleurs a priori pas possible, sauf si on se limite au voisinage du point cri-
tique. Dans cette région, une universalité supplémentaire apparait (PRO-
KOF'EV & SVISTUNOV 2002). Elle indique que 1’écart d’une quantité phy-
sique a sa valeur critique, par exemple D — D, pour la densité dans l'espace
des phases, doit s’exprimer comme une fonction de la seule variable

i o (r) )

(V1.63)
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FIGURE VI.6. Ecart entre la densité dans I'espace des phases D et sa valeur cri-
tique D, en fonction du parametre "universel” défini en (VL.63). Le parametre g
vaut 0.05 (triangles verts), 0.13 (losanges bleus), 0.19 (cercles rouges) and 0.26
(carrés magenta). L'insert représente la variation de D en fonction de j1/kgT. Ces
mesures sont faites sur un gaz de césium au voisinage d’'une résonance de Fesh-
bach. Figure extraite de HUNG, ZHANG et al. (2011).

Cette prédiction a été testée avec succes par le groupe de Chicago. HUNG,
ZHANG et al. (2011) ont étudié le voisinage du point critique pour des para-
metres d’interaction variant de 0.05 a 0.26 (figure [VL6). Ils ont montré que
les variations de la quantité D — D, peuvent effectivement se superposer
quand on les trace en fonction de la variable (VL.63).

3 Le potentiel delta a 2D

L’invariance d’échelle que nous venons d’étudier est une propriété re-
marquable des gaz 2D; elle est directement liée a la possibilité de modéliser
le potentiel d’interaction entre deux atomes U(r; — r2) par une distribu-
tion de Dirac, avec §*P) (A7) = 5 63P)(r). Cette modélisation ne pose pas
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de probleme particulier au niveau de la description en champ classique.
En revanche, elle n’est pas tenable si on veut prendre en compte le carac-
tere quantique du mouvement des atomes. Nous avons vu au chapitre 2
que le traitement quantique de la collision entre deux particules introduit
une échelle de longueur, la longueur de diffusion a deux dimensions a,.
Or T'existence de cette longueur a pour effet immédiat de briser l'inva-
riance d’échelle. Dans cette partie, nous allons brievement revenir sur le
probleme de collision a deux dimensions, pour expliciter le probleme lié a
une interaction de contact. Nous allons adopter ici la procédure détaillée
par HOLSTEIN (1993), qui consiste a partir d"une distribution de Dirac et a
la régulariserlﬂen mettant une coupure dans I’espace des impulsions a une
valeur maximale Q.

3-1 Etat stationnaire de diffusion

Nous considérons ici une collision entre deux particules identiques
de masse m en nous plagant dans le référentiel de leur centre de masse.
Comme expliqué au chapitre 2, cela revient a étudier le probleme de la dif-
fusion d’une particule de masse réduite m, = m/2 par le potentiel U(r).
Considérons un état de diffusion v(r) d’énergie positive

h2E?
- 2m,

(VL64)

et écrivons U(r) comme une distribution de Dirac d’amplitude h?g/m
comme nous l’avons fait dans les chapitres précédents :

h2
U(r)=-—3 5D (). (VL65)
L’équation de Schrodinger indépendante du temps permet de déterminer

la forme des états stationnaires de diffusion d’énergie E. Cette équation

4. La discussion d’autres méthodes de régularisation est présentée par exemple dans
MEAD & GODINES (1991), CABO, LUCIO et al. (1998) et NYEO (2000). Il est par ailleurs pos-
sible d'implémenter une version spatialement discrétisée du probléme qui permet d’éviter
toute divergence, comme montré par MORA & CASTIN (2003) et CASTIN (2004). On peut en-
fin utiliser une famille de potentiels plus élaborés, les A potentiels, comme expliqué dans OL-
SHANII & PRICOUPENKO (2002), PRICOUPENKO (2004) et PRICOUPENKO & OLSHANII (2007)
(voir aussi TAN (2005)).
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s’écrit
(V2 +E2) 4(r) = go(r) y(r). (VL66)
Nous souhaitons déterminer la forme des états stationnaires de diffusion

¥(r) et montrer pourquoi I'amplitude de diffusion contient un terme sus-
ceptible de briser I'invariance d’échelle.

Passons cette équation en point de vue de Fourier en introduisant la
transformée ¢(q) de ¥ (r) :

1
(2m)?

?(q) = / e T (r)d?r  Y(r) = / T ¢(q) d®q  (VL67)
ce qui donne
(4> = k%) ¢(q) = =g ¥(0). (VL.68)

Puisqu’on s’intéresse a un probleme de diffusion, la solution de cette équa-
tion s’obtient en ajoutant ’onde plane incidente e!*'" a la solution particu-
liere proportionnelle a g :

g¥(0)
=2m)%0(qg—k) — . V1.69
¢(q) = (2m)° 6(q — k) e — (VL69)
Notons que nous avons ajouté le facteur de convergence ic a 1'énergie o
k2 de I’état recherché, car nous recherchons l’état stationnaire de diffusion

avec une onde cylindrique sortante.

Supposons pour 'instant connue la valeur de §(0). La transformée de
Fourier 2D inverse de la fonction 1/(¢?> — k? — ie) est proportionnelle a la
fonction de Hankel de premiére espeéce :

i
H(gl)(kr) = *;/

cette fonction étant elle-méme directement reliée aux fonctions de Bessel
de premiére et deuxieme espeéce, Jy et Hy, rencontrées au chapitre 2 :

ig-r

e 2
P — d“q, (VL.70)

HV (x) = Jo(@) + Yo (). (VL71)
Le comportement asymptotique de H, él) (kr) aux grands r est
2 .
H(l) kr) ~ \/> i(kr—m/4) VI1.72
o (kr) o © ( )

qui est bien celui d'une onde cylindrique sortante. L'état stationnaire de
diffusion (VI.69) s’écrit donc dans 1’espace des positions

gy (0) HY (k). (VL73)

e

On retrouve donc un probleme de diffusion similaire a celui traité au
chapitre 2 avec 'amplitude de diffusion

(VL.74)

3-2 Nécessité d’une coupure

Pour caractériser entierement la diffusion par le potentiel gé(r), il nous
reste a évaluer gi(0). Pour cela, repartons de (VI.69) et remarquons que
I'auto-cohérence du modele nécessite d'imposer

/

La nécessité d’'imposer une coupure dans I'espace des impulsions apparait
alors immédiatement, puisque l'intégrale qui précede diverge a 2D (alors
qu’elle ne pose pas de probléme a 1D). Avec la coupure, l'intégrale se cal-
cule en utilisantPl:

r

ol nous avons négligé une contribution en 1/Q?. Nous obtenons donc

1
q? — k2 —ic

94(0)
(2m)?

¥(0) = ﬁ / P(q) d’q=1 — d?q.  (VL75)

2q

(VL77)

1

§0) = F(k) = T - (VI78)
-+ —In(Q/k) + -
g 2 4
5. On rappelle que
1 _pp ( ! ) +inb(z — o). (VL76)
T — xg — i€ T — o
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ce qui correspond a la structure trouvée au chapitre 2 pour I'amplitude de
diffusionf’

1
k) =~ - (VL79)
% h’l(]./kG,Q) —+ Z
avec la longueur de diffusion
e—27r/_?]
as = o (VL.80)

qui dépend a la fois du parametre sans dimension § et de la coupure Q.

Dans le probleme du gaz 2D traité par champ classique, nous avons
utilisé le fait qu'un potentiel de contact gé(r) pouvait se décrire par une
amplitude de diffusion f(k) constante

1
champ classique : — =

f(k)

Quand on prend en compte le caractére quantique du mouvement des par-
ticules, on voit qu’au niveau du probleme a deux corps, cette approxima-
tion n’est pas possible stricto sensu. En particulier, contrairement a ce qui
se produit pour le cas 3D [cf. eq. (VL4I)], I'amplitude f(k) n’admet pas de
limite finie quand k£ — 0 dans le cas bi-dimensionnel.

(VL81)

Quf =

En résumé, nous trouvons pour le potentiel de contact %2 go(r) :

— qu'il est nécessaire d’introduire une coupure () dans 1’espace des im-
pulsions;

— que cette coupure modifie I’amplitude de diffusion f(k) :

1y 1~1+1IH(Q)
fk) " g Fk) g 2\ k

oll 'on a gardé ici uniquement les termes réels (dominants) dans

1/f(k);

(VL82)

6. Pour simplifier 1'écriture, nous négligeons ici certaines corrections logarithmiques
d’ordre unité, comme le coefficient = 0.89 qui apparaissait dans 1’équation (106) du chapitre
2.
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— que cette coupure fait émerger une longueur de diffusion a deux di-
mensions ay, la modification de I'amplitude de diffusion s’écrivant
alors :

(VL83)
oltay = ée*%/ .

Comme nous I’avons indiqué plus haut, la présence de cette échelle de
longueur vient briser I'invariance d’échelle que nous avions trouvé dans
le formalisme du champ classique : les interactions quantiques a deux di-
mensions ne peuvent pas se décrire avec un nombre sans dimension § in-
dépendant des échelles d’énergie en jeu. En particulier, I'équation d’état

du gaz prend désormais la forme générique suivante (RANCON & DUPUIS
2012) :

oo
N =F | : V1.84
pPAT = F [kBT, g(u)} (V1.84)
Nous allons maintenant examiner sur le cas simple 7' = 0 la structure de
cette équation d’état.

3-3 Equation d’état a température nulle

Dans ce paragraphe, nous discutons brievement une premiére manifes-
tation de la brisure de I'invariance d’échelle, qui se manifeste sur I'équation
d’état du gaz de Bose 2D a T' = 0. L'écriture de cette équation d’état a fait
I'objet de nombreuses publications depuis les travaux initiaux de SCHICK
(1971) et PoPoOV (1972). Notons que dans ce cas, le théoréme de Mermin-
Wagner ne s’applique plus et le gaz peut présenter un véritable ordre a
longue portée avec une fraction condensée importante.

Dans le cadre de la théorie de champ classique, I’équation d’état du gaz
2D a T = 0 est simplement (cf. chapitre 5, équation 12) :

h? mp

w=—aqgp — P=ga (VL.85)
m

Qi

Cette relation linéaire entre densité spatiale p et potentiel chimique p est
inévitable dans le cadre d'une équation d’état invariante d’échelle, dans la
limite 7" — 0. En effet, nous avons vu que l'invariance d’échelle entraine
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que la densité dans I'espace des phases est de maniere générale une fonc-
tion de p/kpT seulement, dont on déduit :

0 0
D=G|—— — TG|—].
g(kBT> poxTy (kBT)
Pour qu’une limite 7" — 0 existe pour la densité spatiale p dans cette der-

niére relation, il faut que le terme dominant de G(z) quand z — oo soit
linéaire en x et on en déduit alors immédiatement p o pu.

(VL.86)

La brisure de 'invariance d’échelle par les effets quantiques vus plus
haut va venir modifier ce résultat trés simple. On peut montrer de maniere
générale que la relation entre p et p fait intervenir ’'amplitude de diffu-
sion f(k) pour des collisions de trés bas vecteur d’onde, qui sont les seules
pertinentes dans ce régime (POPOV [1972). La substitution de I'amplitude
de diffusion "classique" g par 'amplitude de diffusion "quantique"
conduit alors a une expression du type

m 1
= |
P= ompz (k* ag) ’

ot nous avons introduit une échelle "naturelle”" de vecteur d’onde k. qu’il
s’agit maintenant d’expliciter. Nous allons pour cela nous appuyer sur la
synthese faite par MORA & CASTIN (2009), dont nous allons énoncer les
principaux résultats [voir aussi ASTRAKHARCHIK, BORONAT et al. (2009)].
On pourra consulter également les articles plus récents de MASHAYEKHI,
BERNIER et al. (2013) et SALASNICH (2017) ol1 des corrections supplémen-
taires sont prises en compte.

(V1.87)

Partant d’interactions caractérisées par la longueur de diffusion as, on
cherche & faire un développement de I’expression des différentes quantités
physiques du gaz a température nulle en puissances du parametre

1 h?

avec FEp=—.

Ce parametre est effectivement petit devant 1 si on prend une limite basse
densité pour laquelle 0 < p < E,;. MORA & CASTIN (2009) calculent en
particulier le grand potentiel qu’ils écrivent sous la forme :

mp? [1

Q
(M)_ *+O¢0+OZ16+... .

= VI.89
L? 8mh? | € (VL89)
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et pour lequel ils calculent explicitement les premiers coefficients du déve-
loppement a et «;.

On déduit de cette expression la densité spatiale :

N 1 (09
=—=—= | = VI.90
=5 (), v
ce qui donne a I’ordre le plus bas en ¢
mp Es5
= In{—|. 1.91
p= s (2) (V191)
11 s’agit bien de la forme annoncée en (VI.87), en posant
27.2
ks _ (V1.92)
m

C’est donc la valeur du potentiel chimique qui vient donner 1’échelle perti-
nente de vecteur d’onde k. a insérer dans I'amplitude de diffusion et dans
I’équation d’état.

3-4 Le cas pratique d’une expérience d’atomes froids

Considérons maintenant le cas pratique d'un gaz bi-dimensionnel ob-
tenu en appliquant un fort potentiel de confinement dans la direction z.
Nous supposons comme d’habitude que ce potentiel est harmonique de
pulsation w,. Nous avons donné au chapitre 2 I'expression de la longueur
de diffusion a 2Df]:

—27/g

(VL93)

a2 = Goh €

Dans cette expression, aon, = (h/ mwz)l/ 2 représente 1’extension de 1’état
fondamental du mouvement selon la direction z. On trouve alors en utili-

sant (VI.91)
mp |1 1 W
~N— |-+ —1 .
o~ 5 ()

7. Comme plus haut dans ce chapitre et pour simplifier la discussion, nous négligeons
ici un coefficient multiplicatif d’ordre unité, présent dans 1'équation (110) du chapitre 2 mais
sans importance pour la discussion présente.

(VL.94)
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FIGURE VL7. Paramétre G = m/(h2k), caractérisant le lien entre densité p et
potentiel chimique v a trés basse température pour un gaz 2D d’atomes de cé-
sium. La théorie de champ classique prédit G = g (ligne droite rouge). La ligne
noire continue représente une prédiction basée sur la théorie de Ginzburg—Landau
(SACHDEV & DEMLER 2004). Les symboles ouverts ont été obtenus pour un gaz
évoluant dans un réseau optique opérant dans un régime oit son effet est essen-
tiellement une renormalisation de la masse et de la force des interactions. Figure
extraite de HA, HUNG et al. (2013).

Dans la plupart des expériences d’atomes froids, potentiel chimique p et
énergie de confinement Aw, ne different pas par plusieurs ordres de gran-
deurs, de sorte que le deuxieme terme du crochet figurant ci-dessus est
généralement notablement plus petit que 1. Si le parameétre d’interaction g
est lui-méme plus petit que 1, le terme dominant dans est1/g, etla
théorie de champ classique s’applique.

L'expérience menée a Chicago par HA, HUNG et al. (2013) sur des
atomes de césium dans un réseau optique a toutefois permis de sonder
le régime T" ~ 0 en présence de fortes interactions, avec le parametre j
dépassant 2. A partir de la compressibilité x = g—” du gaz superfluide
a température tres basse, HA, HUNG et al. (2013) définisse le parametre
G = m/(K*k). Les valeurs mesurées pour ce parametre sont représentées
sur la figure[VL.7] Elles montrent une déviation notable par rapport a la pré-
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diction de la théorie de champ classique G' = § pour les grandes valeurs
de g.

4 Le mode de respiration d’un gaz piégé

Pour mettre en évidence l'éventuelle invariance d’échelle d"un gaz bi-
dimensionnel, PITAEVSKII & ROSCH (1997) ont proposé d’étudier le mode
de respiration de ce gaz quand on le confine dans un piége harmonique
isotrope, V(1) = $mw?r? avec r? = 22 +y2. Ce mode de respiration, encore
appelé mode monopolaire, consiste en une dilatation puis une contraction
isotrope du gaz. En présence de l'invariance d’échelle, il doit présenter les

propriétés suivantes :

— Il se fait a la fréquence 2w, sans aucune modification liée aux interac-
tions.

— Il ne présente pas d’amortissement.

— Ces propriétés sont valables quelle que soit 'amplitude d’excitation
du mode (pas nécessairement faible).

Un ensemble de propriétés aussi simples en font évidemment un can-
didat de choix pour étudier précisément l'invariance d’échelle et son éven-
tuelle brisure du fait de la régularisation du potentiel en 6(r). Signalons
par ailleurs que ces propriétés ont été étendues a un autre fluide invariant
d’échelle, le gaz de Fermi unitaire 3D, par WERNER & CASTIN (2006a).

Dans cette section, nous allons d’abord expliquer 1'origine des proprié-
tés que nous venons de mentionner en prenant successivement deux points
de vue. Le premier, trés concret, consistera a étudier 1’évolution dans le
temps du champ classique ¥ (r,t). Le second, plus formel, sera basé sur
une algeébre d’opérateurs. Nous aborderons ensuite 1’anomalie quantique
concernant ce mode, c’est-a-dire la perte de la symétrie qui lui est associée
lors du passage vers une description quantique de 1’oscillation.

4-1 Point de vue ondulatoire

Considérons un champ classique ¥(r,t) décrivant un fluide 2D évo-
luant dans un piege harmonique isotrope, avec l'interaction de contact dé-
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crite par le parametre g. L'équation d’évolution déduite de la fonctionnelle
d’énergie de Gross-Pitaevskii s’écritﬁ

2 2
ihi(r,t) = f;—mv% + %mwQTQw(r,t) + %g\l/}(r,t)\Qz/J(r,t). (V1.95)

Partons d’'une solution stationnaire ¢ (7) associée au potentiel chimique
e

2 2
po(r) = 5y + Lmrgolr) + o glio(r)P wo(r).  (VISE)

On peut alors vérifier explicitement que 1'on peut fabriquer toute une
classe de fonctions solutions de I’équation dépendant du temps en
posant :

eia(t)

ot =g 0 v (55

ot les fonctions «(t) et 5(t) s’expriment en fonction de la troisieme fonction
A(t)

(V1.97)

alt) = & /(: AS(Z,), B(t) = 57 ig; (VL98)
et ol cette troisieme fonction A(¢) vérifie I'équation différentielle
i) = w? [,1 _ /\(t)] . (V1.99)
A3(t)
Les solutions de cette derniére équation sont
A(t) = [sinh(n) cos(2wt + ¢) + cosh(n)]l/2 (VI1.100)

ott I'amplitude 7 et la phase ¢ sont arbitraires. Ces fonctions A(t) sont pé-
riodiques en temps de période 7/w; chacune correspond a un mode de res-
piration avec le facteur d’échelle A(t) puisque la densité spatiale déduite de

(VL.97) vérifie
(r,t) = L o
P, - )\Q(t) Po )\(t) .

8. Le " signifie ici et dans ce qui suit une dérivée par rapport au temps.

(VL.101)
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Comparaison avec le cas 3D. L’existence d’une loi d’échelle dans 'évo-
lution d'un gaz quantique a également été montrée dans le cas 3D par
CASTIN & DUM (1996) et KAGAN, SURKOV et al. (1996). Les relations que
I'on déduit dans ce cas sont notamment tres commodes pour déterminer le
comportement d'un condensat de Bose-Einstein quand on coupe le piege
qui le confine. Toutefois, il s’agit dans le cas 3D de relations approchées,
obtenues en supposant que 1’énergie cinétique est petite devant les autres
énergies en jeu, interaction et piégeage. Dans le cas 2D au contraire, le fait
que la loi d’échelle soit la méme pour I’énergie cinétique et pour 1'énergie
d’interaction entraine que la fonction (7, t) écrite en est une solu-
tion exacte de I'équation de Gross—Pitaevskii, quelle que soit I'importance
relative des différentes contributions a I’énergie du systéme.

4-2 Point de vue algébrique

La méthode ondulatoire décrite plus haut permet de déterminer expli-
citement la classe de fonctions correspondant au mode de respiration 2D,
mais elle ne révele pas la symétrie cachée derriére la dégénérescence cor-
respondant a toutes ces fonctions oscillant a la méme fréquence 2w. Pour
mettre en évidence cette symétrie, PITAEVSKII & ROSCH (1997) ont intro-
duit trois opérateurs appropriés au probléeme et ils ont montré que ces opé-
rateurs formaient une algebre fermée. La dégénérescence recherchée s’en
déduit alors simplement.

Partant des trois contributions a '’hamiltonien du systeme

22
i »o o . 1,
Hein = ﬁ Hine = Z U (#i —7;) Hiop = imoﬂrf
J i<y J
(VL102)

les trois opérateurs utiles sont :

. 1 /- . "
L1 = % (Hcin + Hint - Htrap) 9 (V1103)
A 1 A PN
J
L3 = % (Hcin + Hint + Htrap) . (VIlOS)
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On remarquera que L3 n’est autre que I’hamiltonien total 7 du systeme,
au facteur 1/2w pres.

Si le potentiel d’interaction U(r) satisfait la loi d’échelle U(Ar) =
%U (r), alors on peut vériﬁerﬂ que l'on a les trois relations de commu-
tation

[Ly, Ly] = —ihLs, [La, Ls] = ihLy, [Ls, Li] = ihls.  (VI106)
S’il n’y avait pas le signe — dans la premiére relation, on reconnaitrait les
équations caractérisant I'opérateur moment cinétique dans I'espace a trois
dimensions et on serait donc en présence de 'algebre de Lie du groupe
des rotation SO(3). Avec ce signe —, I'algebre de Lie décrite ici est celle du

groupe de Lorentz en 2+1 dimensions, correspondant au groupe SO(2,1).

Cette algebre fermée a trois opérateurs permet de déduire une série
de propriétés importantes concernant les états propres du fluide. Comme
pour l'algébre du moment cinétique, introduisons les deux opérateurs

Ly =1Ly +iL,. (VL.107)
On vérifie immédiatement les relations de commutation
[Ls,Ly]=+h Ly (VL.108)

dont on déduit que si 'on se donne un état propre |¢) de L3 (donc de H),
on peut engendrer une série d’autres états propres en faisant agir L sur
|4b). En particulier, si E est la valeur propre associée a |¢)) pour H, alors
E + 2hw sera associée a L, |1h). La "tour" d’états d’énergie E + n 2hiw avec
n € N correspond au mode monopolaire d’amplitude (liée au nombre de
quanta n) quelconque que nous avons trouvé au paragraphe précédent.

4-3 Brisure de 'invariance d’échelle

Le raisonnement algébrique qui précede utilise de maniere explicite la
loi d’échelle du potentiel d’interaction U (Ar) = 55U (r). Dans la mesure ou
cette loi d’échelle cesse d’étre vérifiée quand on régularise le potentiel de
contact a 2D, on s’attend a ce que les propriétés trouvées par PITAEVSKII &

9. On utilise notamment la propriété ( . V)U = —2U.
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ROsCH (1997) soient également invalidées par cette procédure de régulari-
sation.

Les conséquences de la brisure d’invariance d’échelle ont été étudiées
en détail par OLSHANII, PERRIN et al. (2010) et HU & LIANG (2011) pour
des bosons et par HOFMANN (2012) pour des fermions. Nous n’allons pas
reprendre ici le détail de ces articles et nous indiquons simplement les ré-
sultats principaux. Le point essentiel est que l'algébre des trois opérateurs
cesse d’étre fermée et les commutateurs font maintenant intervenir
le terme supplémentaire proportionnel a

az on (VL.109)
Odas

qui ne s’exprime pas en termes des trois opérateurs L ;. Pour le cas d"un gaz

de Bose 2D fortement confiné dans la troisieme direction par un potentiel

harmonique, OLSHANII, PERRIN et al. (2010) ont montré qu’un traitement

perturbatif du terme "anormal” (VI.109) conduisait pour un mouvement de

faible amplitude a un déplacement en fréquence du mode monopolaire

dWmonop. 1 a

2w AT aen

(VL.110)

Comme le rapport entre la longueur de diffusion a trois dimensions a
et 'extension de 1'état fondamental de l'oscillateur harmonique a,p, est
en général petit devant 1, ce déplacement est tres faible et n’a —a notre
connaissance— pas encore été mesuré. L'utilisation d"une résonance de Fe-
shbach pourrait permettre d’augmenter a , donc I'importance de cette cor-
rection. Pour un gaz de fermions dans le régime du cross-over BEC-BCS, un
résultat similaire a été obtenu par HOFMANN (2012), qui relie par ailleurs
son résultat aux propriétés du contact de Tan.

4-4 Ftudes expérimentales

Sur des bosons (]7Rb), la premiere étude en relation avec le mode mo-
nopolaire de PITAEVSKII & ROSCH (1997) a été faite CHEVY, BRETIN et al.
(2001) a Pari Il ne s’agissait pas a strictement parler d’'un gaz 2D, mais
plutdt d'un gaz en forme de cigare trés allongé. Cette étude est néanmoins
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FIGURE VLI.8. Oscillation temporelle de I'aire transverse d'un gaz 3D de rubidium 141, | |z | L]
confiné dans un piége « cigare ». L'oscillation se fait & une fréquence égale (i la 0 5 10 250 500
précision de mesure pres) au double de la fréquence transverse du piege. Ce mode In(kpas)

d’oscillation n'est que trés faiblement amorti (facteur de qualité > 2000). Figure
extraite de CHEVY, BRETIN et al. (2001).

pertinente du fait du découplage effectif entre les degrés de liberté trans-
verses du cigare (ceux affectés par le mode monopolaire) et le degré de li-
berté longitudinal. CHEVY, BRETIN et al. (2001) ont effectivement observé
un mode monopolaire de trés longue durée de vie, de fréquence égale a 2w
a la précision de mesure pres (3 1072 en valeur relative).

Une expérience plus récente a été menée a Cambridge sur des fermions
(*°K) dans une géométrie 2D par VOGT, FELD et al. (2012). La aussi, le
mode monopolaire a été observé avec une fréquence compatible avec la
prédiction 2w de champ classique (figure[VL9) et avec un tres faible amor-
tissement (I'/w ~ 0.05). Ce résultat est plus surprenant que celui de Paris,
car les chercheurs de Cambridge s’étaient placés au voisinage d"une réso-
nance de Feshbach. On aurait donc pu s’attendre a ce que la régularisation
du potentiel §(r) joue un réle important. Ce résultat « négatif » a été ex-
pliqué par TAYLOR & RANDERIA (2012) par le fait que le déplacement de
la fréquence du mode monopolaire fait intervenir la quantité 2P — p%—f,
quantité qui se trouve étre presque nulle du fait de la compensation entre
ses deux termes. L'approche de TAYLOR & RANDERIA (2012) permet d’ex-
pliquer également le trés faible amortissement observé a Cambridge.

Signalons pour finir que les corrections logarithmiques liées a la régula-
risation du potentiel de contact ont été vues dans des gaz de Fermi a 2D sur
d’autres quantités, comme la mesure par spectroscopie radiofréquence de
la position des états liés. Ces mesures faites au MIT par SOMMER, CHEUK
et al. (2012)) ont été analysées en termes d’anomalie quantique par LANG-
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FIGURE VLY. Fréquence du mode monopolaire d'un gaz 2D de fermions (*°K) au
voisinage d’une résonance de Feshbach. La longueur de diffusion ay est mesurée ici
en unités du vecteur d’onde de Fermi kp (Er = h?k%/2m =~ 5 a 8 kHzxh). On
trouve que la fréquence du mode monopolaire reste trés proche de la valeur prédite
dans le cadre de l'invariance d’échelle, méme quand la longueur de diffusion as
devient grande. Figure extraite de VOGT, FELD et al. (2012).

MACK, BARTH et al. (2012) et ZWERGER (2016).
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