Chapitre 2

Mouvement d’une particule dans un champ magnétique
uniforme : les niveaux de Landau
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Ce chapitre est consacré a un probléeme essentiel dans 1’étude du ma-
gnétisme, le mouvement d’une particule chargée dans un champ ma-
gnétique uniforme. Aprés avoir rappelé brievement les résultats obtenus
en physique classique (dynamique newtonienne), nous passerons au cas
quantique, que nous traiterons de plusieurs maniéres correspondant a dif-
férents choix de jauge. Nous dégagerons en particulier la notion de niveaux
de Landau pour les sous-espaces propres de ’hamiltonien ; nous verrons
que ces niveaux ont une dégénérescence macroscopique, qui croit linéai-
rement avec l'aire de 1’échantillon. Nous nous intéresserons tout particu-
lierement au niveau de Landau fondamental (LLL pour Lowest Landau Le-
vel), pour lequel nous donnerons deux expressions explicites pour une base
d’états propres.

La derniere partie du chapitre sera consacrée a quelques effets phy-
siques particulierement importants qui apparaitront comme une consé-
quence directe de cette quantification en niveaux de Landau. Nous déga-
gerons en particulier la notion d’état de bord, qui joue un réle central dans
la physique de I’effet Hall quantique. Nous illustrerons cette notion en dé-
crivant une expérience d’interférométrie entre deux circuits électroniques
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§1. Le mouvement cyclotron classique

menée par Ji et al. (2003). Enfin, nous présenterons une proposition d’expé-
rience permettant de mettre en évidence ces états de bord pour des atomes
froids confinés dans un réseau optique (Goldman et al.[2013).

1 Le mouvement cyclotron classique

1-1 Mouvement circulaire uniforme

Quand une particule de masse M et de charge g, décrite par la physique
newtonienne, est plongée dans un champ magnétique, son mouvement
s’analyse en résolvant 1’équation fondamentale de la dynamique M# = F7,
ou F, est la force de Lorentz [voir par exemple Jackson (1998), chapitre
12]:

Fi,=qv x B. (2.1)

Prenons le champ B aligné avec 'axe z, B = Bwu,. Le mouvement se-
lon l’axe z est alors un mouvement de translation uniforme 2 = 0 et nous
pouvons restreindre notre analyse au mouvement projeté dans le plan zy.
Dans ce plan, ’équation du mouvement s’écrit :

Mbv=quvxB : T = wey, J = —wet, (2.2)
otl on a introduit la pulsation cyclotron

_ 9B

e (2.3)

We
Le systeme différentiel & deux équations (2.2) se résout simplement en

v v
z(t) = Xo — — cos(wet), y(t) = Yo + — sin(wet), (24)
wC wC

ce qui correspond a un mouvement circulaire uniforme de pulsation w,

parcouru dans le sens des aiguilles d'une montre si w. > 0. Dans (2.4),

I'origine des temps a été choisie a un instant ot1 le vecteur vitesse est pa-

rallele a ’axe y. Le centre (X, Yy) de ce cercle est quelconque, et son rayon
vaut

ro = Vo /We. (2.5)

Cours 2

FIGURE 2.1. Gauche : orbite cyclotron dans un champ magnétique uniforme.
Droite : mouvement de dérive le long de y en présence d'une force extérieure F'
parallele a I'axe x.

Cette relation se retrouve en égalant force de Lorentz et force centrifuge :
quoB = M3 /ro.

L’invariance par translation du probléeme est manifeste sur le résultat
général : pour une vitesse initiale donnée, les parametres de la trajec-
toire circulaire (rayon et pulsation) seront les mémes quelle que soit la po-
sition initiale dans le plan. On peut donc considérer que le fait d’appliquer
un champ magnétique sur la particule revient a la localiser dans 1’espace
des phases associé au mouvement dans le plan xy, sa position et sa vitesse
étant confinées dans une région centrée en (X, Yy) et d’extension

[Ar x Ap]2 ~ [ro x (MUO)]2 avec 1y = vp/we. (2.6)

Pour une vitesse initiale vy donnée, cette région est d’autant plus faible
que le champ magnétique B est grand. La mécanique quantique, avec sa
contrainte liée a 1'inégalité de Heisenberg Ar; Ap; > h/2 (i = x,y), va venir
modifier ce résultat simple.

page 2
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§2. Le spectre d’énergie en physique quantique

1-2 Le courant de Hall

Supposons maintenant qu'une force uniforme F', indépendante de la
position et de la vitesse, vient s’ajouter a la force de Lorentz F';,. Cette force
peut par exemple étre créée par un champ électrique uniforme. Pour sim-
plifier les notations, prenons cette force parallele a 'axe x : F' = F u,. Cette
force ne change pas le caractere uniforme du mouvement selon z et 1'équa-
tion du mouvement projetée sur le plan zy devient

M3 =qBy+F,  Mij=—qBi. 2.7)

En absence de champ magnétique, I’effet de la force est bien stir d’accélérer
la particule le long de I’axe . En présence de champ magnétique, la nature
du mouvement change radicalement. La solution générale de 1’équation
du mouvement est

F
z(t) = Xo — % cos(wct), y(t) =Y+ Z—O sin(wet) — q—Bt. (2.8)
(¢ C

Cette solution représentée en figure 2.1 correspond a la composition

— du mouvement circulaire uniforme correspondant au mouvement cy-
clotron trouvé en 1’absence de force F,

— du mouvement de translation uniforme (mouvement de dérive) a vi-
tesse —F'/(¢B), dans la direction y perpendiculaire a la force F'.

Quand la force F' est due a un champ électrique extérieur (F' = ¢ E), ce
mouvement de dérive est appelé courant de Hall.

2 Le spectre d’énergie en physique quantique

Avant de passer a la description quantitative du mouvement d’une par-
ticule chargée dans un champ magnétique, on peut utiliser les résultats
classiques précédents en les associant a 1'inégalité de Heisenberg pour pré-
voir les échelles de position et de vitesse du probleme. Partons de la rela-
tion entre position et vitesse indiquée en , weTo = vg ; en utilisant le fait
que dans un état fondamental du mouvement quantique, on a en général

M Az Av ~ k, (2.9)

Cours 2

on en déduit les échelles de longueur et de vitesse pertinentes pour une
orbite cyclotron en physique quantique :

h | h hioe
e_,/MwC_ B ”m_‘/M' (2.10)

La longueur ¢ est appelée longueur magnétique. Pour un électron libreE] dans
un champ magnétique de 1 Tesla, on trouve w. /27 = 28 GHz, { ~ 26 nm et
v ~ 4000m/s.

Il existe de multiples chemins pour passer au stade quantitatif et trou-
ver les énergies et les états propres de I’hamiltonien d"une particule dans
un champ B uniforme :

o (b qA()’

2M ’
Une des raisons de cette grande variété de techniques réside dans l'inva-
riance de jauge : des potentiels vecteurs A a priori tres différents (jauge de
Landau ou jauge symétrique par exemple) peuvent donner lieu a des cal-
culs eux aussi éloignés, méme si ils conduisent au final au méme spectre
d’énergie et aux mémes sous-espaces propres. Dans la mesure oti nous au-
rons besoin de ces techniques pour décrire des situations plus complexes
dans la suite du cours (en présence d’un potentiel extérieur par exemple),
nous allons maintenant les passer en revue.

avec V x A= Bu,. (2.11)

2-1 Le spectre obtenu par la méthode algébrique

Cette méthode permet de trouver le spectre de ’hamiltonien sans faire
de choix de jauge particulier. Considérons pour commencer 'opérateur
hermitien quantité de mouvement :

M =p; —qA;(7),  j=wy p=-iV, (212)
avec lequel on peut réécrire I’'hamiltonien
v L (e e
= (HI + Hy) 2.13)

1. Pour un électron dans la bande de conduction de GaAs, la masse M et donc la pulsation
cyclotron we sont considérablement modifiées : M}, ~ 0.07 M. Pour une discussion détaillée,
incluant les effets magnétiques de spin, voir par exemple Eisenstein (2005).

page 3
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Contrairement a ce qui se passe pour les deux composantes x,y de I'opé-
rateur position 7 ou de 'impulsion p, les deux composantes de 1'opérateur
II ne commutent pas:

[11,,11,] = i hgB. (2.14)

La recherche des états propres de (112 + 112)/2M, sachant que le com-
mutateur de ces deux opérateurs hermitiens est une constante, est un pro-
bleme tres similaire a celui de la diagonalisation de ’hamiltonien d"un os-
cillateur harmonique (P24 X?)/2 avec [X, P] = i. Nous allons donc utiliser
une méthode similaire a celle développée par Dirac pour résoudre le pro-
bleme de l'oscillateur harmonique.

Introduisons les deux opérateurs annihilation et création

d:ﬁ(ﬂz—&—iﬂy), aTzﬁ(ﬂz—iﬂy). (2.15)

La relation de commutation
[a,af] =1 (2.16)

et ’expression de I'’hamiltonien
. 1
H=hw|a'a+ 3 (2.17)

sont identiques a celles obtenues pour les opérateurs d’un oscillateur har-
monique de pulsation w.. On en déduit que les valeurs propres de H sont
nécessairement de la forme

1
E, = (n + 2) hwe , avec n entier positif ou nul. (2.18)

Ces niveaux d’énergie, réguliérement espacés de la quantité Aw., sont ap-
pelés niveaux de Landau.

Pour rechercher la forme des états propres, il faut choisir une jauge pour
exprimer le potentiel vecteur, ce que nous ferons dans les paragraphes sui-
vants. Notons d’ores et déja que puisque nous étudions ici un probleme
bi-dimensionnel et qu’on trouve que les énergies sont repérées par un seul
nombre quantique n, on peut s’attendre a ce que les niveaux d’énergies

Cours 2

?J'T Yy
ll/fr‘\ 1y :
N4
N
r [ ()2 | m =12
A\

0 )

FIGURE 2.2. Gauche : représentation du potentiel vecteur en jauge symétrigue.
Droite : densité de probabilité pour une fonction propre de I'hamiltonien en jauge
symétrique appartenant au LLL. La densité de probabilité r |1, (z,y)|* est maxi-
male pour r,, = +/2m+14; on a tracé ici cette densité de probabilité pour
m = 12.

soient dégénérés. Nous verrons que c’est effectivement le cas, la dégéné-
rescence étant en fait macroscopique pour chaque niveau F,, : le nombre
d’états propres croit proportionnellement a la surface accessible a la parti-
cule dans le plan zy.

2-2 Etats et énergies propres en jauge symétrique
Nous prenons dans ce paragraphe la jauge symétrique (cf. figure[2.2)

Ay(r)=—-By/2, Ay(r)=Bz/2, A.(r)=0. (2.19)

page 4
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Notons que ce choix de jauge brise l'invariance par translation du pro-
bleme, mais respecte l'invariance par rotation autour du centre. L’hamilto-
nien H se développe alors pour donner :

52 4 52
A= MGG ) - S an, - ). 20)
ce qui peut encore se mettre sous la forme
vy Wer P 2.2 [ ap—ip
H= H0—7LZ, avec Hy= m+8MW r L, = 2p,—9ps. (2.21)

Discutons d’abord séparément les deux composante de H , C’est-a-dire
Hy et L.. U'hamiltonien H, décrit un oscillateur harmonique isotrope a
deux dimensions, de pulsation w./2. On peut chercher une base d’états
propres de H, en écrivant Hy = HO ++Hy .y, ol H, _j est’hamiltonien d'un
oscillateur & une dimension selon la direction j = z,y. Une base d’états
propres est alors obtenue en considérant les états |n,, n,), ott on a déposé
n; quanta d’excitation selon la direction j, 'énergie associée étant :

1 hwc 1 h/wc h(‘uC
("”2) 2 *(”WQ) 3~ Mo+ 5m mo=mnatny. (222)

En particulier :
— l'état fondamental |0, 0) d’énergie fiw./2 est non dégénéré;
— le premier niveau excité d’énergie 3/uv./2 est de dégénérescence 2 et
engendré par les deux états |1,0) et |0,1);
— le deuxiéme niveau excité d’énergie 5w, /2 est de dégénérescence 3 et
engendré par les trois états |2,0), |1, 1) et |0, 2), etc.
Plus généralement, la dégénérescence du niveau ny est ng + 1 (voir fi-
gure cadre du haut). La fonction d’onde associée a un état |n,,n,) est
Py, (x)e " /4% P, (y)ev"/4, ou les P, sont les polynomes de Hermite
(de degré n).
L'opérateur L. est la composante selon z du moment cinétique orbital.
Son expression en coordonnées polaires est simple
0

L. = —1h% (2.23)

Cours 2

et ses fonctions propres sont donc du type F(r) €™ ot1 m est un entier re-
latif et F' une fonction quelconque de la variable radiale. Notons que I'état

—r? /40

fondamental de H,, de fonction d’onde e est bien de cette forme

avecm = 0.

Cherchons maintenant une base propre commune a Hy et L, qui consti-
tuera donc également une base propre de H. On peut travailler par sous-
espace propre de Hy :

— Nous venons de noter que l'état fondamental e /4 est un état

propre commun a Hy et L.

— Dans le premier niveau excité de H,, les états ny = 1,n, = 0) et

. . 2402
In, = 0,n, = 1) ont pour fonctions d’onde respectives ze~" /4

et ye /4 ; ils ne sont donc pas séparément des états propres de

L,, mais il est facile de trouver deux combinaisons linéaires qui
conviennent :

—r2 /40

2442 : 2,402 . 2402
)efr /4= re” e )efr /465 _ reti?o=T /4e ,

(2.24)

(z—iy et (x+iy

associées respectivementa m = —1 et m = +1.

— Plus généralement, dans un sous-espace propre donné de Hj associé
au nombre quantique ny = n, + n,, on peut identifier ny + 1 états

propres indépendants de L, associés aux nombres quantique azimu-
taux

m=—ng,—ng+2,...,n09 — 2, Ng. (2.25)

L’écriture générale de ces états est assez compliquée, sauf pour les
deux états extrémes m = +ny qui ont pour fonctions d’onde :

m = +ng : (xtiy)"e —rH/AL  pm gFime o—r? /4l (2.26)

Maintenant que nous disposons d’une base commune a HO et Ez, le
probleme de la diagonalisation de H est résolu. Un état propre commun a
Hy et L., de valeur propres (ng+1)hw./2 et mh, sera également état propre
de H avec la valeur propre

huw, A,
-m ,
2 2

Epngm = (no+1) avec m = —ng,—ng+2,...,n9—2,ng.

(2.27)
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ce qui s’écrit encore

5 entier positif ou nul. (2.28)

En(n+1)hwc, avec n:nO;m
On retrouve donc la structure de '’hamiltonien en niveaux de Landau ré-
gulierement espacés (voir aussi la figure[2.3} cadre du bas). On note de plus
que chaque niveau de Landau est infiniment dégénéré, au moins si la parti-
cule peut explorer tout le plan zy. Il existe en effet une infinité de facon
d’atteindre tout entier n a partir de couples (ng, m) si on ne restreint pas
les valeurs de ng et m réalisables.

2-3 Le niveau de Landau fondamental (LLL)

Cette procédure fournit un moyen systématique pour trouver une base
d’états propres de H. Intéressons nous ici au niveau de Landau fondamen-
tal n = 0 (Lowest Landau Level, LLL en anglais), obtenu en prenant systéma-
tiquement ny = m dans (2.28). Nous avons donné en la forme des
fonctions d’onde correspondantes, que nous reproduisons ici :

Yngmm, m (,9) o (x + iy)™e™" /A6 = pmeimee=rt /4L (2.29)

Nous avons tracé sur la figure la densité de probabilité radiale
7|tm|?, associée a un état v, du LLL (oublions I'indice ny puisqu’il est
de toute facon égal a m pour le LLL). Cette densité de probabilité est inva-
riante par rotation autour de 1’axe z et elle est maximale sur un cercle de
rayon

ron = VI AT (2.30)
Sa largeur a mi-hauteur est indépendante de m et d’ordre
Ar ~ L. (2.31)

Une particule préparée dans un état v,,, donné est donc localisée sur un
anneau étroit, la réunion de tous ces anneaux recouvrant le plan. On trouve
par ailleurs

(m|r?|thm) = (2m + 2)¢%. (2.32)

Cours 2

TLoi4
TLO:3
ng =2
1’1,():1
WQI
— nO:(]
m=—2 -1 0 +1 +2 +3
L n_2
eee =1
hwe
see n=20
m=-2 -1 0 +1 +2 +3

FIGURE 2.3. Haut : structure des niveaux d'énergie de I'hamiltonien Hy décrivant
un oscillateur harmonique 2D, avec des niveaux (ng + 1)hw./2, ng entier positif
ou nul. La dégénérescence d'un niveau est ng + 1, et les états propres peuvent
étre repérés par les deux nombres quantiques, ng et m, oit mh est la valeur de la
composante selon z du moment cinétique L. Les fleches grisées indiquent l'action
de —w. L, /2 sur certains niveaux. Bas : structure des niveaux d’énergie de I'ha-
miltonien H décrivant une particule dans un champ magnétique uniforme. Cette
structure se déduit de celle du haut en déplagant un niveau (ng, m) de I'énergie
—hwem/2.
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L’orthogonalitéE] des différents v, est assurée par leur dépendance dif-
férente vis a vis de I'angle polaire ¢ :

/¢jn(?“)¢m/ (r) d*r /e_i"weim/‘p do = 216, - (2.33)

Introduisons maintenant la variable
u=x+iy. (2.34)

On déduit de (2.29) que I'on peut écrire un état quelconque du niveau de
Landau fondamental sous la forme

Y@ y) =Y Conth (,y) = Flu)e™ /4 (2.35)

F(u) = Z Cpu™ (2.36)

est un polyndome (ou une fonction analytique) quelconque de la variable
u. La restriction au niveau de Landau fondamental correspond donc & un
passage effectif d’un espace a deux dimensions vers un espace a une seule
dimension. Avant restriction au LLL, les états possibles sont des fonctions
d’onde des deux variables indépendantes x et y, ou de maniere équiva-
lente, des fonctions des deux variables complexe u = z + iy etu = z — iy.
Apres restriction au LLL, les états sont décrits par des fonctions de la seule
variable v = z + iy et ne dépendent plus de u (sauf en ce qui concerne la

. 2 2 . 5
gaussienne e " /40 = eu/40),

Quel moment cinétique orbital pour un état du LLL? Le fait que les
états de base soient états propres du moment cinétique canonique L.
avec des valeurs propres m#h toutes différentes pourrait laisser supposer
qu’ils n’ont pas tous le méme moment cinétique « physique » moyen. Ce
n’est pas le cas; tout comme l'impulsion p n’est pas égale a la quantité de
mouvement M#, I'opérateur L = 7+ x p ne décrit pas la quantité physique
moment cinétique orbitalEIM P xb=7xIL

2. Les ., normalisés ont pour expression ¥, (1) = mr’"ei"“"e*ﬂ/u2 avec N, =
[n!m (20)"F1] 12,

3. Enanglais, on appelle L canonical angular momentum et r x II kinetic angular momentum.

Cours 2

Calculons la valeur moyenne de la composante selon z de cette quantité
physique. Partant de

rxH:rxp—qrxA:L—g(szryQ)B (2.37)

et en utilisant (2.32), on trouve
(V| (r X D), |t0y) = mh — (m + 1)k = —h, (2.38)
ce qui donne un moment cinétique orbital moyen égal a —~ pour tous les

états du LLL.

Retour sur la méthode algébrique. La forme H = (afa + 1/2)hw, de
I’hamiltonien obtenu par la méthode algébrique (cf. (2.17)) permet de re-
trouver simplement la structure des états du LLL. Pour le choix de jauge
symétrique, le niveau fondamental correspond aux états |1)) tels que

av) =0, avec a= \/2;? (ﬁz—kiﬁy—kqf(gj—isﬁ)). (2.39)

Ré-exprimons cet opérateur en termes des variables u et u, considérées
comme indépendantes, et de leur dérivées :

1 1
u=z+iy, t=zx—-iy = auzi(ax—iay), 511:5(5:1;4-15;,)-
(2.40)

o= _Z-\/?Z (aﬁ ¥ 4%) (2.41)

et les fonctions ¢ (x,y) = ¥ (u, u) solutions de (2.39) sont telles que

Ona

ap(u, @) =0 = p(u,a) = F(u)e v/ (2.42)

ce qui redonne bien (2.35).

Notons pour terminer qu’il est alors possible de construire les états du
premier niveau de Landau excité (puis les autres niveaux de Landau) en
faisant agir 'opérateur a' sur les états du LLL que nous venons de trouver.

page 7
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2-4 Dégénérescence du LLL.

Supposons que le mouvement dans le plan zy de la particule soit res-
treint & un domaine de surface S. On supposera bien str que S > ¢? pour
qu’on puisse y placer plusieurs orbites cyclotrons. La question liée a la dé-
générescence est donc : combien d’orbites indépendantes peut-on y loger,
ou encore quelle est la dégénérescence du LLL en fonction de S? La ré-
ponse rigoureuse a cette question n’est pas simple. Il faut passer du plan
vers une spheére ou un tore et prendre les conditions aux limites appro-
priées [voir par exemple Cooper (2008)].

Nous nous contenterons ici d"un raisonnement approché en prenant un
domaine en forme de disque de rayon R, avec S = mR?. Nous utilisons
comme précédemment la jauge symétrique, en prenant pour origine r = 0
le centre du disque. La densité de probabilité radiale r|¢(z,y)|* pour une
fonction de base est maximale au rayon r = v/2m + 1 £ et décroit ra-
pidement (sur une distance ~ ¢) de part et d’autre de ce rayon. Pour que
cette fonction de base intervienne de maniére significative dans le déve-
loppement d'un état physique de la particule, il faut que la région ot elle
prend une valeur significative soit a l'intérieur du disque, ce qui impose :

RQ
n< o (2.43)

La dégénérescence D du LLL est donc donnée par ce nombre

R? S S @

202 " 2702 " 27h/qB

D~ (2.44)

ot ® = BS est le flux du champ a travers la surface S et ®q le quantum de
flux :
Oy = —. (2.45)

En d’autres termes, on peut considérer que la surface occupée par une or-
bite cyclotron est 2m¢?> = h/qB et que D représente le nombre d’orbites
indépendantes logeables dans la surface S.

Nous avons donné plus haut la valeur £ = 26 nm pour un électron dans
un champ magnétique de 1 T. Pour un échantillon typique de 100 ym?, ceci
correspond a une dégénérescence D = 24 000.

Cours 2

3 Jauge de Landau et courant de probabilité

3-1 Séparation de I’hamiltonien en jauge de Landau

Pour la suite de ce cours, il sera utile de considérer le probleme aux va-
leurs propres de I'hamiltonien pour une autre jauge couramment utilisée,
la jauge de Landau, définie par (voir la figure 2.4)

A = Bru,. (2.46)

L’hamiltonien de la particule plongée dans le champ magnétique B s’écrit
alors

. . 2
pr  (by—qB2)"

E[ =
2M 2M

(2.47)

Mouvement selonl’axe y. Puisque I'hamiltonien ne dépend pas de
l'opérateur position gy, mais seulement de 1'opérateur impulsion p,, nous
pouvons chercher ses états propres sous forme d’ondes planes e*¥, multi-
pliées par une fonction 1)y, a ce stade inconnue de la variable z :

HU, = EV,, avec Uy(r) = ¢r(x) ehy, (2.48)
I est commode de supposer que 1’échantillon a une taille finie L, le long
de I’axe y et de prendre des conditions aux limites périodiques le long de
cet axe[ﬂ Dans ce cas, le nombre d’onde k décrivant le mouvement selon y
est quantifié

2m

k= —n,,

avec ny € Z. (2.49)
L?/

Mouvement selon I'axe z. La fonction v (z) introduite en (2.48) décri-
vant le mouvement selon 1’axe z est solution de

2
h "

KB (hk — qBz)?
2M 7k

(@) + 37

4. Ceci revient formellement a considérer une surface cylindrique percée par un champ
magnétique radial plutdt qu'une surface plane.
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A YA

— - - - - - -~

Uz, )2 P

FIGURE 2.4. Gauche : représentation du potentiel vecteur en jauge de Landau.
Droite : densité de probabilité pour une fonction propre de I'hamiltonien en jauge
de Landau appartenant au LLL, W(t) = vy (z) €'Y, 0@t 1)(z) est une gaussienne
de largeur ( et centrée en x, = hk/(qB) = k(2.

ce qui peut se mettre sous une forme plus parlante :

h? 1
—oar VE @) + M (z = 21)” (@) = B () (2.51)
avec
T = % = k(2. (2.52)

On reconnait I’équation aux valeurs propres d'un oscillateur harmonique,
de pulsation w, et centré au point x.

Cours 2

3-2 Le spectre de Landau retrouvé

Puisqu’on a ramené 1’hamiltonien a celui d"un oscillateur harmonique
a une dimension, on connait bien stir son spectre :

1
Epn = (n + 2) hwe. (2.53)
On retrouve bien le résultat obtenu par la méthode algébrique (cf. (2.18)).
Plusieurs remarques sont a faire sur ce résultat :

— Bien que le nombre d’onde % associé au mouvement selon y soit gé-
néralement non nul, il n’y a pas d’énergie cinétique h%k?/2M associé
a ce nombre d’onde! La présence du champ magnétique fait que la
«seule » influence de ce nombre d’onde est de décentrer 1'oscillateur
selon la direction z. Nous allons revenir sur ce point plus loin, en éva-
luant la vitesse moyenne selon y pour une particule dans l'état Uy

— Le LLL est obtenu en prenant les fonctions d’onde des différents os-
cillateurs associés aux nombres d’onde k dans leur état fondamental ;
chacune de ces fonctions d’onde est une gaussienne centrée en z;, et de
largeur ¢. La base de fonctions du LLL que 'on obtient ainsi est donc
de la forme

U (r) « e (@=mr)?/20% giky (2.54)

— L'orthogonalité des différentes fonctions ¥, ainsi trouvées provient de
leur dépendance différente vis a vis de la variable y :

/\Il;;(r) Ty (r) d?r o /e_ikyeik/y dy = Ly0n,,n (2.55)

ot n, et n; sont les deux entiers caractérisant la quantification des
nombres d’onde k et £/, selon la loi donnée en (2.49).

— Deux valeur consécutives de k, séparées de 27/L,, conduisent a des
centres d’oscillateurs trés voisins :
2 . 27
Ty — Tpr = 2T — si k—k ="—, (2.56)
L, L,
ce qui est trés petit devant ¢ si la taille L, de1’échantillon est elle-méme
grande devant /.
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Dégénérescence des valeurs propres. On peut finalement retrouver la
dégénérescence d’'un niveau de Landau donné, par exemple le LLL. Pla-
¢ons la particule dans une boite rectangulaire de taille L, x L,. Pour que
la fonction ¥(z,y) soit pertinente, il faut que le centre z; de l'oscillateur
soit situé a l'intérieur de cette boite, ce qui impose une contrainte entre le
nombre d’onde k et la taille L,

Ly

0<ap <L, = 0<k<

(2.57)

Par ailleurs, nous avons vu que la valeur finie de la taille L, impose que
k ne peut prendre que des valeurs discretes, espacées de 27 /L, [cf. (2.49)].
Ceci donne un nombre total de valeurs possibles compte-tenu de (2.57) :

L, L, S

X5 5 T o (2.58)

oit S = L,L, représente l'aire du rectangle. A chacune de ces valeurs de
k est associé un oscillateur harmonique pertinent, dont 1’état fondamental
fait partir du LLL. On retrouve ainsi la dégénérescence obtenue pour la

jauge symétrique en (2.44).

3-3 Courant de probabilité dans un état de Landau

Pour comprendre pourquoi il n'y a pas de terme d’énergie cinétique
h?k?/(2M) qui apparait dans I'énergie totale d’un état Uy, nous allons éva-
luer la quantité de mouvement moyenne d’une particule préparée dans cet
état. Rappelons que 'opérateur décrivant la quantité physique « quantité
de mouvement », ¢’est-a-dire Mwv, s’écrit

II=p—qA(#) avec p=—iV. (2.59)
Considérons un état donné du LLL de la forme donnée en (2.54)) :
U (r) = i (x) e o e (@=wk)?/26% Giky (2.60)

et intéressons-nous a la quantité de mouvement moyenne

M (%) = /\If’,;(r) (—ihV — qA(r)) Uy (r) d?r. (2.61)

Cours 2

La composante selon = de cette quantité de mouvement est nulle. En effet
A, = 0 et la valeur moyenne de I'impulsion p, dans 1’état fondamental de
I’hamiltonien réduit selon z, donné en (2.50), est également nulle.

Le raisonnement selon 1'axe y est plus subtil. L'action de p, sur U (r)
fait apparaitre hk de sorte que

Mu, (k) = / Ui (r) (hk — qA,) Wi(r) d?r. (2.62)

Cette quantité peut se calculer explicitement pour donner apres intégration
selon y

o) =~ [ 1@ (@~ 20) da. (2.63)

Pour 1'état fondamental ¢ (x) de l'oscillateur harmonique centré en xy,
cette intégrale est nulle, car I'état fondamental est symétrique par rapport
au point . On constate donc que malgré la présence du terme en e'*¥ dans
I'expression de 1’état propre, la vitesse moyenne — ou la quantité de mouve-
ment moyenne — associée a cet état est nulle : la contribution de I'opérateur
impulsion est exactement compensée par celle du potentiel vecteur.

3-4 L'originalité de la structure en niveaux de Landau

Nous avons donc a ce stade complétement caractérisé le spectre d’une
particule quantique chargée, en mouvement dans un plan zy perpendi-
culaire a un champ magnétique. Nous avons trouvé un spectre en éner-
gie composé de niveaux discrets, équidistants, avec une séparation /..
Chaque niveau est macroscopiquement dégénéré. Plus précisément, le
nombre d’états indépendants composant chaque niveau, c’est-a-dire la
dimension du sous-espace propre, croit linéairement avec la surface de
I’échantillon.

Ce résultat est a premiere vue tres similaire a celui obtenu pour une par-
ticule placée dans un réseau périodique, dans la limite des liaisons fortes
(figure 2.5). Assimilons chaque site du réseau a un puits harmonique de
pulsation w; en 1’absence d’effet tunnel, le spectre en énergie de la parti-
cule est composé d’états discrets séparés par 1'énergie fiw. La juxtaposition
de tous ces spectres pour les différents sites du réseau donne un résultat
formellement identique a celui du spectre en niveaux de Landau, avec une
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® B O (s
C Iy
C e =

FIGURE 2.5. Deux systemes physiques conduisant au méme spectre. A gauche,
une particule dans un champ magnétique uniforme. A droite, une particule dans
un réseau périodique dans la limite d'un couplage tunnel J entre sites voisins qui
tend vers 0. Le spectre est alors formé de bandes étroites séparées de hw, oit w est
la pulsation de I'oscillation en chaque site du réseau.

dégénérescence de chaque énergie qui croit linéairement avec 1'aire (ou le
nombre de sites) du systeme. En présence d’effet tunnel, les bandes d’éner-
gie du réseau acquierent une certaine largeur, mais celle-ci reste faible tant
que I'élément de matrice tunnel est petit devant hw.

Nous arrivons donc a la question importante suivante :
Y a-t-il une différence entre le probleme d’une particule mobile dans un plan or-
thogonal a B et celui d'une particule évoluant dans un réseau 2D de grande pro-
fondeur ?

La réponse est positive : les propriétés d'un systeme ne se résument
pas au spectre de son hamiltonien, et la structure des sous-espace propres
joue un role essentiel. Méme si on se restreint au cas d'une particule indi-
viduelle, les niveaux de Landau ne sont pas des bandes ordinaires. Elles
ont une propriété topologique non triviale, caractérisée par un nombre de
Chern non nul. La manifestation la plus simple de cette propriété est ob-
tenue pour un systeme de taille finie, dans lequel des états de bord, de
chiralité déterminée, sont nécessairement présents. Nous allons illustrer ce
point dans le paragraphe qui suit.

Cours 2

4 FEtats de bord et applications

Notre but dans ce paragraphe est de montrer une caractéristique essen-
tielle du magnétisme orbital quantique, la présence d’états de bord suscep-
tibles de transporter un courant dans un échantillon. Une conséquence tres
importante de l'existence de ces états est la présence de plateaux dans 1'ef-
fet Hall quantique entier, que nous allons tres brievement évoquer. Nous
allons suivre ici une approche inspirée de Girvin (2000), Yoshioka (2002) et
Goerbig (2009).

4-1 Modélisation d’un échantillon de taille finie

Nous allons considérer un échantillon de taille finie, en forme de rec-
tangle. Nous allons utiliser la jauge de Landau introduite au paragraphe
précédent :

A = Bz u,, (2.64)

qui fait jouer des roles différents aux directions z et y. Selon 1'axe y, le
domaine accessible a une longueur y et nous prendrons comme précédem-
ment des conditions aux limites périodiques selon cet axe. Selon 1'axe z,
nous supposons que les particules sont soumise a un potentiel V'(z), confi-
nant la particule dans la zone comprise entre —L,/2 et L,/2. La forme
exacte du potentiel n’a pas beaucoup d’importance et la seule condition
que nous mettrons est que la distance sur laquelle V' (z) remonte est petite
devant L, (voir figure[2.6).

Le traitement que nous avons développé précédemment pour trouver
le spectre de I'hamiltonien et une base d’états propres reste valable. On
peut toujours chercher les états propres sous la forme

. 2
Up(r) = gu(z) e, k= Liny n, €7, (2.65)
)

ot la fonction d’onde ¥, (x) est désormais solution de

2
h "

) | M (5~ o) V(@) | Gle) = B gnla) (266)

2

avec xj, = k(2.
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M)

| | <
I T >
—L,/2 L,/2

FIGURE 2.6. Potentiel V (x) confinant les particules selon la direction x.

4-2 Les états de bord

Pour simplifier notre traitement mathématique, nous supposerons ici
que le potentiel V' (z) varie doucement sur 1’échelle de longueur ¢ qui carac-
térise l'extension de I'état fondamental du potentiel harmonique Mw?z? /2.
On peut alors, a k fixé, linéariser le potentiel V() au voisinage de z, :

V(z) = V(zg) + (x — 21)V' (k) (2.67)
ce qui permet de réécrire I'équation aux valeurs propres sous la
forme

hz " 1 2 2
~on () + §MWC (x —xp — 0zk)” + e | Yu(z) = Ep(z)  (2.68)

oll on a introduit le décalage du centre de 1'oscillateur harmonique induit
par la force dérivant du potentiel V' (z)

V'(xk)
oz = — Mo (2.69)
et le déplacement en énergie
1
er = Vi(rg) — §Mw3(6:ck)2 ~ V(xg). (2.70)

5. Cette hypothése n’est pas essentielle, comme expliqué par exemple dans Yoshioka
(2002).

Cours 2

Ly

Uy(kl) =0

Uy(k‘g) >0

FIGURE 2.7. Densité de probabilité des fonctions propres en jauge de Landau, en
présence d’'un potentiel V (x). Les centres des fonctions d’onde sont déplacés de
dxy, [cf. ] dans les régions oil le potentiel varie (V' (z) # 0). A ce déplace-
ment du centre est associée une vitesse moyenne non nulle le long de la direction

Y.

La derniére approximation est valable si on se limite a des potentiels a
bords suffisamment mous pour que dz;, < /.

Intéressons-nous maintenant a la vitesse moyenne associée aux états
propres v, compte tenu de la présence du potentiel V(). Si le potentiel
V (z) est choisi a fond plat, la force —V’(z) est nulle sur toute 1’étendue de
ce fond et il en va de méme pour le décalage dzy.

— Pour les états dont le centre xy, est situé dans cette partie plate du po-
tentiel, 'argument développé au paragraphe précédent reste valable :
la vitesse moyenne, donnée par

o) =~ [ @) (« = 21) da. @.71)
est nulle car la densité de probabilité de |1, (z)|* est symétrique par

rapport a xy,.

— En revanche, pour les états dont le centre z;, est situé sur les bords de
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I’échantillon,
xp ~ £L,/2, (2.72)

la force —V’(x,) et donc le décalage dx), sont non nuls. Plus précisé-
ment, I'intégrale (2.71) donne en utilisant le fait que 1, est normée :

V'(xk)

Mw,
Il y a donc une vitesse v, non nulle associée aux états situés sur les bords
de I’échantillon. Pour w. = ¢B/M > 0, cette vitesse est négative pour les
états au voisinage du bord © = —L,/2 et positive sur 'autre bord =z =
L, /2. Ceci correspond donc a une rotation de la particule sur les bords
de I’échantillon dans le sens direct (inverse des aiguilles d’une montre),
alors que le mouvement cyclotron se fait pour les mémes conditions dans
le sens horaire. L'existence de ces états de bords chiraux, dont la vitesse a
un signe déterminé par l'orientation du champ magnétique, constitue une
différence essentielle entre la dynamique sur un réseau « usuel » et celle
obtenue pour les niveaux de Landau. Elle s’interprete classiquement en
terme « d’orbites sautantes », ou en « festons » (skipping orbits en anglais).
Il s’agit de trajectoires cyclotrons interrompues par un choc sur le bord de
I'échantillon (figure 2.8).

vy (k) = —we ((x) — 1) = —wdzy, = (2.73)

On notera que la direction et la valeur de cette vitesse des états de bord
sont en relation directe avec I’analyse que nous avions faite pour le courant
de Hall dans le cas classique. Le potentiel de confinement crée un force
F = —V' selon la direction x et les particules acquiérent une vitesse de
dérive —F/(Mw,) = —F/(¢B) dans la direction y [cf. 2.8)].

Indiquons un autre moyen pour retrouver la vitesse associée a un état
de bord. L'énergie de l'état ¢, solution de 1'équation différentielle
vaut

Ek)=n+1/2)hw. + e, ~ (n+ 1/2)hw + V(z). (2.74)
Cette relation peut étre vue comme une relation de dispersion : la vitesse
de groupe qui lui est associée est dirigée selon y et vaut

1dE _1dV(z) 1 (dV dz
o ldE 1 _ 1 [fdV el 2.75
Vg.y (k) hdk ~ h dk h\de ), _,  dk @
soit 1 /dVv
o L (dV 2.76
'Ug,y( ) qB ( €T ) T=x) ( )
Cours 2

qB/M >0

—L,/2 4L,

FIGURE 2.8. Orbites classiques correspondant aux états de bords quantiques.

ce qui est bien identique a (2.73) puisque w. = ¢B/M.

4-3 Le courant de bord pour des fermionsa 7 =0

Supposons maintenant que I'on dispose d'un gaz de fermions sans in-
teraction et sans spin, et que ce gaz soit a température nulle (état fonda-
mental). Cet état fondamental est obtenu en remplissant tous les niveaux
a une particule jusqu’a I’énergie de Fermi correspondant au potentiel chi-
mique . Intéressons nous au cas ot 1'énergie de Fermi est située entre
deux niveaux de Landau, par exemple entre le LLL, d’énergie 7uv./2, et le
premier niveau de Landau excité, d’énergie 3hw, /2.

On va donc remplir sur les deux bords de 1’échantillon des états de
bords dont I'énergie varie entre hw./2 et . Cherchons a évaluer le courant
total circulant sur le bord de I’échantillon. Chaque état occupé ¥, contribue
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\ A /
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Hg
5 x
T = k€2 >

FIGURE 2.9. Remplissage a température nulle des états du LLL en absence (haut)
et en présence (bas) d’une différence de potentiel chimique entre la gauche et la
droite de I'échantillon. Chaque point représente un état peuplé U, repéré ici par
son centre xy. On a supposé (1 < 3hw./2 pour pouvoir négliger les autres niveaux
de Landau.

Cours 2

au courant de particulesﬂpar la quantité v, (k)/L,, puisque la particule est
délocalisée tout le long de l'axe y. Le courant est obtenu en sommant la
contribution de tous les états de bord concernés, par exemple pour le bord
de droite autour de z = L, /2

1
Jya =1 > vy (k), (2.77)
Yok

ol la somme porte sur tous les états k£ dont le centre x, est situé dans la
région montante de V(z). On peut remplacer la somme discrete sur k par
une intégrale

Ly
k
ce qui conduit a
1L, 1 1
yd = — — ") dk = — (z) d 2.7
ha= 1 5t i [viega=y [V em

soit finalement
Jy.a =AE/h, (2.80)

oil AE = p — hwe/2 représente la différence d’énergie entre 1’énergie de
Fermi et 1’énergie du LLL dans la partie plate du potentiel. On trouve
la méme valeur du courant, avec un signe opposé, pour l'autre bord de
I’échantillon, en © = —L, /2. Les deux courants se compensent donc exac-
tement, cette compensation se produisant méme si la forme ou la raideur
des bords n’est pas la méme a gauche ou a droite.

Ce résultat remarquable indique que le bord de I'échantillon se com-
porte comme un conducteur calibré, parcouru par un courant indépendant
de sa taille et de la valeur du champ magnétique, pourvu que B soit as-
sez grand pour la longueur ¢ soit microscopique et que la notion d’états
de bords qui conditionne le traitement précédent soit Valableﬂ Nous nous
sommes restreints ici a un échantillon rectangulaire, avec des conditions
aux limites particulieres, mais on peut généraliser ce résultat a un échan-
tillon de forme quelconque, la valeur étant universelle.

6. Nous parlons ici de courant de particules, et pas de courant électrique. Ce dernier se
déduit de J; en le multipliant par la charge (négative) de 1’électron.
7. Merci a M.-O. Goerbig pour une discussion éclairante sur ce sujet !
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FIGURE 2.10. Schéma idéalisé d"une expérience de mesure de conductivité de Hall.
Deux électrodes « idéales » imposent des potentiels chimiques différents sur les
bords gauche et droit de I'échantillon. Ceci vient rompre I'équilibre entre les cou-
rants de bords correspondants (Jyq # Jy ) et un courant J, arrive et repart
des électrodes. Les zone encerclées sont celles oit un processus dissipatif se produit
pour maintenir le systéme dans un régime d’équilibre.

Cours 2

4-4 Circuiterie a effet Hall

Conservons la géométrique précédente et supposons que 1'on insere le
gaz électronique bidimensionnel entre deux électrodes composées d'un
métal tri-dimensionnel conventionnel, situées en haut et en bas du rec-
tangle. On injecte un courant de particules J, dans I'électrode inférieure
(1) et on récupere ce courant dans 1’électrode supérieure (2). Les niveaux
de Fermi dans les électrodes sont donc différents, avec p11 > 2. En suppo-
sant les contacts électrode—gaz d’électrons parfaitsﬂ les états de bord situés
a droite de 1’échantillon vont se remplir jusqu’au niveau pq = p1, et ceux
sur la gauche de I’échantillon vont se remplir jusqu’a g = fi2.

Pour simplifier 'analyse, nous supposons toujours que seul le LLL joue
un role dans ce qui suit. Le calcul du paragraphe précédent continue a
s’appliquer avec désormais des courant de bords différents a gauche et a
droite de I’échantillon, ce qui correspond a ’apparition d"un courant résul-
tant non nul :

Jy = Jy7d - Jy7g
=t Pe/2) — 3 (g~ e f2)
= (pa — pg) /M. 281)

Si I’on revient au courant électrique I, = ¢J, et la différence de potentiel
Vz = (pta — pg)/q, on obtient la relation

I,=0,,Ve avec oy =q*/h. (2.82)
correspondant a une résistance de Hall
Ry = h/q* = 25812.807557(18) Q2. (2.83)

8. La double hypothése sous-jacente est (i) que des électrons jusqu’al’énergie 11 sont four-
nis au bord droit autant qu’il est nécessaire par 1'électrode 1, et (ii) que tout électron d’énergie
supérieure a po sur le bord gauche est immédiatement transporté jusqu’a I'électrode 1 qui
I’absorbe. L'irréversibilité associée a cette double hypothese se traduit par une dissipation
d’énergie aux deux zones marquées par un cercle rouge : en bas a gauche oi1 des électrons
d’énergie ~ p1 entrent dans des états de bords qui ne contiennent que des électrons d’énergie
< pe, et en haut a droite ot des électrons d’énergie allant jusqu’a p1 rentrent dans 1’élec-
trode au potentiel chimique p2. Pour une étude allant au dela de ce modele « d’électrodes
parfaites », voir par exemple Yoshioka (2002).
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Cette formule se généralise simplement au cas ot plusieurs niveaux de
Landau sont remplis et participent a la conduction : on trouve que la
conductivité o,, est simplement multipliée par le nombre de niveaux de
Landau en jeu. Cette valeur du « quantum de conductivité » égale a e*/h
est identique au résultat prédit pour un conducteur uni-dimensionnel re-
liant deux électrodes tri-dimensionnelles (formule de Landauer-Biittiker,
voir par exemple Akkermans & Montambaux (2004) et Imry (1997)). On
peut donc considérer le bord d'un gaz bidimensionnel d’électrons dans le
LLL comme un conducteur uni-dimensionnel.

Remarque. Ce résultat reste valable si on modifie légerement le champ
magnétique autour de la valeur correspondant a la figure Supposons
par exemple que l'on augmente légerement B. La distance entre deux
centres adjacents x;, va diminuer, et le nombre d’états N disponibles dans
la surface L, x L, va donc augmenter

WLely o ppan = Helupg el s o gy

N== h h

Si ce changement d.V est inférieur au nombre d’états situés dans la zone de
transition ot le potentiel V() varie, la figure[2.9|reste valable et le résultat
également. On s’attend donc a trouver un plateau ot la résistance de
Hall garde cette valeur quand B varie.

En pratique, la largeur du plateau que l'on déduit a partir de ce rai-
sonnement est beaucoup plus faible que les plateaux effectivement obser-
vés. La raison en est que ces derniers sont considérablement élargis par
le désordre présent dans les échantillons. La présence de désordre dans le
potentiel ressenti par les particules au cceur du matériau permet de pro-
duire une densité relativement importante d’états localisés dans le gap
entre deux niveaux de Landau, par exemple |fiw. /2, 3fiw./2[. Ce désordre
ne détruit pas la relation de quantification tant qu'il reste suffisam-
ment faible pour ne pas créer de connexion entre les deux bords de 1’échan-
tillon (voir par exemple la discussion détaillée de Girvin (2000)).
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FIGURE 2.11. Gauche : Interféromeétre de Mach—Zender électronique de i et al.
(2003). L’échantillon est plongé dans un champ magnétique de 5.5 T perpendicu-
laire au plan de la figure. Droite : en bleu, signal observé en fonction du temps lié
a la variation de la phase Aharonov—Bohm quand le champ magnétique appliqué
décroit (variation relative sur 3 heures : 71075, Le signal en rouge est obtenu en
modifiant les trajectoires des états de bord grice a des électrodes auxiliaires. L'aire
de l'interférometre est environ 60 um?.

4-5 Un interférometre de Mach-Zender électronique

Une belle application de ce conducteur monocanal fourni par les états
de bord d'un gaz 2D d’électrons sous champ magnétique a été démon-
trée par Ji et al. (2003). Il s’agit d"un interférometre a deux voies de type
Mach-Zender pour les électrons émis par une électrode source (figure[2.1T).
Apres leur parcours dans l’échantillon, ces électrons sont détectés sur une
des deux électrodes D1 et D2. Pour aller de la source vers les détecteurs,
deux chemins sont possibles pour les électrons, avec des séparateurs de
faisceaux formés par des contacts ponctuels quantiques (Quantum Point
Contact en anglais, QPC) qui peuvent transmettre ou réfléchir les électrons
de maniere cohérente avec une probabilité ajustable.

Du fait de la présence du champ magnétique perpendiculaire a I'échan-
tillon (B = 5.5T), il y a une différence de phase entre les deux chemins
liée a l'effet Aharonov—-Bohm vu au cours précédent. Cette différence de
phase est proportionnelle au flux du champ a travers le circuit dessiné par
les états de bord, et est de I'ordre de 60 000 x 2.
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§5. Etats de bord et applications

La figure (droite) montre un exemple de signal d’interférence ; on
a tracé le courant dans le détecteur D1 en fonction du temps. La modu-
lation du signal avec le temps provient du fait que le champ magnétique
auquel est soumis 1’échantillon décroit lentement (0.12 mT par heure). 1l
s’agit d'un changement tres faible en valeur relative sur la durée de l'ex-
périence (710~° environ), mais qui change la phase entre les deux bras de

7107° x 60000 x (27) ~ 4 x (27), (2.85)

ce qui correspond a 4 oscillations complétes du signal. On trouvera dans
l'article de Ji et al. (2003) une description détaillée des mécanismes pos-
sibles de décohérence dans ce type d’interféromeétre.

4-6 Ftats de bords avec des atomes froids ?

Nous terminons ce chapitre par une breve discussion des possibilités
offertes par les expériences d’atomes froids pour mettre en évidence de
maniere directe ces états de bord. Nous allons supposer possible la réalisa-
tion d’un hamiltonien de type (p — ¢A(#))?/2M pour des atomes neutres,
ou A correspond a un champ magnétique uniforme (cette réalisation sera
décrite dans les chapitres suivants). On peut alors mettre en évidence les
états de bord en changeant brutalement le confinement du gaz et en regar-
dant la trajectoire ultérieure des atomes.

Un exemple tiré de l'article de Goldman et al. (2013) est montré sur
la figure On part d’atomes fermioniques qui remplissent les états du
LLL dans une certaine zone de l'espace, en 'occurrence un petit disque
situé sur la gauche de 1’échantillon. A I'instant ¢ = 0, on relache brutale-
ment une partie du confinement et les atomes sont alors libres d’occuper
un deuxieme disque beaucoup plus grand que le premier, ces deux disques
étant tangents. On résout 1'équation de Schrodinger pour déterminer la
densité de probabilité aux instants ultérieurs.

Les résultats de la figure[2.12) confirment I'intuition que 1’on a des états
de bord : les particules se propagent de maniére chirale le long du bord
du grand disque, alors que la migration directe vers le centre de ce grand
disque est quasiment inexistante sur 1’échelle de temps regardée. Cette
non-migration est une conséquence du fait que le LLL est plat, et qu’il n’y
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FIGURE 2.12. Proposition de mise en évidence d'états de bord dans une expé-
rience d’atomes froids. Des atomes fermioniques sont initialement confinés dans
un petit disque situé a gauche. Aprés suppression d’une partie du confinement,
les atomes peuvent s’étendre librement et occuper un disque beaucoup plus grand.
Ces calculs sont faits pour des atomes bougeant sur un réseau carré de pas a dans
U'approximation des liaisons fortes, avec un flux de 2w /5 par cellule unité. Les
atomes sont préparés dans la sous-bande fondamentale, qui est une bonne approxi-
mation du LLL (de largeur presque nulle comparée au coefficient tunnel J). On a
pris p = —1.5 J et le rayon du grand disque est 32 a.

a donc pas de mouvement quantique associé & une superposition impli-
quant seulement ces états. L'évolution montrée en figure révele donc
simultanément deux caractéristiques essentielles du LLL : un spectre plat
pour les états localisés dans le coeur de 1'échantillon, et une vitesse chirale
pour les états de bord.
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