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Un	monde	à	deux	dimensions

De	la	sociologie… …	à	la	physique

Peierls 1907-1985

Que	deviendraient	les	objets	habituels	de	
la	physique,	cristaux,	aimants,	si	nous	
vivions	dans	un	monde	à	deux	dimensions?

R.	Peierls	1907-95
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Objets	physiques	2D	«	du	quo:dien	»

Supraconducteurs	à	haute		
température	cri:que	

Puits	quan:ques	en	électronique,	
diodes	laser,	photodétecteurs,	
composants	électroniques	à	bas	bruit	

Graphène

LANL

wikipedia

wikipedia
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Le	résultat	de	Peierls

En	basse	dimension,	les	fluctua:ons	thermiques	(T ≠ 0)	et	quan:ques	(T = 0)		
jouent	un	rôle	accru,	car	les	contraintes	imposées	par	les	posi:ons	des		
voisins	sont	moins	importantes

Ces	fluctua:ons	empêchent	l’appari:on	d’un	ordre	à	longue	portée		
similaire	à	celui	rencontré	à	trois	dimensions,	comme	l’ordre	cristallin.

Mermin	-	Wagner	-	Hohenberg

Ce	résultat	entraîne-t-il	l’absence	complète	de	transi7on	de	phase		
à	deux	dimensions	pour	les	systèmes	avec	une	symétrie	con7nue	?		

(hypothèses	précisées	dans	la	suite	du	cours)
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L’ordre	topologique

1973,	Kosterlitz	&	Thouless	:		
					Ordering,	metastability	and	phase	transi;ons	in	two-dimensional	systems	

Prix	Nobel	de	physique	2016	pour	«	les	découvertes	théoriques	des	transi;ons		
de	phase	topologiques	et	des	phases	topologiques	de	la	ma;ère	»

D.J.	Thouless F.D.	HaldaneJ.M.	Kosterlitz
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Pourquoi	la	topologie	joue-t-elle	un	rôle	?

Topologie	:	étude	mathéma:que	des	formes,	visant	à	établir	une	équivalence	entre		
des	objets	qui	peuvent	se	transformer	l’un	en	l’autre	par	une	déforma:on	con:nue

Un	changement	de	classe	ne	peut	se	faire	qu’en	passant	par	une	singularité	:	
protec7on	topologique

Nombre	g	d’anses	ou	de	poignées		d’un	objet	:		
																																																«	genre	»	d’une	surface	fermée	dans	l’espace	3D

g = 0 g = 1 g = 2



Le	lien	entre	topologie	et	géométrie

Le	théorème	de	Gauss	-	Bonnet	: 1

4⇡

Z

S
⌦(r) d2r = 1� g

En	géométrie,	on	peut	définir	en	tout	point	d’une	surface	fermée	régulière	et		
orientable	la	courbure												,	avec	par	exemple	pour	une	sphère		⌦(r) ⌦ = 1/R2

Figure extraite de la page web de Scientific American et réalisée par Keenan Crane (Columbia U.)
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La	protec:on	topologique	en	physique

Si	une	quan:té	physique	peut	s’exprimer	comme
Z

⇤
⌦(�) d�

où								est	une	ligne	ou	une	surface	fermée,	cele	quan:té	peut	être	:			⇤

• quan:fiée	(par	exemple,	la	conduc:vité	de	l’effet	Hall	quan:que)

• protégée	topologiquement	(inchangée	par	une	perturba:on	ou	du	désordre)

Important	à	la	fois	pour	l’aspect	conceptuel	et	l’aspect	pra7que

Réalisa:on	de	standards	«	macroscopiques	»	invariants	d’un	laboratoire	à	l’autre
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Le	gaz	de	Bose	à	deux	dimensions

Fluide	de	par:cules	iden:ques	de	masse	m	obéissant	à	la	sta:s:que	de	Bose-Einstein

On	suppose	que	l’on	peut	décrire	ce	fluide	par	un	champ	«	classique	»	complexe		
(onde	de	ma:ère)	:

 (r) =
p
⇢(r) ei✓(r) ⇢(r) :	densité	spa:ale	du	fluide

La	phase											est	définie	modulo									en	tout	point	où	la	densité	est	non	nulle✓(r) 2⇡

r = (x, y)

C

Invariant	topologique	sur	un	contour	fermé	du	plan	xy	sur	lequel											ne	s’annule	pas⇢(r)

I

C
r✓(r) · dr = n 2⇡ n 2 Z
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Champ	de	vitesses	du	fluide	et	vortex

 (r)Le	champ	de	vitesses	du	fluide	se	déduit	de												: v(r) =
~
m

r✓(r)

Fluide	de	Bose	décrit	par	l’onde	  (r) =
p
⇢(r) ei✓(r)

C
La	circula:on	de	la	vitesse	sur	tout	contour	fermé	
sur	lequel																				est	quan:fiée⇢(r) 6= 0

Un	vortex	(tourbillon)	est	associé	à	un	zéro	de											,	par	exemple (r)

 (r) = (x± iy)F
�
x2 + y2

�
= r F (r2) e±i'C

O
I

C
v(r) · dr = ±2⇡~

m

I

C
v(r) · dr = n

2⇡~
m

n 2 Z
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Protec:on	topologique	d’un	vortex
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La	transi:on	de	Kosterlitz	-	Thouless

1971:	Vadim	Berezinskii	(1935-1980)	
1973:	J.	Michael	Kosterlitz	et		David	J.	Thouless

mécanisme	BKT

Transi:on	de	phase	liée	à	l’appariement	des	défauts	topologiques	(vortex):g = 0 g = 1 g = 2

q = +1

q = �1

I

C
v(r) · dr = +

2⇡~
m

I

C
v(r) · dr = �2⇡~

m

I

C
v(r) · dr = 0

:	vortex

:	vortex

+2⇡

�2⇡

Basse	température	:	
pas	vraiment	un	ordre		
usuel,	mais	un	ordre	

topologique

Haute	température	:	
état	désordonné

g = 0 g = 1 g = 2

q = +1

q = �1

I

C
v(r) · dr = +

2⇡~
m

I

C
v(r) · dr = �2⇡~

m

I

C
v(r) · dr = 0



Les	buts	de	cele	série	de	cours

• Melre	en	place	les	ou:ls	pour	comprendre	le	résultat	de	Peierls

• Analyser	le	mécanisme	BKT	sur	le	cas	du	gaz	de	Bose	et	des	vortex		

• Discuter	plusieurs	exemples	de	systèmes	bidimensionnels

Liquides	colloïdaux	
photons	dans	des	cavités	électromagné:ques	
films	d’hélium	liquide	
gaz	atomiques	(bosons	ou	fermions)	
par:cules	hybrides	lumière-ma:ère	(polaritons	de	cavité)

Dillmann, Maret & Keim
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Documents	en	ligne

Notes	de	cours	et	copies	des	diaposi:ves	:

Pour	recevoir	les	annonces	liées	au	cours,	envoyer	un	courrier	électronique	à	:

avec	pour	sujet	:	subscribe	chaire-ar.ipcdf	

 listes-diffusion.cdf@college-de-france.fr

hlp://www.phys.ens.fr/~dalibard/2017_CdF.html	

mailto:listes-diffusion.cdf@college-de-france.fr
http://www.phys.ens.fr/~dalibard/2017_CdF.html
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Séminaires

3	mai	2017	:	Yves	Couder,	laboratoire	Ma:ère	et	Systèmes	Complexes,	Université	Paris	
Diderot	:	Une	dualité	onde-par;cule	à	échelle	macroscopique	:	le	rôle	d'une	mémoire	

10	mai	2017	:	Klaus	Moelmer,	Aarhus	University,	Danemark	:	A	relaxed	approach	to	
quantum	state	engineering	

17	mai	2017	:	Alexia	Auffeves,	Ins:tut	Néel	–	CNRS,	Grenoble	:		Contexts,	systems,	
modali;es:	A	physically	realist	framework	for	quantum	mechanics	

24	mai	2017	:	Thierry	Giamarchi,	Université	de	Genève,	Suisse	:		Berezinskii-Kosterlitz-
Thouless	transi;on	and	Sine-Gordon	theory:	from	superconductors	to	cold	atomic	gases	

31	mai	2017	:	Tilman	Pfau,	Université	de	Stulgart,	Allemagne	:	Dipolar	quantum	gases	and	
liquids	

7	juin	2017	:	Isabelle	Bouchoule,	Laboratoire	Charles	Fabry,	Palaiseau	:	Physics	of	one-
dimensional	Bose	fluids:	Using	ultra-cold	gases	as	quantum	simulators	
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Cours	1		

Peierls	et	l'ordre	cristallin	en	basse	dimension
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L’argument	de	Peierls	à	une	dimension

0 a 2a 3a

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
�10

�5

0

5

10

x

U(x)

a

Température	nulle	:	chaîne	ordonnée

Une	version	simple	:	l’empilement	de	défauts

 =
d2U

dx2

����
x=a

Température	non	nulle	:

h�1i = 0 h�21i ⇠
kBT



Fixons	la	posi:on	x0	de	l’atome	j = 0.	La	posi:on	de	l’atome		j = 1 peut	fluctuer	:

x1 = x0 + a+ �1



L’empilement	de	défauts	(suite)

0 1 2 3 . 
. 
.

Si																						,	c’est-à-dire	si																						,	on	a	perdu	toute	informa:on	sur	la		h�2
j i & a2 j & a2

kBT
posi:on	de	l’atome	j	par	rapport	à	la	maille	du	cristal	:	pas	d’ordre	à	longue	portée

{
h�2j i ⇠

kBT



h�21i ⇠
kBT


x1 = x0 + a+ �1
x2 = x1 + a+ �2

xj = xj�1 + a+ �j

�j = �1 + �2 + . . .+ �j

h�2
j i ⇠

kBT


j.Somme	de	variables	indépendantes	:

xj = x0 + ja+�j
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Le	cristal	harmonique	classique	1D

Condi:ons	aux	limites	périodiques

j = 0 ⌘ N

j = 1
j = N � 1

T = 0

u1

u2

u3

T 6= 0

Energie	du	système	: E =
NX

j=1

1

2
mu̇2

j +


2
(uj+1 � uj)

2

Hypothèse	:																																									mais	pas	nécessairement	|uj+1 � uj | ⌧ a |uj | ⌧ a

Equa:ons	du	mouvement	: m üj = (uj+1 � 2uj + uj�1)
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Solu:ons	des	équa:ons	du	mouvement

Passage	dans	l’espace	de	Fourier	: ûq =
1p
N

X

j

e�i qXj uj

nombre	d’onde	q	:	 q = �⇡

a
, . . . ,� 2⇡

Na
, 0,

2⇡

Na
, . . . ,+

⇡

a

N	équa:ons	indépendantes	pour	chaque	nombre	d’onde	q	:

¨̂uq + !2
q ûq = 0 !q = 2

r


m
| sin qa

2
|avec

Pour	les	pe:ts	nombres	d’onde,																			,	on	a	la	rela:on	de	dispersion	linéaire	:q ⌧ ⇡/a

!q = c |q| avec c = a

r


m

Ondes	sonores	(phonons)

Xj = ja
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L’équilibre	thermodynamique	du	système	1D

Retour	dans	l’espace	des	posi:ons	:	quelle	est	la	corréla:on		
entre	les	déplacements	de	deux	atomes	séparés	de	j	sites	?

uj � u0 =
1p
N

X

q

�
eiqXj � 1

�
ûq

Moyenne	prise	à	l’équilibre	thermique	: hûqû
⇤
q0i = 0 si q 6= q0

1

2
m!2

q h|ûq|2i =
1

2
kBT h|uq|2i =

kBT

m!2
q

huj � u0i = 0

h(uj � u0)
2i = kBT

m

4

N

X

q

sin2 (qXj/2)

!2
q

à	calculer…

Xj = ja
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Es:ma:on	de	 h(uj � u0)
2i

Passage	d’une	somme	discrète	sur	q	à	une	intégrale	et	u:lisa:on	de	 !q ⇡ c |q|

h(uj � u0)
2i ⇡ 4

⇡

kBT

a

Z ⇡/a

0

sin2(qXj/2)

q2
dq

On	coupe	l’intégrale	en	deux	morceaux	sur	lesquels	on	fait	des	approx.	différentes	:

• Modes	de	grand	nombre	d’onde	(i.e.,	courte	longueur	d’onde)	:	 q > ⇡/Xj

0 jXj

sin2(qXj/2) ⇡
1

2

• Modes	de	pe:t	nombre	d’onde	(i.e.,	grande	longueur	d’onde)	:	 q < ⇡/Xj

0 j
sin2(qXj/2) ⇡ (qXj/2)

2
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Es:ma:on	de																								(suite)	h(uj � u0)
2i

Contribu:on	des	deux	types	de	modes

Modes	de	grand	nombre	d’onde	: h(uj � u0)
2i ⇡ 4

⇡

kBT

a

Z ⇡/a

⇡/Xj

1

2q2
dq

⇠ kBT

a
Xj

Modes	de	pe:t	nombre	d’onde	: h(uj � u0)
2i ⇡ 4

⇡

kBT

a

Z ⇡/Xj

0

(qXj/2)2

q2
dq

⇠ kBT

a
Xj

Les	deux	morceaux	sont	similaires	et	redonnent	le	résultat	trouvé	par	l’argument	
fondé	sur	l’empilement	de	défauts.	La	contribu:on	essen:elle	vient	des	modes	:	

q ⇠ ⇡

Xj
responsables	de	la	perte	d’ordre	à	longue	portée
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2.	

Cristaux	à	deux	ou	à	trois	dimensions
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Ecarts	à	l’équilibre	dans	un	réseau	bi-dimensionnel

Analyse	similaire	au	cas	1D,	passant	
par	la	recherche	des	modes	propres	
caractérisés	par	un	vecteur	d’onde q

L’étude	détaillée	est	compliquée	par	le	fait	que	les	phonons	peuvent	avoir		
deux	états	de	polarisa:ons	:	parallèle	à						ou	perpendiculaire	à	 qq

Nous	allons	nous	contenter	ici	de	lois	d’échelle

j ⌘ (jx, jy)

q ⌘ (qx, qy)



26

Ecart	à	l’équilibre	à	deux	dimensions

Un	traitement	similaire	au	cas	1D	conduit	à	:

h(uj � u0)
2i ⇠ kBT



2

⇡2

Z

ZB

sin2(q ·Rj/2)

q2
d2q.

où	le	vecteur																											évolue	dans	la	zone	de	Brillouin	q = (qx, qy)

�⇡

a
< qx,y < +

⇡

a

On	coupe	là	aussi	l’intégrale	en	deux	morceaux	:
• Grands	vecteurs	d’onde	:	 q > ⇡/Rj

⇠ 1

⇡2

kBT



Z ⇡/a

⇡/Rj

1

q2
2⇡q dq ⇠ 2

⇡

kBT


log(Rj/a)

• Pe:ts	vecteurs	d’onde	:	 q < ⇡/Rj

⇠ 1

2⇡2

kBT


R2

j

Z ⇡/Rj

0
⇡q dq ⇠ ⇡

4

kBT



dominant
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Absence	d’ordre	à	longue	portée	à	2D

Peierls 1907-1985Bilan	du	calcul	précédent	: h(uj � u0)
2i ⇠ kBT


log(Rj/a)

avec	une	contribu:on	dominante	des	vecteurs	d’onde																							comme	à	1D.q ⇠ ⇡/Rj

0 j

L’ordre	cristallin	à	longue	portée	n’existe	pas	à	2D:

h(uj � u0)
2i ! 1 quand Rj ! 1

mais	la	divergence	n’est	que	logarithmique	alors	qu’elle	était	linéaire	à	1D.

On	qualifie	souvent	ceUe	situa;on	de	«	quasi-ordre	à	longue	portée	»

R.	Peierls
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Et	le	cas	tri-dimensionnel	?

image I. Bloch

Le	même	type	d’analyse	peut	être	mené,	conduisant	
à	une	forme	similaire	pour	les	écarts	à	l’équilibre	:

h(uj � u0)
2i ⇠ akBT



Z

ZB

sin2(q ·Rj/2)

q2
d3q

d3q = q2 dq d2⌦ plus	de	divergence	en	q = 0

h(uj � u0)
2i ⇠ kBT


On	arrive	alors	à																																																		:	résultat	indépendant	de	Rj

kBT


⌧ a2Si																											,	l’ordre	cristallin	peut		

exister	avec	une	portée	infinie.

wikipedia
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Le	théorème	de	Mermin	-	Wagner	-	Hohenberg

Pour	un	système	de	dimension	inférieure	ou	égale	à	2	et	des		
interac7ons	à	courte	portée,	il	ne	peut	pas	y	avoir	de	brisure		
spontanée	d'une	symétrie	con7nue	à	température	non	nulle

• Si	la	portée	est	infinie,	la	théorie	de	champ	moyen	s'applique	et	les	transi:ons		
				de	phase	"standard"	prévues	par	cele	théorie	peuvent	se	produire.

• Symétrie	con:nue	(transla:on,	magné:sme	de	Heisenberg,	condensa:on	de		Bose-
Einstein).	Le	théorème	ne	s'applique	pas	tel	quel	aux	symétries	discrètes	(Ising).

• A	température	nulle,	le	gaz	de	Bose	2D	quan:que	en	interac:on	est	condensé	
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3.	

Fluides	et	cristaux	bi-dimensionnels		
au	laboratoire

Expériences	faites	à	Constance	dans	le		
groupe	de	Georg	Maret	et	Peter	Keim	
sur	des	systèmes	colloïdaux



31

Le	montage	expérimental	de	Constance

• Goule	d’eau	(diamètre	8	mm)	suspendue	par	tension	superficielle

• 105	billes	de	polystyrène	de	diamètre	4.5	μm	(densité	1.5)	à	l’interface	eau-air	

• Dopage	des	billes	avec	des	nanopar:cules	d’oxyde	de	fer	+	champ	magné:que	
					ver:cal	:	force	de	répulsion	dipôle-dipôle	entre	les	billes	

• Contrôle	de	l’horizontalité	au	micro	radian	près

Keim et al,  
Phys. Rev. E 75,  
031402 (2007)
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Le	montage	expérimental	de	Constance	(suite)

On	sélec:onne	une	fenêtre	de	1	mm	x	1mm	:	
environ	4000	billes,	avec	une	distance	moyenne	
entre	billes	de	15	μm	

On	enregistre	la	posi:on	de	chaque	bille	avec	
une	précision	submicrométrique	chaque	seconde

Les	constantes	de	temps	pour	aleindre	l’équilibre	
peuvent	dépasser	un	mois	!

Paramètre	de	contrôle	de	l’expérience	: � =
Emag

kBT

Deutschlander et al.,  
2015
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Les	différentes	phases	pour	l’assemblée	de	par:cules

KTHNY	:	Kosterlitz,	Thouless,	Halperin,	Nelson,	Young	(1973-1979)

• T = 0	:	cristal	triangulaire	parfait	(si	on	néglige	les	fluctua:on	quan:ques)

� =
Emag

kBT

• Température	très	basse	:	fluctua:ons	logarithmiques	à	la	Peierls

Quasi-ordre	transla:onnel	:		 h(uj � u0)
2i / log(Rj/a)

Scénario	validé	par	les	expériences	et	les	simula;ons	numériques

Véritable	ordre	orienta:onnel	:																										ne	tend	pas	vers	0	à	l’infinih(✓j � ✓0)
2i

Défauts	locaux	sans	importance	sur		
le	comportement	à	longue	portée

SIMULATION OF MELTING OF TWO-DIMENSIONAL . . . PHYSICAL REVIEW B 83, 214108 (2011)

thermodynamic variables are collected by generating averages
on each of the 100 parallel threads; then, by using the central
limit theorem, we obtain the total average, as we have 100
independent means.

Although in our preliminary studies we have computed
thermodynamic quantities for a range of densities and temper-
atures, the effects of critical slowing down near the melting
transition and our desire to study the largest possible systems
have led us to focus on a single density 0.873 (all densities
are in units of particles per σ−2). This density was chosen
for several reasons. This is a density that could be readily
compared to prior numerical simulations of Lennard-Jones
melting.15 Also, we wanted a density that is relatively low, but
large enough to avoid the solid-vapor coexistence phase at low
temperatures. Strictly speaking, there is a solid phase in the
zero temperature limit only at densities of 0.9165 (the density
at which the spacing of the triangular lattice is the same as the
position of the Lennard-Jones potential minimum) and above.
Below this density, there is a solid-vapor coexistence phase.
However, the triple point density is roughly 0.82, so at higher
densities the system will in general become solid before the
onset of melting occurs.8

III. ROLE OF DEFECTS

A. Defect types

In two dimensions, the densest packing of particles of
uniform size is achieved in a triangular lattice. In such a
configuration, each particle has exactly six nearest neighbors.
Thermal fluctuations will lead to distortions in the lattice,
or even destroy it completely. To quantify this, we use the
Delaunay triangulation to determine the nearest-neighbor
network of our particle configurations. The nearest-neighbor
network tells us the number of nearest neighbors, or coor-
dination number, of each particle. For a system of particles
in a periodic plane, the average coordination number is
always six.21 Particles in a triangularly ordered region will
be 6-coordinated, while disruptions in the lattice will lead to
particles with coordination numbers greater than or less than
six. A defect is defined as any coordination number other
than six. These non-6-coordinated atoms may be thought of
as disclinations of charge n, with their coordination number
being 6 + n.

The most common type of disruption, or defect, is a
5- or 7-coordinated particle. These may be interpreted as
disclinations of charge plus or minus one. Two oppositely
charged disclinations may be thought of as a dislocation. More
complex arrangements of disclinations are possible, such as
dislocation pairs and grain boundary loops, but in our analysis
we have only considered individual defects. The defect fraction
fd = 1 − N6/N is defined as the fraction of particles that do
not have six neighbors, where N is the number of particles in
the system, and N6 is the number of 6-coordinated particles in
the system. Remembering that dislocations are made of two
bound disclinations of opposite charge, and that dislocations
become unbound above the melting point, we can expect the
defect fraction to experience a jump at the melting point.21

Additionally, at low temperatures, we can expect an energy
gap to occur, which is the energy cost to create a dislocation
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FIG. 1. (Color online) The Delaunay triangulation for N = 1600
particles at T = 0.70. Defects are shown in red.

pair. Because the overall disclinicity of the system must be
zero, as well as the net Burgers vector of any dislocations, the
lowest-energy defect excitation is a dislocation pair of opposite
Burgers vectors. In practice, this is usually two pairs of 5- and
7-coordinated particles. This leads to an exponential behavior
in the defect fraction fd = e−β#, where # is the lowest energy
for a defect-type excitation of the system.

B. Unbinding of defects

In Figs. 1, 2, and 3, the Delaunay triangulated configuration
of a 1600 particle system is shown at temperatures 0.7, 0.9,
and 1.1, respectively. The defects are shown in red. At low
temperature as demonstrated in Fig. 1, we see that defects
occur in quadruplets consisting of two 5-coordinated and
two 7-coordinated particles. As the temperature is raised to
0.9 (Fig. 2) ,we can see isolated dislocations (one 5-fold-
coordinated atom bound to a 7-fold-coordinated atom). At
yet higher temperature, such as 1.1 (Fig. 3), we can observe
isolated disclinations.

This can also be seen in the pair distribution functions
g77(r), g55(r), and g57(r) for pairs of 7-coordinated particles,
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FIG. 2. (Color online) The Delaunay triangulation for N = 1600
particles at T = 0.90. Defects are shown in red.
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Les	différentes	phases	pour	l’assemblée	de	par:cules	(2)

Première	transi:on	de	phase	à	une	température	Tm	telle	que	

�m =
Emag

kBTm
= 70.3

Appari:on	de	«	disloca:ons	»	:	défauts	de	type	7-5	correspondant	à	l’ajout		
																																																									d’une	demi-ligne	d’atomes
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FIG. 3. (Color online) The Delaunay triangulation for N = 1600
particles at T = 1.10. Defects are shown in red.

pairs of 5-fold-coordinated atoms, and for (5-fold–7-fold)–
coordinated atoms, respectively. In Fig. 4, a sharp peak in
g77(r) is observed at low temperatures (T = 0.70), indicating
that dislocations are tightly bound. At higher temperatures
(T = 0.90 and 1.10), the peak in g77(r) is greatly diminished,
and dislocations become first weakly bound (T = 0.90)
and then completely unbound (T = 1.10). g55(r), while not
shown, behaves qualitatively similar to g77(r), as both are
representative of the pair distribution of dislocations.

The pair distribution function for disclinations g57(r) is
shown in Fig. 5. While the sharp peak at low (T = 0.70)
and intermediate (T = 0.90) temperature is expected, the
peak at T = 1.10, while quite lower, is still very substantial.
This indicates that disclinations have not become completely
unbound, and indeed it is difficult to find isolated disclinations
in the snapshot configurations presented in Fig. 3. When
isolated disclinations do occur, they are still next-nearest
neighbors with at least one other disclination of opposite
charge.
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FIG. 4. (Color online) The pair distribution function for 7-
coordinated particles g77(r). The peak for T = 0.70 extends to ∼ 50.
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FIG. 5. (Color online) The pair distribution function for pairs
consisting of one 5-coordinated particle and one 7-coordinated
particle g57(r). The peak for T = 0.70 extends to ∼ 150.

C. Defect fraction

According to the KTHNY theory, disclinations remain
very tightly bound below Tm. Above Tm, the disclinations are
screened from one another by the presence of free dislocations
yet remain bound, albeit by a weaker logarithmic binding.3

Thus, we expect a proliferation of defects to occur around Tm,
and to continue growing until somewhere above Ti , where a
saturation should occur. In Fig. 6, we show the average defect
fraction as a function of temperature. At low temperature,
there are very few defects, while at high temperature, there
is a considerable fraction of the system that is defected. In
between, there is a region of rapidly increasing defect fraction,
from T = 0.8 to 1.0. This can be quantitatively verified by
calculating the temperature derivative of the defect fraction,
which is indeed found to have a broad peak in this temperature
region. The overall shape of dfd (T )/dT is very similar to that
of the specific heat capacity, to be shown next. Additionally,
we can see some size dependence in the region 0.6 < T < 1.0,
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FIG. 6. (Color online) Fraction of defects fd as defined by the
fraction of non-6-coordinated particles in the Delaunay triangulation
fd = 1 − N6/N . The rapid rise in fd from near zero to almost 25%
is a possible sign that dislocation and/or disclination unbinding is
occurring.
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• Détruit	le	quasi-ordre	transac:onnel	
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• Un	quasi-ordre	orienta:onnel	subsiste
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Les	différentes	phases	pour	l’assemblée	de	par:cules	(3)

Deuxième	transi:on	de	phase	à	une	température	Ti	telle	que	

�i =
Emag

kBTi
= 67.3

Appari:on	de	«	disclina:ons	»	:	défauts	isolés	de	type	7	ou	de	type	5

renormalization group analysis of topological defects (18–20). In
the KTHNY formalism, the orientationally long range-ordered
crystalline phase melts at a temperature Tm via the dissociation
of pairs of dislocations into a hexatic fluid, which is unknown in
3D systems. This fluid is characterized by quasi-long-range ori-
entational but short-range translational order. In a triangular
lattice, dislocations are point defects and consist of two neigh-
boring particles with five and seven nearest neighbors, re-
spectively, surrounded by sixfold coordinated particles. At a
higher temperature Ti, dislocations start to unbind further into
isolated disclinations (a disclination is a particle with five or
seven nearest neighbors surrounded by sixfold coordinated par-
ticles), and the system enters an isotropic fluid with short-range
orientational and translational order. A suitable orientational
order parameter is the local bond order field ψ6ð~rj, tÞ=
n−1j

P
ke

i6θjkðtÞ =
!!ψ6ð~rj, tÞ

!!eiΘjðtÞ, which is a complex number with
magnitude

!!ψ6ð~rj, tÞ
!! and phase ΘjðtÞ defined at the discrete par-

ticle positions~rj. ΘjðtÞ is the average bond orientation for a spe-
cific particle. The k-sum runs over all nj nearest neighbors of
particle j, and θjk is the angle of the kth bond with respect to a
certain reference axis. If particle j is perfectly sixfold coordinated
[e.g., all θjkðtÞ equal an ascending multiple of π=3], the local bond
order parameter attains

!!ψ6ð~rj, tÞ
!!= 1. A five- or sevenfold co-

ordinated particle yields
!!ψ6ð~rj, tÞ

!!J 0. The three different
phases can be distinguished via the spatial correlation g6ðrÞ=
hψp

6ð~0Þψ6ð rj!Þi or temporal correlation g6ðtÞ= hψp
6ð0Þψ6ðtÞi of the

local bond order parameter. For large r and t, respectively, each
correlation attains a finite value in the (mono)crystalline phase, de-
cays algebraically in the hexatic fluid, and exponentially∼ expð−r=ξ6Þ
and ∼ expð−t=τ6Þ in the isotropic fluid (20, 21). Unlike second-
order phase transitions where correlations typically diverge alge-
braically, the orientational correlation length ξ6 and time τ6 di-
verge in the KTHNY formalism exponentially at Ti

ξ6 ∼ exp
"
ajej−1=2

#
and τ6 ∼ exp

"
bjej−1=2

#
, [6]

where e= ðT −TiÞ=Ti, and a and b are constants (20, 22). This
peculiarity is the reason why KTHNY melting is named contin-
uous instead of second order. In equilibrium, the KTHNY sce-
nario has been verified successfully for our colloidal system in
various experimental studies (23–25).
To transfer this structural 2D phase behavior into the frame-

work of the Kibble–Zurek mechanism, we start in the high
temperature phase (isotropic fluid) and describe the symmetry
breaking with the spatial distribution of the bond order parameter.
Because in 2D the local symmetry is sixfold in the crystal and the
fluid, the isotropic phase is a mixture of sixfold and equally num-
bered five- and sevenfold particles (other coordination numbers
are extremely rare and can be neglected). During cooling, isolated
disclinations combine to dislocations that, for infinite slow cooling
rates, can annihilate into sixfold particles with a uniform director
field. This uniformity is given by a global phase, characterizing the

orientation of the crystal axis. Spontaneous symmetry breaking
implies that all possible global crystal orientations are degenerated,
and the Kibble–Zurek mechanism predicts that in the presence of
critical fluctuations the system cannot gain a global phase at finite
cooling rates: Locally, symmetry broken domains will emerge,
which will have different orientations in causally separated regions.
The final state is a polycrystalline network with frozen-in defects.
As in the case of superfluid 4He, ψ6ð~rj, tÞ is complex with two
independent components (N = 2). Consequently, we expect to
observe monopoles in two dimensions. The phase of ψ6ð~rj, tÞ is
invariant under a change in the particular bond angles of
ΔθjkðtÞ=±nπ=3 (n∈N), which is caused by the sixfold orientation
of the triangular lattice. Similar to the Higgs field or the superfluid,
one cannot consider a closed (discrete) path in ψ6ð~r, tÞ on which
θjkðtÞ changes by an amount of ±π=3, leaving the orientational field
invariant. Reducing this path to a point, ψ6ð~r, tÞ must tend toward
zero at the center to maintain continuity. Because the orientational
field is defined at discrete positions, the defect is a single particle
marked as a monopole of the high symmetry phase. In fact, this
coincides with the definition of disclinations in the KTHNY for-
malism (20): The particle at the center is an isolated five- or sev-
enfold coordinated site. Fig. 2 illustrates this for a bond on a closed
path. Going counterclockwise around the defect, the bond angle
changes by an amount of +π=3 for a fivefold (Fig. 2A) and by −π=3
for a sevenfold site (Fig. 2B). [In principle, also larger changes in
θjkðtÞ are possible, e.g., for n= 2, a four- or eightfold oriented site,
but these are extremely rare.] In KTHNY theory the monopoles
(disclinations) combine to dipoles (dislocations) that can only an-
nihilate completely if their orientation is exactly antiparallel. At
finite cooling rates, they arrange in chains, separating symmetry
broken domains of different orientation: chains of dislocations can
be regarded as strings or 2D domain walls.

Colloidal Monolayer and Cooling Procedure
Our colloidal model system consists of polystyrene beads with
diameter σ = 4.5 μm, dispersed in water and sterically stabilized
with the soap SDS. The beads are doped with iron oxide nano-
particles that result in a superparamagnetic behavior and a mass
density of 1.7 kg/dm3. The colloidal suspension is sealed within a
millimeter-sized glass cell where sedimentation leads to the for-
mation of a monolayer of beads on the bottom glass plate. The
whole layer consists of >105 particles and in a 1,158 μm × 865 μm
subwindow, ≈ 5,700 particles are tracked with a spatial resolution
of submicrometers and a time resolution in the order of seconds.
The system is kept at room temperature and exempt from density
gradients due to a months-long precise control of the horizontal
inclination down to microradian. The potential energy can be
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Fig. 2. Sketch of a fivefold oriented (A) and sevenfold oriented (B) dis-
clination. The red arrows illustrate the change in bond angle (blue) when
circling on an anticlockwise path around the defect.
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different cooling rates (colored straight lines, Eq. 9) as a function of inverse
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Perte	de	l’ordre	orienta7onnel	:	il	ne	subsiste		
aucun	ordre	(ou	quasi-ordre)	à	longue	portée
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Et	le	graphène	?

Feuille	d’atomes	de	carbone	présentant	un	ordre	cristallin	à	deux	dimensions

Compa:bilité	avec	le	théorème	de	Mermin	-	Wagner	-	Hohenberg	?

• Compte	tenu	de	la	raideur	des	liens,	la	perte	de	l’ordre	cristallin	ne	se	
manifeste	que	sur	de	très	longues	distances		

Un	échan;llon	de	taille	finie	raisonnable	peut	présenter	un	ordre	cristallin	

• La	surface	est	plissée	et	le	
couplage	non-linéaire	entre	
fluctua:ons	de	hauteur	et	
déplacements	parallèles	à	la	
surface	induit	une	composante	
effec:ve	à	longue	portée	 Fasolino et al, 2007
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En	résumé,	pour	l’état	cristallin	à	1D	et	2D	…

Résultat	de	Peierls	généralisé	par	le	théorème	de	Mermin-Wagner	-	Hohenberg:

A	température	non	nulle,	il	n’y	a	pas	d’ordre	transla:onnel	à	longue	portée	en	
dimension	réduite.	La	contribu:on	des	phonons	(dominante	à	basse	T)	donne	:

h(uj � u0)
2i ⇠ kBT


log(Rj/a) :	quasi-ordre	

A	plus	haute	température	et	à	2D,	dissocia:on	de	défauts	locaux	de	type																.		
Une	fois	dissociés,	ces	défauts	détruisent	complètement	l’ordre	transla:onnel	

5
57 7

Le	rôle	des	fluctua:ons	quan:ques,	seules	présentes	à	température	nulle	:

1D,	T = 0	: h(uj � u0)
2i ⇠ ~

m!
log(Rj/a)

loi	similaire	aux	fluctua:ons	thermiques	à	2D

! =
p
/m

h(uj � u0)
2i ⇠ kBT



Rj

a
1D	:

2D	:

:	décroissance	rapide	des	corréla:ons


