
Chapitre 2

Réseaux optiques : les principes de base
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Le but de ce chapitre est de présenter les concepts de base de la phy-
sique des réseaux optiques. Nous commençons par rappeler le théorème
de Bloch, qui est l’outil central pour aborder le mouvement de particules
individuelles dans un potentiel périodique V (r). Nous expliquons com-
ment émergent les concepts essentiels de fonctions de Bloch et de bandes
d’énergie, et nous présentons une série de résultats explicites pour ces
fonctions et ces bandes dans le cas d’un réseau 1D sinusoïdal, V (x) =
V0 sin2(kx). Nous nous intéressons ensuite aux quantités accessibles quand
on branche et débranche le potentiel V (r), une opération impossible dans
un cristal réel, mais facile avec les réseaux optiques. Nous terminons ce
chapitre par une première approche de la propagation de paquets d’ondes
dans le réseau, avec la notion de masse effective et de vitesse de groupe.

1 Comment générer un réseau optique

1-1 Les réseaux à une dimension

Dans sa version la plus simple, un réseau optique est constitué d’une
onde lumineuse stationnaire à une dimension le long d’un axe Ox (Figure
2.1). Cette onde est formée par deux ondes progressives de même ampli-
tude E0 se propageant en sens opposé (on néglige ici l’influence de la pola-
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FIGURE 2.1. Réseau optique 1D formé par une onde laser stationnaire. Gauche :
période λ/2 ; droite : période λ/[2 sin(θ/2)].

risation) :

E0 sin(kx− ωt+ φ1), E0 sin(kx+ ωt− φ2). (2.1)

Le champ résultant s’écrit E(x, t) = E(x) cos(ωt− ϕ) avec ϕ = (φ1 + φ2)/2
et

E(x) = 2E0 sin(kx− Φ), Φ = (φ2 − φ1)/2. (2.2)

Dans ce chapitre, on choisira l’origine des coordonnées x = 0 telle que
Φ = 0, ce qui correspond à choisir cette origine en un nœud de l’onde
stationnaire. Les atomes sont alors soumis au potentiel périodique

V (x) = V0 sin2(kx), V0 =
d2

0E2
0

~∆̄
, (2.3)

où le signe de V0 peut être ajusté en changeant le désaccord du laser par
rapport à la transition de résonance de l’atome.

Si l’onde stationnaire est obtenue en superposant deux ondes lumi-
neuses planes de directions opposées, k est égal au vecteur d’onde kL de la
lumière et la période spatiale du réseau est a = λ/2 = π/kL, où λ = 2π/kL

est la longueur d’onde lumineuse. Si les ondes font chacune un angle θ/2
par rapport à la normale à Ox, k = kL sin(θ/2) ; la période spatiale est alors
augmentée : a = λ/[2 sin(θ/2)]. Nous verrons plus tard qu’on peut éga-
lement choisir dans (2.1) une phase relative Φ = φ2 − φ1 qui dépend du
temps, ce qui permet de faire défiler le potentiel périodique dans le réfé-
rentiel du laboratoire à la vitesse Φ̇/(2k).

1-2 Les réseaux multi-dimensionnels

Pour créer un potentiel périodique selon plusieurs directions de l’es-
pace, la technique la plus simple et la plus robuste consiste à superposer
des ondes stationnaires de fréquences différentes selon les directions dé-
sirées. Par exemple, pour faire un réseau carré dans le plan xy, on peut
superposer

E(r) = 2E1 sin(k1x) cos(ω1t− ϕ1) + 2E2 sin(k2y) cos(ω2t− ϕ2). (2.4)

Si la différence de fréquence ω1 − ω2 entre les ondes est grande devant les
autres fréquences intervenant dans le mouvement du centre de masse ato-
mique, on peut négliger l’interférence entre ces deux ondes stationnaires et
considérer que l’atome est soumis au potentiel dipolaire

V (r) = V1 sin2(k1x) + V2 sin2(k2y). (2.5)

En pratique, il suffit de prendre (ω1 − ω2)/2π de l’ordre de quelques MHz
(soit une différence relative de 10−8) pour que cette approximation soit
valable.

On peut également choisir toutes les ondes à la même fréquence. Dans
ce cas, si on veut utiliser la superposition de deux ondes stationnaires dans
le plan xy comme en (2.4), il faut contrôler la phase temporelle relative
ϕ1−ϕ2 de ces ondes car le profil d’interférence en dépend fortement (Hem-
merich & Hänsch 1993). Ce contrôle de la phase peut être mis à profit pour
faire varier la topologie du réseau, comme nous le verrons ultérieurement
pour la mise en évidence de points de Dirac dans un réseau hexagonal
(Tarruell et al. 2012).

Notons une exception importante à cette nécessité de contrôler la
phase : Grynberg et al. (1993) ont montré que si on restreint le nombre de
faisceaux à sa valeur minimale (2 faisceaux pour un réseau 1D, 3 faisceaux
à 2D, 4 faisceaux à 3D), alors le motif d’interférence donnant naissance
au potentiel V (r) est indépendant des phases des faisceaux. Une varia-
tion de ces phases n’a pour effet que de translater le motif d’interférence,
sans changer sa forme 1. On pourra consulter l’article de revue de Gryn-
berg & Robilliard (2001) pour avoir un panorama complet des formes de
réseaux accessibles dans ce cas strictement monochromatique. Signalons

1. Ce résultat apparaît clairement à 1D sur l’expression (2.2).
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également que l’on peut dans ce cas dépasser le cadre de réseaux pério-
diques et construire des potentiels quasi-périodiques analogues à ceux qui
apparaissent dans les quasi-cristaux (Guidoni et al. 1997).

1-3 Retour à 1D : l’équation de Mathieu

L’étude du mouvement quantique d’un atome de masse m dans ce po-
tentiel périodique passe par la recherche des états propres |ψ〉 (ou ψ(x) =
〈x|ψ〉) de l’hamiltonien

Ĥ =
p̂2

2m
+ V0 sin2(kx̂). (2.6)

Le nombre d’onde k introduit naturellement une échelle d’énergie, qu’on
appellera énergie de recul

Er =
~2k2

2m
, (2.7)

qui permet d’écrire l’équation aux valeurs propres Ĥψ = E ψ sous une
forme sans dimension

−ψ′′(x̃) +
Ṽ0

2
[1− cos(2x̃)]ψ(x̃) = Ẽ ψ(x̃), (2.8)

où on a posé x̃ = kx, Ṽ0 = V0/Er et Ẽ = E/Er. Notons que l’appel-
lation énergie de recul pour Er est un peu abusive ; on définit habituelle-
ment l’énergie de recul (2.7) comme une quantité liée à l’atome, k étant le
nombre d’onde associée à la transition de résonance. Ici, le laser peut avoir
un nombre d’onde kL différent de la valeur résonante, et k peut en plus
différer de kL si on choisit une configuration avec un angle θ 6= π.

L’équation (2.8) porte le nom d’équation de Mathieu 2 et se rencontre dans
de nombreux problèmes physiques, comme le mouvement d’une particule
classique soumise à une force oscillante (x̃ étant alors le temps), un piège
de Paul pour des particules chargées par exemple. Pour une condition ini-
tiale donnée en x̃ = 0 et selon la valeur du couple (Ṽ0, Ẽ), les solutions
restent bornées ou au contraire divergent en x̃ = ±∞. Dans le cas d’une

2. Émile Léonard Mathieu (1835-1890), mathématicien français, a écrit cette équation en
1865 en étudiant les vibrations d’une membrane elliptique.

particule dans un piège de Paul, les solutions bornées et divergentes cor-
respondent respectivement aux zones de stabilité et d’instabilité du piège ;
pour le mouvement quantique d’un atome dans un réseau optique, ces so-
lutions correspondent à une énergie E située dans une zone « permise » ou
« interdite » (gap).

Dans la mesure où l’existence de ces zones permises ou interdites n’est
pas restreinte au cas d’un potentiel sinusoïdal, mais apparaît pour tout po-
tentiel périodique, nous allons momentanément laisser l’équation de Ma-
thieu pour aborder le problème général du mouvement d’une particule
dans un potentiel spatial périodique. Toutefois, nous utiliserons plus tard
certains résultats spécifiques liés à cette équation de Mathieu, comme la
valeur asymptotique de la largeur des bandes dans la limite V0 � Er.

2 Le théorème de Bloch

On considère dans ce qui suit le mouvement d’une particule ponctuelle,
sans spin, dans un potentiel périodique V (r) en l’absence de toute autre
force (en particulier pas de champ magnétique). Plus précisément, on sup-
pose que ce potentiel est invariant quand on fait la substitution r → r+rj ,
où rj est un des nœuds du réseau

B = {rj = j1a1 + j2a2 + j3a3, j1, j2, j3 ∈ Z}. (2.9)

Un tel réseau, qui est stable par addition et soustraction, est appelé réseau
de Bravais. Nous avons écrit ici la version 3D du réseau, les vecteurs ai
étant indépendants. À une dimension, nous noterons plus simplement la
période spatiale a1 ≡ a. Nous nous intéressons ici au problème général de
la recherche des états propres de l’hamiltonien

Ĥ =
p̂2

2m
+ V (r̂) (2.10)

décrivant le mouvement de la particule. Le théorème de Bloch 3 tire parti
de la symétrie de translation discrète du problème pour rechercher une
base de fonctions propres sous une forme particulièrement commode.

3. Félix Bloch a prouvé ce théorème dans son étude d’un électron en mouvement dans un
potentiel périodique (Bloch 1929). Le même résultat mathématique avait été obtenu aupara-
vant dans d’autres contextes, notamment par Floquet (1883).
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2-1 Énoncé du théorème

Partons des deux points suivants :

– les opérateurs de translation T̂a définis par

T̂a ψ(r) = ψ(r − a) ou encore T̂a = e−ia·p̂/~ (2.11)

commutent entre eux,

– la symétrie de translation de V (r) entraîne que les opérateurs de trans-
lation T̂ai commutent avec l’hamiltonien.

On peut donc chercher une base de fonctions propres communes à Ĥ et
aux T̂ai

. Or la diagonalisation d’un opérateur T̂a est aisée ; en particu-
lier, puisque T̂a est un opérateur unitaire (T̂−1

a = T̂−a = T̂ †a), ses valeurs
propres λ sont des nombres de module 1 que l’on peut toujours écrire sous
la forme λ = e−iθ.

Considérons maintenant une fonction propre ψθ1,θ2,θ3 de l’hamiltonien
Ĥ et de chacun des opérateurs de translation T̂aj , avec la valeurs propre
e−iθj pour T̂aj . Pour exprimer de manière compacte le triplet des θj , il est
commode d’introduire le réseau réciproque (un autre réseau de Bravais)
défini par :

B′ = {Qj = j1b1 + j2b2 + j3b3, j1, j2, j3 ∈ Z} (2.12)

où les vecteurs bi sont définis par la propriété 4

ai′ · bi = 2π δi,i′ . (2.13)

Posons maintenant
q =

1

2π

∑
j=1,2,3

θjbj , (2.14)

ce qui entraîne que ai · q = θi. La fonction propre ψθ1,θ2,θ3 , qui peut être
notée de manière plus compacte ψq , vérifie donc

ψq(r − aj) = e−iaj ·qψq(r), j = 1, 2, 3 . (2.15)

4. De manière explicite, on a

b1 = 2π
a2 × a3

a1 · (a2 × a3)

et les deux autres relations déduites par permutation circulaire.

Posons finalement
ψq(r) = eir·q uq(r). (2.16)

En reportant cette relation dans (2.15), il est immédiat de vérifier que la
fonction uq(r) est périodique sur le réseau de Bravais B :

uq(r − aj) = uq(r), j = 1, 2, 3. (2.17)

Le théorème de Bloch s’énonce donc de la manière suivante (Ashcroft &
Mermin 1976; Kittel 1987): on peut chercher les états propres d’un hamil-
tonien correspondant à un potentiel V (r) spatialement périodique sur le
réseau B sous la forme d’ondes de Bloch ψq(r), qui sont des produits d’une
onde plane [eir·q] par une fonction périodique sur B [uq(r)].

Dans tout ce qui suit, on supposera le potentiel périodique V (r) suf-
fisamment régulier pour que la fonction uq(r) puisse être développée en
série de Fourier. Ainsi nous prendrons à 1D :

uq(x) =
∑
j∈Z

Cj(q) e2iπjx/a, (2.18)

soit ψq(x) =
∑
j∈Z

Cj(q) eix(q+2πj/a). (2.19)

La forme (2.19) montre que les ondes de Bloch sont des peignes d’ondes
planes d’impulsion p = ~(q + 2πj/a), avec j entier.

Notons que dans la suite, on se livrera vis-à-vis de la variable q à toutes
les opérations habituelles sur les variables continues : dérivation (ou gra-
dient) par rapport à q, intégration sur q, etc. L’écriture de cette variable q
en indice de ψq(r) ou uq(r) est une convention habituelle, mais il aurait
été tout aussi judicieux de noter ces fonctions ψ(r, q) ou u(r, q).

Notons également qu’il est clair que les angles θj caractérisant les va-
leurs propres e−iθj des opérateurs de translation T̂aj sont définis modulo
2π. Quand on reporte cet arbitraire de phase dans la définition (2.14), on
voit que le quasi-moment q et le quasi-moment q +Q, où Q est un vecteur
du réseau réciproque B′, conduisent au même triplet de valeurs propres
pour les T̂aj

; on obtient dans ce cas le même problème aux valeurs propres
pour l’hamiltonien Ĥ et la partie périodique uq . Pour lever cet arbitraire de
phase, on posera dans tout ce qui suit

ψq+Q(r) = ψq(r), Q ∈ B′. (2.20)
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2-2 Recherche des états propres et bandes d’énergie

Dans ce paragraphe, nous nous plaçons à une dimension pour simpli-
fier les notations. La recherche explicite des états propres ψq de Ĥ se fait en
injectant (2.16) dans l’équation aux valeurs propres, pour en déduire une
équation portant sur la partie périodique uq de la fonction de Bloch :

Ĥper.(q)uq(x) = E(q)uq(x) (2.21)

où Ĥper.(q) est un hamiltonien dépendant du paramètre q

Ĥper.(q) =
(p̂+ ~q)2

2m
+ V (x̂). (2.22)

La fonction uq(x) satisfait les conditions aux limites

uq(0) = uq(a), u′q(0) = u′q(a). (2.23)

Pour une valeur de q donnée, les solutions de (2.21-2.23) sont repérables
par un indice n = 0, 1, 2, . . ., les valeurs propres En(q) étant rangées par
valeurs croissantes. À l’énergie En(q) correspond la solution un,q(x), asso-
ciée à l’onde de Bloch ψn,q(x) :

Ĥψn,q(x) = En(q) ψn,q(x), ψn,q(x) = eiqxun,q(x). (2.24)

On a déjà mentionné en (2.20) l’invariance de la définition des fonctions
propres ψn,q(x) dans la substitution q → q + 2π/a. Il en va de même pour
les valeurs propres 5

En(q + 2π/a) = En(q) . (2.26)

Grâce au théorème spectral, on sait que l’on peut former une base avec
les états propres de l’hamiltonien. Pour choisir cette base, il importe de
ne pas effectuer de double comptage, c’est-à-dire de prendre une fois et
une seule chaque fonction propre. Compte tenu de la relation (2.20), on

5. On déduit également de (2.16-2.20) que

uq+2π/a(x) = e−2iπx/auq(x), (2.25)

ce qui revient à prendre Cj(q + 2π/a) = Cj+1(q) dans le développement (2.18). La relation
(2.25) joue un rôle important dans l’étude de la topologie des bandes d’énergie associées à un
potentiel donné (Zak 1989).

voit qu’il faut restreindre le domaine de variation de q à un intervalle de
longueur 2π/a, en choisissant par exemple la

1ère zone de Brillouin : − π/a < q ≤ π/a. (2.27)

Notons qu’il est souvent utile de traiter q comme une variable prenant des
valeurs quelconques entre −∞ et +∞. Il n’y a aucun problème à cela, tant
qu’on se rappelle la périodicité des états et des énergies associés (2.20-2.26).

Quand q varie continûment dans un intervalle de longueur 2π/a, par
exemple (2.27), chaque énergie En(q) prend bien évidemment une valeur
contenue dans l’intervalle In = [minq En(q),maxq En(q)], qu’on appelle
bande d’énergie permise. Pour le réseau 1D de base que nous considérerons
la plupart du temps, V (x) = V0 sin2(kx), V0 6= 0, les intervalles In sont
disjoints [maxq En(q) < minq En+1(q)].

Dans le cas multi-dimensionnel, la détermination de la zone de
Brillouin n’est pas toujours aussi simple qu’à une dimension. Nous en ver-
rons un exemple pour le réseau hexagonal du graphène plus loin. Pour les
réseaux carrés ou cubiques que nous allons rencontrer d’ici là, la première
zone de Brillouin se déduit immédiatement de (2.27) :

1ère zone de Brillouin : q = (q1, q2, q3) avec − π/aj < qj ≤ π/aj . (2.28)

2-3 Rôle des symétries de l’hamiltonien

Symétrie par renversement du temps. Pour une particule sans spin, la
transformation « renversement du temps » est décrite par l’opérateur anti-
unitaire K̂0 défini par (Messiah 2003)

K̂0ψ(r) = ψ∗(r). (2.29)

Cet opérateur laisse r invariant et change p en−p. L’hamiltonien que nous
considérons ici est quadratique en p, puisqu’il n’y a pas de champ magné-
tique et donc pas de terme linéaire en impulsion de type−p ·A. Cet hamil-
tonien est invariant par renversement du temps et commute avec K̂0.

Ceci entraîne que si ψq(r) = eir·q uq(r) est état propre de Ĥ pour la
valeur propreE, alors K̂0ψq(x) = e−ir·q u∗q(r) est également état propre de
Ĥ pour la même valeur propre E. Or la fonction e−ir·q u∗q(r) vérifie toutes
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les propriétés d’une fonction de Bloch associée au quasi-moment −q. On
en déduit que si on a su résoudre le problème aux valeurs propres pour
l’hamiltonien pour un quasi-moment q, on connait également les solutions
pour le quasi-moment −q en posant :

ψ−q(r) ∝ ψ∗q(r), E(q) = E(−q). (2.30)

Même à une dimension, chaque valeur propre en énergie est donc (au
moins) doublement dégénérée, puisque les fonctions ψn,q et ψn,−q sont in-
dépendantes. Ce résultat généralise celui de la particule libre, où eipx/~ et
e−ipx/~ sont deux états propres associées à la même énergie Ep = p2/2m.
Il y a deux exceptions à cette double dégénérescence 6, les cas q = 0 et
q = π/a, pour lesquels ψn,q et ψn,−q sont identiques [cf. (2.20)].

Parité du potentiel V (r). Pour une particule sans spin, l’opérateur parité
(hermitien) P̂ est défini par

P̂ψ(r) = ψ(−r). (2.31)

Si V (r) est symétrique par rapport à r = 0, alors l’hamiltonien commute
avec P̂ . On en déduit que siψq(r) est état propre de Ĥ avec la valeur propre
E(q), alors P̂ψq(r) est également état propre de Ĥ avec la même valeur
propre. Mais P̂ψq(r) = e−ir·quq(−r) vérifie toutes les propriétés d’une
fonction de Bloch associée au quasi-moment −q. Si on a su résoudre le
problème aux valeurs propres pour l’hamiltonien pour le quasi-moment q,
on en déduit là aussi la solution pour le quasi-moment −q :

ψ−q(r) ∝ ψq(−r), E(−q) = E(q), . (2.32)

L’égalité entre E(q) et E(−q) avait déjà obtenue à partir de l’invariance
par renversement du temps en (2.30), sans supposer la parité du potentiel.
En revanche, la relation entre ψ−q(r) et ψq(−r), valable seulement pour un
potentiel pair, vient enrichir le résultat (2.30).

6. Dans le cas particulier V = 0, il y a encore dégénérescence pour q = π/a, car deux
bandes consécutives se touchent en ce point (voir § 3-1).

3 Bandes d’énergie pour le potentiel sinusoïdal

Revenons maintenant au cas 1D du potentiel V (x) = V0 sin2(kx), pour
lequel l’équation aux valeurs propres est l’équation de Mathieu (2.8). Nous
considérons d’abord le cas V0 = 0 pour lequel on connait les états propres,
φp(x) = eipx/~ et les énergies associées Ep = p2/2m. L’utilisation du théo-
rème de Bloch pour traiter ce problème est évidemment une manière com-
pliquée pour traiter un cas connu, mais a le mérite de donner de manière
explicite les énergies En(q) et les fonctions un,q(x) associées. Le résultat
nous servira ensuite de guide pour traiter le cas des potentiels non nuls.

3-1 Le cas du potentiel nul, V0 = 0

Pour le potentiel nul, n’importe quelle période a fait l’affaire. Prenons
a = π/k pour faire le lien avec le cas V0 6= 0. Un état « onde plane » φp(x) =
eipx/~ peut s’écrire sous la forme d’une onde de Bloch

φp(x) = eiqxe2ijkx avec
p

~
= 2jk + q, (2.33)

où j est l’entier le plus proche de p/(2~k), et où q appartient à la première
zone de Brillouin ]− k, k]. On a pour la bande fondamentale n = 0 :

E0(q) =
~2q2

2m
, u0,q(x) = 1, (2.34)

et pour la première bande excitée n = 1 :

E1(q) =
~2

2m
(q ± 2k)

2
, u1,q(x) = e±2ikx, (2.35)

avec le signe − (resp. +) quand q ≥ 0 (resp. < 0). Dans ce cas très par-
ticulier, les fonctions un,q(x) sont donc indépendantes de q, mis à part le
changement de signe de l’exposant dans (2.35) en q = 0. Le tracé des fonc-
tionsEn(q) en fonction de q est donné en figure 2.2 ; il redonne simplement
la parabole E(p) = p2/2m repliée sur elle-même puisque l’abscisse q, reliée
linéairement à p par (2.33), doit rester dans la première zone de Brillouin.
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FIGURE 2.2. Gauche : relation de dispersion pour une particule libreE = p2/2m.
Droite : parabole repliée, donnant les bandes d’énergie pour la même particule libre
dans le formalisme des ondes de Bloch.

3-2 L’équation centrale

On considère maintenant le potentiel V (x) = V0 sin2(kx), avec V0 > 0.
Ce potentiel est de période a = π/k et on cherche les fonctions propres
(ondes de Bloch) sous la forme [cf. (2.16)-(2.18)]

ψq(x) =
∑
j∈Z

Cj(q) ei(2jk+q)x, −k < q ≤ k. (2.36)

On se ramène à l’équation aux valeurs propres pour une matrice tri-
diagonale symétrique réelle (infinie), souvent appelée équation centrale :[(

2j +
q

k

)2

+
V0

2Er

]
Cj −

V0

4Er
(Cj−1 + Cj+1) =

E

Er
Cj , (2.37)

qui se résout numériquement à l’aide d’algorithmes standards pour un
couple (q/k, V0/Er) donné. En pratique, pour déterminer par exemple la
largeur de la bande fondamentale avec une précision relative de 10−6, on
peut limiter la somme (2.36) à |j| ≤ 20 si l’amplitude du potentiel ne dé-
passe pas elle-même V0/Er = 50. Les coefficients Cj sont représentés sur la
figure 2.3 pour trois valeurs de V0 et pour les premières bandes d’énergie.
On voit que ces coefficients ne prennent des valeurs significatives que pour
des valeurs relativement faibles de j, ce qui justifie de tronquer le système
(2.37) à |j| ≤ 20.

Coefficients de Fourier Cj(n, q) des ondes de Bloch ψn,q(x)
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FIGURE 2.3. Coefficients de Fourier Cj(n, q) en fonction de leur indice j. Ces
coefficients sont solutions de l’équation centrale (2.37) pour V0/Er = 2 (colonne
de gauche), V0/Er = 8 (colonne du milieu), V0/Er = 20 (colonne de droite).
Les lignes correspondent de haut en bas à (n = 0, q = 0), (n = 0, q = π/a),
(n = 1, q = 0), (n = 1, q = π/a).
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Bandes d’énergie En(q)
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FIGURE 2.4. Premières bandes d’énergie En(q) (unité Er = ~2k2/2m), en fonc-
tion de q/k pour un potentiel V (x) = V0 sin2(kx). De gauche à droite, et de haut
en bas : V0/Er =(0, 0.5, 1) ; (2, 4, 8) ; (12,16,20). Le rectangle grisé représente la
zone d’énergie inférieure à la hauteur du potentiel V0.

Différentes représentations de la même structure de bande
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FIGURE 2.5. Trois représentations possibles de la structure de bande. En haut le
schéma usuel (bande repliée). Au milieu, le schéma de bande dépliée, qui permet
de bien faire le lien avec le cas d’une particule libre. En bas, le schéma de zone
répétée, où chaque état propre ψn,q est représenté plusieurs fois ; cette dernière
représentation est utile pour l’étude de phénomènes de type oscillations de Bloch.
Les tracés sont faits pour V0 = 4Er, et on a soustrait ici la valeur moyenne
V0/2 du potentiel pour faciliter la comparaison avec le cas V0 = 0. Ce dernier est
représenté en pointillés noirs sur chaque figure.
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Fonctions de Bloch ψn,q(x)
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FIGURE 2.6. Fonctions de Bloch ψn,q(x) en fonction de x/a pour V0/Er = 2
(colonne de gauche), V0/Er = 8 (colonne médiane) et V0/Er = 20 (colonne de
droite). Les lignes correspondent à la bande n = 0 (haut), n = 1 (milieu), n = 2
(bas). Sur chaque graphe , on a représenté les quasi-moments q = 0 (trait continu
rouge) et q = π/a (trait pointillé bleu).

On classe comme indiqué plus haut les solutions de (2.37) par énergie
croissante et on les repère par l’indice n = 0, 1, 2, . . . Les premières bandes
d’énergie En(q) sont tracées sur la figure 2.4 pour une série de valeurs de
V0/Er. Ce tracé montre la transition de la parabole repliée obtenue pour
V0 = 0 vers des bandes de plus en plus plates pour des potentiels V0 � Er.
Cet aplatissement correspond à la situation où l’amplitude de l’effet tunnel
d’un minimum de potentiel vers le minimum adjacent devient négligeable,
les niveaux d’énergie devenant alors proches de ceux d’une particule au
fond d’un puits de potentiel individuel, V (x) ≈ V0k

2x2 pour le puits cen-
tral par exemple. Nous reviendrons sur cette limite des liaisons fortes dans le
prochain cours.

Notons que le tracé sous forme repliée de la figure 2.4 n’est pas le seul
possible. Nous avons représenté sur la figure 2.5 deux autres représenta-
tions qui peuvent être utiles, la représentation dépliée et la représentation
répétée.

Nous avons représenté sur la figure 2.6 quelques fonctions de Bloch
ψn,q(x) pour trois valeurs de V0/Er. Ces tracés ont été faits en fixant la
phase (arbitraire) de la fonction de Bloch de la manière suivante :

– Pour les bandes paires (n = 0, 2, . . .), ψn,q(x = 0) est réel positif.

– Pour les bandes impaires (n = 1, 3, . . .), dψn,q

dx (x = 0) est réel positif.

Avec cette convention, les fonctions de Bloch pour les quasi-moments q = 0
et q = π/a (ceux qui sont utilisés pour les tracés de la figure 2.6) sont réelles.

3-3 Le cas du réseau faible

Pour terminer ce paragraphe, donnons quelques éléments sur le cas
V0 . Er qui nous servira de base un peu plus loin pour décrire la dif-
fraction de Bragg. Dans ce cas, on peut traiter perturbativement l’effet du
potentiel V (x) = V0 sin2(kx) = (V0/2) − (V0/4)

(
e2ikx + e−2ikx

)
, le terme

dominant de l’hamiltonien étant l’énergie cinétique Ĥ0 = p̂2/2m. Nous
avons déjà donné l’expression des états propres de Ĥ0 sous forme d’ondes
de Bloch [cf. (2.33)], et nous avons tracé les énergies propres En(q) sous
la forme de la parabole repliée de la figure 2.4a. Regardons maintenant
les éléments de matrice de V (x) entre les états propres de Ĥ0. Le terme
constant V0/2 du potentiel ne joue aucun rôle, si ce n’est une translation
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FIGURE 2.7. Bandes d’énergies En(q) (unité de Er) en fonction de q/k, pour un
potentiel V0 � Er : (a) : V0 = 0 (même chose qu’à la figure 2.4) ; (b) : V0 = 0.2Er ;
(c) : zoom sur le bord de bande q ≈ k pour le cas V0 = 0.2Er. On voit qu’un gap
de largeur ≈ V0/2 s’ouvre.

globale des énergies. Les termes en (V0/4)e±2ikx couplent l’onde plane
d’impulsion p aux ondes planes p± 2~k :

V̂ (x) φp(x) =
V0

2
φp(x)− V0

4
φp−2~k(x)− V0

4
φp+2~k(x), (2.38)

soit 〈φp±2~k|V̂ |φp〉 = −V0/4. Ce couplage n’est important en pratique que
si l’énergie associée à l’onde φp pour l’hamiltonien H0 est proche de l’éner-
gie de φp−2~k ou φp+2~k :

p2

2m
≈ (p± 2~k)2

2m
⇒ p ≈ ∓~k. (2.39)

Ceci ne se produit que pour les deux bandes d’énergie les plus basses,
aux bord de la première zone de Brillouin, c’est-à-dire là où les bandes
se touchent.

Considérons donc la base composée par les deux états « ondes planes »
{|p = −~k〉, |p = +~k〉} d’énergie cinétique Er. Ces deux états sont couplés
par V (x) et l’énergie des deux états propres de Ĥ , à l’ordre 1 en V0, est
obtenue par diagonalisation de la restriction de l’hamiltonien à cette base :

Ĥ =

(
Er + V0/2 −V0/4
−V0/4 Er + V0/2

)
(2.40)

Les valeurs propres de cette matrice sont (pour V0 > 0)

E = Er +
V0

2
± V0

4
⇒ E0(k) = Er +

V0

4
, E1(k) = Er +

3V0

4
, (2.41)

et les états propres correspondants sont

ψ0,k(x) ∝ cos(kx), ψ1,k(x) ∝ sin(kx). (2.42)

Ce résultat se comprend aisément : l’état de basse énergie ψ0,k est modulé
de sorte que la densité de probabilité ∝ cos2(kx) est minimale dans les
zones de fort potentiel [V (x) = V0 sin2(kx)]. Au contraire l’état de haute
énergie correspond à une densité de probabilité « en phase » avec la modu-
lation du potentiel. À cet ordre du calcul, l’effet du potentiel V (x) est donc
d’ouvrir un gap de largeur V0/2 entre les deux premières bandes. L’ouver-
ture des gaps entre les bandes supérieures fait intervenir des ordres plus
élevés de V0.

4 Branchement et débranchement d’un réseau

4-1 Extension de théorème de Bloch

Nous aurons fréquemment l’occasion de rencontrer dans les cours qui
vont suivre des problèmes gardant leur périodicité spatiale, mais dépen-
dant explicitement du temps. Dans ce paragraphe, nous considérons l’ha-
miltonien

Ĥ(t) =
p̂2

2m
+ ft V (r̂), (2.43)

où V est spatialement périodique sur un réseau B et où la fonction ft dé-
crit le branchement ou le débranchement du réseau. On peut également
prendre pour ft une fonction du type f0 + f1 cos(Ωt) où la partie modulée,
proportionnelle à f1 (� f0), permet de faire une spectroscopie des états
dans le réseau [voir par exemple les articles de Denschlag et al. (2002) et
Kollath et al. (2006)].

Supposons qu’à l’instant initial la fonction d’onde de la particule a la
forme d’une onde de Bloch

φ(r, t = 0) = eir·q u(r, t = 0), (2.44)
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où u(r, 0) est périodique sur B. On peut alors montrer qu’à un instant t
ultérieur, cette forme d’onde de Bloch est préservée, avec le même quasi-
moment q :

φ(r, t) = eir·q u(r, t), (2.45)

où u(r, t) est également périodique. La démonstration est simple : la fonc-
tion φ(r, t) s’obtient en faisant agir l’opérateur d’évolution Û(t) sur l’état
initial φ(r, 0). Puisque [Ĥ(t), T̂aj ] = 0 à tout temps t, on en déduit que
[Û(t), T̂aj

] = 0 et donc

T̂aj Ûφ(r, 0) = Û T̂ajφ(r, 0) ⇒ T̂aj

[
Ûφ(r, 0)

]
= eiaj ·q

[
Ûφ(r, 0)

]
. (2.46)

Ceci entraine que φ(r, t) = Ûφ(r, 0) est état propre de T̂aj avec la même
valeur propre eiaj ·q que φ(r, 0), d’où l’écriture sous forme d’onde de Bloch
(2.45) : le quasi-moment q est conservé lors de l’évolution.

Dans le cadre des réseaux optiques, cette conservation du quasi-
moment q quand on varie dans le temps l’intensité d’un réseau optique
a une interprétation simple : l’interaction de l’atome avec la lumière se
fait par des processus « absorption d’un photon dans une onde – émis-
sion stimulée d’un photon dans l’autre onde ». Ce processus change l’im-
pulsion de l’atome par ±2 ~k : un atome isolé préparé initialement dans
un état d’impulsion p sera ultérieurement dans une superposition d’états
p + 2n~k, où n est un entier relatif. Tous ces états correspondent au même
quasi-moment q de la zone de Brillouin, q étant défini par q = p/~ modulo
2π/a. Deux éléments peuvent venir limiter la portée de ce raisonnement :

– Si le faisceau n’est pas une onde plane, mais présente un gradient d’in-
tensité le long de l’axe x, alors l’impulsion associée à un faisceau lu-
mineux n’est pas exactement égale à ~k. Ceci revient à dire que le gra-
dient d’intensité cause une force dipolaire sur une échelle a priori plus
grande que la période λ/2 du réseau, force qui peut modifier l’impul-
sion atomique d’une quantité différente de 2~k.

– Si on met un réseau en mouvement en changeant la fréquence d’une
onde progressive par rapport à l’autre, les deux nombres d’onde k±
associés aux deux ondes progressives ne sont pas strictement égaux
et le changement d’impulsion ~(k+ + k−) n’est pas strictement égal
à 2~k. En d’autres termes, la période spatiale du réseau change avec
le temps, ce qui invalide le théorème de Bloch. En pratique, pour les
vitesses des réseaux utilisées, ces déviations sont très faibles.

4-2 Branchement et débranchement adiabatiques

Plaçons-nous à 1D pour simplifier les notations. Dans le paragraphe
précédent, nous avons déduit de l’invariance par translation la conserva-
tion du quasi-moment q. Nous allons maintenant nous placer dans la si-
tuation où l’état initial correspond à un des états propres de l’hamiltonien
pour la valeur initiale du potentiel f0 V (x), c’est-à-dire u(x, 0) = un,q(x).
Nous allons chercher ce qu’il est possible de dire sur la partie périodique
u(x, t) à un instant ultérieur quand le coefficient ft varie « doucement ».

La fonction spatialement périodique u(x, t) se détermine en résolvant
l’équation différentielle déduite de l’équation de Schrödinger dépendante
du temps :

i~
∂|u(t)〉
∂t

= Ĥper.[q, ft]|u(t)〉 (2.47)

où Ĥper.[q, f ] est défini par (cf. 2.22)

Ĥper.[q, f ] =
(p̂+ ~q)2

2m
+ fV (x̂). (2.48)

Pour chaque valeur de q et de f , on connait les états propres |u(f)
n,q〉 de cet

hamiltonien. L’état initial |u(0)〉 est supposé être un de ces états propres
(|u(0)〉 = |u(f0)

n,q 〉) et il s’agit de déterminer la condition pour qu’à l’instant t
l’état |u(t)〉 soit voisin de |u(ft)

n,q 〉.
Commençons par rappeler le critère général caractérisant l’approxima-

tion adiabatique (Messiah 2003). On considère un hamiltonien Ĥ(λ) dé-
pendant d’un paramètre λ, pour lequel on a su résoudre le problème aux
valeurs propres. On suppose pour simplifier que les énergies εn(λ) sont
non-dégénérées et forment un ensemble discret. Les vecteurs propres as-
sociés sont notés |φn(λ)〉. On s’intéresse à un problème où le paramètre λ
dépend du temps. On suppose que le système est préparé à l’instant t = 0
dans un état propre |φn[λ(0)]〉 et on cherche à quelle condition le système
sera à l’instant t dans l’état |φn[λ(t)]〉 avec probabilité voisine de 1. On peut
montrer que ceci sera le cas si l’inégalité

~
∣∣∣∣〈φn′ | d

dt
|φn〉

∣∣∣∣� |En′ − En| , ∀n′ 6= n, (2.49)

est satisfaite à chaque instant.
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Pour appliquer concrètement ce critère à notre problème de branche-
ment et de débranchement de réseau, supposons que les atomes sont ini-
tialement préparés dans l’état d’impulsion nulle |p = 0〉, le réseau étant
éteint. Cet état s’identifie avec |ψn=0,q=0〉. Quand on branche le réseau,
on sait que le quasi-moment va rester q = 0 et le problème est de sa-
voir si on quitte ou non dans la bande fondamentale n = 0. Limitons-
nous au cas de réseaux relativement faibles, ftV0 . Er, pour lesquels on
peut déterminer perturbativement les états propres |ψn,q=0〉 (Dahan 1997).
À l’ordre 1 en V0, l’état fondamental |ψn=0,q=0〉 s’obtient en mélangeant
l’état d’impulsion nulle |p = 0〉 et les deux états |p = ±2~k〉. L’écart
entre les niveaux non perturbés vaut 4Er et la perturbation fV0 sin2(kx) =
−(fV0/4)

(
e2ikx + e−2ikx

)
+ fV0/2 a pour élément de matrice −fV0/4, ce

qui donne

|ψn=0,q=0〉 ≈ |p = 0〉+
fV0

16Er
(|p = 2~k〉+ |p = −2~k〉) . (2.50)

Le couplage non-adiabatique va essentiellement induire une transition
vers l’état

|ψn′,q=0〉 ≈
1√
2

(|p = 2~k〉+ |p = −2~k〉) . (2.51)

L’élément de matrice intervenant dans le membre de gauche de (2.49)
s’écrit alors

〈ψn′,q=0|
d

dt
|φn=0,q=0〉 =

ḟV0

16Er

√
2 (2.52)

et l’écart d’énergie du membre de droite vaut 4Er. Le critère d’adiabaticité
s’écrit dans ce cas :

ḟ � 32
√

2
E2

r

~V0
. (2.53)

Prenons le cas où l’on branche un potentiel montant à la valeur V0 = Er

linéairement en temps, pendant une durée τ . Le critère ci-dessus devient

τ � 1

32
√

2

~
Er
. (2.54)

Pour des atomes de sodium éclairés au voisinage de leur longueur d’onde
de résonance (589 nm), le temps ~/Er ≈ 6µs, de sorte que la condition ci-
dessus s’écrit τ � 0.15µs. Nous avons indiqué sur la figure 2.8 un résultat
obtenu par le groupe du NIST pour tester ce chargement et déchargement
adiabatique. Notons que la valeur maximale atteinte, V0 = 14Er, est en
dehors du domaine d’application de notre théorie perturbative.
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Figure 7. Testing the adiabaticity of a linear intensity ramp with a double ramp. Perfect adiabaticity
would leave all the atoms in the 0h̄k state. If the ramp is not fully adiabatic other momenta are
populated. The observed oscillations in the 0h̄k component are due to interference effects similar
to the ones described in section 3. The full curve is a theoretical model obtained through direct
integration of the Hamiltonian. It has been rescaled by about 10% in the time direction to match
the data.

populated bands (as seen in the previous section) can lead to all the population being in the 0h̄k

state even though the process is far from adiabatic. Because of this, the signal oscillates and
the adiabaticity of a single ramp time can only be determined by interpolating the envelope of
the curve.

In order to directly measure the adiabaticity, i.e. the efficiency of transfer into the lattice
ground state, we perform experiments similar to those described in the previous section.
Starting from a condensate at rest we ramp up the intensity of a stationary lattice8. We
hold the BEC in the lattice for a time τ , typically between 0 and 10 µs, before suddenly
switching off the light. We then study the oscillations in the plane-wave decomposition of the
lattice wavefunction as a function of τ . Figure 8 shows an example of such oscillations for
the 0h̄k component at q = 0 after a ramp time of 20 µs. This beating signal has a very small
amplitude compared to the beating signal of figure 3 for a lattice that was abruptly switched
on. This indicates that most of the population is in band 0. If we had populated only the
ground state, there would have been no beating at all. If we ignore the small oscillations,
the measured momentum decomposition (60% 0h̄k; 20% +2h̄k; 20% −2h̄k) is close to the
theoretical decomposition of the lattice ground state (section 2).

From the amplitude of the oscillations we can infer the population in the lattice ground
state. To do this, we assume that only bands 0 and 2 are populated (since bands 1 and 3 cannot
be excited at q = 0). Let p be the fraction of the population in band 0 after loading into the
lattice. Then the population in band 2 is 1 − p. For a lattice with a height of 14ER band 0 has
a calculated 0h̄k momentum component of 65% whereas band 2 has one of 34% (see figure 2).
The fraction of population in the 0h̄k momentum component after evolving for a time τ is

P(τ ) =
∣∣∣
√

0.65p + ei(ωτ+θ)
√

0.34(1 − p)
∣∣∣
2

(8)

where ω is the frequency difference between bands 0 and 2 and θ is a phase that is dependent
on the details of the ramp. The amplitude of the beating is

$P = 2
√

0.65p × 0.34(1 − p). (9)
8 While we apply a linear voltage ramp, non-linearities in the response of the AOM smooth the ends (≈10% of the
ramp time).

FIGURE 2.8. Test de l’adiabaticité du chargement dans un réseau. Des atomes
de sodium sont préparés initialement à impulsion quasi-nulle. On branche, puis
on débranche un réseau, la profondeur maximale atteinte étant V0 = 14Er. On
mesure la fraction d’atomes dans l’état d’impulsion nulle à la fin du processus. La
courbe continue est obtenue par intégration directe de l’équation de Schrödinger.
Cette figure est extraite de l’article de Denschlag et al. (2002).

Remarque 1. Nous avons considéré ici la bande fondamentale en q = 0,
ce qui est un cas favorable pour le branchement d’un réseau. Il y a d’autres
situations où il est impossible de garantir l’adiabaticité. C’est par exemple
le cas si on part de |ψn=1,q=0〉 qui a la même énergie que |ψn=2,q=0〉 quand
le réseau est éteint. C’est également le cas si on part du bord de bande q =
±k. Ce dernier cas est intéressant car il donne naissance à la diffraction de
Bragg, très utilisée en pratique comme séparateur de faisceaux atomiques
(voir paragraphe ci-dessous).

Remarque 2. Nous nous sommes intéressés ici au critère d’adiabaticité
pour une particule unique. Dans le cas où on part d’un état présentant
des corrélations entre particules, les échelles de temps nécessaires pour
maintenir l’adiabaticité peuvent être très différentes, car les écarts d’éner-
gie entre les différents états à N corps accessibles peuvent être beaucoup
plus faibles.
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4-3 La diffraction de Bragg

La diffraction de Bragg consiste à tirer parti de la périodicité du réseau
pour diffracter de manière efficace une onde dans un direction donnée.
Dans le cas d’un atome interagissant avec un réseau optique, on cherche à
créer de manière sélective en impulsion des transition cohérentes

p −→ p + 2n~k (2.55)

où n est un entier. Dans ce qui suit, nous nous restreindrons au cas d’un
potentiel faible (V0 . Er), ce qui garantit qu’on ne peuple significativement
qu’une seule classe d’impulsion p + 2n~k et non pas un peigne avec de
nombreuses composantes.

Considérons ici un réseau à une dimension et des atomes préparés dans
un état d’impulsion p déterminée, qui vont interagir pendant une durée
tint avec le réseau. Comme V0 . Er, seuls seront affectés par le potentiel
les atomes avec un quasi-moment q tel que deux bandes d’énergie En(q) et
En′(q) sont proches l’une de l’autre et peuvent être efficacement couplées :

– Comme nous l’avons vu en § 3-3, ce couplage se produit à l’ordre 1 en
V0 pour q ≈ ±k entre les bandes n = 0 et n = 1 : un atome d’impulsion
initiale p = +~k peut être transféré de manière résonante vers l’état
d’impulsion −~k, dans un processus où un photon est absorbé dans
une des deux ondes progressives formant l’onde stationnaire, et un
photon est émis de manière stimulée dans l’autre onde (figure 2.9).

– Plus généralement, on voit directement sur la figure 2.7 qu’on peut
également observer de la diffraction de Bragg à des ordres plus éle-
vés : (i) en q ≈ ±k entre une bande 2n et une bande 2n+ 1 (couplage
en V 2n+1

0 ) ; (ii) en q ≈ 0 entre une bande 2n+ 1 et une bande 2n+ 2
(couplage en V 2n+2

0 ).

Dans ce qui suit, nous nous concentrerons sur le couplage à l’ordre 1
entre les bandes n = 0 et n = 1, en utilisant le formalisme des états de
Bloch développé précédemment. L’utilisation de ce formalisme pour traiter
la diffraction de Bragg a été initié par Champenois et al. (2001) [pour des
approches développées antérieurement, on pourra consulter Keller et al.
(1999) et Horne et al. (1999)].

�~k +~k0

p
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snPrecoild2

2M

≠ nh̄d
n

, (1)

where Precoil ≠ 2h̄k sinsuy2d is the recoil momentum
from a two-photon Raman process, k ≠ 2pyl; l is the
wavelength of the light, M is the atomic mass, and d

n

is the frequency difference between the two lasers. For
our conditions first-order Bragg diffraction is resonant at
d1y2p ≠ 98 kHz and higher orders at d

n

≠ nd1.
In our experiment, we produce a BEC as described in

detail elsewhere [17]. Briefly, about 1010 Na atoms are
optically cooled and trapped in a dark magneto-optical
trap [18]. They are transferred into a magnetic quadrupole
field where atoms in the 3S1y2 F ≠ 1, m

F

≠ 21 state
are trapped, compressed, and then cooled by rf-induced
evaporation. Before the atoms are lost in the zero field
region in the center of the trap, a time-averaged orbiting
potential (TOP) [19] trap is created by suddenly turning
on a rotating bias field. The bias field rotates in the
x-z plane, where x is the quadrupole axis and z is
vertical along the direction of gravity. Our TOP trap
differs from the design of [19] in that our bias field
rotates in a plane that includes the quadrupole symmetry

FIG. 1. Experimental arrangement of the laser beams (a) and
partial transition diagram (b) for nth order Bragg diffraction.
The parabolas correspond to the P

2y2M kinetic energy.

axis. The ratio between spring constants along the x, y,
and z directions is K

x

:K
y

:K
z

≠ 4:2:1. The atoms are
compressed in the TOP trap and cooled by evaporation
to form a BEC. We obtain a condensate with about 106

sodium atoms having no discernible uncondensed fraction
in a trap with harmonic frequencies of v

x

y2p ≠ 360 Hz,
v

y

y2p ≠ 250 Hz, v
z

y2p ≠ 180 Hz.
Our first experiments were performed on Bose-

condensed atoms released suddenly from the TOP
trap. The trap is turned off in 50 ms and the BEC
undergoes expansion driven by the mean-field repulsion
between the atoms. After a few characteristic times t ≠
sv

x

v
y

v
z

d21y3, the mean field is negligible and the cloud
expands ballistically [20]. During this ballistic expansion
the condensate is exposed to a moving, periodic optical
potential generated by two nearly counterpropagating
su ≠ 166±d laser beams with parallel linear polarizations
but slightly different frequencies [Fig. 1(a)]. These
(phase coherent) laser beams are derived from a single
laser sl ≠ 589 nmd using acousto-optic modulators. The
intensity of each beam is 23 mWycm2, and the common
detuning with respect to the 3S1y2, F ≠ 1 ! 3P3y2,
F

0 ≠ 2 transition is Dy2p ≠ 21.85 GHz. To transfer
all the atoms to the desired momentum state, we empiri-
cally choose laser intensities and pulse durations to give a
p pulse for the effective two-level system. We use two
pulses with frequencies v and v 1 d that overlap for
55 ms [21]. The probability of spontaneous emission is
less than 0.05.
Figure 2(a) is an image taken just before the Bragg

pulse is applied. The atoms are first optically pumped
into the 3S1y2 F ≠ 2 ground state. They are then absorp-
tion imaged [5] with probe light on the F ≠ 2 ! F

0 ≠ 3

FIG. 2. Optical absorption image of a Bragg diffracted con-
densate. (a) An image taken just before the moving standing
wave pulse is applied. (b) is taken after a time of flight of
10 ms. (c) is a line profile taken through the center of the
expanding clouds.

872

FIGURE 2.9. Gauche : la diffraction de Bragg vue en terme de transition à deux
photons. Les deux états p = ±~k sont couplés de manière résonante par un pro-
cessus absorption dans une onde progressive – émission stimulée dans l’autre onde
progressive. Droite : Observation d’une transition de Bragg avec des atomes d’un
condensat de sodium (figure extraite de (Kozuma et al. 1999)). (a) Image in situ
avant l’impulsion de Bragg. (b) Image après impulsion de Bragg et temps de vol
de 10 ms ; seul un pic étroit de la distribution en vitesse a subi le phénomène de
diffraction et a gagné l’impulsion 2~k. (c) Profil de densité associé à l’image (b).

Considérons la situation simple où la fonction ft est un créneau, égale
à 1 pour t entre 0 et tint et nulle ailleurs. Avant le branchement du réseau,
l’atome est dans l’état |p〉. Au moment du branchement du potentiel à l’ins-
tant t = 0, nous supposerons que l’état de l’atome reste |p〉 : c’est l’approxi-
mation soudaine, valable si le temps réel de branchement est court devant
l’inverse de toutes les fréquences caractéristiques du problème. Décom-
posons cet état sur les états propres de l’hamiltonien en présence de ré-
seau. Comme V0 . Er, seuls les deux états propres des bandes inférieures
|ψn=0,q〉 et |ψn=1,q〉 avec q = p/~ sont peuplés de manière significative :

|Ψ(t = 0)〉 = |p〉 = cos(θ/2) |ψn=0,q〉 − sin(θ/2) |ψn=1,q〉. (2.56)

Nous avons déjà déterminé en (2.42) la relation entre |p〉 et les états propres
|ψn=0/1,q〉 dans le cas particulier p = ~k. Dans le cas plus général où p n’est
pas strictement égal à ~k, le calcul est un peu plus long. Il faut prendre
en compte dans l’hamiltonien (2.40) la différence d’énergie cinétique entre
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les deux états de base, p2/2m pour l’un, (p− 2~k)2/2m pour l’autre. Après
quelques lignes de calcul, on trouve la valeur de l’angle de mélange θ in-
tervenant dans (2.56) :

cotan θ = [1− p/(~k)]
8Er

V0
. (2.57)

L’évolution ultérieure en présence du réseau est une simple oscillation
de Rabi et la probabilité de trouver l’atome dans l’état d’impulsion p− 2~k
au moment de l’extinction du réseau s’écrit

Pp→p−2~k(t) = sin2 θ sin2(Ωt/2). (2.58)

Cette oscillation est parfois appelée Pendellösung, terme introduit initiale-
ment pour décrire la diffraction des rayons X par un cristal. Elle se fait à la
pulsation Ω ≈ V0/(2~) puisque l’écart d’énergie entre les deux niveaux est
≈ V0/2 [cf. (2.41)] . Le préfacteur

sin2 θ =
(V0/8Er)

2

[p/(~k)− 1]2 + (V0/8Er)2
(2.59)

conditionne la sélectivité en impulsion du phénomène de diffraction de
Bragg. Pour p = ~k, l’oscillation se fait avec une amplitude de 100% : en
choisissant Ωtint = π/2, on réalise un séparateur de faisceau 50%–50%, et
on obtient un miroir de Bragg parfait pour Ωtint = π. Pour V0 � Er, l’am-
plitude de modulation chute rapidement quand on s’écarte de la condition
p = ~k, la largeur totale à mi-hauteur de la courbe de résonance étant

∆p1/2

~k
=

V0

4Er
. (2.60)

On trouvera dans Champenois et al. (2001) une comparaison entre la pré-
diction de ce modèle à deux niveaux et celle obtenue par résolution nu-
mérique complète prenant en compte un grand nombre d’états propres de
l’hamiltonien. Les écarts entre les résultats des deux traitements sont né-
gligeables pour V0 . Er.

La diffraction de Bragg a été observée pour la première fois dans le
groupe de D. Pritchard (Martin et al. 1988). Au cours des dernières années,
elle est devenue un outil essentiel en interférométrie à ondes de matière et
en physique des atomes froids :

– En imposant successivement trois diffractions de Bragg correspon-
dant à Ωt = π/2, π, π/2, on réalise un interféromètre à deux voies
de type Mach-Zender (voir par exemple Lepoutre et al. (2012)). On
utilise fréquemment une variante de cette diffraction de Bragg où le
transfert d’impulsion de 2~k s’accompagne d’un changement d’état
interne [transitions Raman entre niveaux hyperfins (Kasevich & Chu
1991)]. Les interféromètres utilisant des transitions Raman peuvent
eux aussi fonctionner dans le mode π/2–π–π/2 ou dans le schéma de
Ramsey-Bordé, à quatre zones d’interaction (voir par exemple Durfee
et al. (2006); Gauguet et al. (2009)). Il est également possible de ba-
layer dans le temps la fréquence d’une des deux ondes progressives
formant l’onde stationnaire, de manière à empiler les diffractions de
Bragg successives pour augmenter l’impulsion transférée. On se rap-
proche alors du problème des oscillations de Bloch, sur lequel nous
reviendrons longuement dans la suite. On trouvera dans Kovachy et
al. (2012) un exemple d’interféromètre π/2–π–π/2 fonctionnant avec
des séparateurs de 10 ~k grâce à une fonction ft optimisée.

– On peut tirer parti de la sélectivité en vitesse (2.60) pour mesurer la
distribution en impulsion d’un gaz d’atomes libres (Kozuma et al.
1999; Stenger et al. 1999). En pratique, pour sonder la population
d’une classe de vitesse v, on utilise un réseau optique « en mouve-
ment », formé par deux ondes progressives de pulsation ωL±k(v−vr)
où vr = ~k/m est la vitesse de recul. On choisit par exemple Ωt = π
et on mesure la population transférée dans la classe de vitesse v − 2vr

(voir par exemple la figure 2.9 extraite de Kozuma et al. (1999)). De ma-
nière plus générale, la diffraction de Bragg est également utilisée pour
sonder des systèmes de particules en interaction. On envoie deux fais-
ceaux laser de pulsations ωj et de vecteurs d’onde kj , j = 1, 2, et on
étudie la probabilité que le système effectue une transition absorption-
émission, qui lui transfert l’énergie ~ω = ~(ω1 − ω2) et l’impulsion
k = k1 − k2. En variant la fréquence des lasers et leurs angle, on peut
alors reconstruire le facteur de structure dynamique S(k, ω) de ce sys-
tème. Cette méthode a par exemple été utilisée par Steinhauer et al.
(2002) pour mesurer la relation de dispersion des excitations de Bogo-
liubov dans un condensat en interaction.
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FIG. 6 (color). (a) Reciprocal lattice and Brillouin zones for
the two-dimensional Bravais lattice of Fig. 4(a). (b) False color
image of the experimentally measured band population of a
dephased Bose-Einstein condensate in a 12Er deep optical lattice
where phase coherence between neighboring lattice sites has
been lost.
scattering, the measurement of the interference pattern is
less suitable to quantitatively analyze the coherent fraction
of atoms in the lattice.

The dephasing of the condensate wave function in the
optical lattice becomes clearly visible when we introduce
an external perturbation by switching off the magnetic
trapping field and thereby exposing the atoms to the linear
gravitational potential. For a 12Er deep optical lattice and
2 ms after switching off the magnetic field we can no longer
observe an interference pattern in the density distribution
of the released atoms. This indicates that phase coherence
of the atoms across the lattice has been lost. To experimen-
tally determine which energy bands are populated by the
dephased Bose-Einstein condensate, we ramp down the op-
tical potential in 2 ms, after the 2 ms hold time in the pure
optical potential. This ramp speed ensures that we are adi-
abatic with respect to the atomic motion in a single lattice
site and preserve the band population. The momentum
distribution of the atomic cloud is obtained by imaging the
atoms after 12 ms of ballistic expansion. Atoms originat-
ing from the lowest energy band are then expected to ob-
tain momenta that lie within the first Brillouin zone of the
lattice [17]. The Brillouin zones of a two-dimensional Bra-
vais lattice are displayed in Fig. 6(a). The experimentally
measured momentum distribution shown in Fig. 6(b) ex-
hibits a pronounced squarelike momentum distribution of
width 2h̄k coinciding with the first Brillouin zone of the
Bravais lattices. This proves that the atoms from the de-
phased condensate populate only the lowest energy band of
the lattice and remain in the radial ground state of a single
lattice tube even if the phase coherence between neighbor-
ing lattice sites has vanished.

Employing the same method we have measured the band
population in the combined potential of the magnetic trap
and the optical lattice. For a 12Er deep lattice and after
a storage time of 1 s we find that 60% of the initial num-
ber of atoms are still present and that all of these atoms
remain confined to the first energy band. For the same pa-
rameters no significant condensate fraction was measured
(see Fig. 5). So far, we cannot identify whether axial ex-
citations are present in a single lattice tube.

In conclusion, we have created an experimental system
which now enables us to study the physics of ultracold 1D
quantum gases (see also [18]). A variety of fundamental
questions of the physics in reduced dimensions can now
be addressed in the experiment. The correlation properties
of 1D quantum gases are intrinsically different from those
encountered in 3D. It is expected that in a 1D gas the de-
crease of temperature leads to a continuous transformation
of the correlation properties from the ideal gas case to the
regime which is dominated by quantum statistics and in-
teractions [4]. In the extreme limit of low atomic densities
or large interactions even the character of the bosonic par-
ticles changes and the gas acquires Fermi properties [1–5].

By adding a further standing wave laser field we can
extend the geometry of the lattice to three dimensions.
This should pave the way towards the observation of a
quantum phase transition in a dilute gas of atoms from
a superfluid to a Mott insulator phase [19]. We believe
that straightforward modification of our experiment should
allow us to reach this regime.
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Forschungsgemeinschaft.
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3 Superfluid Bose-Einstein condensates in optical lattice potentials

directions.
The measurement of the band population demonstrates that it is possible to homogenously

populate the lowest energy band while having no population in higher bands. In a tight
binding picture this corresponds to a situation where in each lattice site only the vibrational
ground state is occupied by the condensate, but the phase correlation between the sites is
lost.

Populating higher energy bands

We can populate higher energy bands in the lattice by using stimulated Raman transitions,
where states in different energy bands are connected by a stimulated two-photon process
[80, 81]. In order to drive the transition we apply two Raman beams to the atoms in the lattice
(Figure 3.21b). The frequency difference δωr = δE/h̄ between the beams corresponds to
the energy difference δE between the Bloch states. The Raman beams are detuned by ∆r

with respect to an atomic transition. By changing the angle between the two beams the
momentum transfer δq of the Raman beams can be arbitrarily chosen between 0h̄kr and
2h̄kr, where kr denotes the norm of the k-vector of the Raman beams. Therefore Bloch
states in all bands and with arbitrary quasi momenta can be populated.

In a tight binding picture the Raman beams induce transitions between vibrational levels
of each potential well (see 3.21a) and the change of the quasimomentum δq corresponds to
the simultaneous change of the relative macroscopic phase between lattice sites.

(a) (b) (c)

Figure 3.21: Population of higher energy bands. (a) Higher vibrational levels on each lattice
site can be populated by stimulated Raman transitions. (b) In a Bloch picture this corre-
sponds to Raman transitions between different energy bands. (c) Measured band population
of a dephased BEC in a 2D lattice, where higher energy bands have been populated by stim-
ulated Raman transitions. Therefore population of the corresponding higher Brillouin zones
is visible.
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sequence of two radio-frequency pulses. By lowering the
depth of the optical trap on a time scale of 2 s we further
evaporatively cool the potassium gas. This is done at a bias
magnetic field of B ! 227 G, which is well above the
magnetic Feshbach resonance centered at B0 ! 202:1 G
[1], and the s-wave scattering length between the two
fermionic spin states is a ! 118a0 (a0 is the Bohr radius).
At the end of the evaporation we reach temperatures be-
tween T=TF ! 0:2 and 0.25 with 5" 104 to 2" 105 par-
ticles, respectively.

Prior to loading the atoms into the optical lattice we tune
the magnetic field to B ! #210$ 0:1% G, such that the
s-wave scattering length between the two states vanishes.
Then the standing wave laser field along the vertical z axis
is turned on. Subsequently, the optical dipole trap along the
y axis is turned off and a standing wave laser field along the
same axis is turned on, followed by the same procedure
along the x axis. In order to keep the loading of the atoms
into the lattice as adiabatic as possible the intensities of the
lasers are slowly increased (decreased) using exponential
ramps with time constants of 10 ms (25 ms) and durations
of 20 ms (50 ms), respectively.

In its final configuration the optical lattice is formed by
three orthogonal standing waves with mutually orthogonal
polarizations and 1=e2 radii of 50 !m (x axis) and 70 !m
(y axis and z axis), which are derived from the same lasers
as for the optical dipole trap. The laser fields of the three
beams have a linewidth of the order of 10 kHz and their
frequencies are offset with respect to each other by be-
tween 15 and 150 MHz. The resulting optical potential
depth Vx;y;z is proportional to the laser intensity and is
conveniently expressed in terms of the recoil energy Er !
!h2k2=#2m%, with k ! 2"=# and m being the atomic mass.
The lattice depth was calibrated by modulating the laser
intensity and studying the parametric heating. The calibra-
tion error is estimated to be <10%.

The potential created by the optical lattice results in a
simple cubic crystal structure and the Gaussian intensity
profiles of the lattice beams give rise to an additional
confining potential which varies with the laser intensity.
As a result, the sharp edges characterizing the T ! 0
distribution function for the quasimomentum in the homo-
geneous case [19] are expected to be rounded off. A
quantitative picture can be obtained by considering a
tight-binding Hamiltonian to describe noninteracting fer-
mions in an optical lattice with an additional harmonic
confinement [20]. At T ! 0 the inhomogeneous system
is characterized by the total atom number N and by the
characteristic length $ over which the potential shift due to
the harmonic confinement equals the tunnel coupling ma-
trix element J. One finds $% !

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

2J=m!2
%

p

, with the fre-
quencies of the external harmonic confinement given by
!% (% ! x; y; z). The density distribution scaled by $% and
the momentum distribution of the atoms in the lattice
depend only on the characteristic density &c ! Nd3

$x$y$z
,

where d is the lattice spacing [7]. For a three-dimensional

lattice with 20" 20" 20 sites we have numerically calcu-
lated the characteristic density for the onset of a band
insulator to be &c ’ 60. For this value of &c the occupation
number at the center of the trap is larger than 0.99. It has
been pointed out that a fermionic band insulator in an
optical lattice with confining potential constitutes a high
fidelity quantum register [21].

In the experiment we probe the population within the
first Brillouin zones by ramping down the optical lattice
slowly enough for the atoms to stay adiabatically in the
lowest band while quasimomentum is approximately con-
served [22]. We lower the lattice potential to zero over a
time scale of 1 ms. After 1 ms we switch off the homoge-
neous magnetic field and allow for a total of 9 ms of
ballistic expansion before we take an absorption image of
the expanded atom cloud. The momentum distribution
obtained from these time of flight images, shown in
Fig. 1, reproduces the quasimomentum distributions of
the atoms inside the lattice. With increasing characteristic
density the initially circular shape of the Fermi surface
develops extensions pointing towards the Bragg planes and
finally transforms into a square shape completely filling the
first Brillouin zone deeply in the band insulator. We have
observed population of higher bands if more atoms are
filled into the lattice initially. In Fig. 2 the experimental
data for momentum distributions along the line with qua-
simomentum qy ! 0 are compared to the results of nu-
merical simulations using the same characteristic densities.

When imaging the cloud along the x direction we find a
homogeneous filling of the band in the vertical (z) direc-
tion, probably due to the change in the harmonic confine-
ment while loading the lattice combined with the presence
of gravity. This asymmetry between the horizontal x, y, and
the vertical z directions vanishes when the gas approaches
the band insulating regime. We have examined the level of
adiabaticity of our loading scheme into the optical lattice
by transferring the atoms from the band insulator back into
the crossed beam dipole trap. There we find a temperature
of 0:35TF when the initial temperature prior to loading into
the lattice was 0:2TF.

We have studied the dynamic response of the noninter-
acting Fermi gas to a change in the characteristic density

a cb d

OD

0

0.04e

x

y

2 hk

FIG. 1. Observing the Fermi surface. Time of flight images
obtained after adiabatically ramping down the optical lattice.
The characteristic density increases from left to right. (a) Image
of 3500 atoms per spin state and a potential depth of the optical
lattice of 5Er. Images (b)–(e) were obtained with 15 000 atoms
per spin state. The potential depths of the optical lattices were
(b) 5Er, (c) 6Er, (d) 8Er, and (e) 12Er. The images show the
optical density (OD) integrated along the vertically oriented z
axis after 9 ms of ballistic expansion.
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FIGURE 2.10. Ligne supérieure : figure extraite de Greiner et al. (2001), obtenue
avec des atomes bosoniques de 87Rb placés dans un réseau carré à deux dimensions.
Ligne inférieure : figure extraite de Köhl et al. (2005), obtenue avec des atomes
fermioniques de 40K (sans interaction) placés dans un réseau cubique 3D.

4-4 Comment observer la structure de bande ?

La notion de branchement et de débranchement adiabatique d’un ré-
seau trouve également une application importante dans la technique de
band mapping, où l’on transfère le contenu des différentes bandes d’énergie
en présence du réseau vers des états d’impulsion bien définie en absence
du réseau. Il faut pour cela éteindre adiabatiquement le réseau pour qu’un
atome initialement dans un état de la bande n avec le quasi-moment q fi-
nisse dans l’état d’impulsion p = ~(q ± 2n~k). Le moyen le plus simple,
au moins à 1D, pour relier sans ambiguïté l’état initial ψn,q à l’impulsion
finale p est d’utiliser le schéma de bande dépliée représenté sur la figure
2.5 (ligne du milieu).

Les photos montrées en figure 2.10, obtenues par le groupe de Munich,
constituent une des premières démonstrations de la visualisation de la
zone de Brillouin permise par cette technique. Pour la photo de gauche, on
part d’un réseau 2D profond (12Er) pour lequel la largeur de la bande fon-
damentale (W0 ∼ Er/20) est très petite devant le gap entre la bande n = 0
et la première bande excité n = 1 (∆0 ∼ 5Er). On place dans le réseau

un gaz de bosons (87Rb) dont la température est intermédiaire entre ces
deux échelles d’énergie : W0 � kBT � ∆0. Le gaz remplit donc les états
ψ0,q de la première bande de manière uniforme, mais la population des
bandes excitées est négligeable. Après extinction adiabatique du potentiel,
les atomes sont libres et leur distribution d’impulsion est une fonction cré-
neau non nulle seulement entre−~k et ~k. Pour observer cette distribution
d’impulsion, il suffit de faire un temps de vol de durée tvol suffisamment
longue pour que le nuage s’étale d’une quantité grande devant sa taille
initiale : on obtient un segment d’atomes (un carré à deux dimensions, un
cube à trois dimensions) de longueur 2~ktvol/m.

Dans la photo de droite de la figure 2.10, on a délibérément peuplé les
bandes supérieures en appliquant une paire de faisceaux laser additionnels
qui créent une transition Raman entre la bande n et la bande n+1. Le temps
de vol révèle alors la population transférée dans ces bandes supérieures,
avec une répartition quasi-uniforme à l’intérieur de chaque bande.

Nous montrons sur la ligne inférieure de la figure 2.10 un résultat ob-
tenu pour des fermions sans interaction (40K) dans un réseau cubique 3D
par le groupe de T. Esslinger (Köhl et al. 2005). Du fait du principe de Pauli,
ces fermions (polarisés) remplissent peu à peu tous les états de la première
bande quand on augmente leur nombre (de droite à gauche). Sur l’image
"e", la bande est pleine (on a réalisé un isolant de bande) et la structure
carrée de la zone de Brillouin est parfaitement visible.

5 Propagation de paquets d’ondes

Une caractéristique essentielle d’un réseau optique est la relation de
dispersion En(q) associée à chaque bande. Dans ce paragraphe, nous mon-
trons comment extraire deux quantités physiques importantes liées à cette
relation : la vitesse de groupe d’un paquet d’ondes et la masse effective.
Nous terminons ce paragraphe en donnant quelques indications sur la
modification de l’interaction entre atomes due à leur localisation dans le
réseau.
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FIGURE 2.11. Vitesse de groupe vg(q) (en unité de vitesse de recul vr = ~k/m)
pour le réseau V (x) = V0 sin2(kx) pour V0/Er = 0.4, 2, 8, en fonction de q/k.
La ligne pointillée correspond au résultat en l’absence de réseau : mvg = ~q.

5-1 La vitesse de groupe dans un réseau optique

Supposons que l’on a su préparer une particule dans un état initial
ψ(x, 0) superposition d’états de Bloch ψn,q(x) appartenant tous à la même
bande n :

ψ(x, 0) =

∫
c(q)ψn,q(x) dq. (2.61)

Notons q0 le centre de la distribution c(q) et supposons également que sa
dispersion ∆q autour de q0 est beaucoup plus faible que la largeur 2k de la
zone de Brillouin. Cette hypothèse autorise le développement

En(q) = En(q0) + (q − q0)
dEn
dq

∣∣∣∣
q=q0

. (2.62)

Remarquons que l’hypothèse ∆q � k entraîne que le paquet d’ondes
s’étend sur plusieurs sites, typiquement k/∆q. Nous poserons dans la suite

vg,n(q0) =
1

~
dEn
dq

∣∣∣∣
q=q0

, (2.63)

quantité qui a la dimension d’une vitesse et dont nous allons montrer
qu’elle peut s’interpréter comme la vitesse de groupe pour la bande n au-
tour du quasi-moment q0.

À l’instant t, la fonction d’onde de la particule est

ψ(x, t) =

∫
c(q)ψn,q(x) e−iEn(q)t/~ dq, (2.64)

ce qui s’écrit encore en utilisant le développement (2.62)

ψ(x, t) ≈ e−iω0t

∫
c(q)ψn,q(x) e−iqvg,nt dq, (2.65)

où on a introduit la pulsation

ω0 = En(q0)/~ − q0vg,n. (2.66)

Choisissons l’instant t tel que vg,nt = a. En utilisant le fait que ψn,q(x−a) =
e−iqaψn,q(x), on en déduit que

ψ(x, t = a/vg,n) ≈ e−iω0t

∫
c(q)ψn,q(x− a) dq

= e−iω0t ψ(x− a, 0). (2.67)

On voit que le paquet d’ondes se reforme périodiquement sans déforma-
tion (à cet ordre du calcul) avec des décalages successifs de a à tous les
instants séparés de a/vg,n, ce qui correspond bien à une propagation avec
la vitesse de groupe vg,n.

5-2 La notion de masse effective

Dans l’étude que nous avons faite pour le potentiel sinusoïdal, nous
avons trouvé que les bandes En(q) sont extrémales aux points q = 0 et q =
±k. En ces points, la vitesse de groupe s’annule et la bande est caractérisée
par sa courbure, à partir de laquelle on définit la masse effective m∗ par

1

m∗
=

1

~2

d2En
dq2

, (2.68)

quantité qui peut être positive ou négative. Cette masse effective est tracée
pour le fond de la bande fondamentale sur la figure 2.12. Sa valeur est
m∗ ≈ m pour des réseaux peu profonds et elle augmente indéfiniment
quand V0 augmente.

Considérons une particule préparée dans la bande fondamentale, avec
une distribution de quasi-moments centrée sur q̄ et de dispersion ∆q, telle
que |q̄|,∆q � k. On peut alors écrire l’énergie de chaque état de Bloch sous
la forme

E(q) =
~2q2

2m∗
+ constante. (2.69)
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FIGURE 2.12. Masse effective m∗/m [cf. (2.68)] en fonction de V0/Er pour la
bande fondamentale n = 0 et pour les deux valeurs q = 0 et q = π/a du quasi-
moment. Noter que le signe de m∗ est négatif pour q = π/a et que l’on a donc
tracé |m∗|/m dans ce cas (gauche : coordonnées linéaires, droite : coordonnées
logarithmiques).

On a déterminé ci-dessus la vitesse dx̄/dt du centre d’un paquet d’ondes
que l’on construit en superposant des états de ce type :

dx̄

dt
=

1

~
dEn
dq

∣∣∣∣
q=q̄

=
~q̄
m∗

. (2.70)

Complétons ce résultat par un autre point que nous prouverons plus tard
dans ce cours : si on soumet une particule placée dans un potentiel pério-
dique à une force F uniforme (à l’échelle du paquet d’ondes), alors l’évo-
lution du quasi-moment est donnée par

~
dq̄

dt
= F. (2.71)

La réunion des deux équations (2.70-2.71) correspond au mouvement
d’une particule fictive de masse m∗ dans le champ de force provenant de
F . Le seul effet du réseau sur cette particule isolée est la renormalisation
de la masse m→ m∗.

5-3 Les interactions dans le réseau, un premier aperçu

L’étude des interactions dans un réseau optique est un sujet très vaste
que nous n’allons qu’effleurer ici. Le point que nous voulons montrer est
qu’un réseau fournit un moyen assez simple pour augmenter les effets des
interactions entre particules, en localisant leur fonction d’onde au voisi-
nage des minima de potentiel.

Nous considérons dans ce paragraphe des particules bosoniques mo-
biles selon l’axe x. Pour simplifier les notations, nous prenons un système
de taille L, avec des conditions aux limites périodiques (L est un multiple
de la période a du réseau : L = Na). Dans ces conditions, le quasi-moment
est quantifié :

q =
2π

L
j = k

2j

N
, j entier ∈ {−N

2
+ 1, . . . , 0, . . . ,

N

2
}. (2.72)

Nous supposons que ces particules interagissent par une interaction de
contact g δ(x). En absence de potentiel de réseau, l’hamiltonien en seconde
quantification s’écrit

Ĥ =
∑
p

p2

2m
â†pâp +

g

2L

∑
p1,p2,p3

â†p1−p3 â
†
p2+p3 âp2 âp1 (2.73)

où â†p crée un atome dans l’onde plane d’impulsion p, ψp = eipx/~/
√
L.

Supposons maintenant le réseau présent et écrivons l’hamiltonien en
seconde quantification dans la base des ondes de Bloch. Pour simplifier les
notations, limitons-nous au cas où seule la bande fondamentale n = 0 est
peuplée et notons b̂†q l’opérateur créant un atome dans l’état ψ0,q . On trouve

Ĥ =
∑
q

E0(q) b̂†q b̂q +
g

2

∑
q1,q2,q′1,q

′
2

C(q1, q2, q
′
1, q
′
2) b†q′1

b†q′2
bq2bq1 (2.74)

avec

C(q1, q2, q
′
1, q
′
2) =

∫ L

0

ψ∗0,q′1(x) ψ∗0,q′2(x) ψ0,q1(x) ψ0,q2(x) dx. (2.75)

Dans la version discrétisée que nous avons choisie ici pour la zone de
Brillouin, une écriture commode pour les ondes de Bloch est

ψ0,q(x) =
1√
N

eiqx u0,q(x), (2.76)

Cours 2 – page 17



RÉSEAUX OPTIQUES : LES PRINCIPES DE BASE § 6. Références

0 5 10 15 20
0

1

2

V0/Er

g
′ /
g

1D

0 5 10 15 20
0

2

4

6

V0/Er

2D

0 5 10 15 20
0

5

10

15

V0/Er

3D

FIGURE 2.13. Facteur g′/g d’augmentation des interactions de contact en fonc-
tion de V0/Er [cf. (2.80)]. Cette augmentation est due à la localisation des fonc-
tions de Bloch au voisinage des minima du potentiel V . Les valeurs à 2D et 3D
sont simplement le carré et le cube de la valeur à 1D.

où ψn,q est normalisée sur le segment de longueur L et où la partie pério-
dique un,q est normalisée sur la cellule unité de longueur a :∫ L

0

|ψn,q(x)|2 dx = 1,

∫ a

0

|un,q(x)|2 dx = 1. (2.77)

La forme de Bloch impose immédiatement la relation (conservation de
l’impulsion) :

q′1 + q′2 = q1 + q2 (modulo 2π/a). (2.78)

Supposons pour simplifier que seuls les états du bas de la bande n = 0
sont peuplés (|q| � k). On peut alors approcher l’hamiltonien (2.74) par

Ĥ ≈
∑
q

~2q2

2m∗
b̂†q b̂q +

g′

2L

∑
q1,q2,q3

b†q1−q3b
†
q2+q3bq2bq1 (2.79)

où le coefficient d’interaction « renormalisé » g′ est donné par

g′

g
= a

∫ a

0

|u0,0(x)|4 dx. (2.80)

En l’absence de réseau, la partie périodique de la fonction de Bloch u0,0(x)
est constante et et égale à 1/

√
a, de sorte que g′/g = 1. En présence

d’un réseau, la fonction u0,0 devient modulée tout en restant normalisée

(
∫ a

0
|u0,0(x)|2 dx = 1), ce qui entraine g′ > g : le fait de localiser les atomes

en des zones restreintes de l’espace augmente leurs interactions. Le rap-
port g′/g est tracé en fonction de la profondeur du réseau sur la figure 2.13.
Si on passe à 2D ou 3D avec un réseau carré ou cubique simple (potentiel
en V (x) + V (y) + V (z)), il faut prendre le carré ou le cube de ce rapport
pour évaluer le changement du couplage g (voir figure 2.13).

En résumé, l’addition du réseau a deux conséquences vis-à-vis de la
dynamique en bas de la bande n = 0 :

– Il augmente la masse effective et vient donc diminuer la contribution
de l’énergie cinétique.

– Il augmente le coefficient g et vient donc augmenter la contribution de
l’énergie d’interaction.

Ces deux effets vont dans le même sens en favorisant l’apparition d’états
fortement corrélés au détriment d’états de champ moyen, comme un
condensat de Bose-Einstein. Le point culminant de cet effet est la transi-
tion superfluide-isolant de Mott. Toutefois, avant d’en arriver à ce point,
on passe par une étape, pour des réseaux relativement forts, où tous les
états de la bande fondementale acquièrent une population significative.
L’hamiltonien (2.79) n’est alors plus pertinent et il faut revenir à (2.74) pour
décrire la dynamique du problème. Nous verrons au cours prochain une
version plus facile à manipuler dans ce cas des réseaux forts, utilisant la
base des fonctions de Wannier.
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