
Le magnétisme artificiel pour les gaz d’atomes froids

Les phénomènes magnétiques jouent un rôle essentiel en physique
quantique. Des notions ou des phénomènes aussi variés que l’invariance
de jauge, l’effet Hall quantique, le couplage spin-orbite, l’effet Aharonov-
Bohm, les isolants topologiques, trouvent leur origine dans l’interaction
entre des charges en mouvement et un champ magnétiqueB.

Pour une particule de masse M , de charge q et de vitesse v, cette in-
teraction se décrit en terme de force de Lorentz F = q v ×B ou alors, de
manière équivalente, par l’hamiltonien

Ĥ =
(p̂− qA(r̂))

2

2M
,

où A est le potentiel vecteur dont dérive le champ magnétique B. L’étude
du magnétisme avec des atomes froids constitue un volet important du
programme général de simulation quantique basé sur ces nouveaux gaz.
Mais la neutralité électrique des atomes (q = 0) nécessite de recourir à
des « artifices » - par exemple des faisceaux lumineux de fréquences et de
directions bien choisies - pour atteindre des situations équivalentes à celles
rencontrées pour les fluides d’électrons de la matière ordinaire.

Le cours et les séminaires de cette année feront le point sur cette re-
cherche très active, tant sur le plan théorique qu’expérimental. Le déroule-
ment du cours, composé de sept séances, sera le suivant :

– Le premier cours sera consacré aux bases de la description du mouve-
ment d’une particule dans un champ magnétique. Partant de la force
de Lorentz, nous en déduirons l’approche hamiltonienne à ce pro-
blème ainsi que la notion d’invariance de jauge, à la fois sur le plan
de l’électrodynamique et sur celui de la mécanique quantique. Nous
illustrerons ces concepts en discutant l’effet Aharonov–Bohm ainsi que
les conséquences de l’existence possible de monopoles magnétiques.

– Le deuxième cours sera consacré à l’étude du mouvement quantique
d’une particule chargée dans un champ magnétique uniforme. Nous
discuterons en particulier la forme du spectre d’énergie, quantifié sous
forme de niveaux de Landau. Nous en déduirons la notion d’états de
bord, qui joue un rôle crucial pour interpréter l’effet Hall quantique.

– Le cours 3 sera consacré à la notion de phase de Berry et de potentiels
de jauges géométriques. Nous partirons de l’approximation adiaba-
tique pour montrer comment la phase de Berry apparaît, et nous fe-
rons ensuite le lien avec la notion de transport parallèle. Nous termi-
nerons par une approche à la Born-Oppenheimer pour une particule
à plusieurs états internes, pour laquelle les potentiels de jauge géo-
métriques, vectoriels et scalaires, apparaissent explicitement dans une
équation de Schrödinger réduite à un seul de ces états internes.

– Les cours 4 et 5 décriront deux approches possibles à la simulation du
magnétisme avec des gaz d’atomes froids : mise en rotation du gaz
ou utilisation de phases géométriques induite par la lumière. Nous
décrirons plusieurs expériences récentes sur ce domaine et nous dis-
cuterons les limites issues du chauffage par l’émission spontanée de
photons quand le champ de jauge est induit par un faisceau lumineux.
Nous aborderons également la réalisation d’un couplage spin-orbite,
à la fois à une et deux dimensions.

– Le cours 6 sera consacré à la simulation du magnétisme sur réseau.
Nous discuterons d’abord ses caractéristiques principales, comme la
structure fractale du spectre connue sous le nom de papillon de
Hofstadter. Nous passerons ensuite en revue différentes techniques,
comme les réseaux « secoués » ou l’effet tunnel assisté par laser entre
états internes différents, permettant de simuler ce magnétisme pour
des atomes piégés dans un réseau optique.
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– Pour finir, le cours 7 abordera l’effet simultané du magnétisme orbital
et des interactions entre atomes. Nous nous intéresserons essentielle-
ment aux systèmes décrits par une fonction d’onde macroscopique,
dans lesquels des vortex peuvent être nucléés. Nous montrerons com-
ment ces vortex s’arrangent en réseaux réguliers (réseaux d’Abrikosov)
et nous terminerons par quelques éléments sur la physique susceptible
d’apparaître à très grand champ, avec l’émergence d’états fortement
corrélés rappelant ceux de l’effet Hall quantique.



Chapitre 1

Le magnétisme d’une particule ponctuelle
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Dans ce premier chapitre, nous allons d’abord rappeler les éléments clés
du magnétisme, d’abord du point des champs magnétiques eux-mêmes via
les équations de Maxwell, puis du point de vue du mouvement de parti-
cules chargées. Nous aborderons successivement le formalisme classique
(dynamique newtonienne), puis le formalisme quantique. Dans ce dernier
cas, nous insisterons sur la notion de changement de jauge, à la fois du
point de vue du champ électromagnétique et du point de vue de la formu-
lation quantique du mouvement des particules.

Dans la deuxième partie de ce chapitre, nous présenterons deux illus-
trations de ce formalisme : nous analyserons l’effet Aharonov–Bohm, qui
donne un nouvel éclairage sur la notion de potentiel vecteur et qui permet
d’introduire le concept de phase géométrique, qui jouera un rôle essentiel
dans le suite de ce cours. Nous discuterons également brièvement la no-
tion de monopole magnétique, en reprenant un argument fameux de Dirac
sur le lien entre l’éventuelle existence de ces monopoles et la quantification
de la charge électrique (Dirac 1931; Dirac 1948). Nous terminerons par la
présentation très brève d’une expérience récente simulant un tel monopole
au sein d’un condensat de Bose–Einstein.
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LE MAGNÉTISME D’UNE PARTICULE PONCTUELLE § 1. Quelques éléments de magnétostatique

Nous n’allons pas aborder dans ce premier chapitre le problème im-
portant du mouvement quantique d’une particule chargée dans un champ
magnétique, avec la structure en niveaux de Landau qui joue un rôle cru-
cial dans les phénomènes liés au magnétisme orbital, comme l’effet Hall
quantique. Ce développement fera l’objet du chapitre 2.

1 Quelques éléments de magnétostatique

Nous commencerons ce chapitre par des rappels de magnétostatique :
partant des équations de base vérifiées par le champ magnétique B dans
le cas indépendant du temps, notre but est d’introduire la notion de poten-
tiel vecteur A et de discuter quelques exemples de géométries pertinentes
pour la suite.

1-1 Équations de la magnétostatique

Nous nous intéressons ici au cas d’un champ magnétique B indépen-
dant du temps, mais dépendant de la position r. Ce champ se calcule en
fonction des courants imposés de l’extérieur à partir des deux équations
de la magnétostatique. Ces équations peuvent être vues comme un cas
particulier des équations de Maxwell pour un champ électromagnétique
indépendant du temps.

La première équation de la magnétostatique s’écrit

∇ ·B = 0 (1.1)

et traduit l’absence de charge (monopole) magnétique : le flux de B à tra-
vers une surface fermée est toujours nul 1.

La seconde équation relie le champB aux courants créant ce champ

∇×B = µ0j, (1.2)

1. Nous reviendrons sur les conséquences de l’existence éventuelle de monopoles magné-
tiques. Sur le plan formel, notons par ailleurs qu’une manière plus correcte de décrire les
particules connues consiste à dire qu’elles ont toutes le même rapport charge électrique/charge
magnétique. Une rotation dans les espaces abstraits {E,H} et {D,B} permet alors de se
ramener à la formulation courante, que nous utilisons ici [Jackson (1998), Chap. 6, § 6.11]

où on a (éventuellement) inclus dans j les « courants microscopiques » ré-
sultant du magnétisme des milieux matériels.

Remarque : Ces deux équations sont à mettre en regard de celles déter-
minant le champ électrique en électrostatique,

∇ ·E =
ρelec.(r)

ε0
, ∇×E = 0, (1.3)

où ρelec.(r) est la densité de charge électrique au point r.

1-2 Le potentiel vecteur

La première équation de la magnétostatique, ∇·B = 0, vient mettre une
contrainte forte sur la forme possible des champs de vecteursB(r) que l’on
peut réaliser. Pour rendre compte de manière simple de cette contrainte, on
peut montrer (lemme de Poincaré) que le champB peut toujours se mettre
sous la forme

B(r) = ∇×A(r). (1.4)

Il est clair que la relation (1.4) ne définit pas le potentiel vecteur A(r)
de manière unique. Plus précisément, deux potentiels vecteursA etA′ tels
que ∇×(A′−A) = 0 conduiront au même champ magnétique. Examinons
les conséquences de cette équation dans un volume simplement connexe,
l’espace entier par exemple ; l’équation ∇×X(r) = 0 peut se résoudre en
X(r) = ∇χ(r), où χ(r) est une fonction scalaire de r. On en déduit que
l’ensemble des potentiels vecteurs associés à un même champ magnétique
B forme une classe d’équivalence, dont les différents membres sont reliés
par une relation du type

A′(r) = A(r) + ∇χ(r). (1.5)

Le passage de A(r) à A′(r) est appelé changement de jauge et la fonction
χ(r) est la fonction de jauge associée à ce changement.

Cours 1 – page 4



LE MAGNÉTISME D’UNE PARTICULE PONCTUELLE § 1. Quelques éléments de magnétostatique

1-3 Exemples

Nous présentons ci-dessous quelques exemples qui seront utiles pour
la suite de ce cours. Nous prendrons la notation {ux,uy,uz} pour désigner
un trièdre orthonormé direct de l’espace, avec r = (x, y, z). Nous utilise-
rons également les coordonnées cylindriques (ρ, ϕ, z) et les coordonnées
sphériques (r, θ, ϕ) avec dans les deux cas le vecteur unitaire azimuthal
uϕ = ux cosϕ+ uy sinϕ.

Exemple 1 : champ B uniforme. Considérons un champ magnétique B
uniforme dans l’espace, orienté par convention selon l’axe z. Un choix pos-
sible de potentiel vecteur (jauge symétrique) est

A(r) =

−By/2+Bx/2
0

 . (1.6)

Ce potentiel vecteur peut également s’écrire sous forme vectorielle

A(r) =
1

2
B × r. (1.7)

Ce choix de jauge fait jouer des rôles (presque) symétriques aux variables x
et y, ce qui est satisfaisant compte tenu de la symétrie du problème. En re-
vanche, il brise l’invariance par translation du problème en particularisant
un point de l’espace, l’origine O, où le potentiel vecteur s’annule.

On utilise souvent le changement de jauge associé à la fonction

χ(r) =
B

2
xy, ∇χ =

B

2
(yux + xuy) (1.8)

pour obtenir le potentiel vecteur en jauge de Landau 2

A′(r) =

 0
+Bx

0

 . (1.9)

Cette forme brise la symétrie entre les axes x et y, mais elle est souvent
commode pour les calculs en physique quantique, nous y reviendrons dans
le prochain chapitre.

2. On peut également prendre la fonction de jauge−χ(r) qui conduit à A′′(r) = −Byux.

B

A

A

r0

z

x
y

Ecran&

B

 g(r)

 d(r)

⇢0

FIGURE 1.1. Solénoïde infini d’axe z, conduisant à une champ uniforme à l’in-
térieur du solénoïde et nul à l’extérieur. Le courant dans ce solénoïde est supposé
être orthoradial, parcourant une nappe uniforme de rayon r0. Le choix de jauge
(1.10) conduit au potentiel vecteur orthoradial indiqué sur la figure.

Exemple 2 : solénoïde infini. Considérons maintenant le solénoïde idéal
et infini de rayon ρ0 et d’axe z représenté sur la figure 1.1. Les deux équa-
tions de la magnétostatique, associées à l’invariance par translation le long
de l’axe z et à l’hypothèse que le champ est nul quand ρ → ∞ conduisent
aux conclusions suivantes :

– À l’intérieur du solénoïde, le champ B est parallèle à l’axe z et uni-
forme (d’amplitude notée ci-dessous B0).

– Le champB est nul à l’extérieur du solénoïde.

On peut vérifier que ce champ B(r) peut être obtenu à partir d’un po-
tentiel vecteur orthoradial A(r) = A(ρ)uϕ avec, toujours en coordonnées
cylindriques :

A(ρ) = B0
ρ2

0

2ρ
si ρ > ρ0, A(ρ) = B0

ρ

2
si ρ < ρ0. (1.10)

On utilise souvent la limite d’un rayon ρ0 tendant vers 0, la valeur du
champ B0 tendant vers l’infini de manière à garder constant le flux Φ =
πρ2

0B0 du champ magnétique à travers un plan perpendiculaire à l’axe z.
On parle alors d’une ligne de flux, correspondant à

A(r) =
Φ

2πρ
uϕ, B(r) = Φ δ(x)δ(y)uz. (1.11)
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LE MAGNÉTISME D’UNE PARTICULE PONCTUELLE § 1. Quelques éléments de magnétostatique

On vérifie immédiatement que la circulation deA sur n’importe quel cercle
centré sur l’axe z et parallèle au plan xy vaut Φ, tout comme le flux de B
à travers le disque correspondant. On note également que le potentiel vec-
teur devient singulier sur l’axe z pour cette limite d’un solénoïde infini-
ment fin. Dans ce qui suit, il sera utile d’écrire ce même potentiel vecteur
en coordonnées sphériques :

A(r) =
Φ

2π

1

r sin θ
uϕ. (1.12)

Exemple 3 : monopole magnétique ! Le potentiel vecteur a été introduit
pour rendre compte de la contrainte ∇ · B = 0, traduisant l’absence de
charges magnétiques. Si l’on accepte de travailler avec un potentiel vec-
teur présentant des singularités similaires à celle qui apparaît dans le cas
du solénoïde infiniment étroit [eq. (1.12)], on peut malgré tout (presque)
décrire un monopole magnétique isolé à l’aide de ce potentiel vecteur.

Considérons le potentiel vecteur en coordonnées sphériques

A(1)
m (r) =

qm

4π

1− cos θ

r sin θ
uϕ. (1.13)

Ce potentiel est défini en tout point de l’espace sauf sur la partie négative
de l’axe z, pour laquelle θ = π. Si on applique les formules standard de dé-
rivation pour calculer ∇×Am,1, valables a priori en dehors de la singularité
du demi-axe z < 0, on trouve

Br = (∇×A)r =
1

r sin θ

(
∂(Aϕ sin θ)

∂θ
− ∂Aθ

∂ϕ

)
=

qm

4πr2
(1.14)

Bθ = (∇×A)θ =
1

r sin θ

(
∂Ar
∂ϕ
− sin θ

∂(rAϕ)

∂r

)
= 0 (1.15)

Bϕ = (∇×A)ϕ =
1

r

(
∂(rAθ)

∂r
− ∂Ar

∂θ

)
= 0 (1.16)

Il semble donc que nous ayons réussi à générer le champ magnétique d’un
monopole

Bm =
qm

4πr2
ur (1.17)

à partir de l’équation B = ∇ × A, ce qui semble paradoxal ! La solution
de ce paradoxe apparaît quand on calcule la circulation de A sur un petit

cercle d’axe z, de rayon r sin θ ; on trouve∮
(A · uϕ) dϕ =

qm

2
(1− cos θ). (1.18)

Quand on fait tendre le rayon du cercle vers 0, on trouve une circulation
nulle pour un cercle situé sur le demi-axe z > 0 (θ → 0) et une circulation
égale à qm pour un cercle situé sur le demi-axe z < 0 (θ → π). Ceci si-
gnifie qu’en plus du champ monopolaire (1.17), le potentiel vecteur (1.13)
engendre un champ parallèle à l’axe z et localisé sur le demi-axe z < 0,
comme celui du solénoïde considéré précédemment. Le champ magné-
tique total associé au potentiel vecteur (1.13) est donc

B(1)(r) =
qm

4πr2
ur + qm Θ(−z)δ(x)δ(y)uz, (1.19)

où Θ(z) est la fonction de Heaviside 3. On dit qu’au monopole de charge qm

est attachée une corde de Dirac, partant du point où se trouve le monopole
(r = 0) et s’étendant jusqu’en z = −∞.

On peut également considérer le potentiel vecteur

A(2)
m (r) = −qm

4π

1 + cos θ

r sin θ
uϕ. (1.20)

qui présente une singularité sur le demi-axe z > 0. Le champ magnétique
correspondant contient le même monopole que (1.19), mais la ligne de sin-
gularité est inversée :

B(2)(r) =
qm

4πr2
ur − qm Θ(z)δ(x)δ(y)uz. (1.21)

Notons que le potentiel vecteur (1.13) peut être obtenu en pratique en
considérant une chaîne de dipôles magnétiques alignés le long du demi-
axe z < 0 (figure 1.1b) ou encore un solénoïde semi-infini et de rayon arbi-
trairement petit (figure 1.1c) (Jackson 1998). Pour (1.20), la chaine de dipôle
s’étend le long du demi-axe z > 0, depuis z = 0 jusqu’à z = +∞.

Remarquons également que la différence entre les deux potentiels vec-
teurs A(1)

m et A(2)
m est exactement égale au potentiel vecteur proposé en

3. Θ(z) = 1 si z > 0, Θ(z) = 0 si z < 0, Θ(0) = 1/2.
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LE MAGNÉTISME D’UNE PARTICULE PONCTUELLE § 2. Particule classique dans un champ magnétique

(1.12) pour rendre compte d’un solénoïde infini, avec Φ = qm, ce qui est ac-
cord avec le fait que ces potentiels vecteurs correspondent chacun à un so-
lénoïde semi-infini, l’un selon z > 0, l’autre selon z < 0, avec des courants
tournant dans des sens opposés. Ceci montre que A(1)

m et A(2)
m ne sont pas

reliés par une transformation de jauge, au moins sur tout l’espace R3, puisque
A(1)

m −A
(2)
m 6= ∇χ. Nous verrons un peu plus loin comment Dirac a exploité

ce point pour déduire la quantification de la charge électrique à partir de
l’éventuelle existence d’un monopole magnétique.

2 Particule classique dans un champ magnétique

Nous passons maintenant à la description du mouvement d’une par-
ticule ponctuelle chargée, décrite par la mécanique classique, dans un
champ magnétique B(r). Dans tout ce qui suit, nous nous limiterons au
cas non relativiste, la vitesse des particules matérielles étant supposée très
petite devant la vitesse de la lumière.

2-1 Force de Lorentz et mouvement cyclotron

Notons M la masse de la particule et q sa charge. Notre point de départ
sera la force de Lorentz qui agit sur la particule de vitesse ṙ = v :

F L = q v ×B, (1.22)

conduisant à l’équation du mouvement

M r̈ = q ṙ ×B. (1.23)

Cas particulier. Si le champB est uniforme, c’est-à-dire indépendant du
point de l’espace considéré, le mouvement de la particule dans le plan per-
pendiculaire àB est circulaire uniforme (mouvement cyclotron), de pulsa-
tion

ωc = qB/M. (1.24)

Le mouvement est rectiligne uniforme le long de l’axe du champB.

Pour préparer le terrain pour la description quantique, nous allons
maintenant exprimer la loi fondamentale de la dynamique (1.23) dans le
cadre des formalismes lagrangien et hamiltonien.

2-2 Equations de Euler–Lagrange

Pour une particule ponctuelle, le formalisme lagrangien revient à se
donner une fonction L(r, ṙ, t) pour décrire la dynamique de la particule. À
partir de cette fonction de Lagrange (ou lagrangien), on calcule pour toute
trajectoire continue dans l’espace (r(t), ṙ(t)) l’action

S =

∫ t2

t1

L [r(t), ṙ(t), t] dt. (1.25)

On pose que la trajectoire effectivement suivie par la particule pour aller du
point de départ r(t1) au point d’arrivée r(t2) est celle qui minimise l’action.
Ce principe variationnel conduit aux équations d’Euler–Lagrange :

∂L

∂ri
=

d

dt

(
∂L

∂ṙi

)
, ri = x, y, z. (1.26)

Une remarque importante pour ce qui va suivre est la constatation sui-
vante : si on ajoute à un lagrangien donné une dérivée totale par rapport
au temps

L(r, ṙ, t) −→ L(r, ṙ, t) +
d

dt
Ω(r, t), (1.27)

les équations de Euler–Lagrange correspondantes ne sont pas modifiées.
En effet

d

dt
Ω(r, t) =

∂Ω

∂t
+

∑
j=x,y,z

ṙj
∂Ω

∂rj
(1.28)

ce qui conduit à ajouter la même quantité

∂2Ω

∂t ∂ri
+

∑
j=x,y,z

ṙj
∂2Ω

∂ri ∂rj
(1.29)

aux deux membres de l’équation (1.26).
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LE MAGNÉTISME D’UNE PARTICULE PONCTUELLE § 2. Particule classique dans un champ magnétique

2-3 Lagrangien dans un champ magnétique

Pour une particule libre, en absence de champ magnétique, le mouve-
ment est rectiligne uniforme et correspond au choix

Llibre(r, ṙ) =
1

2
M ṙ2. (1.30)

En présence d’un champ magnétique B(r), y a-t-il un lagrangien qui
permet de retrouver l’équation du mouvement (1.23) ? La réponse est (mul-
tiplement) positive : pour tout potentiel vecteur A associé au champ ma-
gnétiqueB, on peut considérer

L(r, ṙ) =
1

2
M ṙ2 + q ṙ ·A(r) (1.31)

et vérifier que les équations de Euler-Lagrange sont bien identiques à
(1.23).

Le fait de retrouver l’équation du mouvement (1.23) garantit que le
choix (1.31), bien que faisant intervenir explicitement de la jauge, ne
conduit pas à des prédictions qui dépendraient de ce choix de jauge. C’est
bien sûr essentiel et on peut chercher à prouver ce résultat sans passer par
l’écriture explicite des équation de Euler-Lagrange. Considérons un chan-
gement de jauge

A(r) −→ A′(r) = A(r) + ∇χ(r), (1.32)

correspondant au changement de lagrangien

L(r, ṙ) −→ Lχ(r, ṙ) = L(r, ṙ) + q ṙ ·∇χ(r). (1.33)

On constate immédiatement que les deux lagrangiens L et Lχ diffèrent
d’une dérivée totale par rapport au temps

Lχ(r, ṙ) = L(r, ṙ) +
d

dt
Ω(r) avec Ω(r) = q χ(r), (1.34)

et ils doivent conduire effectivement aux mêmes équations du mouve-
ment.

2-4 Le principe d’une théorie de jauge

On peut inverser le fil du raisonnement précédent, en se mettant à la
place d’un physicien n’ayant jamais entendu parler de force de Lorentz,
mais très imaginatif. Partant du lagrangien d’une particule libre (1.30),
L = M ṙ2/2, ce physicien peut tirer parti de l’invariance des équations
du mouvement par ajout d’une dérivée totale par rapport au temps. Cette
invariance lui garantit que tous les lagrangiens du type

L(r, ṙ) =
1

2
M ṙ2 + qṙ ·A(r) (1.35)

avec le champ de vecteursA(r) tel que

A(r) = ∇χ(r), (1.36)

décriront également le mouvement d’une particule libre. À ce stade, il s’est
contenté de compliquer un peu gratuitement le formalisme dont il dispose,
mais il peut alors se poser la question suivante : quel type de système phy-
sique obtiendra-t-il s’il généralise le problème en considérant des lagran-
giens du type (1.35), mais en ignorant la contrainte (1.36) ? La réponse est
immédiate compte tenu de ce qui précède : il inventera/découvrira le ma-
gnétisme orbital, c’est-à-dire le mouvement d’une particule de charge q
dans un champ magnétique, avecB(r) = ∇×A(r).

2-5 Hamiltonien dans un champ magnétique

Le passage du formalisme lagrangien au formalisme hamiltonien se fait
en définissant d’abord les moments canoniques

pi =
∂L

∂ṙi
, (1.37)

puis en considérant la transformation de Legendre

H(r,p, t) = p · ṙ − L(r, ṙ, t), (1.38)

où la vitesse ṙ est supposée être exprimée en fonction du moment p par
inversion de (1.37). Le mouvement de la (ou les) particule(s) est alors dé-
terminé par les équations de Hamilton

ṙi =
∂H

∂pi
, ṗi = −∂H

∂ri
. (1.39)
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Pour le lagrangien d’une particule chargée dans un champ magnétique
proposé en (1.31), le moment conjugué vaut

p = ∇ṙL(r, ṙ) = M ṙ + qA(r) (1.40)

et l’hamiltonien s’écrit donc, après réarrangement des termes :

H(r,p) =
(p− qA(r))2

2M
. (1.41)

On pourra vérifier que les équations de Hamilton (1.39) redonnent alors
bien l’équation fondamentale de la dynamique (1.23) dont nous sommes
partis.

On constate immédiatement que le moment canonique p donné en (1.40),
encore appelé impulsion ou impulsion généralisée, n’est pas une quantité phy-
sique indépendante de la jauge. Ce moment est notamment différent de la
quantité de mouvement

π = M ṙ, (1.42)

puisque
p = π + qA(r). (1.43)

Cette distinction est le prix à payer pour obtenir une force dépendant de la
vitesse dans le formalisme hamiltonien.

3 Particule quantique dans un chp. magnétique

3-1 Quantification canonique

L’intérêt du formalisme hamiltonien classique est qu’il se prête bien au
passage à la mécanique quantique, par l’intermédiaire de la règle de quan-
tification canonique dans laquelle la position r et l’impulsion p deviennent
des opérateurs r̂ et p̂ obéissant à

[r̂j , r̂k] = 0, [r̂j , p̂k] = i~ δj,k, [p̂j , p̂k] = 0. (1.44)

Commençons par rappeler comment ces relations de quantification
viennent imposer une forme bien particulière de l’action des opérateurs

position r̂ et impulsion p̂ sur les fonctions d’onde (Dirac 1958). À ce stade,
nous ne supposons rien sur la présence ou l’absence d’un champ magné-
tique.

Considérons une particule ponctuelle dont l’état est décrit par une fonc-
tion d’onde complexe ψ(r), donnant la densité de probabilité de présence
P(r) au point r :

P(r) = |ψ(r)|2. (1.45)

Il s’agit de déterminer l’action des opérateurs r̂ et p̂ sur cette fonction
d’onde, compte tenu des relations (1.44).

On pose par convention que l’action de l’opérateur position r̂ sur ψ(r)
est la multiplication par la variable r elle-même :

r̂[ψ(r)] = r ψ(r), (1.46)

ce qui satisfait bien sûr la première relation de commutation [r̂j , r̂k] = 0 de
(1.44). La deuxième relation de commutation, qui relie les composantes de
r̂ et p̂, entraine alors que

r̂j p̂k[ψ(r)] = p̂k[rjψ(r)] + i~ δj,k ψ(r), (1.47)

dont la solution est

p̂ = −i~∇ +X(r), (1.48)

oùX(r) est à ce stade un champ de vecteur quelconque. Enfin la troisième
relation de commutation [p̂j , p̂k] = 0 vient imposer une contrainte sur le
champ de vecteurX avec

∂Xj

∂xk
=
∂Xk

∂xj
⇒ ∇×X = 0 ⇒ X = ∇Ω(r), (1.49)

où Ω est une fonction scalaire quelconque de r. La règle de quantification
canonique revient donc à imposer l’action des opérateurs r et p sur une
fonction d’onde :

r̂[ψ(r)] = r ψ(r), (1.50)

p̂[ψ(r)] = −i~∇ψ(r) + (∇Ω(r))ψ(r). (1.51)
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3-2 Transformation de jauge pour la mécanique quantique

Le choix de la fonction Ω dans (1.51) est arbitraire, mais sans consé-
quence physique (Dirac 1958). En effet, pour un choix donné de Ω, on peut
introduire la transformation unitaire, appelée transformation de jauge (et non
reliée à ce stade à un changement de jauge électromagnétique)

ψ(r) −→ T̂ψ(r), avec T̂ = exp[iΩ(r̂)/~], (1.52)

qui ne modifie pas la densité de probabilité P(r). Dans cette transforma-
tion, les opérateurs opérateurs r̂ et p̂ deviennent

r̂ −→ ˆ̃r = T̂ r̂T̂ † = r̂, (1.53)

p̂ = −i~∇ + ∇Ω(r) −→ ˆ̃p = T̂ p̂T̂ † = −i~∇, (1.54)

ce qui élimine la fonction Ω. Dans toute la suite (qu’un champ magné-
tique soit présent ou non), on supposera cette transformation effectuée et
on prendra donc la convention habituelle

r̂[ψ(r)] = r ψ(r), p̂[ψ(r)] = −i~∇ψ(r). (1.55)

3-3 Hamiltonien quantique

Une fois construits les opérateurs r̂ et p̂, on peut en déduire l’opérateur
associé à toute quantité physique dépendant de la position et de l’impul-
sion, en particulier l’hamiltonien d’une particule de charge électrique q en
présence d’un champ magnétique statique

Ĥ =
(p̂− qA(r̂))2

2M
=

(−i~∇− qA(r))2

2M
. (1.56)

C’est la forme que nous utiliserons dans tout ce cours et que nous allons
en particulier chercher à simuler pour des particules non chargées électri-
quement.

Comme son équivalent classique, cette écriture dépend explicitement
de la jauge choisie pour déterminer le potentiel vecteur. Considérons une
fonction d’onde ψ(r, t) solution de l’équation de Schrödinger

i~
∂ψ(r, t)

∂t
=

(−i~∇− qA(r))2

2M
ψ(r, t). (1.57)

Un changement de jauge électromagnétique

A(r) −→ A′(r) = A(r) + ∇χ(r), (1.58)

va modifier l’hamiltonien et ψ(r, t) ne sera plus solution de l’équation de
Schrödinger écrite avec le potentiel vecteur A′. En revanche, si on accom-
pagne ce changement de jauge électromagnétique de la transformation de
jauge quantique similaire à (1.52)

ψ(r, t) −→ ψ′(r, t) = T̂ψ(r, t), avec T̂ = exp[iqχ(r̂)/~], (1.59)

alors la fonction d’onde ψ′(r, t) que l’on obtient est bien solution de l’équa-
tion de Schrödinger pour le potentiel vecteurA′ :

i~
∂ψ′

∂t
=

(−i~∇− qA′(r))2

2M
ψ′(r, t). (1.60)

Ceci montre le lien profond entre la symétrie de jauge de l’équation de
Schrödinger, exprimée par la transformation unitaire (1.52), et l’invariance
de jauge des équations de Maxwell considérées ici sur le plan de la magné-
tostatique (Cohen-Tannoudji et al. (19733), chapitre 3, complément HIII).

3-4 Invariance de jauge quantique + électromagnétique

On peut inverser la démarche précédente pour arriver à une formu-
lation de la mécanique quantique dans laquelle le magnétisme (ou l’élec-
tromagnétisme) apparaît naturellement via l’ajout d’une condition de sy-
métrie de jauge locale. Nous avons déjà esquissé ce raisonnement dans le
cadre classique (§ 2-4) et nous le transposons ici au cadre quantique.

Considérons une particule libre, de masse M , de charge q et de fonction
d’onde ψ(r, t) solution de l’équation de Schrödinger

i~
∂ψ

∂t
= Ĥψ (1.61)

sans donner la forme de Ĥ à ce stade. Imposons uniquement la condition
supplémentaire suivante, correspondant à la symétrie de jauge locale 4 :

4. Nous ne faisons pas ici de transformation équivalente sur les observables, sinon l’uni-
tarité de la mécanique quantique rendrait cette transformation triviale.
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La physique doit rester la même si on fait la transformation de jauge

ψ → ψ̃ = T̂ψ avec T̂ = exp[iqχ(r̂)/~]. (1.62)

Clairement, le choix

Ĥ = − ~2

2m
∇2 + V (r̂) (1.63)

ne convient car l’équation satisfaite par ψ̃ ne fera pas intervenir un hamil-
tonien gardant la même structure. En revanche, il est clair d’après ce qui
précède que le choix générique

Ĥ =
(−i~∇− qA(r))2

2m
+ V (r) (1.64)

associé à la modification deA

A(r)→ A(r) + ∇χ(r) (1.65)

convient.

Pour assurer cette symétrie de jauge locale, il est suffisant de se limiter
à des potentiels vecteurs A(r) égaux au gradient d’une fonction scalaire
Ω(r). Mais le physicien imaginatif évoqué plus haut peut s’interroger sur
ce qui se produit si on étend ce choix d’hamiltonien « généralisé » à un
potentiel vecteur A quelconque (pas nécessairement de rotationnel nul).
La réponse est là encore simple : notre physicien découvrira le magnétisme
orbital quantique !

4 L’effet Aharonov–Bohm

Dans leur célèbre article de 1959, intitulé Significance of Electromagnetic
Potentials in the Quantum Theory 5, Aharonov et Bohm ont proposé une ex-

5. Le point qui nous intéresse ici est le fait que les champs E et B sont tous deux nuls dans
la région accessible aux particules, révélant ainsi l’importance des potentiels de jauge. Des
variantes de cet effet relâchent une partie de ces contraintes, comme l’effet Aharonov-Casher
où la présence d’un champ électrostatique modifie par une phase géométrique la fonction
d’onde d’un dipôle magnétique (Aharonov & Casher 1984).

B

A

A

r0

z

x
y

Ecran&

B

 g(r)

 d(r)

FIGURE 1.2. Géométrie envisagée par Aharonov et Bohm.

périence de pensée qui met en évidence un fait remarquable 6 : on peut
détecter la présence d’un champ magnétique par des mesures faites sur
des particules quantiques, même si ces particules ne sont jamais trouvées
dans des régions oùB(r) 6= 0 (Aharonov & Bohm 1959).

La géométrie proposée par Aharonov et Bohm utilise le solénoïde in-
fini déjà considéré en (1-3), que l’on place au milieu d’un interféromètre à
deux voies situé dans le plan xy. Le solénoïde lui-même est entouré d’une
barrière de potentiel de sorte que les particules n’y pénètrent pas ; l’inter-
férence observée sur l’écran de détection résulte donc de la superposition
des deux ondes ψg(r) et ψd(r), passées respectivement à gauche et à droite
du solénoïde. Le résultat crucial est que la figure d’interférence n’est pas
la même selon qu’un courant circule ou non dans le solénoïde, bien que le
champ magnétique dans la région accessible aux particules (l’extérieur du
solénoïde) soit nul dans les deux cas.

6. Nous prenons ici la terminologie standard d’« effet Aharonov–Bohm », bien qu’Ehren-
berg et Siday, dans un article de 1949, aient proposé une expérience de pensée similaire et
aient abouti à la même conclusion : The irremovable anisotropy of the field-free region as a whole
emphasizes the fact that the electron-optical refractive index contains the vector potential and not the
magnetic field strength. (Ehrenberg & Siday 1949)

Cours 1 – page 11



LE MAGNÉTISME D’UNE PARTICULE PONCTUELLE § 4. L’effet Aharonov–Bohm

4-1 L’argument de Aharonov et Bohm

Notons ψ(0)
g (r) et ψ(0)

d (r) les deux ondes de matière en absence de cou-
rant dans le solénoïde, correspondant au choix de jauge A = 0 dans tout
l’espace. Quand un courant circule dans le solénoïde, le potentiel vecteur
A(r) n’est plus nul à l’extérieur du solénoïde, mais le champ magnétique
B(r) = ∇ × A(r) reste nul sur la région accessible aux particules. On a
donc dans cette région

∇×A(r) = 0. (1.66)

Comment intégrer cette équation différentielle ? Dans une région « sans
trou » (simplement connexe), la solution est simple. Il existe une fonction
scalaire χ(r) telle que

A(~r) = ∇χ(r). (1.67)

En effet, dans une région sans trou, on a pour tout circuit C fermé

∇×A(r) = 0 ⇒
∮
C
A(r) · dr = 0, (1.68)

ce qui permet de poser de manière non ambiguë

χ(r) = χ(0) +

∫ r

0

A(r′) · dr′, (1.69)

où on s’est donné une origine notée 0 et où on a fixé la valeur χ(0) de χ en
ce point.

En revanche, ce raisonnement n’est pas valable pour la géométrie de
Aharonov–Bohm car la zone accessible aux particules n’est pas simplement
connexe ; on a en effet ôté du plan xy la région occupée par le solénoïde.
Toutefois, on peut considérer deux régions de l’espace notées I et II sur la
figure 1.3, correspondant aux « trajectoires » passant à gauche et à droite
du solénoïde. Pour chacune de ces régions, on peut résoudre (1.66) sous la
forme (1.67) et écrire :

zone I : AI(~r) = ∇χI(r), zone II : AII(~r) = ∇χII(r). (1.70)

Considérons alors l’onde ψg qui se propage uniquement dans la région
I. Pour cette onde, le branchement du courant dans le solénoïde revient à

zone&I:&& AI(~r) = r�I(r) zone&II:&& AII(~r) = r�II(r)

FIGURE 1.3. Deux zones (patch) sur lesquelles le potentiel vecteur en présence de
courant peut s’écrire commeA(~r) = ∇χ(r). Attention, la fonction χ n’est pas la
même pour les deux zones !

faire le changement

A(r) = 0 −→ AI(r) = ∇χI(r), (1.71)

ce qui correspond à un simple changement de jauge. Ce dernier doit s’ac-
compagner d’une modification de la fonction d’onde [c.f. Eq. (1.65)]

ψ(0)
g (r) −→ ψg(r) = exp[iqχI(r)/~] ψ(0)

g (r). (1.72)

De la même façon, le branchement du courant dans le solénoïde revient à
changer l’onde ψd de la manière suivante :

ψ
(0)
d (r) −→ ψd(r) = exp[iqχII(r)/~] ψ

(0)
d (r). (1.73)

Prenons la convention χI(0) = χII(0) = 0. L’interférence des ondes de
matière en un point de l’écran r fait intervenir

ψ∗d(r)ψg(r) = exp([iq(χI(r)− χII(r))/~] ψ
(0)
d

∗
(r)ψ(0)

g (r), (1.74)

et l’argument du préfacteur peut se réécrire

Φ = χI(r)− χII(r) =

∫ r

0,CI
A(r) · dr −

∫ r

0,CII
A(r) · dr, (1.75)

où CI et CII sont deux chemins quelconques allant de 0 à r et respectivement
situés à l’intérieur des régions I et II. Introduisons un chemin fermé C allant
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de 0 à r par la région I et revenant de r à 0 par la région II ; ce chemin fait
donc un tour du solénoïde et on a

Φ =

∫
C
A(r) · dr =

∫∫
uz ·B(r′) d2r′ (1.76)

ce qui montre que Φ n’est autre que le flux de B à travers le solénoïde.
La phase relative des deux ondes de matière arrivant sur l’écran fait donc
intervenir ce flux, alors même que les particules ne pénètrent pas dans la
région où règne le champ ! Notons que la phase qΦ/~ peut être qualifiée
de topologique car elle reste la même quand on déforme continûment le
contour C, pourvu que celui-ci ne traverse pas le solénoïde.

4-2 Argument fondé sur l’intégrale de chemin

Dans ce paragraphe, nous allons retrouver le résultat de Aharonov et
Bohm par une méthode légèrement différente, ne faisant pas appel aux
deux potentiels vecteursAI etAI, mais utilisant le lagrangien d’interaction
entre la particule chargée et le champ via le formalisme de l’intégrale de
chemin (Feynman & Hibbs 1965).

Dans ce formalisme, on calcule le propagateur donnant l’amplitude de
probabilité pour qu’une particule issue de 0 à l’instant t1 atteigne le point r
de l’écran à l’instant t2. Ce propagateur est donné par la somme des eiSΓ/~,
où SΓ est l’action associée à un chemin donné Γ allant de (0, t1) à (r, t2)

K(0, t1; r, t2) ∝
∑

chemins Γ

exp(iSΓ/~), SΓ =

∫ t2

t1

L[r(t), ṙ(t), t] dt.

(1.77)
Les lagrangiens en absence et en présence de champ magnétique sont res-
pectivement

L(0)(r, ṙ) et L(0)(r, ṙ) + q ṙ ·A(r), (1.78)

où l’on a inclus dans L(0) le potentiel V (r) servant à guider la particule de
part et d’autre du solénoïde. On remarque alors que le terme additionnel
dans l’action d’un chemin donné

q

∫ t2

t1

ṙ(t) ·A[r(t)] dt = q

∫ r

0,Γ

A(r′) · dr′ (1.79)

prend la même valeur δSI(r) pour tous les chemins ΓI restreints à la zone
I, et une autre valeur δSII(r) pour tous les chemins ΓII restreints à la zone
II [c.f. (1.68) et (1.69)].

Ce résultat remarquable permet d’évaluer la modification du signal
d’interférence lié au branchement du courant dans le solénoïde, même s’il
est a priori très difficile de calculer le propagateur K en absence de cou-
rant. Pour cela, négligeons la contribution des chemins « exotiques » fai-
sant un ou plusieurs tours complets du solénoïde en allant de la source à
l’écran. En absence de courant, on peut alors écrire le propagateur de (0, t1)
à (r, t2) comme la sommeK(r) ≈ KI(r)+KII(r) des contributions passant
à gauche ou à droite du solénoïde. En présence du courant, ce propagateur
est modifié et devient

K(r) ≈ KI(r) +KII(r) −→ KI(r) eiδSI(r)/~ +KII(r) eiδSII(r)/~ (1.80)

La modification de la phase relative entreKI etKII due au courant est donc

1

~
(δSI(r)− δSII(r)) =

q

~

(∫ r

0,I

A(r′) · dr′ −
∫ r

0,II

A(r′) · dr′
)

=
q

~

∮
C
A(r′) · dr′ = qΦ/~, (1.81)

où C est un circuit fermé encerclant le solénoïde. On retrouve bien le résul-
tat du paragraphe précédent.

Nous avons donc développé deux lignes de raisonnement pour trouver
le déphasage dans une expérience de type Aharonov–Bohm :

1. On peut considérer des domaines de l’espace (patches) sur lesquels on
définit des potentiels vecteurs AI(r), AII(r), . . . , et on recolle ces mor-
ceaux (i) au point 0 en posant χI(0) = χII(0) = 0 et (ii) au point r, le
déphasage recherché apparaissant lors de ce deuxième recollement.

2. On peut tirer parti du fait que l’on connait pour cette géométrie le
potentiel vecteur dans tout l’espace et on utilise alors le lagrangien
d’interaction particule-champ pour calculer le déphasage.

Nous verrons un peu plus loin, dans le paragraphe consacré au monopoles
magnétiques, que l’on n’a pas toujours le choix entre ces deux possibilités
et que la première méthode, celle du recollement entre deux ou plusieurs
zones, est parfois incontournable.
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FIG. 4. Interference micrographs of the toroidal magnet shown in Fig. 1. (a) Contour map of electron phase.
(b) Interferogram of electron phase. (c) Schematic form of the wave front.

various toroidal sizes.
These experimental results verify the existence
of the AB effect. Quantitative agreement" is
achieved with the fundamental AB effect relation.
Leakage-field effects were confined to be suffi-
ciently small in the cases of Figs. 4 and 5. Con-
tour lines in interference micrographs were
verified to follow magnetic lines of force as
viewed along the direction of the electron beam. "
Theref ore, contour lines must exit from the
toroid if magnetic fields are leaking from the
magnet. An example of field leakage is shown in
Fig. 6. Leakage fields do not show up in the
Lorentz micrograph, Fig. 6(a), but can be clear-
ly observed in the interference micrograph,
Fig. 6(b). The magnetic flux between two adja-
cent contour lines is equal to a constant, h/e,
irrespective of electron energy. It can be con-
cluded from the contour maps shown in Figs.
4(a) and 5(a) that the leakage flux was less than
h/e and that the resultant phase change is too
small to conceal the AB effect.
In this experimental arrangement, the electron

beam partly touched and even penetrated the mag-
net. This point is open to criticisms, but our
argument for this is as follows. In the present

experiment, the shape of a magnetic sample is
reproduced as a clear image on the interfero-
gram. Consequently, the part of the beam trans-
mitted through the magnetic flux in the sample
does not contribute to points outside the sample
image. The beams reaching these points must
have felt only the magnetic vector potential, if
any.
It was for the measurement of the phase differ-
ence by tracing the interference fringes that the
penetrable toroidal magnets were adopted in our
experiment. This is an advantage of our experi-
ment over former experiments. ' If the fringes
on the images of the toroids are not observed,
the phase difference is determined by only a
fraction of a wavelength unit. "
The different electron energy causes an ap-

preciable change in electron penetrability, but
no change in phase difference. This fact was
confirmed at 80, 100, and 125 kV. If there were
an essential difference between an absolutely
inaccessible field and a negligibly accessible
field, ' then the AB effect could be neither con-
firmed nor denied experimentally.
Regardless of the strength of penetrability,

our experimental results of the interference

FIG. 5. Interference micrographs of magnet having a magnetization direction opposite to that in Fig. 4. (a) Con-
tour map. (b) Interferogram. (c) Schematic form of the wave front.

1445

+&

FIGURE 1.4. Gauche : expérience de biprisme (électrostatique) de Fresnel mène
avec un faisceau d’électrons. Un aimant torique est placé dans une des deux voies
de l’interféromètre. Droite : figure d’interférence obtenue avec l’aimant torique.
Le déplacement des franges entre les particules passées à l’intérieur du tore et
celles passée à l’extérieur est la signature de l’effet Aharonov–Bohm (figure tirée
de Tonomura et al. 1982).

4-3 Mise en évidence expérimentale

Dès la publication de l’article de Aharonov et Bohm, des vérifications
expérimentales de cet effet ont été mises en œuvre [voir par exemple
Chambers (1960)]. Les résultats de ces expériences ont fait l’objet de dé-
bats, issus de la difficulté d’estimer quantitativement les effets de bords :
il faut s’assurer que la force de Lorentz due aux champs magnétiques de
fuite joue effectivement un rôle négligeable. Dans une série d’expériences
menées dans les laboratoires d’Hitachi entre 1982 et 1986, A. Tonomura et
son équipe ont adopté une géométrie permettant de bien maîtriser ces ef-
fets de bords (Tonomura et al. 1982; Tonomura et al. 1986). Leur solénoïde
n’est pas rectiligne comme dans l’expérience de pensée de Aharonov et
Bohm, mais toroïdal, ce qui permet de minimiser les champs de fuite.

Les expériences de Tonomura utilisent un faisceau collimaté d’élec-
trons, qui est dirigé sur un écran de détection après être passé à travers
un bi-prisme de Fresnel (Tonomura 1987). Une version très schématisée est
représentée sur la figure 1.4. En absence de perturbation, ceci conduit à des

franges d’interférences rectilignes. Dans l’expérience de 1982, Tonomura et
al. ont disposé sur un des deux chemins un aimant toroïdal de Permalloy,
de forme carrée, avec des côtés extérieurs de 3 microns et intérieurs de
1 micron. Compte tenu des propriétés magnétiques du Permalloy, le dé-
phasage attendu entre une trajectoire passant à l’extérieur du tore et une
autre passant à l’intérieur correspond à une différence de chemin de 6λ,
où la longueur d’onde λ des électrons vaut λ = 0.03 Angströms pour une
tension d’accélération des électrons de 150 kV. L’expérience confirme quan-
titativement ce déphasage, avec une différence de phase mesurée de 5.5λ
(figure 1.4).

Cette expérience a été raffinée en 1985, en déposant un autre matériau
(niobium) à la surface du tore en Permalloy. Quand on abaisse la suffisam-
ment la température, le niobium devient supraconducteur, ce qui a pour
effet d’écranter le champ magnétique du permalloy. La quantification du
flux dans une boucle de supraconducteur entraine que le déphasage entre
trajectoires intérieures ou extérieures au tore ne peut plus prendre que les
valeurs 0 ou π (modulo 2π). Cet effet de quantification du flux magnétique
a bien été mis en évidence dans les interférogrammes produits par ce bi-
prisme de Fresnel (Tonomura et al. 1986).

5 Monopole magnétique et physique quantique

Nous terminons ce chapitre avec une question soulevée par Dirac, por-
tant sur la conséquence de l’existence éventuelle de monopoles magné-
tiques. Rappelons qu’à ce jour, aucun monopole n’a été observé ; toute-
fois, Dirac a remarqué qu’il suffirait qu’un seul monopole existe pour que,
dans le formalisme quantique, la charge électrique soit quantifiée (ce qui
semble être le cas expérimentalement) (Dirac 1931; Dirac 1948). Dans ce qui
suit, nous allons esquisser brièvement le raisonnement de Dirac, en suivant
d’assez près le traitement de Sakurai & Napolitano (2011). Nous termine-
rons par la description d’une expérience récente, simulant la création d’un
monopole magnétique dans un condensat de Bose–Einstein spinoriel.
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5-1 Quantification de la charge électrique

Supposons qu’un monopole magnétique de charge magnétique qm soit
présent et positionné à l’origine des coordonnées, créant le champ

Bm =
qm

4πr2
ur. (1.82)

On va s’intéresser à la fonction d’onde d’une autre particule de charge élec-
trique qe en mouvement autour du monopole, un électron par exemple.

Remarquons pour commencer qu’il n’y a pas de potentiel vecteurA(r)
défini sur tout l’espace sauf au point du monopole, qui permettrait de re-
trouverBm viaBm = ∇×A. En effet, on trouve pour une sphère S centrée
sur l’origine ∫∫

S
n ·B d2r = qm, (1.83)

alors que le flux d’un rotationnel à travers une surface fermée est nul.

On pourrait légitiment craindre que notre formalisme lagrangien ou ha-
miltonien, fondé sur l’existence du potentiel vecteur, devienne inopérant.
Toutefois, on peut « sauver » ce formalisme en tirant parti du fait que l’on
n’a pas vraiment besoin de disposer d’une version unique du potentiel
vecteur sur l’ensemble de l’espace. On pourra continuer à utiliser ce for-
malisme si on arrive (i) à paver l’espace de zones où un type de potentiel
vecteur est bien défini et (ii) à recoller ces zones entre elles. C’est en fait une
technique que nous avons déjà présentée pour étudier l’effet Aharonov–
Bohm. Ici, nous allons découper l’espace en deux zones notées I et II, et
définir un potentiel vecteur AI(r) et AII(r) sur chaque zone. C’est du re-
collement des fonctions d’onde associées à AI(r) et AII(r) que viendra la
condition de quantification de la charge qe.

Un choix possible pour les potentiels vecteurs AI(r) et AII(r) a déjà été
donné plus haut. Rappelons-le ici :

AI(r) =
qm

4π

1− cos θ

r sin θ
uϕ, AII(r) = −qm

4π

1 + cos θ

r sin θ
uϕ. (1.84)

On sait que AI ne doit pas être utilisé au voisinage du demi-axe z < 0,
car il donne naissance à cet endroit à une corde de Dirac allant de z = 0 à
z = −∞. De même AII ne doit pas être utilisé au voisinage du demi-axe

région&I! région&II!

FIGURE 1.5. Représentation graphique des régions I et II , définies ici par leurs
angles polaires en coordonnées sphériques.

z > 0, pour la même raison (corde s’étendant de z = 0 à z = +∞). Pour
fixer les idées, prenons donc les régions suivantes (voir figure 1.5)

– La région I est définie comme l’ensemble des points r de l’espace, de
coordonnées sphériques 0 ≤ θ < 3π/4 et r 6= 0.

– La région II est définie comme l’ensemble des points r de l’espace, de
coordonnées sphériques π/4 < θ ≤ π et r 6= 0.

Dans la zone de recouvrement I ∩ II, c’est-à-dire la zone autour de
l’équateur correspondant à π/4 < θ < 3π/4, les deux potentiels vecteurs
décrivent le même champ magnétique et sont donc reliés par une trans-
formation de jauge 7. En l’occurrence, la transformation de jauge faisant
passer de AI(r) à AII(r) est simple :

AII(r)−AI(r) = −qm

2π

1

r sin θ
uϕ = ∇χ(r) (1.85)

avec χ(r) = χ0 −
qm

2π
ϕ, r ∈ I ∩ II, (1.86)

Considérons maintenant une particule quantique et notons respective-
ment ψI et ψII les fonctions d’ondes correspondant au choix de jauge AI(r)
et AII(r). Dans la zone I ∩ II, où l’on passe d’une jauge à l’autre par l’inter-
médiaire de (1.86), les deux fonctions d’onde ψI et ψII doivent elles aussi
être reliées par cette transformation de jauge

ψII(r) = eiqeχ(r)/~ ψI(r), r ∈ I ∩ II, (1.87)

7. Ce n’est pas vrai pour l’espace entier, car AI(r) et AII(r) correspondent à des champs
différents sur l’axe z.
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Il est alors simple de conclure : il faut d’après les postulats de la mécanique
quantique que les fonctions d’onde ψI(r) et ψII(r) soient monovaluées 8.
Ceci impose en particulier qu’elles ne changent pas de valeur quand on
fait le changement de coordonnées sphériques (r, θ, ϕ)→ (r, θ, ϕ+ 2π) :

ψI,II(r, θ, ϕ+ 2π) = ψI,II(r, θ, ϕ) (1.88)

Ceci impose que eiqeχ(r)/~ ne change pas non plus quand ϕ→ ϕ+ 2π, soit

exp
(

i
qeqm

~

)
= 1 ⇒ qeqm = nh, (1.89)

où n est un entier quelconque et h = 2π~. C’est la quantification annon-
cée 9 !

On pourra trouver dans le livre Classical Electrodynamics de Jackson une
approche différente du problème 10, où on calcule d’abord le moment ciné-
tique du champ électromagnétique créé par la superposition de la charge
électrique qe et de la charge magnétique qm, puis on pose que ce moment
cinétique doit être quantifié en multiples de ~/2.

5-2 Simulation d’un monopole dans un condensat

Au cours de ces dernières années, on a mis en évidence dans plusieurs
systèmes de matière condensée des structures du paramètre d’ordre qui
rappellent celle d’un monopole magnétique. Il ne s’agit bien sûr que d’une
analogie : ces monopoles ne génèrent pas de champ magnétique réel et
n’impliquent en rien la quantification de la charge électrique pressentie
par Dirac. Néanmoins, leur étude est intéressante car elle révèle la topo-
logie caractéristique des monopoles, avec la corde de Dirac qui leur est
attachée. Les premières de ces expériences ont été menées dans des ma-
tériaux de type glace de spin (spin ice) (Castelnovo et al. 2008; Morris et al.
2009; Fennell et al. 2009). Nous allons décrire ici une expérience très ré-
cente menée aux USA (Amherst College) par D. S. Hall et son équipe sur

8. Rappelons que c’est ce postulat qui permet de prouver que les moments cinétiques
orbitaux sont entiers, et pas demi-entiers comme la théorie générale du moment cinétique
aurait pu le laisser supposer.

9. Il est intéressant d’étudier l’effet Aharonov-Bohm pour les demi-solénoïdes suscep-
tibles de créer les potentiels vecteur AI et AII, si la quantification (1.89) est vérifiée.

10. Nos notations se raccordent à celles de Jackson en posant qm = 4πg, qe = e/c.

des atomes froids. Ces chercheurs ont mis en évidence une « texture de
spin » dans un condensat de Bose-Einstein, qui conduit pour la fonction
d’onde de ce condensat à une équation d’évolution de type Schrödinger en
présence d’un monopole (Ray et al. 2014).

Nous n’allons pas développer ici tout le formalisme nécessaire pour
analyser quantitativement l’expérience de Ray et al. (2014), mais nous en
indiquons les quelques éléments indispensables pour comprendre com-
ment un champ magnétique artificiel monopolaire peut émerger dans le
contexte d’un condensat spineur. Ces éléments sont d’ailleurs voisins des
développements que nous rencontrerons plus tard dans ce cours, quand
nous étudierons la génération de champs artificiels à partir de la phase de
Berry.

Pour présenter le contexte théorique, nous allons nous inspirer d’un ar-
ticle pionnier de Ho & Shenoy (1996), qui ont montré comment le spin non
nul des atomes alcalins utilisés dans les expériences de condensats gazeux
permettait d’envisager une physique plus riche que celle d’un condensat
scalaire, comme l’hélium superfluide. Considérons un condensat atomique
formé d’atomes de spin 1. Nous supposerons que tous les atomes sont dans
le même état qui s’écrit sous forme d’une fonction d’onde macroscopique

Ψ(r) = ψ(r)

ζ+1(r)
ζ0(r)
ζ−1(r)

 avec
+1∑

m=−1

|ζm(r)|2 = 1. (1.90)

La fonction d’onde scalaire ψ(r) représente l’amplitude de probabilité
pour trouver un atome au point r, indépendamment de son état de spin ;
le spin normalisé 11 |ζ〉 donne la répartition de la population entre les trois
états de spin. Notons que l’écriture (1.90) n’est pas unique, car on peut
multiplier ψ par e+iχ(r) et |ζ〉 par e−iχ(r), l’état total Ψ restant inchangé.

Considérons l’équation d’évolution de Ψ(r, t), en nous limitant à l’éner-
gie cinétique, qui est le terme pertinent pour faire émerger le champ de
jauge requis. Partons de

i~
∂Ψ

∂t
= − ~2

2M
∆Ψ + . . . (1.91)

11. On note ici avec un ket les vecteur de l’espace de Hilbert du spin et en caractère gras les
vecteurs de l’espace euclidien R3.
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La dérivée par rapport au temps du membre de gauche de (1.91) et le la-
placien du membre de droite donnent respectivement

i~
∂Ψ

∂t
= i~

∂ψ

∂t
|ζ〉+ i~ψ

∂|ζ〉
∂t

∆Ψ = ∆(ψ|ζ〉) = (∆ψ)|ζ〉+ 2(∇ψ) · (∇|ζ〉) + ψ(∆|ζ〉).

Multiplions maintenant (1.91) par le bra (vecteur ligne)

〈ζ| =
(
ζ∗+1(r) , ζ∗0 (r) , ζ−1(r)

)
. (1.92)

En utilisant 〈ζ|ζ〉 = 1 [cf. (1.90)], on arrive à une équation d’évolution pour
ψ qui se met sous la forme

i~
∂ψ

∂t
= − ~2

2M
∆ψ+i

~
M

∇ψ ·A+ . . . avec A(r) = i~ 〈ζ| (∇|ζ〉) , (1.93)

où on a omis les termes proportionnels à ψ elle-même. On voit donc appa-
raître dans l’équation d’évolution de ψ un terme en p̂ ·A, caractéristique
d’un potentiel vecteur : c’est exactement ce type de terme qu’il s’agit de
créer si on veut générer un champ de jauge artificiel. Ce terme s’accom-
pagne d’autres contributions que nous n’avons pas écrites, plus standards,
correspondant à un potentiel scalaire agissant sur les particules. Nous re-
viendrons sur ces contributions dans les prochains cours via un formalisme
plus général.

À ce stade, l’écriture d’une équation du mouvement pour ψ peut ap-
paraître comme quelque peu artificielle, puisqu’elle ne représente qu’une
partie de l’évolution des degrés de liberté de l’état Ψ. Il faut donc en prin-
cipe la compléter par une équation d’évolution pour |ζ〉 et la dynamique
est alors complexe à analyser. Il existe toutefois une classe de problèmes
où cette deuxième étape n’est pas nécessaire : il suffit pour cela de « geler »
le degré de liberté de spin, en préparant le système dans un état de spin
donné et en s’assurant que les atomes vont suivre adiabatiquement cet état
si on varie le champ magnétique extérieur appliqué au système.

C’est ce qui a été fait dans l’expérience de Ray et al. (2014). Les auteurs
sont partis d’un condensat initialement dans l’état |F = 1,mz = +1〉 dans
un champ magnétique homogène et parallèle à l’axe z. Ils ont ensuite ajouté
une composante non homogène à ce champ, correspondant à un champ
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Observation of Dirac monopoles in a synthetic
magnetic field
M. W. Ray1, E. Ruokokoski2, S. Kandel1{, M. Möttönen2,3 & D. S. Hall1

Magnetic monopoles—particles that behave as isolated north or
south magnetic poles—have been the subject of speculation since
the first detailed observations of magnetism several hundred years
ago1. Numerous theoretical investigations and hitherto unsuccess-
ful experimental searches2 have followed Dirac’s 1931 development
of a theory of monopoles consistent with both quantum mechanics
and the gauge invariance of the electromagnetic field3. The existence
of even a single Dirac magnetic monopole would have far-reaching
physical consequences, most famously explaining the quantization
of electric charge3,4. Although analogues of magnetic monopoles
have been found in exotic spin ices5,6 and other systems7–9, there has
been no direct experimental observation of Dirac monopoles within
a medium described by a quantum field, such as superfluid helium-3
(refs 10–13). Here we demonstrate the controlled creation14 of Dirac
monopoles in the synthetic magnetic field produced by a spinor
Bose–Einstein condensate. Monopoles are identified, in both experi-
ments and matching numerical simulations, at the termini of vortex
lines within the condensate. By directly imaging such a vortex line,
the presence of a monopole may be discerned from the experimental
data alone. These real-space images provide conclusive and long-
awaited experimental evidence of the existence of Dirac monopoles.
Our result provides an unprecedented opportunity to observe and
manipulate these quantum mechanical entities in a controlled
environment.

Maxwell’s equations refer neither to magnetic monopoles nor to the
magnetic currents that arise from their motion. Although a simple
symmetrization with respect to the electric and magnetic fields, respect-
ively E and B, leads to equations that involve these magnetic charges,
it also seemingly prevents their description in terms of the familiar
scalar and vector potentials, respectively V and A, alone. Because the
quantum mechanical Hamiltonian is expressed in terms of potentials,
rather than electromagnetic fields, this modification immediately leads
to serious theoretical challenges.

In a celebrated paper that combined arguments from quantum
mechanics and classical electrodynamics3, Dirac identified electromag-
netic potentials consistent with the existence of magnetic monopoles.
His derivation relies on the observation that in quantum mechanics
the potentials V and A influence charged-particle dynamics either
through the Hamiltonian or, equivalently, through modifications of
the complex phase of the particle wavefunction. Armed with these
equivalent perspectives, Dirac then considered the phase properties of
a wavefunction pierced by a semi-infinite nodal line with non-zero
phase winding. He discovered that the corresponding electromagnetic
potentials yield the magnetic field of a monopole located at the end-
point of the nodal line. The vector potential in this case also exhibits a
nonphysical line singularity, or ‘Dirac string’, that terminates at the
monopole.

We experimentally create Dirac monopoles in the synthetic electro-
magnetic field that arises in the context of a ferromagnetic spin-1 87Rb
Bose–Einstein condensate (BEC) in a tailored excited state14. The BEC

is described by a quantum mechanical order parameter that satisfies a
nonlinear Schrödinger equation, and the synthetic gauge potentials
describing a north magnetic pole (Fig. 1) are generated by the spin
texture. This experiment builds on studies of synthetic electric and
magnetic fields, respectively E* and B*, in atomic BECs, which is an
emerging topic of intense interest in the simulation of condensed-
matter systems with ultracold atoms15,16. Unlike monopole experiments
in spin ices5,6, liquid crystals7, skyrmion lattices9 and metallic ferro-
magnets8, our experiments demonstrate the essential quantum fea-
tures of the monopole envisioned by Dirac3.

Physically, the vector potential, A*, and synthetic magnetic field,
B1~B+|A1, are related to the superfluid velocity, vs, and vorticity,
V 5 = 3 vs, respectively. (Here B denotes Planck’s constant divided by
2p.) Our primary evidence for the existence of the monopole comes
from images of the condensate density taken after the creation of these
fields (Figs 2 and 3), which reveal a nodal vortex line with 4p phase
winding terminating within the condensate. The images also display a
three-dimensional spin structure that agrees well with the results of

1Department of Physics, Amherst College, Amherst, Massachusetts 01002–5000, USA. 2QCD Labs, COMP Centre of Excellence, Department of Applied Physics, Aalto University, PO Box 13500, 00076
Aalto, Finland. 3Low Temperature Laboratory (OVLL), Aalto University, PO Box 13500, 00076 Aalto, Finland. {Present address: City of Hope National Medical Center, 1500 East Duarte Road, Duarte,
California 91010, USA.
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Figure 1 | Schematic representations of the monopole creation process and
experimental apparatus. a–c, Theoretical spin orientation (red arrows) within
the condensate when the magnetic field zero (black dot) is above (a), entering
(b) and in the middle of (c) the condensate. The helix represents the singularity
in the vorticity. d, Azimuthal superfluid velocity, vs (colour scale and red
arrow), scaled by equatorial velocity, ve. Black arrows depict the synthetic
magnetic field, B*. e, Experimental set-up showing magnetic quadrupole (Q)
and bias field (BX, BY and BZ) coils. Red arrows (OT) show beam paths of the
optical dipole trap, and blue arrows indicate horizontal (H) and vertical (V)
imaging axes. Gravity points in the 2z direction.
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numerical simulations (Fig. 4). We analyse these findings and discuss
their implications below.

The spinor order parameter corresponding to the Dirac mono-
pole14,17 is generated by an adiabatic spin rotation in response to a
time-varying magnetic field, B(r, t). Similar spin rotations have been
used to create multiply quantized vortices18 and skyrmion spin textures19.
The order parameter Y(r, t) 5 y(r, t)f(r, t) is the product of a scalar
order parameter, y, and a spinor, f~ fz1,f0,f{1ð ÞT¼^ fj i, where
fm 5 Æmjfæ represents the mth spinor component along z. The con-
densate is initially spin-polarized along the z axis, that is, f 5 (1, 0, 0)T.
Following the method introduced in ref. 14, a magnetic field
B r,tð Þ~bq xx̂zyŷ{2zẑð ÞzBz tð Þẑ is applied, where bq . 0 is the
strength of a quadrupole field gradient and Bz(t) is a uniform bias
field. The magnetic field zero is initially located on the z axis at
z~Bz 0ð Þ=(2bq)?Z, where Z is the axial Thomas–Fermi radius of the
condensate. The spin rotation occurs as Bz is reduced, drawing the
magnetic field zero into the region occupied by the superfluid.

Ideally, the condensate spin adiabatically follows the local direction
of the field (Fig. 1a–c). Our numerical analysis indicates, and both
simulations and experiment confirm, that the fraction of atoms under-
going non-adiabatic spin-flip transitions is of order 1% for our experi-
mental parameters. The spin texture in the adiabatic case is conveniently

expressed in a scaled and shifted coordinate system with x9 5 x,
y9 5 y, z9 5 2z 2 Bz/bq, corresponding derivatives =9, and spherical
coordinates (r9, h9, Q9). This transformation scales the z axis by a fac-
tor of two and shifts the origin of coordinates to coincide with the
zero of the magnetic field. The applied magnetic field is then
B~bq x0x̂0zy0ŷ0{z0ẑ0ð Þ. As Bz is reduced, each spin rotates by an
angle p2 h9 about an axis n̂ r0,h0,Q0ð Þ~{x̂0 sin Q0zŷ0 cos Q0. This
spatially dependent rotation leads to a superfluid velocity

vs~
B

Mr0
1zcos h0

sin h0
Q̂0 ð1Þ

and vorticity

V~{
B

Mr02
r̂0z

4pB
M

d x0ð Þd y0ð ÞH z0ð Þr̂0 ð2Þ

where M is the atomic mass, d is the Dirac delta function and H is the
Heaviside step function. The vorticity is that of a monopole attached
to a semi-infinite vortex line singularity, of phase winding 4p, extend-
ing along the 1z9 axis.

The synthetic vector potential arising from the spin rotation can be
written as A1~{Mvs=B, with the line singularity in A* coincident
with the nodal line in Y. However, this singularity is nonphysical,
because it depends on the choice of gauge and can even be made to
vanish20 (Supplementary Information). The synthetic magnetic field of
the monopole is therefore simply

B1~
B

r02
r̂0 ð3Þ

The fields vs and B* are depicted in Fig. 1d.
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Figure 2 | Experimental creation of Dirac monopoles. Images of the
condensate showing the integrated particle densities in different spin
components as Bz,f is decreased. Each row a–f contains images of an individual
condensate. The leftmost column shows colour composite images of the
column densities taken along the horizontal axis for the three spin states
{ | 1æ, | 0æ, | 21æ}; the colour map is given in f. Yellow arrows indicate the location
of the nodal lines. The rightmost three columns show images taken along the
vertical axis. The scale is 285mm 3 285mm (horizontal) and 220mm 3 220mm
(vertical), and the peak column density is ~np~1:0|109 cm{2.
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Figure 3 | Comparison between experiment and simulation. Experimental
(a, c) and simulated (b, d) condensate particle densities with the monopole near
the centre of the condensate. Comparisons along the vertical axis are shown
in rows a and b, and those along the horizontal axis are shown in rows c and
d. The hole observed in the | 21æ component (row a) is discernible as a line of
diminished density in row c. The field of view is 220mm 3 220mm in a and
b and 285mm 3 285mm in c and d. The colour composite images and ~np are as
in Fig. 2.

RESEARCH LETTER

6 5 8 | N A T U R E | V O L 5 0 5 | 3 0 J A N U A R Y 2 0 1 4

Macmillan Publishers Limited. All rights reserved©2014

LETTER
doi:10.1038/nature12954

Observation of Dirac monopoles in a synthetic
magnetic field
M. W. Ray1, E. Ruokokoski2, S. Kandel1{, M. Möttönen2,3 & D. S. Hall1

Magnetic monopoles—particles that behave as isolated north or
south magnetic poles—have been the subject of speculation since
the first detailed observations of magnetism several hundred years
ago1. Numerous theoretical investigations and hitherto unsuccess-
ful experimental searches2 have followed Dirac’s 1931 development
of a theory of monopoles consistent with both quantum mechanics
and the gauge invariance of the electromagnetic field3. The existence
of even a single Dirac magnetic monopole would have far-reaching
physical consequences, most famously explaining the quantization
of electric charge3,4. Although analogues of magnetic monopoles
have been found in exotic spin ices5,6 and other systems7–9, there has
been no direct experimental observation of Dirac monopoles within
a medium described by a quantum field, such as superfluid helium-3
(refs 10–13). Here we demonstrate the controlled creation14 of Dirac
monopoles in the synthetic magnetic field produced by a spinor
Bose–Einstein condensate. Monopoles are identified, in both experi-
ments and matching numerical simulations, at the termini of vortex
lines within the condensate. By directly imaging such a vortex line,
the presence of a monopole may be discerned from the experimental
data alone. These real-space images provide conclusive and long-
awaited experimental evidence of the existence of Dirac monopoles.
Our result provides an unprecedented opportunity to observe and
manipulate these quantum mechanical entities in a controlled
environment.

Maxwell’s equations refer neither to magnetic monopoles nor to the
magnetic currents that arise from their motion. Although a simple
symmetrization with respect to the electric and magnetic fields, respect-
ively E and B, leads to equations that involve these magnetic charges,
it also seemingly prevents their description in terms of the familiar
scalar and vector potentials, respectively V and A, alone. Because the
quantum mechanical Hamiltonian is expressed in terms of potentials,
rather than electromagnetic fields, this modification immediately leads
to serious theoretical challenges.

In a celebrated paper that combined arguments from quantum
mechanics and classical electrodynamics3, Dirac identified electromag-
netic potentials consistent with the existence of magnetic monopoles.
His derivation relies on the observation that in quantum mechanics
the potentials V and A influence charged-particle dynamics either
through the Hamiltonian or, equivalently, through modifications of
the complex phase of the particle wavefunction. Armed with these
equivalent perspectives, Dirac then considered the phase properties of
a wavefunction pierced by a semi-infinite nodal line with non-zero
phase winding. He discovered that the corresponding electromagnetic
potentials yield the magnetic field of a monopole located at the end-
point of the nodal line. The vector potential in this case also exhibits a
nonphysical line singularity, or ‘Dirac string’, that terminates at the
monopole.

We experimentally create Dirac monopoles in the synthetic electro-
magnetic field that arises in the context of a ferromagnetic spin-1 87Rb
Bose–Einstein condensate (BEC) in a tailored excited state14. The BEC

is described by a quantum mechanical order parameter that satisfies a
nonlinear Schrödinger equation, and the synthetic gauge potentials
describing a north magnetic pole (Fig. 1) are generated by the spin
texture. This experiment builds on studies of synthetic electric and
magnetic fields, respectively E* and B*, in atomic BECs, which is an
emerging topic of intense interest in the simulation of condensed-
matter systems with ultracold atoms15,16. Unlike monopole experiments
in spin ices5,6, liquid crystals7, skyrmion lattices9 and metallic ferro-
magnets8, our experiments demonstrate the essential quantum fea-
tures of the monopole envisioned by Dirac3.

Physically, the vector potential, A*, and synthetic magnetic field,
B1~B+|A1, are related to the superfluid velocity, vs, and vorticity,
V 5 = 3 vs, respectively. (Here B denotes Planck’s constant divided by
2p.) Our primary evidence for the existence of the monopole comes
from images of the condensate density taken after the creation of these
fields (Figs 2 and 3), which reveal a nodal vortex line with 4p phase
winding terminating within the condensate. The images also display a
three-dimensional spin structure that agrees well with the results of
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Figure 1 | Schematic representations of the monopole creation process and
experimental apparatus. a–c, Theoretical spin orientation (red arrows) within
the condensate when the magnetic field zero (black dot) is above (a), entering
(b) and in the middle of (c) the condensate. The helix represents the singularity
in the vorticity. d, Azimuthal superfluid velocity, vs (colour scale and red
arrow), scaled by equatorial velocity, ve. Black arrows depict the synthetic
magnetic field, B*. e, Experimental set-up showing magnetic quadrupole (Q)
and bias field (BX, BY and BZ) coils. Red arrows (OT) show beam paths of the
optical dipole trap, and blue arrows indicate horizontal (H) and vertical (V)
imaging axes. Gravity points in the 2z direction.
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FIGURE 1.6. À gauche : entrée du zéro de champ magnétique (le point noir) dans
un condensat, obtenu en variant le champ B0 dans l’équation (1.94). À droite :
texture de spin mesurée (haut) et calculée (bas) quand le zéro du champ est amené
jusqu’au centre du condensat. Vert : mz = −1, bleu : mz = 0, rouge : mz = +1.
On distingue le sillon créé par le passage du zéro du champ dans les composantes
mz = −1 et mz = 0 (Ray et al. 2014).

quadrupolaire, pour obtenir un champ total de la forme

B(r, t) =

 b′x
b′y

−2b′z +B0(t)

 . (1.94)

Ce champ s’annule au point x = y = 0, z = B0/2b
′. En diminuant len-

tement B0(t), les auteurs ont fait bouger ce zéro du champ magnétique le
long d’une ligne verticale, arrivant par le dessus du condensat pour l’ame-
ner jusqu’en son centre (figure 1.6, à gauche). Ceci provoque un bascule-
ment adiabatique des spins dans la partie supérieure du condensat, où les
atomes se retrouvent finalement dans l’état |F = 1,mz = −1〉. Dans la par-
tie centrale, les atomes sont majoritairement dans l’état |F = 1,mz = 0〉
et ils sont restés essentiellement dans l’état |F = 1,mz = +1〉 dans la par-
tie inférieure. Nous avons reproduit sur la droite de la figure 1.6 quelques
résultats de Ray et al. (2014), montrant cette répartition spatiale des compo-
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of a theory of monopoles consistent with both quantum mechanics
and the gauge invariance of the electromagnetic field3. The existence
of even a single Dirac magnetic monopole would have far-reaching
physical consequences, most famously explaining the quantization
of electric charge3,4. Although analogues of magnetic monopoles
have been found in exotic spin ices5,6 and other systems7–9, there has
been no direct experimental observation of Dirac monopoles within
a medium described by a quantum field, such as superfluid helium-3
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magnetic currents that arise from their motion. Although a simple
symmetrization with respect to the electric and magnetic fields, respect-
ively E and B, leads to equations that involve these magnetic charges,
it also seemingly prevents their description in terms of the familiar
scalar and vector potentials, respectively V and A, alone. Because the
quantum mechanical Hamiltonian is expressed in terms of potentials,
rather than electromagnetic fields, this modification immediately leads
to serious theoretical challenges.

In a celebrated paper that combined arguments from quantum
mechanics and classical electrodynamics3, Dirac identified electromag-
netic potentials consistent with the existence of magnetic monopoles.
His derivation relies on the observation that in quantum mechanics
the potentials V and A influence charged-particle dynamics either
through the Hamiltonian or, equivalently, through modifications of
the complex phase of the particle wavefunction. Armed with these
equivalent perspectives, Dirac then considered the phase properties of
a wavefunction pierced by a semi-infinite nodal line with non-zero
phase winding. He discovered that the corresponding electromagnetic
potentials yield the magnetic field of a monopole located at the end-
point of the nodal line. The vector potential in this case also exhibits a
nonphysical line singularity, or ‘Dirac string’, that terminates at the
monopole.

We experimentally create Dirac monopoles in the synthetic electro-
magnetic field that arises in the context of a ferromagnetic spin-1 87Rb
Bose–Einstein condensate (BEC) in a tailored excited state14. The BEC

is described by a quantum mechanical order parameter that satisfies a
nonlinear Schrödinger equation, and the synthetic gauge potentials
describing a north magnetic pole (Fig. 1) are generated by the spin
texture. This experiment builds on studies of synthetic electric and
magnetic fields, respectively E* and B*, in atomic BECs, which is an
emerging topic of intense interest in the simulation of condensed-
matter systems with ultracold atoms15,16. Unlike monopole experiments
in spin ices5,6, liquid crystals7, skyrmion lattices9 and metallic ferro-
magnets8, our experiments demonstrate the essential quantum fea-
tures of the monopole envisioned by Dirac3.

Physically, the vector potential, A*, and synthetic magnetic field,
B1~B+|A1, are related to the superfluid velocity, vs, and vorticity,
V 5 = 3 vs, respectively. (Here B denotes Planck’s constant divided by
2p.) Our primary evidence for the existence of the monopole comes
from images of the condensate density taken after the creation of these
fields (Figs 2 and 3), which reveal a nodal vortex line with 4p phase
winding terminating within the condensate. The images also display a
three-dimensional spin structure that agrees well with the results of
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Figure 1 | Schematic representations of the monopole creation process and
experimental apparatus. a–c, Theoretical spin orientation (red arrows) within
the condensate when the magnetic field zero (black dot) is above (a), entering
(b) and in the middle of (c) the condensate. The helix represents the singularity
in the vorticity. d, Azimuthal superfluid velocity, vs (colour scale and red
arrow), scaled by equatorial velocity, ve. Black arrows depict the synthetic
magnetic field, B*. e, Experimental set-up showing magnetic quadrupole (Q)
and bias field (BX, BY and BZ) coils. Red arrows (OT) show beam paths of the
optical dipole trap, and blue arrows indicate horizontal (H) and vertical (V)
imaging axes. Gravity points in the 2z direction.
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numerical simulations (Fig. 4). We analyse these findings and discuss
their implications below.

The spinor order parameter corresponding to the Dirac mono-
pole14,17 is generated by an adiabatic spin rotation in response to a
time-varying magnetic field, B(r, t). Similar spin rotations have been
used to create multiply quantized vortices18 and skyrmion spin textures19.
The order parameter Y(r, t) 5 y(r, t)f(r, t) is the product of a scalar
order parameter, y, and a spinor, f~ fz1,f0,f{1ð ÞT¼^ fj i, where
fm 5 Æmjfæ represents the mth spinor component along z. The con-
densate is initially spin-polarized along the z axis, that is, f 5 (1, 0, 0)T.
Following the method introduced in ref. 14, a magnetic field
B r,tð Þ~bq xx̂zyŷ{2zẑð ÞzBz tð Þẑ is applied, where bq . 0 is the
strength of a quadrupole field gradient and Bz(t) is a uniform bias
field. The magnetic field zero is initially located on the z axis at
z~Bz 0ð Þ=(2bq)?Z, where Z is the axial Thomas–Fermi radius of the
condensate. The spin rotation occurs as Bz is reduced, drawing the
magnetic field zero into the region occupied by the superfluid.

Ideally, the condensate spin adiabatically follows the local direction
of the field (Fig. 1a–c). Our numerical analysis indicates, and both
simulations and experiment confirm, that the fraction of atoms under-
going non-adiabatic spin-flip transitions is of order 1% for our experi-
mental parameters. The spin texture in the adiabatic case is conveniently

expressed in a scaled and shifted coordinate system with x9 5 x,
y9 5 y, z9 5 2z 2 Bz/bq, corresponding derivatives =9, and spherical
coordinates (r9, h9, Q9). This transformation scales the z axis by a fac-
tor of two and shifts the origin of coordinates to coincide with the
zero of the magnetic field. The applied magnetic field is then
B~bq x0x̂0zy0ŷ0{z0ẑ0ð Þ. As Bz is reduced, each spin rotates by an
angle p2 h9 about an axis n̂ r0,h0,Q0ð Þ~{x̂0 sin Q0zŷ0 cos Q0. This
spatially dependent rotation leads to a superfluid velocity

vs~
B

Mr0
1zcos h0

sin h0
Q̂0 ð1Þ

and vorticity

V~{
B

Mr02
r̂0z

4pB
M

d x0ð Þd y0ð ÞH z0ð Þr̂0 ð2Þ

where M is the atomic mass, d is the Dirac delta function and H is the
Heaviside step function. The vorticity is that of a monopole attached
to a semi-infinite vortex line singularity, of phase winding 4p, extend-
ing along the 1z9 axis.

The synthetic vector potential arising from the spin rotation can be
written as A1~{Mvs=B, with the line singularity in A* coincident
with the nodal line in Y. However, this singularity is nonphysical,
because it depends on the choice of gauge and can even be made to
vanish20 (Supplementary Information). The synthetic magnetic field of
the monopole is therefore simply

B1~
B

r02
r̂0 ð3Þ

The fields vs and B* are depicted in Fig. 1d.
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the first detailed observations of magnetism several hundred years
ago1. Numerous theoretical investigations and hitherto unsuccess-
ful experimental searches2 have followed Dirac’s 1931 development
of a theory of monopoles consistent with both quantum mechanics
and the gauge invariance of the electromagnetic field3. The existence
of even a single Dirac magnetic monopole would have far-reaching
physical consequences, most famously explaining the quantization
of electric charge3,4. Although analogues of magnetic monopoles
have been found in exotic spin ices5,6 and other systems7–9, there has
been no direct experimental observation of Dirac monopoles within
a medium described by a quantum field, such as superfluid helium-3
(refs 10–13). Here we demonstrate the controlled creation14 of Dirac
monopoles in the synthetic magnetic field produced by a spinor
Bose–Einstein condensate. Monopoles are identified, in both experi-
ments and matching numerical simulations, at the termini of vortex
lines within the condensate. By directly imaging such a vortex line,
the presence of a monopole may be discerned from the experimental
data alone. These real-space images provide conclusive and long-
awaited experimental evidence of the existence of Dirac monopoles.
Our result provides an unprecedented opportunity to observe and
manipulate these quantum mechanical entities in a controlled
environment.

Maxwell’s equations refer neither to magnetic monopoles nor to the
magnetic currents that arise from their motion. Although a simple
symmetrization with respect to the electric and magnetic fields, respect-
ively E and B, leads to equations that involve these magnetic charges,
it also seemingly prevents their description in terms of the familiar
scalar and vector potentials, respectively V and A, alone. Because the
quantum mechanical Hamiltonian is expressed in terms of potentials,
rather than electromagnetic fields, this modification immediately leads
to serious theoretical challenges.

In a celebrated paper that combined arguments from quantum
mechanics and classical electrodynamics3, Dirac identified electromag-
netic potentials consistent with the existence of magnetic monopoles.
His derivation relies on the observation that in quantum mechanics
the potentials V and A influence charged-particle dynamics either
through the Hamiltonian or, equivalently, through modifications of
the complex phase of the particle wavefunction. Armed with these
equivalent perspectives, Dirac then considered the phase properties of
a wavefunction pierced by a semi-infinite nodal line with non-zero
phase winding. He discovered that the corresponding electromagnetic
potentials yield the magnetic field of a monopole located at the end-
point of the nodal line. The vector potential in this case also exhibits a
nonphysical line singularity, or ‘Dirac string’, that terminates at the
monopole.

We experimentally create Dirac monopoles in the synthetic electro-
magnetic field that arises in the context of a ferromagnetic spin-1 87Rb
Bose–Einstein condensate (BEC) in a tailored excited state14. The BEC

is described by a quantum mechanical order parameter that satisfies a
nonlinear Schrödinger equation, and the synthetic gauge potentials
describing a north magnetic pole (Fig. 1) are generated by the spin
texture. This experiment builds on studies of synthetic electric and
magnetic fields, respectively E* and B*, in atomic BECs, which is an
emerging topic of intense interest in the simulation of condensed-
matter systems with ultracold atoms15,16. Unlike monopole experiments
in spin ices5,6, liquid crystals7, skyrmion lattices9 and metallic ferro-
magnets8, our experiments demonstrate the essential quantum fea-
tures of the monopole envisioned by Dirac3.

Physically, the vector potential, A*, and synthetic magnetic field,
B1~B+|A1, are related to the superfluid velocity, vs, and vorticity,
V 5 = 3 vs, respectively. (Here B denotes Planck’s constant divided by
2p.) Our primary evidence for the existence of the monopole comes
from images of the condensate density taken after the creation of these
fields (Figs 2 and 3), which reveal a nodal vortex line with 4p phase
winding terminating within the condensate. The images also display a
three-dimensional spin structure that agrees well with the results of
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the condensate when the magnetic field zero (black dot) is above (a), entering
(b) and in the middle of (c) the condensate. The helix represents the singularity
in the vorticity. d, Azimuthal superfluid velocity, vs (colour scale and red
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FIGURE 1.7. Structure du champ magnétique artificiel B = ∇×A, où le potentiel
vecteur artificiel A se déduit de la texture de spin par l’intermédiaire de (1.93)
(Ray et al. 2014).

santes de spin dans le condensat une fois le zéro du champ placé au centre
du condensat. On y voit notamment le sillon créé par le passage du zéro du
champ dans la partie supérieure du condensat, au sein des composantes de
spin mz = −1 et mz = 0.

Une fois le zéro du champ arrivé au centre du condensat, on peut mon-
trer que la texture de spin |ζ〉 du condensat conduit à un potentiel vecteur
artificiel i~ 〈ζ| (∇|ζ〉) identique 12 à celui envisagé pour créer un mono-
pole :

A(r) ∝ 1 + cos θ

r sin θ
uϕ. (1.95)

On trouve donc une structure de champ monopolaire pour B = ∇ × A
(figure 1.7). Physiquement, ces champs de vecteurs A(r) et B(r) sont re-
liés au champ de vitesse superfluide et à sa vorticité (Ho & Shenoy 1996).
L’évolution de la fonction scalaireψ est en principe la même que celle d’une
charge électrique quantique placée dans le champ d’un monopole magné-
tique. En pratique, la dynamique à long terme est compliquée par le fait
que le spin des atomes risque de ne pas suivre adiabatiquement le mouve-
ment de leur centre de masse dans les régions de très faible champ.

12. après homothétie sur la coordonnée z.

Références

Aharonov, Y. & D. Bohm (1959), « Significance of Electromagnetic Poten-
tials in the Quantum Theory », in Phys. Rev. 115.3, pp. 485–491.

Aharonov, Y. & A. Casher (1984), « Topological Quantum Effects for Neu-
tral Particles », in Phys. Rev. Lett. 53.4, pp. 319–321.

Castelnovo, C., R. Moessner & S. L. Sondhi (2008), « Magnetic monopoles
in spin ice », in Nature 451, p. 42.

Chambers, R. G. (1960), « Shift of an Electron Interference Pattern by En-
closed Magnetic Flux », in Phys. Rev. Lett. 5 (1), pp. 3–5.

Cohen-Tannoudji, C., B. Diu & F. Laloë (19733), Mécanique Quantique, Her-
mann.

Dirac, P. A. M. (1931), « Quantised singularities in the electromagnetic
field. », in Proc. Roy. Soc. London A133, p. 60.

– (1948), « The Theory of Magnetic Poles », in Physical Review 74.817.
– (1958), The Principles of Quantum Mechanics, Oxford University Press.
Ehrenberg, W. & R. E. Siday (1949), « The Refractive Index in Electron Op-

tics and the Principles of Dynamics », in Proceedings of the Physical Society
Series B 62, pp. 8–21.

Fennell, T., P. P. Deen, A. R. Wildes, K. Schmalzl, D. Prabhakaran, A. T. Boo-
throyd, R. J. Aldus, D. F. McMorrow & S. T. Bramwell (2009), « Magnetic
Coulomb Phase in the Spin Ice Ho2Ti2O7 », in Science 326, p. 415.

Feynman, R.P. & A.R. Hibbs (1965), Quantum Mechanics and Path Integrals,
McGraw Hill.

Ho, T. L. & V. B. Shenoy (1996), « Local Spin-Gauge Symmetry of the Bose–
Einstein Condensates in Atomic Gases », in Phys. Rev. Lett. 77, p. 2595.

Jackson, J. D. (1998), Classical Electrodynamics, New York: John Wiley.
Morris, D. J. P., D. A. Tennant, et al. (2009), « Dirac Strings and Magnetic

Monopoles in the Spin Ice Dy2Ti2O7 », in Science 326, p. 411.
Ray, M. W., E. Ruokokoski, S. Kandel, M. Möttönen & D. S. Hall (2014),

« Observation of Dirac monopoles in a synthetic magnetic field », in Na-
ture 505, p. 657.

Sakurai, J. J. & J. Napolitano (2011), Modern Quantum Mechanics, Second
Edition, Addison-Wesley.

Tonomura, Akira (1987), « Applications of electron holography », in Rev.
Mod. Phys. 59 (3), pp. 639–669.

Tonomura, Akira, Tsuyoshi Matsuda, Ryo Suzuki, Akira Fukuhara, No-
buyuki Osakabe, Hiroshi Umezaki, Junji Endo, Kohsei Shinagawa, Yu-

Cours 1 – page 18



LE MAGNÉTISME D’UNE PARTICULE PONCTUELLE § 5. Monopole magnétique et physique quantique

taka Sugita & Hideo Fujiwara (1982), « Observation of Aharonov-Bohm
Effect by Electron Holography », in Phys. Rev. Lett. 48.21, pp. 1443–1446.

Tonomura, Akira, Nobuyuki Osakabe, Tsuyoshi Matsuda, Takeshi Kawa-
saki, Junji Endo, Shinichiro Yano & Hiroji Yamada (1986), « Evidence
for Aharonov-Bohm effect with magnetic field completely shielded from
electron wave », in Phys. Rev. Lett. 56 (8), pp. 792–795.

Cours 1 – page 19


	Le magnétisme d'une particule ponctuelle
	Quelques éléments de magnétostatique
	Équations de la magnétostatique
	Le potentiel vecteur
	Exemples

	Particule classique dans un champ magnétique
	Force de Lorentz et mouvement cyclotron
	Equations de Euler–Lagrange
	Lagrangien dans un champ magnétique
	Le principe d'une théorie de jauge
	Hamiltonien dans un champ magnétique

	Particule quantique dans un champ magnétique
	Quantification canonique
	Transformation de jauge pour la mécanique quantique
	Hamiltonien quantique
	Invariance de jauge quantique + électromagnétique

	L'effet Aharonov–Bohm
	L'argument de Aharonov et Bohm
	Argument fondé sur l'intégrale de chemin
	Mise en évidence expérimentale

	Monopole magnétique et physique quantique
	Quantification de la charge électrique
	Simulation d'un monopole dans un condensat



