Fluides quantiques de basse dimension
et transition de Kosterlitz-Thouless

Invariance d’échelle classique,
anomalies quantiques

Jean Dalibard )
LLEGE
FRANCE

1530

Chaire Atomes et rayonnement

Année 2016-17




Bilan des cours précédents

Fluide 2D de particules de Bose en interaction a courte portée

Description du fluide en termes de champ classique

b(ry,...,7rN) > Y(r1) ... Y(ry)

Une transition superfluide peut se produire dans ce milieu, en dépit
du théoreme de Mermin-Wagner-Hohenberg.

Transition pilotée par les défauts topologiques : appariement des vortex
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Bilan (suite) : le point de transition

Densité dans

I'espace des phases

0 Dcrit

état normal état superfluide o, )2
|—|—> = PAT
5 2mh?
)\T —
kaT
Dt ~ In <3§0> g : parametre sans dimension caractérisant
g la force des interactions a 2D
L4 N g n <13 2)
kBT crit. n g

La caractérisation du point de transition se fait uniqguement
en fonction du parameétre sans dimension u/kgT



Bilan (fin) : I'équation d’état

Equation d’état du fluide de Bose a 2D établie dans deux régimes limites

* Régime tres dilué, interactions négligeables

D= —1In (1 — e_“/kBT)

* Régime dense, approximation de Bogoliubov

2
D = zT a —ln(—kBT>—|—...
g ksl p

Dans les deux régimes, D est fonction de u/kgT seulement,
et pas de U et T'séparément comme c’est le cas a 1D et 3D.

Hasard ? Non, conséquence d’une invariance d’échelle !



But de ce cours

—> Comprendre l'origine de cette invariance d’échelle

Valable pour une catégorie de potentiels d’interaction

1
i — 1]

V(r;—r;) x V(r;—r;) x 5(2)(7%- —7;)

— Potentiel 0 a deux dimensions et mécanique quantique ?

Nécessité d’une réegularisation, anomalie quantique

—> Aspect dynamique de l'invariance d’échelle : le mode de respiration d’un gaz piegé



Invariance d'échelle a
I'équilibre thermodynamique



Les potentiels thermodynamiques

Ensemble canonique

systéme de N particules L_échange d’énergie

et de volume (ou d’aire) V
Réservoir a

température T

Variables thermodynamiques pertinentes : T, N, V

Potentiel thermodynamique correspondant : énergie libre de Helmoltz

F(T,N,V) différentielle : dF' = —=SdT' 4+ udN — PdV

OF
Exemple : définition de la pression P = —| —
oV ) rn



Les potentiels thermodynamiques

Ensemble grand-canonique

; échange d’énergie et de particules
systeme de volume ' g g p

ou d’aire) V
(ou daire) Réservoir de

¢ température T et
¢  de potentiel chimique |

Variables thermodynamiques pertinentes : T, 4, V

Potentiel thermodynamique correspondant : énergie libre de Landau

T, pu,V)=F(T,N,V)—uN Transformation de Legendre

differentielle : dQ) = —-SdT — Nduy — PdV

e .. , oS
Exemple : définition de la pression P = — | —
oV T 4
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Equation d’état d’'un systeme thermodynamique

Exprime une grandeur physique (par exemple la pression) en fonction des variables
thermodynamiques d’un des ensembles (canonique, grand-canonique, etc.)

Exemple : gaz parfait dans I'ensemble canonique (T, N, V)

 NkgpT

P
v

Connaissant une grandeur, on en déduit les autres en utilisant les dérivées croisees
(relations de Maxwell) :

O*F O*F

_ dF = —SdT + pdN — PdV
OTOV — VT

0P 0S Ly e .
— — = | — dont on déduit I'entropie...
o1 NV oV )+ n

Y



Loi d’échelle homogene

Une premiere invariance d’échelle...
Fluide homogene 1D, 2D, 3D,... avec des interactions a courte portée

Description dans I'ensemble grand-canonique, de variables T, |4, V

Volume V Volume AV f

L'énergie libre de Landau Q doit étre proportionnelle au volume, a T et U fixés

o2
)\Q(T, L, V) — Q(T, L, )\V) — Q= Va—v

— QT u,V)=-=V P(T,pun) 10



Invariance d’échelle en i/ kgT : le cas du gaz parfait

La densité dans I'espace des phases du gaz parfait ne dépend que du rapport i/ ksT

. 1 1
Invariant dans le changement : T > 2 1 L > 2 L4

Explication au niveau de la fonction de partition grand-canonique (classique) :

d?r;d®p; E({rj,p;}) — uN
ZGC — N' / H J eXp |:— / J
N

27Th ]CBT

Pj

avec pour le gaz parfait: E({r;,p,;}) = ;
m

J

Si I'on fait le changement d’échelle sur les positions et les impulsions

1 1

T — )\T‘J p] — ij alors E({rjap]}) 7 )\QE({rjapg})

et chaque terme de la somme sur N est inchangé dans Zgc -



Invariance d’échelle en U/ KsT : le cas du fluide en interaction

Extension du raisonnement précédent en présence d’interactions binaires :

N

E = Z | _ZV —7“] — Ecin =+ Eint

g=1 1]

Comment se comporte le terme d’interaction dans la loi d’échelle position - impulsion

r, — )\T‘j
7\ 4 |
\ \ / ‘ x 7 Ecin 7 ;QEcin

On conservera l'invariance d’échelle trouvée pour le gaz parfait si et seulement si :
1

Eint c’est-a-dire V(Ar) = )\QV( T)

12



Quels sont les fluides invariants d’échelle ?

1 1
Onveut que Eiyy — 2 Fint , qui s'obtient en prenant V(Ar) = VV('r)

* Le gaz parfait, a 1D, 2D, 3D,...

. . . 1
« Un fluide avec des interactions en —

,
Lien avec les modeles de Calogero - Sutherland - Moser

e Interaction de contact a deux dimensions

Vir)= g5 () = 35 80

Dans tous ces cas, I'invariance de la fonction de partition entraine l'invariance

de la densité dans I'espace des phases :

1 1
T 5 )\2T et W > )\2,LL entraine D — D i.e,, D:f(@%)




Gaz 2D : invariance d’échelle et analyse dimensionnelle

Dans un gaz 3D, l'interaction de contact est caractérisée par la longueur de diffusion a

2 "
Ah a 6@ (ry — ry) Echelle d'énergie: ¢ = —
— ma

V(rl — r2) =

La densité dans I'espace des phases peut alors s’écrire comme :

]CBT H)

)
€ €

D(T,u):]-"(

A 2D, I'interaction de contact est caractérisée par le nombre sans dimension g

h2
Viry—mro) = oy g 5(2)("°1 —73) pas d’échelle d’énergie associée

knT
=  D(T, p) ZF(BT,§>

L'invariance d’échelle est liée a I'absence de longueur intrinseque dans le probleme



Un autre exemple d’invariance d’échelle

Gaz 3D de fermions de spin 1/2 avec des interactions binaires V (r; — r;)
au voisinage d’'une résonance de Feshbach

—a
Amplitude de diffusion : k) =
P J(k) 1 + 1ka
Situation « normale » : a est finie et on prend la limite  lim f(k) = —a

k—0

Mais une résonance de diffusion peut conduire a |a| = 400

Fk) =

1
= . limite unitaire

Perte de I'échelle de longueur associée aux interactions : invariance d’échelle

Attention : cela ne marche pas pour les bosons car le probleme bosonique
a trois corps vient réintroduire une échelle de longueur via les états d’Efimov
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Mesures de I'équation d’état

16



'approximation de densité locale

Thom. =T Hhom. — M — V(r)
Ailes de la distribution

A/x AV(r)
dans le piege : gaz dilué

............................... . dans quuel |es interacﬁons
jouent un role mineur

| ————— .

Grace aux ailes de la distribution, on détermine T et U en les ajustant par la loi
)\;2 x T

p(r) = =A7? In (1 — e7mecr)/kaT)
:uloc(r) — U — V(T)

17



Vérification de l'invariance d’echelle

Chicago & ENS, 2011-2014

Profils de densité atomique Profils redimensionnés
100 I | 60 | | |
) les (po/ksT, T) = )
couples (uo/ksT, T') : n y
) ~ 80 = 0.35-139nK ~ 7 s 1= T_F‘,-’ 7]
These de = e 041-126nK < ?
. = ¢ 0.49 - 100nK - N 1
Tarik Yefsah 2 60 0 0.51 - 86nK 1 g 40 @%
= ~ o 0.58 — 62nK -
(2()]_ ]_) S o 0.68 — 44nK .
- >
g 40 - K
~ QD 0
g~ 0.1 Z £ 20
g o
A 20 2
7 10
=
a
0 e 0 J
0 20 40 -1 -0.5 0 0.5 i|
r o (pm) [ —V(r)/ksT

Tous les profils de densité mesurés pour différents couples (T, I ) se superposent
quand on trace la densité dans I'espace des phases en fonction de ftoc/kBT

Excellent accord avec la prédiction de champ classique g



Le cas des interactions fortes

Expérience de Heidelberg (2016) avec des molécules °Li

60| ® Inpe,)=183(2)
11 @ Ine,)=107(2)
04| A Ine,)=48(@)

O0A Bosons Trap QMC
40 4| === 2D Bosons Hom. MC

Expérience : symboles pleins
Champ classique : tirets

Monte Carlo quantique :
symboles évidés

« Déviation significative des résultats expérimentaux par rapport a la théorie

de champ classique

 Bon accord avec les simulations Monte Carlo quantiques
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Universalité autour du point critique

380
Chicago 2011 Derit =~ In <?> —

15 T T H

10
§=0.05,0.13,0.19, 0.26

Q| =
1
5?‘:
~

|
N\
éﬂt
~
N
.

Relie entre eux les résultats obtenus pour différentes forces d’interaction g 20



Le potentiel de contact 0 a deux dimensions

L'invariance d’échelle est liée a I'absence d’échelle
de longueur de |a distribution de Dirac

Mais est-ce correct dans le cadre de |la mécanique quantique ?

Non : anomalie quantique

21



Diffusion par un potentiel 0

Collision a deux corps | | Diffusion de la particule relative
avec V(ry —rs) par le potentiel V' (r)

Equation de Schrédinger indépendante du temps :

21.2
r E p— I;L k mr — m/2
H (r) = E ¢(r) ) m?“Z
h
“ = — Q 5(2D)
V(r)=—g6®"(r)

Cette équation différentielle s'écrit: (V? + k%) ¥(r) = g o(r) ()

TF

— ¢(q)

Passage dans I'espace de Fourier: ) (r)

(¢* — k%) ¢(q) = —G¢(0)

22



Amplitude de diffusion a 2D pour le potentiel de contact

Equation de Schrédinger en point de vue de Fourier: (¢° — k%) ¢(q) = —§ 1(0)

Pour une onde plane initiale, cette équation se résout en :
g (0)
G2 — k2 — i

onde cylindrique sortante : —i¢g

o(@) = (21)°d(g—k) -

onde incidente e®7

amplitude de diffusion : f(k) = g 1(0)

Equation d’autocohérence sur ¢(0):

Transformeée de Fourier inverse :

et ¢(q) s’exprime elle-méme en fonction de w

B g (0) 1 2




Pourquoi il faut régulariser la distribution de Dirac a 2D

g 1
Equation d’autocohérence: ¢ (0) =1 — g(;bw()(;) / e R— d*q

A deux ou trois dimensions, cette intégrale diverge aux grandes valeurs de Q

On met donc une coupure « ultraviolette » a la valeur Q

| | , | i
~ —1 —
(2#)2/q2—k2—i€ 4 27 n(Q/F) + 4

~

On peut alors calculer 1(0) et 'amplitude de diffusion f(k) = g ¥(0)

1 e 27/9
f(k) = 7 : gy = 0
— ln(l/kaz) + Z

2T

Introduction d’'une échelle de longueur a9 liée aux interactions

—— Brise l'invariance d’échelle

24



Exemple (simple) d’'une « anomalie quantique »

Phénomene bien connu en théorie quantique des champs

On part d’un systeme qui possede une symétrie exacte au niveau classique

Ici, 'invariance d’échelle pour un gaz avec l'interaction g / (r)|* dr

On quantifie le probleme

Cette quantification nécessite une régularisation pour éliminer certaines divergences

Ici, la régularisation de I'interaction de contact g 6(r)

Dans la version régularisée, la symétrie initiale est perdue

25



Equation d’état du gaz 2D a température nulle

Dans le cadre de la théorie de champ classique :

0 0
b= f(kBT) ] g OCTf(kBT>

limite 7" =0 : p x u loi de Thomas-Fermi

Au dela de 'approximation de champ classique, développement en fonction du parametre

! b " | de diffusion 2D
€ — 2 — T o a9 :longueur de airrusion
In(Fo /) mas

valable dans la limite € < 1, c’est-a-dire u < Eo

mi (B2 | le Mora-Castin 2009
p = P p (voir par exemple Mora-Castin )

Correction mesurée a Chicago (2013) .



4.

Le mode de respiration d’'un gaz piege

Pitaevskii & Rosch (1997)



Le point de vue « ondulatoire »

On part d’une solution statique de I'équation de Gross-Pitaevskii

hZ 9 1 2 9 hQ ~ 2
pbo(r) = —5 Vo + omwr Yo(r) - g [to(r)|” ¢o(r)

po(T) = WO(T)|2

On peut alors fabriguer une famille infinie de solutions exactes de I'équation
dépendant du temps, ces solutions veérifiant

(7.0 = 33552 (53 0= |5 )

e« Pas d’amortissement

 valable quelle que soit I'amplitude de A

Spécifique du cas 2D : comportement identique
de Ecin et Eint dans le changement d’échelle



Le point de vue « algébrique »

Les trois énergies en présence

L2
- pj - 1 2 A
Hein = ' % Hiny = Z U _ r] Htrap — Z §mw r
j i<j j
On construit les trois opérateurs :
N 1 N N
Ll — % (Hcm + Hint Htrap)
A 1 o o
Ly = ZZ(Tj Dj + Dj - ;)
j
R 1 A A A 1 -
L3 — % (Hcin + Hint + Htrap) > %Htot
On a alors une algébre particulierement simple si U(Ar) = V3 U( )

Doy bol = —ihis  [Lo.Bsl = ihly  [Bs.fn] = ifils

« Presque » un moment cinétique : SO(3) —— SO(2,1)

29



Le point de vue « algébrique » (suite)

Partant de [j—ily EQ] = —ihig [zg, Eg] = lhle [ig, El] — lﬁi—zg

on adopte une technique similaire a celle utilisée pour le moment cinétique

L:l: p— Ll . 1122 [ig,fzi] — ::h .Z:Jj:

Partant d’'un état propre de ng = Fltot/Qw , C'est-a-dire Eg

on construit par action répétée de f)+ une « tour » d’états o
L3 (L+W>) =Ly (LS\W) + hLi|Y)

= (% T ﬁ> (L+lw))

Cet ensemble d’états indépendants correspond

E
‘énergie E + n2hw

au

mode monopolaire avec une amplitude arbitraire

30



'anomalie quantique

La regularlsahon du potentiel en J(r) entraine que l'algebre des trois opérateurs
L1 : L2 : L3 n’est plus fermée

[L;, L;] # +ihLl;, s U()\r)#%U(r)

—> Le mode monopolaire ne se produit plus a la pulsation 2w

~

Olshanii et al., 2010: OWmonop. __9 pour g <1

2w 877\/5

— L'oscillation de ce mode monopolaire est amortie

31



Recherche expérimentale de cette anomalie

A e

0.02/ t Time (ms) .
.......................

0 3 6 9’ 200 203 206 209’ 400 403 406 4097600 603 606 609

ENS (2001): expériences sur un cigare allongé
1.08+

. . . 1.04-
interactions faibles : S LS AT A

pas de trace d’‘anomalie * el

Wmonop. = 2w et tres grand facteur de qualité (> 2000)

Cambridge (2012), groupe de M. Kohl

A A |

20 ﬁﬁ O yAY O K
Gaz d’atomes fermioniques 4°K w | '
o , ) monop. 18 N

au voisinage d’'une résonance W
de Feshbach : interaction forte 16| m strong excitation ]

A weak excitation |
et pourtant... Wmonop. = 2w

14|

0 5 10 250 500
ll’l(kpag)

Taylor & Randeria (2012) : compensation « fortuite » de deux contributions

difféerentes a l'effet de 'anomalie quantique sur ce mode monopolaire 32



Bilan global pour cette série de cours

De Peierls a Berezinskii - Kosterlitz - Thouless

R. Peierls 1907-95 VD v J.M. Kosterlitz D.J. Thouless

{1935-1980)

Peierls suivi de Mermin - Wagner -Hohenberg : absence de brisure d’une symétrie
continue dans un systéme de basse dimensiona 1" # 0 (inter. a courte portée)

Pas de cristal, pas de condensat de Bose-Einstein,...

BKT : il y a malgré tout possibilité d’'une transition de phase non conventionnelle
en présence d’interactions

Ordre orientationnel, gaz de Bose 2D superfluide 33



La transition BKT dans un fluide de bosons

Etude faite dans le cadre d’une approximation de champ classique

(1) =/ p(r) ") champ de vitesse : v(r) = h Vo(r)
m

Modélisation des interactions entre particules par un potentiel de contact

h2
V(T‘l — ’I"Q) — E g 5(7"1 — ’I°2)

En dépit de l'utilisation d’'un méthode de champ classique, il reste une quantification
dans cette étude :

h
%v(r)-dr:—an n e 7

m

Notion de « défaut topologique » (vortex) sur laquelle la théorie BKT se construit

34



'appariement des défauts topologiques

0 Te Température
I état superfluide I état normal P
Ds >4 D, =0
o
°0 *° ) 03
quasi-ordre a © C . aucun ordre a
s | o o ¢ V' é
longue portée <® —> . ° . longue portée
Gi(r)oc1/r" 2o o °
O ° oo °
O

Au point de transition, saut « universel » de la densité superfluide

Caractérisation du point critique a partir de I'équation d’état du gaz :

380) [ - g n ( 13.2> Bon accord avec
crit. n

D..i: =~ In —
crit ( g kBT g les expériences

Plus généralement, cette équation d’état présente une invariance d’échelle :

kn'l’
D(T, M) _ T ( B ) Bon accord avec

[ les expériences



Au dela de I'approche champ classique

Nécessaire quand le parameéetre g devient de l'ordre de 1

Il faut alors régulariser le potentiel de contact

Introduction d’une échelle de longueur qui vient briser l'invariance d’échelle

La transition BKT est toujours présente, mais sa description théorique précise
passe alors par des méthodes de simulations Monte Carlo quantiques

Existence d’'une manifestation dynamique simple de I'invariance d’échelle :
le mode de respiration d’'un gaz piégée

A priori un bon candidat pour détecter 'anomalie quantique,
mais reste pour l'instant en deca des précisions de mesure...
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Et la suite ? Cours 2017-18

La matiere topologique et
son exploration avec les gaz quantiques

Deuxieme volet du prix Nobel 2016

Comment fabriquer I'équivalent de |'effet Hall quantique, d’isolants
topologiques, de supraconducteurs topologiques et les fermions de
Majorana associés avec des gaz d’atomes ou de photons



