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Bilan	des	cours	précédents

Fluide	2D	de	par@cules	de	Bose	en	interac@on	à	courte	portée	

Descrip@on	du	fluide	en	termes	de	champ	classique

�(r1, . . . , rN )  (r1) . . . (rN )

Une	transi@on	superfluide	peut	se	produire	dans	ce	milieu,	en	dépit		
du	théorème	de	Mermin-Wagner-Hohenberg.

Transi@on	pilotée	par	les	défauts	topologiques	:	appariement	des	vortex
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Bilan	(suite)	:	le	point	de	transi@on

Densité	dans		
l’espace	des	phases

0 état	superfluideétat	normal Dcrit

Dcrit ⇡ ln

✓
380

g̃

◆

D = ⇢�2
T

:	paramètre	sans	dimension	caractérisant	
		la	force	des	interac@ons	à	2D

g̃

µ

kBT

����
crit.

⇡ g̃

⇡
ln

✓
13.2

g̃

◆

La	caractérisa@on	du	point	de	transi@on	se	fait	uniquement		
				en	fonc@on	du	paramètre	sans	dimension	 µ/kBT

�2
T =

2⇡~2
mkBT
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Bilan	(fin)	:	l’équa@on	d’état

Equa@on	d’état	du	fluide	de	Bose	à	2D	établie	dans	deux	régimes	limites

• Régime	très	dilué,	interac@ons	négligeables

D = � ln
⇣
1� e�µ/kBT

⌘

• Régime	dense,	approxima@on	de	Bogoliubov

D =
2⇡

g̃

µ

kBT
� ln

✓
kBT

µ

◆
+ . . .

Dans	les	deux	régimes,						est	fonc@on	de																	seulement,		
et	pas	de	µ	et	Τ	séparément	comme	c’est	le	cas	à	1D	et	3D.					

µ/kBTD

Hasard	?	Non,	conséquence	d’une	invariance	d’échelle	!
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But	de	ce	cours

Comprendre	l’origine	de	ce]e	invariance	d’échelle

Valable	pour	une	catégorie	de	poten2els	d’interac2on	

V (ri � rj) /
1

|ri � rj |2
V (ri � rj) / �(2)(ri � rj)

Poten@el	δ	à	deux	dimensions	et	mécanique	quan@que	?

Nécessité	d’une	régularisa2on,	anomalie	quan2que

Aspect	dynamique	de	l’invariance	d’échelle	:	le	mode	de	respira@on	d’un	gaz	piégé
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1.	

Invariance	d'échelle	à		
l'équilibre	thermodynamique
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Les	poten@els	thermodynamiques	

Ensemble	canonique

système	de	N	par@cules	
et	de	volume	(ou	d’aire)	V

Réservoir	à		
température	T

Variables	thermodynamiques	per@nentes	:	T, N, V

Poten@el	thermodynamique	correspondant	:	énergie	libre	de	Helmoltz

F (T,N, V ) différen@elle	: dF = �S dT + µ dN � P dV

Exemple	:	défini@on	de	la	pression	 P = �
✓
@F

@V

◆

T,N

échange	d’énergie
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Les	poten@els	thermodynamiques	

Ensemble	grand-canonique

système	de	volume		
(ou	d’aire)	V

Réservoir	de	
température	T et	

de	poten@el	chimique	µ

échange	d’énergie	et	de	par9cules

Variables	thermodynamiques	per@nentes	:	T, µ, V

Poten@el	thermodynamique	correspondant	:	énergie	libre	de	Landau

différen@elle	:

Exemple	:	défini@on	de	la	pression	

⌦(T, µ, V ) = F (T,N, V )� µN Transforma@on	de	Legendre

d⌦ = �S dT �N dµ� P dV

P = �
✓
@⌦

@V

◆

T,µ



9

Equa@on	d’état	d’un	système	thermodynamique

Exprime	une	grandeur	physique	(par	exemple	la	pression)	en	fonc@on	des	variables	
thermodynamiques	d’un	des	ensembles	(canonique,	grand-canonique,	etc.)	

Exemple	:	gaz	parfait	dans	l’ensemble	canonique	(T, N, V )

P =
NkBT

V

Connaissant	une	grandeur,	on	en	déduit	les	autres	en	u@lisant	les	dérivées	croisées	
(rela@ons	de	Maxwell)	:

@2F

@T@V
=

@2F

@V @T
dF = �S dT + µ dN � P dV

✓
@P

@T

◆

N,V

=

✓
@S

@V

◆

T,N

dont	on	déduit	l’entropie…



10

Loi	d’échelle	homogène

Une	première	invariance	d’échelle…
Fluide	homogène	1D,	2D,	3D,…	avec	des	interac@ons	à	courte	portée
Descrip@on	dans	l’ensemble	grand-canonique,	de	variables	T, µ, V	

T, µ T, µ

Volume	V Volume	λV

L’énergie	libre	de	Landau	Ω	doit	être	propor@onnelle	au	volume,	à	T	et	µ	fixés

⌦(T, µ, V ) = �V P (T, µ)

�⌦(T, µ, V ) = ⌦(T, µ,�V ) ⌦ = V
@⌦

@V
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Invariance	d’échelle	en	µ / kBT :	le	cas	du	gaz	parfait	

La	densité	dans	l’espace	des	phases	du	gaz	parfait	ne	dépend	que	du	rapport	µ / kBT							

Invariant	dans	le	changement	:	 T �! 1

�2
T µ �! 1

�2
µ

Si	l’on	fait	le	changement	d’échelle	sur	les	posi@ons	et	les	impulsions

rj �! �rj pj �! 1

�
pj

et	chaque	terme	de	la	somme	sur	N	est	inchangé	dans	 ZGC

alors	 E({rj ,pj}) �! 1

�2
E({rj ,pj})

Explica@on	au	niveau	de	la	fonc@on	de	par@@on	grand-canonique	(classique)	:

avec	pour	le	gaz	parfait	:	 E({rj ,pj}) =
X

j

p2
j

2m

ZGC =
X

N

1

N !

Z Y

j

d2rjd2pj
(2⇡~)2 exp


�
E({rj ,pj}) � µN

kBT

�
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Invariance	d’échelle	en	µ / kBT :	le	cas	du	fluide	en	interac@on	

Extension	du	raisonnement	précédent	en	présence	d’interac@ons	binaires	:

E =
NX

j=1

p2
j

2m
+

1

2

X

i6=j

V (ri � rj)

On	conservera	l’invariance	d’échelle	trouvée	pour	le	gaz	parfait	si	et	seulement	si	:

Eint �! 1

�2
Eint c’est-à-dire V (�r) =

1

�2
V (r)

= Ecin + Eint

rj �! �rj

pj �! 1

�
pj

Comment	se	comporte	le	terme	d’interac@on	dans	la	loi	d’échelle	posi@on	-	impulsion

Ecin �! 1

�2
Ecin



Quels	sont	les	fluides	invariants	d’échelle	?

Eint �! 1

�2
Eint V (�r) =

1

�2
V (r)On	veut	que																																							,	qui	s’ob@ent	en	prenant	

• Le	gaz	parfait,	à	1D,	2D,	3D,…

• Un	fluide	avec	des	interac@ons	en									1

r2

Lien	avec	les	modèles	de	Calogero	-	Sutherland	-	Moser	

• Interac@on	de	contact	à	deux	dimensions	

V (r) =
~2
m

g̃ �(2)(r) �(2)(� r) =
1

�2
�(2)(r)

Dans	tous	ces	cas,	l’invariance	de	la	fonc@on	de	par@@on	entraîne	l’invariance		
de	la	densité	dans	l’espace	des	phases	:

T �! 1

�2
T µ �! 1

�2
µ D �! Det entraîne D = f

✓
µ

kBT

◆
i.e.,



Gaz	2D	:	invariance	d’échelle	et	analyse	dimensionnelle

Dans	un	gaz	3D,	l’interac@on	de	contact	est	caractérisée	par	la	longueur	de	diffusion

V (r1 � r2) =
4⇡~2
m

a �(3)(r1 � r2)

a

Echelle	d’énergie	: ✏ =
~2
ma2

La	densité	dans	l’espace	des	phases	peut	alors	s’écrire	comme	:

D(T, µ) = F
✓
kBT

✏
,
µ

✏

◆

A	2D,	l’interac@on	de	contact	est	caractérisée	par	le	nombre	sans	dimension g̃

V (r1 � r2) =
~2
m

g̃ �(2)(r1 � r2) pas	d’échelle	d’énergie	associée

) D(T, µ) = F
✓
kBT

µ
, g̃

◆

L’invariance	d’échelle	est	liée	à	l’absence	de	longueur	intrinsèque	dans	le	problème
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Un	autre	exemple	d’invariance	d’échelle

Gaz	3D	de	fermions	de	spin	1/2	avec	des	interac@ons	binaires	
au	voisinage	d’une	résonance	de	Feshbach	

V (ri � rj)

Amplitude	de	diffusion	:	 f(k) =
�a

1 + ika

Situa@on	«	normale	»	:							est	finie	et	on	prend	la	limite	a lim
k!0

f(k) = �a

Mais	une	résonance	de	diffusion	peut	conduire	à	 |a| = +1

f(k) =
i

k
:	limite	unitaire

Perte	de	l’échelle	de	longueur	associée	aux	interac@ons	:	invariance	d’échelle

A"en%on	:	cela	ne	marche	pas	pour	les	bosons	car	le	problème	bosonique		
à	trois	corps	vient	réintroduire	une	échelle	de	longueur	via	les	états	d’Efimov
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2.	

Mesures	de	l’équa@on	d’état
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V (r)

r 0

µ

µ� V (r) = µhom

V (r)

r 0

Ailes	de	la	distribu@on	
dans	le	piège	:	gaz	dilué	

dans	lequel	les	interac@ons	
jouent	un	rôle	mineur

L’approxima@on	de	densité	locale

Thom. = T µhom. = µ� V (r)

Grâce	aux	ailes	de	la	distribu@on,	on	détermine	T	et	µ en	les	ajustant	par	la	loi	

��2
T / T

µloc(r) = µ� V (r)
⇢(r) = ���2

T ln
⇣
1� e�µloc(r)/kBT

⌘
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Vérifica@on	de	l’invariance	d’échelle

Chicago	&	ENS,	2011-2014

Tous	les	profils	de	densité	mesurés	pour	différents	couples	(T	,	µ	)	se	superposent	
quand	on	trace	la	densité	dans	l’espace	des	phases	en	fonc@on	de	

Excellent	accord	avec	la	prédic2on	de	champ	classique

Thèse	de		
Tarik	Yefsah	

(2011)

g̃ ⇡ 0.1

µloc/kBT

[µ� V (r)]/kBTr (µm)
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Le	cas	des	interac@ons	fortes

Expérience	de	Heidelberg	(2016)	avec	des	molécules	6Li2

g̃ ⇡ 0.6

g̃ ⇡ 1.1

g̃ ⇡ 2.3

Champ	classique	:	@rets
Expérience	:	symboles	pleins

Monte	Carlo	quan@que	:		
																			symboles	évidés

• Dévia@on	significa@ve	des	résultats	expérimentaux	par	rapport	à	la	théorie	
de	champ	classique

• Bon	accord	avec	les	simula@ons	Monte	Carlo	quan@ques
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Universalité	autour	du	point	cri@que

Chicago	2011 Dcrit ⇡ ln

✓
380

g̃

◆
µ

kBT

����
crit.

⇡ g̃

⇡
ln

✓
13.2

g̃

◆

Relie	entre	eux	les	résultats	obtenus	pour	différentes	forces	d’interac@on		̃g

D �Dc

1

g̃


µ

kBT
�
✓

µ

kBT

◆

c

�

g̃ = 0.05, 0.13, 0.19, 0.26
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3.	

Le	poten@el	de	contact		δ		à	deux	dimensions

L’invariance	d’échelle	est	liée	à	l’absence	d’échelle		
de	longueur	de	la	distribu@on	de	Dirac	

Mais	est-ce	correct	dans	le	cadre	de	la	mécanique	quan@que	?

Non	:	anomalie	quan9que
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Diffusion	par	un	poten@el	δ

Collision	à	deux	corps	
avec	 V (r1 � r2)

Diffusion	de	la	par@cule	rela@ve	
par	le	poten@el	 V (r)

Equa@on	de	Schrödinger	indépendante	du	temps	:

Ĥ  (r) = E  (r)
E =

~2k2
2mr

mr = m/2

V (r) =
~2
m

g̃ �(2D)(r)

�
r2 + k2

�
 (r) = g̃ �(r) (r)Ce]e	équa@on	différen@elle	s’écrit	:

Passage	dans	l’espace	de	Fourier	:	 TF

(q2 � k2)�(q) = �g̃  (0)

 (r)  ! �(q)
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Amplitude	de	diffusion	à	2D		pour	le	poten@el	de	contact

Equa@on	de	Schrödinger	en	point	de	vue	de	Fourier	: (q2 � k2)�(q) = �g̃  (0)

Pour	une	onde	plane	ini@ale,	ce]e	équa@on	se	résout	en	:

�(q) = (2⇡)2 �(q � k) � g̃  (0)

q2 � k2 � i"

onde	incidente eik·r onde	cylindrique	sortante	:�i"

Equa9on	d’autocohérence	sur											:	 (0)

 (0) =
1

(2⇡)2

Z
�(q) d2qTransformée	de	Fourier	inverse	:

et													s’exprime	elle-même	en	fonc@on	de													:	 (0)�(q)

 (0) = 1 � g̃  (0)

(2⇡)2

Z
1

q2 � k2 � i"
d2q

amplitude	de	diffusion	:	f(k) = g̃  (0)
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Pourquoi	il	faut	régulariser	la	distribu@on	de	Dirac	à	2D

 (0) = 1 � g̃  (0)

(2⇡)2

Z
1

q2 � k2 � i"
d2qEqua@on	d’autocohérence	:	

A	deux	ou	trois	dimensions,	ce]e	intégrale	diverge	aux	grandes	valeurs	de	q			

On	met	donc	une	coupure	«	ultraviole]e	»	à	la	valeur	Q		

1

(2⇡)2

Z
1

q2 � k2 � i"
d2q ⇡ 1

2⇡
ln(Q/k) +

i

4

On	peut	alors	calculer											et	l’amplitude	de	diffusion	 (0) f(k) = g̃  (0)

f(k) =
1

1

2⇡
ln(1/ka2) +

i

4

a2 =
e�2⇡/g̃

Q

Brise	l’invariance	d’échelle

Introduc@on	d’une	échelle	de	longueur								liée	aux	interac@ons						a2
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Exemple	(simple)	d’une	«	anomalie	quan@que	»

Phénomène	bien	connu	en	théorie	quan@que	des	champs	

• On	part	d’un	système	qui	possède	une	symétrie	exacte	au	niveau	classique

Ici,	l’invariance	d’échelle	pour	un	gaz	avec	l’interac2on g̃

Z
| (r)|4 d2r

• On	quan@fie	le	problème

• Ce]e	quan@fica@on	nécessite	une	régularisa@on	pour	éliminer	certaines	divergences

Ici,	la	régularisa2on	de	l’interac2on	de	contact	 g̃ �(r)

• Dans	la	version	régularisée,	la	symétrie	ini@ale	est	perdue
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Equa@on	d’état	du	gaz	2D	à	température	nulle

Dans	le	cadre	de	la	théorie	de	champ	classique	:

D = f

✓
µ

kBT

◆
⇢ / T f

✓
µ

kBT

◆

limite																:		T ! 0 ⇢ / µ loi	de	Thomas-Fermi

Au	delà	de	l’approxima@on	de	champ	classique,	développement	en	fonc@on	du	paramètre	

✏ =
1

ln(E2/µ)
E2 =

~2
ma22

a2 :	longueur	de	diffusion	2D

valable	dans	la	limite													,	c’est-à-dire		✏ ⌧ 1 µ ⌧ E2

⇢ =
mµ

4⇡~2 ln

✓
E2

µ

◆
(voir par exemple Mora-Castin 2009)

Correc@on	mesurée	à	Chicago	(2013)



4.	

Le	mode	de	respira@on	d’un	gaz	piégé

V (r) =
1

2
m!2r2

Pitaevskii & Rosch (1997)
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Le	point	de	vue	«	ondulatoire	»

On	part	d’une	solu@on	sta@que	de	l’équa@on	de	Gross-Pitaevskii

µ 0(r) = � ~2
2m

r2 0 +
1

2
m!2r2  0(r) +

~2
m

g̃ | 0(r)|2  0(r)

On	peut	alors	fabriquer	une	famille	infinie	de	solu@ons	exactes	de	l’équa@on	
dépendant	du	temps,	ces	solu@ons	vérifiant	

�̈(t) = !2


1

�3(t)
� �(t)

�
⇢(r, t) =

1

�2(t)
⇢0

✓
r

�(t)

◆

• Pas	d’amor@ssement

• valable	quelle	que	soit	l’amplitude	de	 �

Spécifique	du	cas	2D	:	comportement	iden@que		
de	Ecin	et	Eint dans	le	changement	d’échelle	

⇢0(r) = | 0(r)|2
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Le	point	de	vue	«	algébrique	»

Les	trois	énergies	en	présence

Ĥcin =
X

j

p̂2
j

2m
Ĥint =

X

i<j

U (r̂i � r̂j) Ĥtrap =
X

j

1

2
m!2r̂2j

On	construit	les	trois	opérateurs	:

L̂1 =
1

2!

⇣
Ĥcin + Ĥint � Ĥtrap

⌘

L̂2 =
1

4

X

j

(r̂j · p̂j + p̂j · r̂j)

L̂3 =
1

2!

⇣
Ĥcin + Ĥint + Ĥtrap

⌘
1

2!
Ĥtot

On	a	alors	une	algèbre	par@culièrement	simple	si

[L̂1, L̂2] = �i~L̂3 [L̂2, L̂3] = i~L̂1 [L̂3, L̂1] = i~L̂2

«	Presque	»	un	moment	ciné@que	:				SO(3)													SO(2,1)

U(�r) =
1

�2
U(r)
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Le	point	de	vue	«	algébrique	»	(suite)

[L̂1, L̂2] = �i~L̂3 [L̂2, L̂3] = i~L̂1 [L̂3, L̂1] = i~L̂2Partant	de	
on	adopte	une	technique	similaire	à	celle	u@lisée	pour	le	moment	ciné@que	

L̂± = L̂1 ± iL̂2 [L̂3, L̂±] = ±~ L̂±

Partant	d’un	état	propre	de																														,	c’est-à-dire	L̂3 = Ĥtot/2! L̂3| i =
E

2!
| i,

on	construit	par	ac@on	répétée	de									une	«	tour	»	d’états	d’énergieL̂+ E + n 2~!

L̂3

⇣
L̂+| i

⌘
= L̂+

⇣
L̂3| i

⌘
+ ~L̂+| i

=

✓
E

2!
+ ~

◆⇣
L̂+| i

⌘

Cet	ensemble	d’états	indépendants	correspond	au		
mode	monopolaire	avec	une	amplitude	arbitraire
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L’anomalie	quan@que

La	régularisa@on	du	poten@el	en	δ(r)	entraîne	que	l’algèbre	des	trois	opérateurs	
																										n’est	plus	ferméeL̂1 , L̂2 , L̂3

Le	mode	monopolaire	ne	se	produit	plus	à	la	pulsa@on		2!

Olshanii	et	al.,	2010: �!monop.

2!
=

g̃

8⇡
p
2

g̃ ⌧ 1pour

L’oscilla@on	de	ce	mode	monopolaire	est	amor@e		

[L̂i, L̂j ] 6= ±i~L̂k si	 U(�r) 6= 1

�2
U(r)
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Recherche	expérimentale	de	ce]e	anomalie

ENS	(2001):	expériences	sur	un	cigare	allongé

interac2ons	faibles	:		
pas	de	trace	d’anomalie

!monop. = 2! et	très	grand	facteur	de	qualité	(>	2000)

Taylor	&	Randeria	(2012)	:	compensa2on	«	fortuite	»	de	deux	contribu2ons	
différentes	à	l’effet	de	l’anomalie	quan2que	sur	ce	mode	monopolaire

!monop.

!

ln(kFa2)

Gaz	d’atomes	fermioniques	40K	
au	voisinage	d’une	résonance		
de	Feshbach	:	interac@on	forte	
et	pourtant… !monop. ⇡ 2!

Cambridge	(2012),	groupe	de	M.	Köhl

VOLUME 88, NUMBER 25 P H Y S I C A L R E V I E W L E T T E R S 24 JUNE 2002

FIG. 1. Variation of A!t" ! R2
x!t" 1 R2

y!t", after a strong exci-
tation of the transverse breathing mode. The line is a sinusoidal
fit of the data (v 0

!#2p ! 250 Hz, t ! 800 ms).

Within the Thomas-Fermi approximation, the evolu-
tion of the trapped condensate after the excitation of the
transverse breathing mode is well described by a time-
dependent scaling transformation [24,28,29]. The spatial
density r!r, t" at time t is deduced from the spatial den-
sity at time 0 (i.e., just after the transverse frequency is set
back to its value v!) by

r!x, y, z, t" !
1

l2
!lz

r

µ

x
l!

,
y

l!
,

z
lz

, 0
∂

.

The evolution of the scaling parameters l! and lz is given
by [28,29]:

l̈! !
v2

!

l3
!lz

2 v2
!l! l̈z !

v2
z

l2
!l2

z
2 v2

z lz . (1)

We start our analysis with the evolution for relatively
short times t ø 2p#vz . In this case one can neglect the
variation of lz and integrate the equation for l! as follows:

l!!t" ! $cosh!a" 1 sinh!a" sin!2v!t 2 b"%1#2,

where the parameters a and b depend on the initial con-
ditions. One remarkable consequence of this solution is
that the quantity A!t" ! R2

x!t" 1 R2
y !t" ! l2

!!t"A!0" al-
ways undergoes a sinusoidal oscillation at frequency 2v!,
irrespective of the strength of the excitation [30]. This is
confirmed by the results of Fig. 1, where we observe a si-
nusoidal oscillation of A!t" with a factor of 3 between the
maxima and the minima. The frequency of the oscillation
is indeed found to be equal to 2v!, within our experimen-
tal uncertainty (60.5%).

At longer times one has, in principle, to take into ac-
count the variation of lz . We restrict our analysis to
small amplitude oscillations and write li ! 1 1 ei, where
e!, ez ø 1. The linearized equations of motion

ë! 1 v2
!!4e! 1 ez" ! 0, ëz 1 v2

z !2e! 1 3ez" ! 0

give rise to two modes [2,4,31]. One is a fast mode of fre-
quency &2v! corresponding to e!#ez ! v!#vz. The
other one is a slow mode of frequency

p

5#2 vz with
e!#ez ! 21#4. Our excitation scheme corresponds to
"e! fi 0 at time 0 while the three other quantities e!, ez ,
and "ez are approximately zero at initial time. Under these
conditions, we mainly excite the fast mode 2v! since
the relative weight of the slow mode in the evolution of
l! is only vz#!

p
40 v!" , 0.01. For this fast mode, the

condensate dynamics consists essentially in a transverse
monopole oscillation since ez ø e!.

We investigate the oscillation and the damping of this
mode on a long time scale (up to 0.7 s). An example is
given in Fig. 2 for T ! 40 !620" nK (note that for such
cold clouds, corresponding to a quasipure condensate, the
temperature can be inferred only from the final rf used
for the evaporation). The evolution of A!t" is well fitted
by a damped sinusoidal function, A0 1 dA0 cos!v0t 1
f"e2g0t , with dA0#A0 ! 0.063 !4", v0#2p !
366.3 !5" Hz, and g0 ! 1.2 !2" s21. This corresponds to
a quality factor Q ! v0#g0 & 2000 much larger than any
previously reported for other eigenmodes of a BEC. For
instance, measurements performed with a time-averaged
orbiting potential trap (vz ! 2

p
2 v!) gave Q & 200

for the lowest m ! 0 mode [7]. For a cigar shaped trap,
measurements of the low frequency mode discussed above
(v !

p

5#2 vz) led to Q ' 80 [8]. A smaller value
(Q & 25) was measured for the scissors mode [9]. The
present quality factor is also 1 order of magnitude larger
than what we find for the transverse quadrupole mode
under the same experimental conditions [32].

We measure the oscillation frequency and the damping
rate over a large temperature range compatible with the
detection of a condensate. The results are given in Fig. 3,
together with the total number of atoms N . The mea-
surement of g0 is made from the decay of the oscillation

FIG. 2. Time evolution of A!t"#Ā at low temperature (40 nK), where Ā is the average of A!t" over each time interval [0,9 ms],
$200 ms, 209 ms% . . . . The oscillation is well fitted by a damped sinusoid. Here v 0

!#2p ! 230 Hz and t ! 75 ms.

250402-2 250402-2
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Bilan	global	pour	ce]e	série	de	cours

De	Peierls	à	Berezinskii	-	Kosterlitz	-	Thouless

Peierls 1907-1985

Vadim L'vovich Berezinskii (Obituary)
A. A. Abrikosov, L. P. Gor'kov, I. E. Dzyaloshinskii, A. I. Larkin, A. B. Migdal, L. P. Pitaevskii,
and I. M. Khalatnikov
Usp. Fiz. Nauk 133, 553-554 (March 1981]

PACS numbers: 01.60. + q

Vadim L'vovich Berezinskii, a talented theoretical
physicist, died on June 23, 1980 after a long difficult
illness.

V. L. Berezinskii was born on July 15, 1935, in Kiev.
Having graduated in 1959 from the Physics Department
at Moscow State University, and then completing
graduate work at MIFI, he was directed in 1963 to work
at the Moscow Textile Institute. Starting in 1968, he
worked in the Scientific Research Institute for Heat
Instrumentation, and in 1977, he tranferred to the
L. D. Landau Institute of Theoretical Physics at the
Academy of Sciences of the USSR.

V. L. Berezinskii had a wide range of interests:
from problems in hydrodynamics and solid state
physics to problems in elementary particle physics and
gravitation. He was one of those few people who
tackled difficult problems and solved them. His talent
was revealed most clearly and fully when he encoun-
tered problems in which a clear physical statement of
the problem required at the same time overcoming
considerable mathematical difficulties. For such
problems, he was unique. Here, together with his
talent as a theoretical physicist, his endowments,
which allowed everyone around him to see in him an
outstanding mathematician, were revealed.

For the few years that were given to him by fate,
he had time to accomplish much. His name will always
remain in the world physics literature primarily in
connection with the solution of two fundamental prob-
lems: theory of phase transitions in two-dimensional
systems and theory of localization in disordered one-
dimensional conductors.

Recently, a large number of two-dimensional systems
has been discovered experimentally. These include
He4 films and smectic liquid crystals, submonoatomic
layers, adsorbed on crystal surfaces, layered mag-
netic substances, dichalcogenides of transition metals,
and others. Interest in these systems is to a large
extent explained by the many unusual physical proper-
ties of such systems, predicted by V. L. Berezinskii.
In the past, it was known that long-range order in such
systems is destroyed by thermal fluctuations at any
temperature. V. L. Berezinskii first showed that, in
spite of this, a thin (of the order of several angstroms)
film of liquid helium at low temperatures has the
property of superfluidity. Two-dimensional crystals,
which do not have long-range order, have a finite shear
modulus. Two-dimensional magnetic substances show
a resistance to a nonuniform rotation of spins. V. L.
Berezinskii understood the general nature of all these
phenomena and called them transverse rigidity, which
is now adopted in world literature. He showed that in

VADIM L'VOVICH
BEREZINSKII
(1935-1980)

systems having transverse rigidity correlations drop
off slowly (as a power law) with temperature, which is
what determines the fundamental properties of the new
low-temperature phase, Berezinskii's phase.

V. L. Berezinskii first discovered the important role
of topological defects in this phase: vortices in a film
of superfluid He4, dislocations in a two-dimensional
crystal, and vortical configurations in magnetic sub-
stances. At low temperatures, such defects form
molecules. At some definite temperature, these mole-
cules begin to dissociate, leading to destruction of
Berezinskii's phase. A quantitative calculation of the
dissociation of defect molecules was carried out two
years later in other papers. An experiment on a film
of He4 brilliantly confirmed the predictions of the the -
ory.

V. L. Berezinskii's ideas were fruitful in many areas.
His ideas on topological defects, which gave rise to
many interesting applications both in the physics of the
condensed state as well as in elementary particle
physics, gave rise to special interest.

The last decade was marked by an increased interest
in problems of electron transport in linear organic con-
ductors. In this connection, it was necessary to de-
termine the extent of the validity of the qualitative
arguments of Mott and Twose (1961), predicting that in

249 Sov. Phys. Usp. 24(3), March 1981 0038-5670/81 /030249-02$01.10 © 1981 American Institute of Physics 249

D.J.	ThoulessJ.M.	Kosterlitz

Peierls	suivi	de	Mermin	-	Wagner	-Hohenberg	:	absence	de	brisure	d’une	symétrie		
con@nue	dans	un	système	de	basse	dimension	à																(inter.	à	courte	portée)	T 6= 0

Pas	de	cristal,	pas	de	condensat	de	Bose-Einstein,…

BKT	:	il	y	a	malgré	tout	possibilité	d’une	transi@on	de	phase	non	conven@onnelle	
en	présence	d’interac@ons

Ordre	orienta2onnel,	gaz	de	Bose	2D	superfluide

R.	Peierls	1907-95
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La	transi@on	BKT	dans	un	fluide	de	bosons

Etude	faite	dans	le	cadre	d’une	approxima@on	de	champ	classique

 (r) =
p
⇢(r) ei✓(r)

Modélisa@on	des	interac@ons	entre	par@cules	par	un	poten@el	de	contact

V (r1 � r2) =
~2
m

g̃ �(r1 � r2)

champ	de	vitesse	:	 v(r) =
~
m

r✓(r)

En	dépit	de	l’u@lisa@on	d’un	méthode	de	champ	classique,	il	reste	une	quan@fica@on	
dans	ce]e	étude	:	

I
v(r) · dr =

~
m

2⇡ n n 2 Z

No2on	de	«	défaut	topologique	»	(vortex)	sur	laquelle	la	théorie	BKT	se	construit



L’appariement	des	défauts	topologiques

Température	0 Tc
état	superfluide état	normal

Ds > 4 Ds = 0g = 0 g = 1 g = 2

q = +1

q = �1

I

C
v(r) · dr = +

2⇡~
m

I

C
v(r) · dr = �2⇡~

m

I

C
v(r) · dr = 0

g = 0 g = 1 g = 2

q = +1

q = �1

I

C
v(r) · dr = +

2⇡~
m

I

C
v(r) · dr = �2⇡~

m

I

C
v(r) · dr = 0

Au	point	de	transi@on,	saut	«	universel	»	de	la	densité	superfluide

Caractérisa@on	du	point	cri@que	à	par@r	de	l’équa@on	d’état	du	gaz	:

Dcrit ⇡ ln

✓
380

g̃

◆
µ

kBT

����
crit.

⇡ g̃

⇡
ln

✓
13.2

g̃

◆
Bon	accord	avec	
les	expériences

Plus	généralement,	ce]e	équa@on	d’état	présente	une	invariance	d’échelle	:

D(T, µ) = F
✓
kBT

µ

◆
Bon	accord	avec	
les	expériences

quasi-ordre	à		
longue	portée
G1(r) / 1/r⌘

aucun	ordre	à		
longue	portée
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Au	delà	de	l’approche	champ	classique

Il	faut	alors	régulariser	le	poten@el	de	contact

Introduc2on	d’une	échelle	de	longueur	qui	vient	briser	l’invariance	d’échelle

La	transi@on	BKT	est	toujours	présente,	mais	sa	descrip@on	théorique	précise		
passe	alors	par	des	méthodes	de	simula@ons	Monte	Carlo	quan@ques

Existence	d’une	manifesta@on	dynamique	simple	de	l’invariance	d’échelle	:	
le	mode	de	respira@on	d’un	gaz	piégé

A	priori	un	bon	candidat	pour	détecter	l’anomalie	quan2que,	
mais	reste	pour	l’instant	en	deçà	des	précisions	de	mesure…

Nécessaire	quand	le	paramètre						devient	de	l’ordre	de	1	g̃



Et	la	suite	?		Cours	2017-18

	La	ma@ère	topologique	et		
son	explora@on	avec	les	gaz	quan@ques	

Deuxième	volet	du	prix	Nobel	2016

Comment	fabriquer	l’équivalent	de	l’effet	Hall	quan@que,	d’isolants	
topologiques,	de	supraconducteurs	topologiques	et	les	fermions	de	

Majorana	associés	avec	des	gaz	d’atomes	ou	de	photons


