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Géométrie algorithmique
Données, modèles, programmes

1 Modèles géométriques discrets
F. Cazals : Modèles géométriques pour la prédiction des interactions
macro-moléculaires

2 La puissance de l’aléa : algorithmes randomisés
P. Calka : Probabilités géométriques

3 Le calcul géométrique
S. Pion : La bibliothèque logicielle CGAL

4 Génération de maillages
J-M. Mirebeau : Les deux réductions de Voronoï et leur application aux
équations aux dérivées partielles

5 Courbes et surfaces
P. Alliez : Reconstruction de surfaces

6 Espaces de configurations
A. de Mesmay : Dessin de graphes

7 Structures de données géométriques
D. Feldman : Core sets

8 Géométrie des données
F. Chazal : Analyse topologique des données
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1 Requêtes géométriques

2 Recherche de plus proches voisins en petites dimensions

Recherche de plus proches voisins exacte

Recherche de plus proches voisins approchée

3 Recherche de voisins et dimension intrinsèque des données

4 Recherche de voisins en grandes dimensions
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Structures de données
Prétraitement et requêtes

Objectif : Prétraiter les données pour
répondre efficacement à de nombreuses
requêtes

Exemple : localisation dans une carte
planaire

Mesures de complexité

Taille de l’entrée : n

Prétraitement
taille de la structure S(n)
temps de construction T(n)

Temps de réponse : Q(n)

Cloisonnement, history graph

S(n) = O(n), T(n) = O(n log n),
Q(n) = log n
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Recherche de plus proches voisins

q
nn(q)

q q
r

Variantes

k plus proches voisins : trouver les k points de P qui sont les plus
proches de q

Voisins à distance r : trouver les points de P à distance ≤ r de q

Différentes métriques : L2, Lp, L∞, distance de Hamming etc...
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Recherche du plus proche voisin
Prétraiter un ensemble P de n points de Rd

Requête : étant donné un point q, trouver rapidement un point de P plus
proche de q

Solution triviale : comparer q à tous les points de P :
S(n) = T(n) = 0, Q(n) = dn

q
nn(q)

Applications

recherche dans des bases de données

quantification vectorielle, codage (théorie de l’information)

classification en apprentissage

reconnaissance d’image, parole, musique
6 / 44



Recherche du plus proche voisin
Prétraiter un ensemble P de n points de Rd

Requête : étant donné un point q, trouver rapidement un point de P plus
proche de q

Solution triviale : comparer q à tous les points de P :
S(n) = T(n) = 0, Q(n) = dn

q
nn(q)

Applications

recherche dans des bases de données

quantification vectorielle, codage (théorie de l’information)

classification en apprentissage

reconnaissance d’image, parole, musique
6 / 44



Recherche du plus proche voisin
Prétraiter un ensemble P de n points de Rd

Requête : étant donné un point q, trouver rapidement un point de P plus
proche de q

Solution triviale : comparer q à tous les points de P :
S(n) = T(n) = 0, Q(n) = dn

q
nn(q)

Applications

recherche dans des bases de données

quantification vectorielle, codage (théorie de l’information)

classification en apprentissage

reconnaissance d’image, parole, musique
6 / 44



1 Requêtes géométriques

2 Recherche de plus proches voisins en petites dimensions

Recherche de plus proches voisins exacte

Recherche de plus proches voisins approchée

3 Recherche de voisins et dimension intrinsèque des données

4 Recherche de voisins en grandes dimensions

7 / 44



Localisation dans le diagramme de Voronoï (d = 2)
Solution exacte optimale

p

q

Prétraitement : diagramme de Voronoï + structure de localisation

S(n) = O(n), T(n) = O(n log n)

Requête : Q(n) = O(log n)
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Recherche des k plus proches voisins (d = 2)

Prétraitement : diagramme de Voronoï d’ordre k + structure de
localisation

S(n) = O(kn), T(n) = O(kn log n)

Requête : Q(n) = O(log n)
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Le fléau de la dimension

La taille des diagrammes de Voronoï croît de manière
exponentielle avec la dimension d : O

(
nd d

2e
)

Toutes les structures de données permettant de chercher un plus
proche voisin en temps sous-linéaire ont une taille exponentielle :
O
(
(dn)O(d)

)

Espace mémoire Temps de requête

O
(

n2d+1
)

O
(
2d log n

)
Dobkin, Lipton 76

O
(

nd d
2e(1+δ)

)
O
(
ddlogn

)
Clarkson 88

O
(
nd+δ

)
O
(
d5 log n

)
Meiser 93
Agarwal, Erickson 98

La complexité en espace peut être réduite à 2d si p est un net
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2 Recherche de plus proches voisins en petites dimensions

Recherche de plus proches voisins exacte

Recherche de plus proches voisins approchée

3 Recherche de voisins et dimension intrinsèque des données

4 Recherche de voisins en grandes dimensions

11 / 44



Recherche approchée et partitionnements plus
économiques

Un partitionnement exact (diagramme de Voronoï) conduit à un coût
mémoire exponentiel, ce qui enlève tout intérêt pratique au delà de la
dimension 3

Si on veut faire mieux que la solution naïve linéaire, il faut réduire ses
ambitions

accepter une réponse approximative

accepter une probabilité d’erreur
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Recherche de voisins approchée

Plus proche voisin approché
Etant donné un ensemble P de n points de Rd

et un point de requête q,

un ε-plus proche voisin de q,
est un point p ∈ P tel que :

d(q, p) ≤ (1 + ε)d(q,P)

q
nn(q)

ann(q)

13 / 44



Recherche approchée de voisins
Détection et optimisation

Recherche d’un voisin RV à distance ≤ r

Soit P ⊂ Rd, r > 0 et ε > 0. q : un point de requête

si d(q,P) ≤ r retourner p ∈ P s.t. ‖p− q‖ ≤ (1 + ε)r

si d(q,P) ≥ (1 + ε) r retourner “d(q,P) ≥ r”

sinon retourner une des 2 réponses

Recherche du plus proche voisin RV*

Utiliser RV et une recherche binaire sur r

⇒ T(RV∗) = T(RV)× O log(Φ
ε ) où Φ = max p,q∈P‖p−q‖

min p,q∈P‖p−q‖

(étalement, spread)
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Recherche approchée sur une grille

p r
rε√
2

r + rε

Pour chaque p ∈ P, recouvrir B(p, r) avec des cellules de la grille de côté rε√
d

Nombre de cellules intersectant B(p, r)

Autour d’un point ≤
(C
ε

)d
(argument de volume, C < 5)

au total ≤ n
(C
ε

)d
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Recherche approchée sur une grille
Structure de données et algorithme

Recherche pour r fixé

Pour un point q de requête, tester si q appartient à une des cellules
intersectant B(p, r) pour un point p ∈ P

si oui : retourner p (p est à distance ≤ r + rε de q)

sinon : q n’a aucun voisin dans P à distance ≤ r

Complexité

S(n, r) = T(n, r) = n
(C
ε

)d
, Q(n, r) = O(d)

Recherche du plus proche voisin

Construire t grilles pour les r = r0, r0(1 + ε), ..., r0(1 + ε)t

r0 = minp,q∈P ‖p− q‖, t est le plus petit entier t.q. r0(1 + ε)t ≥ maxp,q∈P ‖p− q‖

t ≤ log Φ, S(n) = T(n) = log Φ× n
(C
ε

)d
, Q(n) = log log Φ× O(d)
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Recherche approchée sur une grille

La recherche approchée permet de beaucoup réduire la
complexité en espace

O(nd) ↘ O

(
log Φ× n

(
C
ε

)d
)

Peut-on supprimer la dépendance en d ?
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Réduction de dimension
Projection aléatoire

Lemme (Corollaire de la concentration des fonctions Lipschitz [Lévy])

Soit U un sous-espace affine de dimension k de Rd avec k = Ω( 1
ε2 log n)

∀p ∈ P, f (p) =

√
d
k
πU(p)

∀p, q ∈ P, proba

[
‖f (p)− f (q)‖2

‖p− q‖2 6∈ [(1− ε), (1 + ε)]

]
≤ 2

n2

Lemme de Johnson-Lindenstrauss

Soit P un ensemble de n points de Rd et ε ∈ (0, 1). Si on projette P sur un plan
aléatoire de dimension k = Ω( 1

ε2 log n), avec probabilité 1
n

∀p, q ∈ P, (1− ε) ‖p− q‖2 ≤ ‖f (p)− f (q)‖2 ≤ (1 + ε) ‖p− q‖2

Démonstration : Proba ≥ 1−
(

n
2

)
2

n2 = 1
n . Projeter O(n) fois donne une proba cst

18 / 44



Réduction de dimension
Projection aléatoire

Lemme (Corollaire de la concentration des fonctions Lipschitz [Lévy])

Soit U un sous-espace affine de dimension k de Rd avec k = Ω( 1
ε2 log n)

∀p ∈ P, f (p) =

√
d
k
πU(p)

∀p, q ∈ P, proba

[
‖f (p)− f (q)‖2

‖p− q‖2 6∈ [(1− ε), (1 + ε)]

]
≤ 2

n2

Lemme de Johnson-Lindenstrauss

Soit P un ensemble de n points de Rd et ε ∈ (0, 1). Si on projette P sur un plan
aléatoire de dimension k = Ω( 1

ε2 log n), avec probabilité 1
n

∀p, q ∈ P, (1− ε) ‖p− q‖2 ≤ ‖f (p)− f (q)‖2 ≤ (1 + ε) ‖p− q‖2

Démonstration : Proba ≥ 1−
(

n
2

)
2

n2 = 1
n . Projeter O(n) fois donne une proba cst

18 / 44



Réduction de dimension
Application à la recherche de plus proches voisins

Le lemme de J&L appliqué dans l’espace de dimension k donne une
structure de données

S(n) =

(
1
ε

)O( log n
ε2 )

log Φ = n
O
(

log 1
ε

e2

)
log Φ

Q(n) = coût de la projection + coût de la recherche dans Rk

= O
(

d log n
ε2

)
+ O(log n log log Φ)
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1 Requêtes géométriques
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Recherche de plus proches voisins exacte

Recherche de plus proches voisins approchée

3 Recherche de voisins et dimension intrinsèque des données
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Espaces doublants

Définition

Un ensemble X est de dimension doublante dbd(X) = d si d est le
plus petit entier t.q.

∀B , B ∩ X peut être recouvert par 2d boules de rayon moitié

Pour tout sous-ensemble Y de X : dbd(Y) ≤ dbd(X)

21 / 44



Espaces doublants
Exemples

doubling generalizes geometric dimension

Take k-dim Euclidean space Rk

Claim: dimD(Rk) ≈ Θ(k)Claim: dimD(R ) ≈ Θ(k)

Easy to see for boxes

Argument for spheres a bit more involved.
23 boxes to cover
larger box in R3

(a) Sparse data set. (b) 2-dimensional manifold.

Figure 2: Examples of data with low doubling dimension.

Lemma 3. Suppose sets S1, . . . , Sn each have doubling dimension ≤ d. Then S1 ∪ · · · ∪ Sn

has doubling dimension at most d + log n.

Proof. Pick any ball B; by hypothesis B ∩ Si can be covered by 2d balls of half the radius.
Therefore B ∩ (S1 ∪ · · · ∪ Sn) can be covered by n · 2d such balls.

The previous two lemmas yield a bound on the doubling dimension of any sparse set.

Lemma 4. Suppose that S ⊂ RD is k-sparse: that is, each point in S has at most k nonzero
coordinates. Then S has doubling dimension at most cok + k log D.

Proof. S is contained within the union of
(
D
k

)
≤ Dk subspaces of dimension k: pick which

k coordinates, out of D, will be nonzero, and consider the subspace in which the remaining
coordinates are forced to zero. By Lemma 2, each of these subspaces has doubling dimension
at most cok. Lemma 3 then bounds the increase in dimension from taking the union of the
subspaces.

Thus the doubling dimension captures sparse data, a subject of significant contemporary
interest. What about manifold data? Here the situation is slightly more subtle. Although
it is intuitively sensible in many situations to suppose that data lie on (or close to) a low-
dimensional manifold, this is not of much help, algorithmically or statistically, unless the
manifold has bounded curvature; a space-filling 1-dimensional curve, for instance, is just
as bad as a full-dimensional data set. Recent work [NSW08] has identified a clean way to
capture curvature by a single value called the condition number of the manifold. When this
is bounded, neighborhoods of the manifolds are sufficiently flat that they can be shown to
have low doubling dimension.

Lemma 5. [DF08] If a d-dimensional Riemannian submanifold of RD has bounded con-
dition number κ < ∞, then its neighborhoods of radius < 1/κ have doubling dimension
O(d).

6

Figure 4: Hilbert space filling curve: the dimension depends on the scale at which the set is examined.
Image obtained from [DF08].

and returns the smallest tree; thus the probability that this tree has depth > C ′d log d is at
most δ/(3n).

How many nodes A are expanded in this way? Any A with data diameter zero (for instance,
containing just one point) is untouched by coreRPtree; on the other hand, any A with
nonzero diameter will certainly get expanded (on account of the median split, if nothing
else). Thus coreRPtree is invoked at most once on each internal node of the tree. There
are at most n leaf nodes and thus at most n− 1 internal nodes. A union bound over them
yields an overall probability of failure at most δ/3.

6. Extensions

We have demonstrated a tree regressor that performs well in scenarios where the data space
X ⊂ RD has low doubling dimension d ≪ D. In such cases, the integrated excess risk is
roughly of the form n−2/(2+k) for k = O(d log d), and has no dependence on the ambient
dimension D. But this still leaves room for improvement: is there an efficient tree-based
regressor that achieves the optimal rate, n−2/(2+d)?

Some very recent work [Kpo09] uses kernel regression to achieve this rate in general metric
spaces. Moreover, in that paper the usual O(n) evaluation time of kernel methods is reduced
to O(2d log n) using a special tree data structure. This is a significant improvement, though
slower than the O(log n) evaluation time of a tree regressor.

Another set of open questions concerns the data model. doubling dimension is fairly general
while at the same time being amenable to analysis. However, it has some shortcomings
that motivate exploration into alternative notions of intrinsic dimension. First of all, it
is natural to allow the dimensionality of a data set to depend on the scale at which it is
being examined. The set in Figure 4, for instance, looks two-dimensional from a distance
but one-dimensional when restricted to smaller neighborhoods. And realistically, at even

26
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6

Espace affine : si X est sous-ensemble d’un espace affine de
dimension k, dbd(X) = O(k)

Sous-variétés : si X est une sous-variété de dimension k de Rd de
portée positive, dbd(X) = O(k)

Ensembles creux : si ∀x ∈ X, x n’a que k coordonnées non nulles,
dbd(X) = O(k log d)
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Espaces doublants
Exploiter la petite dimension doublante

Si X ⊂ Rd est un espace de dimension doublante dbd(X)

Z : il n’existe pas de plongement de X dans un espace Rm avec
distortion 1 + ε si on impose que m et ε dépendent de dbd(X) et
pas de n [Baral et al. 2015]

Trouver une représentation de X qui s’adapte à dbd(X) : partitions
de l’espace arborescentes

23 / 44



Espaces doublants
Exploiter la petite dimension doublante

Si X ⊂ Rd est un espace de dimension doublante dbd(X)

Z : il n’existe pas de plongement de X dans un espace Rm avec
distortion 1 + ε si on impose que m et ε dépendent de dbd(X) et
pas de n [Baral et al. 2015]

Trouver une représentation de X qui s’adapte à dbd(X) : partitions
de l’espace arborescentes

23 / 44



Les arbres kd
Découpage récursif en hyper-rectangles
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Découpage récursif en hyper-rectangles
Les arbres kd

Chaque nœud N de l’arbre kd représente une cellule C(N) de la subdivision

Les descendants d’un nœud N représentent les cellules obtenues en coupant
C(N) par un hyperplan orthogonal à un axe de coordonnées

Toutes les coupes à un niveau donné sont parallèles

Les points de P sont affectés aux feuilles de l’arbre

25 / 44



Les arbres kd
Complexité

Randomized partition trees for nearest neighbor search 3

function MakeTree(S)
If |S| < no: return (Leaf)
Rule = ChooseRule(S)
LeftTree = MakeTree({x ∈ S : Rule(x) = true})
RightTree = MakeTree({x ∈ S : Rule(x) = false})
return (Rule, LeftTree, RightTree)

function ChooseRule(S)
Choose a coordinate direction i
Rule(x) = (xi ≤ median({zi : z ∈ S}))
return (Rule)

Fig. 1 The k-d tree: example and pseudocode.

1.1 Three randomized tree structures for exact NN search

The k-d tree is a partition of Rd into hyper-rectangular cells, based on a set of data
points [5]. The root of the tree is a single cell corresponding to the entire space. A
coordinate direction is chosen, and the cell is split at the median of the data along
this direction (Figure 1). The process is then recursed on the two newly created cells,
and continues until all leaf cells contain at most some predetermined number no of
points. When there are n data points, the depth of the tree is at most about log(n/no).

Given a k-d tree built from data points S, there are several ways to answer a
nearest neighbor query q. The quickest and dirtiest of these is to move q down the
tree to its appropriate leaf cell, and then return the nearest neighbor in that cell. This
defeatist search takes time just O(no + log(n/no)), which is O(logn) for constant no.
The problem is that q’s nearest neighbor may well lie in a different cell, for instance
when the data happen to be concentrated near cell boundaries. Consequently, the
failure probability of this scheme can be unacceptably high.

Over the years, some simple tricks have emerged, from various sources, for re-
ducing the failure probability. These are nicely laid out by the authors of [16], who
show experimentally that the resulting algorithms are effective in practice.

The first trick is to introduce randomness into the tree. Drawing inspiration from
locality-sensitive hashing, [16] suggests preprocessing the data set S by randomly
rotating it, and then applying a k-d tree (or related tree structure). This is rather like
splitting cells along random directions as opposed to coordinate axes. In this paper,
we consider a data structure that uses random split directions as well as a second type
of randomization: instead of putting the split point exactly at the median, it is placed
at a fractile chosen uniformly at random from the range [1/4,3/4]. The resulting
structure (Figure 2) is almost exactly the random projection tree (or RP tree) of [10].
That earlier work showed that in RP trees, the diameters of the cells decrease (down
the tree) at a rate depending only on the intrinsic dimension of the data. It is a curious
result, but is not helpful in analyzing nearest neighbor search, and in this paper we
develop a different line of reasoning.

Profondeur de l’arbre et temps de localisation d’un point x

Q(n) = O(log
n
n0

) = O(log n) si n0 = O(1)

Taille et temps de construction

S(n) = O(n) T(n) = n log n

(médiane en temps O(n))
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Décroissance du diamètre des cellules
Une borne inférieure [Dasgupta & Freund 2008]

Les arbres kd ne s’adaptent pas à la dimension doublante de P

X
X =

⋃d
i=1 {tei, −1 ≤ t ≤ 1}

X ⊂ B(O, 1)

X ⊂ ⋃d
i=1 B(± ei

2 ,
1
2 ) (2d balls)

dbd(X) = log 2d = 1 + log d

Z L’arbre kd a besoin de d niveaux pour
diviser par 2 le diamètre de ses cellules
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Décroissance du diamètre des cellules
La randomisation aide

Arbres RP (projections aléatoires) [Dasgupta & Sinha 2012]
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ABSTRACT
We present a simple variant of the k-d tree which automat-
ically adapts to intrinsic low dimensional structure in data
without having to explicitly learn this structure.

1. INTRODUCTION
A k-d tree [4] is a spatial data structure that partitions RD

into hyperrectangular cells. It is built in a recursive manner,
splitting along one coordinate direction at a time (Figure 1,
left). The succession of splits corresponds to a binary tree
whose leaves contain the individual cells in RD.

These trees are among the most widely-used spatial par-
titionings in machine learning and statistics. To understand
their application, consider Figure 1(left), and suppose that
the dots are points in a database, while the cross is a query
point q. The cell containing q, henceforth denoted cell(q),
can quickly be identified by moving q down the tree. If the
diameter of cell(q) is small (where the diameter is taken to
mean the distance between the furthest pair of data points
in the cell), then the points in it can be expected to have
similar properties, for instance similar labels. In classifica-
tion, q is assigned the majority label in its cell, or the label
of its nearest neighbor in the cell. In regression, q is assigned
the average response value in its cell. In vector quantization,
q is replaced by the mean of the data points in the cell. Nat-
urally, the statistical theory around k-d trees is centered on
the rate at which the diameter of individual cells drops as
you move down the tree; for details, see page 320 of [8].

It is an empirical observation that the usefulness of k-d
trees diminishes as the dimension D increases. This is easy
to explain in terms of cell diameter; specifically, we will show
that there is a data set in RD for which a k-d tree requires
D levels in order to halve the cell diameter. In other words,
if the data lie in R1000, it could take 1000 levels of the tree
to bring the diameter of cells down to half that of the entire
data set. This would require 21000 data points!

Thus k-d trees are susceptible to the same curse of dimen-
sionality that has been the bane of other nonparametric sta-
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Figure 1: Left: A spatial partitioning of R2 induced
by a k-d tree with three levels. The dots are data
points; the cross marks a query point q. Right: Par-
titioning induced by an RP tree.

tistical methods. However, a recent positive development in
machine learning has been the realization that a lot of data
which superficially lie in a very high-dimensional space RD,
actually have low intrinsic dimension, in the sense of lying
close to a manifold of dimension d ≪ D. There has been
significant interest in algorithms which learn this manifold
from data, with the intention that future data can then be
transformed into this low-dimensional space, in which stan-
dard methods will work well. This field is quite recent and
yet the literature on it is already voluminous; early founda-
tional work includes [24, 23, 3].

In this paper, we are interested in techniques that auto-
matically adapt to intrinsic low dimensional structure with-
out having to explicitly learn this structure. The most ob-
vious first question is, do k-d trees adapt to intrinsic low
dimension? The answer is no: the bad example mentioned
above has an intrinsic dimension of just O(log D). But we
introduce a simple variant of k-d trees that does possess this
property. Instead of splitting along coordinate directions at
the median, we split along a random direction in SD−1 (the
unit sphere in RD), and instead of splitting exactly at the
median, we add a small amount of “jitter”. We call these
random projection trees (Figure 1, right), or RP trees for
short, and we show the following.

Pick any cell C in the RP tree. If the data in C
have intrinsic dimension d, then all descendant
cells ≥ d log d levels below will have at most half
the diameter of C.

There is no dependence on the extrinsic dimensionality (D)
of the data.

1. Choisir une direction v au hasard sur Sd−1

2. Choisir une perturbation δ au hasard dans un
intervalle I

3. Calculer la médiane perturbée
m = mediane(p · v, p ∈ P) + δ

4. Couper à la médiane selon H ⊥ v

Rotation aléatoire des axes de coordonnées [Vempala 2012]

Théorème

P un ensemble fini de points de Rd de dimension doublante k. Il existe une
cst A t.q., avec probabilité > 1/2, toute cellule C et toute cellule C′ qui est au
moins Ak log k niveaux en dessous de C vérifient

diam(C′ ∩ P) ≤ 1
2

diam(C ∩ P)
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Idée de la preuve

Proof outline for RP trees

Suppose S ⇢ Rd has doubling dimension do and lies in a ball of
radius 1. We need to show that if an RP tree is built on S , then
with constant probability, every cell O(do log do) levels below is
contained in ball of radius 1/2.

Proof outline

Suppose X ½ RD has doubling dim d and lies in a ball of radius 1.

To show: in the RP tree, d log d levels below, with high probability 
every descendant cell is contained in a ball of radius 1/2.

1. Cover X by dd/2 balls Bi of radius 1/d1/2

2. Consider any pair of balls Bi, Bj at 
distance ¸ 1/2 - 1/d1/2 apart. We’ll see 
that a single random split has constant 
probability of cleanly separating them

3. There are at most dd such pairs, so after 
d log d splits, every faraway pair of balls 
will be separated (whp)… which means 
all cells at that level have radius · 1/2

Bi

Bj

Current cell (radius · 1):

1. Cover S by d
do/2
o balls Bi of radius

1/
p

do .

2. Consider any pair of balls Bi , Bj that are
distance > 1/2 � 1/

p
do apart. We’ll see

that a single random split has constant
probability of cleanly separating them.

3. There are at most ddo
o such pairs, so after

O(do log do) splits, with constant
probability every faraway pair of balls will
be separated. Thus all cells at that level
will have radius  1/2.

The big picture
Big$picture$

Bi$

Bj$

radius$1$

radius$1/do1/2$

1/d1/2$

(do/d)1/2$

Recall:$random$projec:on$scales$distance$by$1/D1/2,$diameter$by$·$(d/D)1/2$

1/d1/2$dist$>$1/2$

U$

Recall that random projection shrinks diameter by
p

do/d and
individual vectors by 1/

p
d .

Considérer les points dans une cellule C (rayon 1) et la recouvrir de kk/2

boules Bi de rayon r = 1/
√

k

Considérer toutes les paires (Bi,Bj) à distance ≥ 1/2r. Une coupe
aléatoire sépare Bi et Bj avec proba cst

Il y a kk paires (Bi,Bj). Après k log k coupes, les paires éloignées ont été
séparées avec proba cst
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Des arbres kd à la recherche de proches voisins

Z le point de P le plus proche de x n’appartient pas toujours
à la cellule qui contient x

Plusieurs heuristiques
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Recherche de plus plus proches voisins
Arbres RP [Dasgupta & Sinha 2013]

Analyse

F(q, {p1, ..., pn}) = 1
n

∑n
i=2

‖q−p1‖
‖q−pi‖ (les pi sont triés par dist.↗ à q)

Probabilité d’échec = O(F log 1
F ) (ne retourne pas le ppv (q))

(sur la randomisation dans la construction de l’arbre)

si q ∈ P est choisi au hasard dans P
E(F) ≤ Ck log Φ(P) où k = dbd(P)
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1 Requêtes géométriques

2 Recherche de plus proches voisins en petites dimensions

Recherche de plus proches voisins exacte

Recherche de plus proches voisins approchée

3 Recherche de voisins et dimension intrinsèque des données

4 Recherche de voisins en grandes dimensions
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Partitionnement aléatoire de l’espace

1

2

3

100

000

111

001

011

101

P un ensemble de n points de Rd

k hyperplans définissent 2k cellules

chaque cellule est caractérisée par un vecteur de {0, 1}k

en moyenne chaque cellule contient n
2k points

Localisation : trouver la cellule C(x) qui contient un point x : O(dk)

Trouver le point de C(x) le plus proche de x : coût moyen : O(d n
2k )

Coût de recherche du ppv (x) : O(dk + d n
2k ) = O(log n) si k = O(log n)

Probabilité d’échec ?
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Hâchage sensible à la localité (LSH)
Un domaine toujours actif depuis l’article fondateur [Indyk & Motwani 1998]

Définition

Une famille de fonctions F est dite (r,R)-sensible si, pour tous p, q ∈ P,
il existe p1, p2 ∈ [0, 1], p1 > p2 t.q. si f est pris au hasard dans F

1 if d(p, q) ≤ r ⇒ proba(f (p) = f (q)) ≥ p1

2 if d(p, q) > R ⇒ proba(f (p) = f (q)) ≤ p2
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Recherche de voisins sur l’hypercube
Hypercube et distance de Hamming

d-hypercube : Hd = {0, 1}d

Mots binaires : p ∈ Hd : p = (p1, ..., pd) où pi = 0 ou 1

Distance de Hamming dH(p, q) entre p, q ∈ Hd

Nombre de coordonnées i t.q. pi 6= qi

dH((0, 1, 0), (1, 1, 1)) = 2
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Recherche approchée de voisins sur l’hypercube

Recherche d’un voisin à distance ≤ r

Soit P ⊂ Hd, r > 0 et ε > 0, et q un point de requête.

si dH(q,P) ≤ r retourner p ∈ P s.t. ‖p− q‖ ≤ (1 + ε)r

si dH(q,P) ≥ (1 + ε) r retourner “dH(q,P) ≥ r”

sinon retourner une des 2 réponses

Recherche du plus proche voisin

Utiliser la recherche de voisins et une recherche binaire

→ × le coût du pb de décision par O log(d
ε )
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Recherche de voisins sur l’hypercube
Une famille de fonctions sensible

F = {f1, ..., fd} où fi(p) = i-ième coordonnée de p

Lemme

∀r > 0, ε > 0, F est (r, (1 + ε)r)-sensible

Démonstration

1. Si dH(p, q) ≤ r, p et q ont ≤ r bits différents, et proba(fi(p) = fi(q)) ≥ p1 = 1− r
n

(fi tiré au hasard dans F)

2. Si dH(p, q) ≥ (1 + ε) r, proba(fi(p) = fi(q)) ≤ p2 = 1− (1+ε) r
n 2
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Amplification de la sensibilité
Concaténer des fonctions de hâchage

Combiner k fonctions : Gk = {g | g(p) = (f 1(p), ..., f k(p)), où f i ∈ F}

Opérateur ∧= : g(p)
∧
= g(q) ⇔ gi(p) = gi(q), ∀ i ∈ [1, k]

Lemme

Si F est une famille (r,R)-sensible avec p1 et p2, alors Gk est
(r,R)-sensible avec pk

1 et pk
2

Démonstration

∀ p, q ∈ Hd, dH(p, q) ≤ r :

proba(g(p) ∧= g(q)) = proba
(
f i(p) = f i(q) ∀i ∈ [1, n]

)
=

k∏
i=1

proba(f i(p) = f i(q)) ≥ pk
1

De même, ∀ p, q ∈ Hd, dH(p, q) > R : proba(g(p) ∧= g(q)) ≤ pk
2
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Recherche de collisions
Structure de données

On peut construire une structure de données qui permet de trouver
l’ensemble des points de P en collision avec un point de requête q

X = {p ∈ P : g(p) = g(q)}

S(n, k) = O(nk), T(n, k) = O(nk), Q(n, k) = O(k + |X|)

39 / 44



Réamplification

Ht = {g | g(p) = (g1(p), ..., gt(p)), où gi ∈ Gk}

Opérateur ∨= : g(p)
∨
= g(q) ⇔ ∃ i ∈ [1, t] | gi(p) = gi(q)

Lemme

Si Gk est une famille (r,R)-sensible pour l’opérateur ∧= avec pk
1 et pk

2,
alors Ht est (r,R)-sensible pour l’opérateur ∨= avec probabilités

φ = 1− (1− pk
1)t et ψ = 1− (1− pk

2)t

Démonstration

∀ p, q ∈ Hd, dH(p, q) ≤ r :

proba(g(p) ∨= g(q)) = 1−
t∏

i=1

proba(gi(p) 6= gi(q)) ≥ 1− (1− pk
1)

t

De même, ∀ p, q ∈ Hd, dH(p, q) > R : proba(g(p) ∨= g(q)) ≤ 1− (1− pk
2)

t
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Recherche de voisins sur l’hypercube
Choix de t et nombre moyen de collisions

t = d 4
pk

1
e

⇒ φ = 1− (1− pk
1)t ≥ 1− exp(−pk

1t) ≥ 1− exp(−4) ≥ 3
4

⇒ ψ = 1− (1− pk
2)t ≤ t pk

2 ≤ 8
(

p2
p1

)k

Lemme

L’espérance du nombre de points de P \ B(q, r(1 + ε)) en collision avec

q est L = O
(

n
(

p2
p1

)k
)
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Recherche de voisins sur l’hypercube
Structure de données et choix de k

Structure de données : construire t structures de données
précédentes : S(n) = T(n) = O(nkt)

Temps de requête

Extraire les L points et calculer la distance de q à ces points prend un

temps Q(n) = O(kt + Ld) = O
(

kt + n
(

p2
p1

)k
)

Choisir k pour équilibrer les 2 termes → t, L = O(n
1

1+ε ) et k = O(log n)

Probabilité de succès : cst → cst (1− 1
n) en construisant O(log n)

structures de données et en les interrogeant toutes
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Recherche de voisins sur l’hypercube
Problème de décision (P ∈ Hd, r,R = (1 + ε), q)

Théorème

La structure de données résoud le problème de décision avec grande
probabilité

T(n) = O(n1+1/(1+ε) log2 n)

S(n) = O(d n + n1+1/(1+ε) log2 n)

Q(n) = O(d n1/(1+ε) log n)

Utile pour ε assez grand : ε = 10 ⇒ Q(n) = O(d n1/11)
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Conclusions

Le problème de la recherche de voisins a suscité beaucoup de
recherches

Pour obtenir des structures de données qui ne dépendent pas
exponentiellement de la dimension ambiante, il faut se limiter à
des approximations et/ou utiliser des algorithmes randomisés

Les projections aléatoires jouent un rôle central

D’autres problèmes qui n’ont pas été abordés

I k plus proches voisins
I tous les plus (k) proches voisins
I plus petite paire (2ième cours)
I Variantes de LSH (autres métriques)
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