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Géomeétrie algorithmique

Données, modéles, programmes

@ Modéles géométriques discrets
F. Cazals : Modéles géométriques pour la prédiction des interactions
macro-moléculaires
@ La puissance de l'aléa : algorithmes randomisés
P. Calka : Probabilités géométriques
© Le calcul géométrique
S. Pion : La bibliotheque logicielle CGAL
@ Génération de maillages
J-M. Mirebeau : Les deux réductions de Voronoi et leur application aux
équations aux dérivées partielles
© Courbes et surfaces
P. Alliez : Reconstruction de surfaces
© Espaces de configurations
A. de Mesmay : Dessin de graphes
@ Structures de données géométriques
D. Feldman : Core sets
© Géométrie des données
F. Chazal : Analyse topologique des données



0 Enveloppes convexes
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Calculer I'enveloppe convexe de n points du plan

P ={p1,....pn} CR?

COHV(P) = {27 )\ip,', )\i 2 0, Z:’ >\i = 1}
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Calculer I'enveloppe convexe de n points du plan

P = {pl, ...,pn} (- Rz

conv(P) = {> "7 \ipi, Xi>0, > PAi=1}

= { arétes [p;p;] telles que tous les points de P sont dans
un méme demi-plan limité par (p;p;) }
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Modele de calcul

Opérations élémentaires de codt unitaire

Prédicat d’orientation

bi

Xi Xj o Xk
Orient(pi,pj,pe) =signe | yi Y W
11 1
& n = signe (o — x;) (e — yi) — (0 — ¥i) (%

—xi)
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Analyse de complexité

Compter le nombre d’opérations élémentaires

Borne supérieure
g(n) =0(f(n)) <« 3C,N,Vn=>N, g(n) < Cf(n)

Borne inférieure
g(n) =Q(f(n)) < 3C,N,Vn>N, g(n)>C'f(n)

Borne exacte

g(n) =0(f(n)) <« 3C,C N, Vn=N, C'f(n) <g(n) <Cf(n)

Exemple : Le tri de n nombres par comparaisons :
T(n) = ©(nlogn)
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Calcul de I'enveloppe convexe de n points du plan

Entrée : un ensemble P de n points de R?

Sortie : la liste ordonnée dans le sens trigopnométrique des sommets
de I'enveloppe convexe conv(P)

@ Borne inférieure : Q(nlogn)

y=a?

conv({p;}) = tri({x:})
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Calcul de I'enveloppe convexe de n points du plan

Entrée : un ensemble P de n points de R?

Sortie : la liste ordonnée dans le sens trigopnométrique des sommets
de I'enveloppe convexe conv(P)

@ Borne inférieure : Q(nlogn)

y=a?

conv({p;}) = tri({x:})

@ Borne supérieure naive : O(n?)
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Lenjeu de la complexité algorithmique

p,,,,( _xx
log[2](x)
5.x 10104

LX= 10..1000000];

4. % 10107
3.%x 1010
2.% 1010

1.x 100

0

0 200000 400000 600000 800000 1000000

5 x 10'° secondes = 1585 ans !
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Un algorithme optimal
Algorithme de Graham

° R. Graham
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Un algorithme optimal
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Un algorithme optimal
Algorithme de Graham

R. Graham

T(n) = O(nlogn)
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Le cas de la dimension 3

Formule d’Euler pour les polyédres convexes de dimension 3

Les nombres de sommets, arétes et facettes vérifient

s—a+f=2

Diagramme de Schlegel

e
++
—

H_®»
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Enveloppe convexe de n points de R?

Complexité combinatoire

Formule d’Euler = n—a+f>2

Incidences arétes-facettes

a<3n—06

>
a0z = 25y

avec égalité quand les facettes sont toutes des triangles (position
générale)
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Enveloppe convexe de n points de R?

Complexité combinatoire

Formule d’Euler = n—a+f>2

Incidences arétes-facettes

a<3n—06

>
a0z = 25y

avec égalité quand les facettes sont toutes des triangles (position
générale)

@ Complexité combinatoire O(n)
@ Complexité algorithmique O(nlogn) ?
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Au dela de la dimension 3

Théoreme de la borne supérieure [McMullen 1971]

Lenveloppe convexe de n points de R a @(nL%J) faces
(de dimensions 0 jusqu’a d — 1)

: La complexité combinatoire d’'une enveloppe convexe varie de
d
2

d+1a0emll)
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Représentation d’'une enveloppe convexe

Graphe d’adjacence des facettes : GA = (V,E)

@ V = ensemble des facettes

e (f.fY e E ssi fnjf partage une aréte
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Algorithme incrémental
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Algorithme incrémental

S
7
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Algorithme incrémental

P;_1 : ensemble des i — 1 premiers
points insérés

conv(P,_1) : env. convexe a 'étape i

f = Ip1,p2, p3) est une facette rouge ssi son plan support
sépare p; de conv(P;)

<= orient(p1,p2,ps3,pi) X orient(p1,p2,p3, 0) <0

1 1 1
. 1 1 1 1
Orlent@()’]’l 7p2) = =

po p1 p2 p3 Yo Y1 y2
20 21 22

1
X3
V3
23
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Mise a jour de conv(P;)

facette rouge = facette dont le plan support sépare o et p;
horizon : aétes partagées par une facette rouge et une facette bleue

Mise a jour de conv(P;) :

@ Trouver 'ensemble des facettes
rouges

© Les supprimer et créer les
nouvelles facettes
[pi, gl, Vg € horizon i

© Créer les nouvelles adjacences
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Mise a jour de conv(P;)

facette rouge = facette dont le plan support sépare o et p;
horizon : aétes partagées par une facette rouge et une facette bleue

Mise a jour de conv(P;) :

@ Trouver 'ensemble des facettes
rouges

© Les supprimer et créer les
nouvelles facettes
[pi, gl, Vg € horizon i

© Créer les nouvelles adjacences

Complexité
proportionnelle au nombre de facettes rouges créées (ou supprimées) J
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Analyse de complexité

@ mise a jour proportionnelle au nombre
de facettes rouges

@ # nouvelles facettes = |conv(i,d — 1)]
= o(ilz))

@ localisation rapide : insérer les points
dans I'ordre lexicographique et chercher
une premiere facette rouge incidente a
pi—1 (qui existe nécessairement)
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Analyse de complexité

@ mise a jour proportionnelle au nombre
de facettes rouges

@ # nouvelles facettes = |conv(i,d — 1)]
=o(il7))

@ localisation rapide : insérer les points !
dans I'ordre lexicographique et chercher
une premiere facette rouge incidente a
pi—1 (qui existe nécessairement)

T(n,d) = O(nlogn) + O(X ", ilT))

d+1

= O(nlogn+nt 2 J))

Optimal en dimensions paires, quadratique pour d = 3
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Dualité entre polyedres convexes

Bijection x entre les faces qui inverse les relations d’inclusion

fcg & gcf
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Espace des droites et dualité

Dualité point/droite non verticale

droite h = {(x,y) : y = 2ax — b} — point dual »* = (a, b)

point p = (x,y) — droite duale p* = {(a,b) : y = 2ax — b}

Primal Dual

Se généralise en une dualité point/hyperplan en toutes dimensions
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Espace des droites et dualité

Dualité point/droite non verticale
droite h = {(x,y) : y = 2ax — b} — point dual »* = (a, b)

point p = (x,y) — droite duale p* = {(a,b) : y = 2ax — b}

Primal Dual

O ~LhmAvmlico~ ~m ttmem A imEEA it s rm o~ rim e m ~m s b~ A~ m e~ 19754



Enveloppe convexe et intersection de demi-espaces

h
hy *

Du point de vue algorithmique, calculer I'intersection de n
demi-espaces supérieurs de RY est équivalent a calculer
I'enveloppe convexe inférieure de n points de R?
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e Diagrammes de Voronoi et triangulations de Delaunay
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Diagrammes de Voronoi

Fonction distance et croissance

G. Voronoi
(1868-1908)

R. Descartes
(1596-1650)
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Diagrammes de Voronoi

Diagrammes de Voronoi dans la nature
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Diagrammes de Voronoi

Un ensemble P de n points de R?

Cellule de Voronoi Vipi) = {x: ||x —pill < llx—pjl, ¥}

Diagramme de Voronoi (P) = { ensemble des cellules V(p;), pi € P }
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Enveloppes inférieures de fonctions

@ Vor(p;) = {x: 6;(x) < 6;(x),V}

@ Vor(P) est la projection de I'enveloppe inférieure des ¢;
= le diagramme de minimisation des ¢;
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Enveloppes inférieures de fonctions

@ Vor(p;) = {x: 6;(x) < 6;(x),V}

@ Vor(P) est la projection de I'enveloppe inférieure des ¢;
= le diagramme de minimisation des ¢;

° 6i<x)S6j(x> And hPi:pi'x_PizZth:pj'x_pj2

@ Vor(P) est la projection de I'enveloppe supérieure des #,,
= le diagramme de maximisation des £,
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Triangulations d’ensembles finis de points

Assemblage de simplexes

Triangulation de P : un ensemble maximal de d simplexes tel que

@ deux simplexes ne s’intersectent pas ou s’intersectent selon une
face commune

@ l'union des simplexes = conv(P)
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Triangulations de Delaunay
Sur la sphere vide, Boris Delaunay (1934)

Del(P) est le nerf de Vor(P)
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Triangulations de Delaunay
Sur la sphere vide, Boris Delaunay (1934)

Del(P) est le nerf de Vor(P)

Théoréme

Si aucune hypersphere ne contient d + 2 points de P, alors
Del(’P) est une triangulation de P
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Démonstration du théoréme de Delaunay

Linéarisation

o hypersphére d’équation o(x) =0

o(x) =x*—2c-x+s, s=c*—r?
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Démonstration du théoréme de Delaunay

Linéarisation

o hypersphére d’équation o(x) =0

o(x) =x*—2c-x+s, s=c*—r?

a<x)<o@{zf2§'x‘s e

=X

&%= (x,x*) € hy
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Démonstration du théoréme de Delaunay

Triangulation de Delaunay et enveloppe convexe

P en position générale pour les sphéres < P en position générale
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Démonstration du théoréme de Delaunay

Triangulation de Delaunay et enveloppe convexe

P en position générale pour les sphéres < P en position générale

o un simplexe, B, sa boule circonscrite
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Démonstration du théoréme de Delaunay

Triangulation de Delaunay et enveloppe convexe

P en position générale pour les sphéres < P en position générale

o un simplexe, B, sa boule circonscrite
o € Del(P) & Vi, p; & B,
& Vi, pi € hy.

& & est une face de conv— (P)

Del(P) = proj(conv™ (P)) J

29/54



Correspondance entre structures

hy, t Xgp1 = 2p; - x — p? pi = (pi,p}) = b,

V(P)=htn...0hi duali D(P) = conv—({p1,...,pn})
T \:
Diag. de Voronoi de P Jerl Triang. de Delaunay de P

Le diagramme commute si P est en position générale pour les sphéres
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9 Molécules et diagrammes affines
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Mousses et molécules

Diagrammes de sphéres et unions de boules
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Boules orthogonales

Boule : b(p,r) = {x e R : ||p —x|| < r}

(Hyper)-sphére : db(p,r) = {x e R? : |p — x| = r}

« Distance » entre boules : D(by,by) = (p1 — p2)> — r? — 13

Boules orthogonales : D(b1,b;) =0

D(b],bz) <0 D(b],bz) =0 D(bl,bz) >0

33/54



Puissance d’un point par rapport a une boule

Puissance de x par rapport a b : D(x,b) = (x — p)* — r?

: D n’est pas une distance
7\

x€inthb < D(x,b) <0
x€db < D(x,b)=0
x¢b < D(xb)>0
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Hyperplan radical

@ Lensemble des points qui ont méme puissance par rapport a deux
boules b (p1, 1) and by(p,, r2) est un hyperplan
D(x,b) =D(x,b) <= (x—p)—1 =@x—p)? - L2

<~ —-2pix —|—p% — rf = —2prx —&—p% — r%
= 2p—p)x+(Pi—r)—(p3—r3)=0

OCP ©
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Hyperplan radical

@ Lensemble des points qui ont méme puissance par rapport a deux
boules b (p1, 1) and by(p,, r2) est un hyperplan

D(x,b)) =D(x,b) <= (x—p))’—ri =(x—p2)°—13 défrf

<~ —-2pix —|—pf — rf = —2prx —&—p% — r%
= 2p—p)x+(Pi—r)—(p3—r3)=0

OCP ©

@ Lhyperplan radical est 'ensemble des centres x des boules B(x, r,)
orthogonales a b, et a b,
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Centre radical

Il existe un unigue point qui a méme puissance par rapport a d + 1
boules by, ..., by de R¢

ce point est le centre de 'unique boule orthogonale a by, ..., by

Boules en position générale : aucune boule n’est orthogonale a d + 2

boules de B
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Diagrammes de Laguerre (de puissance)

B ={bi,....b,}

Cellule de Voronoi : V(b;) = {x : D(x,b;) < D(x, b;)Vj}
Diagramme de Voronoi de 5 : = { ensemble des cellules V(b;), b; € B}
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Triangulations de Delaunay de boules

Vor(B) Del(B) est le nerf de Vor(B)
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Triangulations de Delaunay de boules

Vor(B) Del(B) est le nerf de Vor(B)

Théoréme

Si les boules sont en position générale, alors Del(B) est une
triangulation de P’ C P
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Correspondance entre structures

hbi:xd+1=2p,-~x—p,-2+r,-2 Bi=(pi,p?—r?)=hi,»

V(B)=hi 0.0k dualie D(B) = conv=({by,...,b,})
T 1
Diag. de Voronoi de B Derl Triang. de Delaunay de B

Le diagramme commute si B est en position générale
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Diagrammes affines

Sites + fonctions distance tels que les médiateurs sont des hyperplans

Théoréme [Aurenhammer]

Tout diagramme affine de R? est le diagramme de Laguerre d'un
ensemble de boules de R?

Exemple : Lintersection d’'un diagramme de Voronoi avec un espace
affine est un diagramme de Laguerre
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Diagramme de Voronoi d’ordre k

Un exemple de diagramme affine

Chaqgue cellule est 'ensemble des points qui a les mémes & plus proches

sites
41/54



Les diagrammes de Voronoi d’ordre k sont des
diagrammes de Laguerre

S1,8,, ... les sous-ensembles de k points de P

5(x,S) = % > (x—p)

PES;
2 2 1 2
= Pt
PES; PES;
= D(bi,x)

ol b; est laboule centréeen ¢; = ;> o p derayon rf=c; -1 X P’

x € Vor(S;) & 0(x,8) <o(x,S;) V)
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Triangulation restreinte a une molécule

y=bNV(b Vor|;(B) = {f € Vor(B), fnU# 0}

U Upes () Del|;(B)
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© Modeéles de croissance et variations algébriques
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Fonctions distance et modeéles de croissance
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Diagrammes de M&bius

‘V/ - (Ph Aia,U/i)
om(x, Wi) = Nillx = pil|* — i

Mob(W;) = {x,6(x,0;) < §(x,0)}
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Diagrammes de M&bius

HU - Oyh Aiaﬁ”)
om(x, Wi) = Nillx = pil|* — i

Mob(W;) = {x,6(x,0;) < §(x,0)}

Les médiateurs sont des hyperspheres (hyperplans ou ()
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Linéarisation
Un diagramme de Mébius de R? est |a restriction d’un diagramme affine de R¢"!

f/// \\\:
&\ h(/a/)/%
—
Q \\ ) /
N
f @ 7
/ //

Relever les médiateurs sphériques sur Q et prendre les hyperplans polaires

Les hyperplans définissent un diagramme affine Vor(B) dans R¢+!

Le faces du diagramme de Mdbius sont les projetés des faces de Vor(B) N Q
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Corollaires

@ Tout diagramme sphérique (i.e. dont les médiateurs sont des
hypersphéres) est un diagramme de Mdbius
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@ Tout diagramme sphérique (i.e. dont les médiateurs sont des
hypersphéres) est un diagramme de Mdbius

© Lensemble des diagrammes de Mébius est stable par
transformation de Mébius

© Lintersection d’un diagramme sphérique avec un espace affine
est un diagramme sphérique

48/54



Corollaires

@ Tout diagramme sphérique (i.e. dont les médiateurs sont des
hypersphéres) est un diagramme de Mdbius

© Lensemble des diagrammes de Mébius est stable par
transformation de Mébius

© Lintersection d’un diagramme sphérique avec un espace affine
est un diagramme sphérique

o - le nerf d’'un diagramme de Mbbius a une réalisation dans
R4 mais n’est pas (en général) une triangulation de R¢

48/54



Diagrammes de Voronoi anisotropes
Métrique en p : M,, : matrice d x d symétrique, définie positive

dp(,y) =/ (x = y)' My (x — )

[Labelle & Shewchuk 2003]

V(p) = {x:dy(x,p) < dy(x,q) forall p,q e P}
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Linéarisation

A tout point x = (xy,...,xs) € R?, on associe les deux points
7 d(d+1)
o) = (wx,1<i<j<d)eR 2
2 o d(d+3
b = (oéw) ew?, p= 13

et on définit © comme la « surface » de dimension d de RP
Q= {4(x), xer'}.

Théoréme : Le diagramme anisotrope de P est la projection de la
restriction du diagramme de Laguerre d’'un ensemble de n boules

restreinta Q
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Diagrammes d’Apollonius (ou Johnson-Mehl)

0; = (Pi7ri)
d(x,00) = lx = pill =7

Les médiateurs sont des nappes
quadratiques

Apo(o;) = {x,0(x,0;) < d(x,07)}
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Un lien entre diagrammes d’Apollonius et de Mdbius

oo un hyperplan de R? (x; = 0)
un ensemble fini d’hyperspheres {o; = (p;,w;)}!,

V(oo) = {x € R : d(x, 00) < d(x,0:),Vi}
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Un lien entre diagrammes d’Apollonius et de Mdbius

oo un hyperplan de R? (x; = 0)
un ensemble fini d’hyperspheres {o; = (p;,wi)}",

V(oo) = {x € R : d(x, 00) < d(x,0:),Vi}

Lemme de projection
La projection verticale de 0V (o) sur oy est un diagramme de Mdbius J
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Le lemme de projection se généralise a tout ensemble de sphéres

Question ouverte : quelle est la complexité combinatoire d’'un
diagramme d’Apollonius en dimensions paires > 2 ?
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Questions pour la suite du cours

@ Algorithmes de construction optimaux
@ Complexité combinatoire et algorithmique « en pratique »
@ Métriques plus générales

@ Triangulation de surfaces
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