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Apercu de |'exposé
@ Un mélange gazeux dans le poumon

L. Boudin (UPMC & INRIA)

on gazeuse dans le poumon



Un mélange gazeux dans le poumon

Compositions de ['air

Air = mélange gazeux a plusieurs composants, principalement :

azote | oxygéne | eau | dioxyde de carbone
(N2) | (O2) | (H20) (€CO2)
atmosphérique (sec) | 78% 21% 0% 0%
pulmonaire (humide)
av. éch. gazeux 74.3% | 19,5% 6,2% 0%
pulmonaire (humide)
apr. éch. gazeux 74.3% | 14,2% 6,2% 5,3%
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Un mélange gazeux dans le poumon

Modéles d'écoulement de I'air dans le poumon

o Générations 1-7 : régime
principalement convectif
— Navier-Stokes

Schéma descriptif

) o @ Générations 8-14 : régime mixte
des voies aériennes

o Générations 15-23 : régime
principalement diffusif

— quel modéle?
Hypothése dans les voies distales :

convection négligée = régime purement diffusif
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Un mélange gazeux dans le poumon

Echanges gazeux dans I'alvéole

De nombreux schémas décrivant les échanges gazeux avec le sang depuis
I"alvéole sont disponibles en ligne.

Diffusion pilotée par les pressions partielles en O, et CO,

L. Boudin (UPMC & INRIA) Diffusion gazeuse dans le poumon 14 janv. 2011, 6 /40



1 7z
Apercu de |'exposé
@ L'expérience de Duncan et Toor
o 5 = = DA



L’expérience de Duncan et Toor

Description de |'expérience

Mélange de trois gaz parfaits : dioxyde de carbone, azote, hydrogéne

Réservoir n°1 : Réservoir n® 2 :
: ° .
CO, (50%) et Na (50%) Ha (50%) et N (50%)
reservoir 1 reservoir 2

capillaire
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L’expérience de Duncan et To.

Phénomeénes de diffusion étranges
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L’expérience de Duncan et Toor

Plusieurs types de diffusion

flux d’azote

diffusion psmotique /

barnere de \

diffusion

—grad (concentration azote )

diffusion
remontante

diffusion standard
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Les équations de Maxwell-Stefan Présentation du modéle

Equations de Maxwell-Stefan

Mélange de I > 2 espéces dans () C IR® ouvert borné de bord régulier
Espéce i : concentration ¢; — fraction molaire ¢; — flux molaire N;

@ Systéme fermé et régime purement diffusif = diffusion équimolaire :
ZNi =0etC:= Zci constante
i i

o Systeme fermé = N30 =0

e Conservation de la masse 9;¢; + V,-N; =0

. 1 «GNi —GiN;
@ Loi de Maxwell-Stefan —V,&; = C];Dl]

a comparer avec la loi de Fick —D;V.&; = N;,

Dj; coeff. de diffusion binaires, D; coeff. de diffusion effectifs
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Les équations de Maxwell-Stefan Présentation du modéle
Dérivation en 1D

[§ Krishna, Wesselingh. Chem. Eng. Sci. 52, 1997

@ Hypothése des gaz parfaits
@ Equilibre entre forces de pression et de friction
. . , . . RT
@ Force de pression molaire de |'espéce i : —C—axci

1

. . . . . RT
e Forces de friction molaire de I'espéce j sur i : D—Cj(ui — 1)
ij
@ Relation d'équilibre

1 1
— 2 0xC; = Z —
Ci i7 Di

Gi(u; — uj)

@ Lien flux / vitesse molaire : N; = C¢u;
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Les équations de Maxwell-Stefan

Présentation du modéle

Maxwell-Stefan vs. Fick dans le poumon

@ Modeles pertinents pour I'air dans un poumon sain

@ Air — heliox / oxhel := hélium (79%) + oxygéne (21%)
pour BPCO (emphyséme, bronchite chronique)
@ Voies proximales : pas d’effet inflammatoire de I'hélium

@ Voies distales : absorption d'oxygéne améliorée

Voir
[§ Thiriet et al. Bull. Eur.
Physiopathol. Respir. 15, 1979

[§ Chang. Fed. Proc. 39, 1980
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Les équations de Maxwell-Stefan Présentation du modéle

Contexte mathématique

Beaucoup de littérature en physique mais
peu de contributions mathématiques a notre connaissance, sauf

[§ Giovangigli. Multicomponent flow modeling, Birkhauser, 1999

@ Bothe. Proc. Conf. Nonlinear Parabolic Problems, a paraitre
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Apercu de |'exposé

© Les équations de Maxwell-Stefan

@ Mélange a trois espéces

o & - = DA
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Les équations de Maxwell-Stefan

Forme réduite du systéme

Inconnues &1, Ny, &2, N»

0Ci+Vy-N; = 0 1<i<2
1
D_Nl +aNilr —aNxG1 = —Vily
13
1
D—Nz — BN1&o +BN2G1 = —Vilo
23
avec
1 1 1 1

N = , =
D12 D13 'B D12 D23

Pour I'espéce 3: 63 =1- Cl — (:2, N3 = —N1 —Nz

[m] = = =
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Les équations de Maxwell-Stefan Mélange a trois espéces

Convergence vers |'équilibre en temps grand

Théoréme (a = 0)

Soient 7', & L®(Q)) positives telles que &' + ¢y < 1.
o Existence et unicité des solutions réguliéres Vt > 0
©(12>0,82>0
o [|18a(t )l = 17 las 182(E )l = 185 M2, VE =0

@ Pour 0 €]0,1], il existe Ky > 0 telle que, si on pose

Ke

B0 = 2 [ @—&afdvt 5 [ (@ &)

alors E(t) < E(O) exp (—29 min(Dlz, D23) Cd/Qt), ol Cd,Q est la
meilleure constante pour 'inégalité de Poincaré sur Q).
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Les équations de Maxwell-Stefan Mélange a trois espéces

Convergence vers |'équilibre — éléments de preuve

e m= min(Dlz,D23), M = max(Dlz, D23)
o Equation de la chaleur sur & =

14 ]
EE/(Cl—Cl)zdxﬁ —Du/ IV 2 dx
JQO O

@ Pour ¢ :

1d

24t Q<§2_62)2dx£ _/Q’YW@VCZX_[%DH/Q’YVQ-szdx

-1
avec 7y = <D123 t ﬁ@) € [m, M|

@ On conclut en utilisant ab < ea”® + b*/4¢ pour tout £ > 0.
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Les équations de Maxwell-Stefan Mélange a trois espéces

Un peu d'analyse numérique, d =1

Hypothése : Do3 > D13 > Dy, ie. v, >0
o Subdivision réguliére (x; := jAx)o<j<; de O = (0,1)
o (; estimée en xj, 1/, = (j+1/2)Ax
@ N; estimé en x;

Pour At > 0 et i € {1,2}, on considére les approximations suivantes

g~ Ci(kALXj11/2), k€N, 0<j<]-1,

1

N~ Nkt x;), keN, 0<j<],

1

gk %(g +§’”1), keN, 1<j<].

1
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Les équations de Maxwell-Stefan Mélange a trois espéces

Schéma aux différences finies

Paramétre de diffusion o = At/ Ax?

o Conservation de I'espéce i

g(k+1/j) _ é’l(kr]) — [NZ-(k’j+l)Ax _ Ni(kr]')Ax

1

o Maxwell-Stefan — systéme linéaire d'inconnues N%k’j)Ax, Nék’j)Ax

(kj—1) (k,j)
T acl 1/2)] NED _ g1/ ki) _ & &

D13 Ax
(kj—1) (k,j)
(kj-1/2) (ki=1/2) | ~:(kj G -G
,B(Zz ] ) |: +:B€1 ]~ ( ) _ 2 o 2

L. Boudin (UPMC & INRIA) Diffusion gazeuse dans le poumon 14 janv. 2011, 22 / 40



Les équations de Maxwell-Stefan Mélange a trois espéces

Propriétés du schéma

Proposition (conservation de la masse totale de chaque espéce)

Z gi(kJrLj) _ Z Ci(k/j) + ‘72 Ax {Ni(k,j) ,]+1 } Z g k)
j j j

Proposition (consistence, stabilité si D13 = D1»)
@ Schéma d’ordre 1 en temps et 2 en espace
@ Schéma stable L si 0Dy < 1/2

Immédiat pour {1 car solution de I'équation de la chaleur

Quand « # 0, le schéma semble rester stable sous la méme condition.
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Les équations de Maxwell-Stefan

Preuve de la stabilité — lemme
On introduit

2 + ﬁDu(u — Z))

A(u,v) = 0Dy Vu,vel01].

2+ BDys(u+v)’
On vérifie
o= —aDmem Rl <
B~ P g =

et on obtient
oD < A(u,v) <Dy,  Yuove[01]

[m] = = =
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Les équations de Maxwell-Stefan Mélange a trois espéces

Preuve de la stabilité — fin
o X =l y =g 7z - gltD ¢ o1
@ Schéma pour ¢ :

&) = (1-A(Y,Z) - A(Y, X)E + Az, V) e+ A, Y)Y

°e =, (k+1)) > 0 sous la condition de stabilité

@ Récurrence sur k € IN : @'ik’j) + é‘ék’]) <
:>€§k+1] +€k+1] <F(X,Y,Z)El'
alors que

F(X,Y,Z) = (1—20D1)Y + 0D1p(X + Z)
+(1-A(Y,Z) =AY, X))(1-Y)
+AZY)1-2)+AX,Y)(1-X)
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Wkt & Gl Gapses
Convergence numérique vers |'équilibre

Cas général (coeff. binaires distincts, Duncan et Toor)
D1, = 0,833, D13 = 0,680, Dy3 = 0,168

Condition initiale :

et &H(x)=02, VxeQ

in 0,8 si0<x<0,5
Cl(x):{

0 si0,5<x<1

0.003 : :

I
r — L2-distance from equilibrium for species 2| |
00025 — /\ —
2 0002
5 "
§ A
200015 ‘ B
Y
g L
E A 0001 —, A
i
{
] 0.0005 # -
[ I
2 % 05 1 15 2

Evolution de E et ||¢2 — (2|7, en fonction de
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La limite d’'un modéle cinétique

Apercu de |'exposé

@ La limite d’'un modéle cinétique
o Contexte mathématique
@ Noyaux de collision, propriétés
o Limite de diffusion

L. Boudin (UPMC & INRIA) Diffusion gazeuse dans le poumon 14 janv. 2011, 27 / 40



Apercu de |'exposé

@ La limite d’'un modéle cinétique

o Contexte mathématique

o & - = DA
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La limite d’'un modéle cinétique Contexte mathématique

Contexte mathématique

e Sixiéme probléme de Hilbert : « (...) Boltzmann's work on the
principles of mechanics suggests the problem of developing
mathematically the limiting processes (...) which lead from the
atomistic view to the laws of motion of continua »

@ Une seule espéce, pas de mélange

[§ Bardos, Golse, Levermore. C. R. Acad. Sci. 309, 1989 ;
J. Statist. Phys. 63, 1991 ; Comm. Pure Appl. Math. 46, 1993

[d Golse, Saint-Raymond. Invent. Math. 155, 2004

@ Mélange, avec ou sans réaction chimique

[§ Sirovich. Phys. Fluids 5, 1962
[3 Desvillettes, Monaco, Salvarani. Eur. J. Mech. B 24, 2005
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La limite d’'un modéle cinétique Contexte mathématique

Modélisation cinétique

Pas de réaction chimique, interactions mécaniques

Fonction de densité de nombre normalisée f;
dépendant de t > 0, x € R, v € R?

Ci(t,x) = / ﬁtxv)dv

concentratlons et fractions molaires égales (C = 1)
Masse d’une molécule de I'espéce i : m;

Collisions microscopiques (112;, ") et (m;,v.,) + (m;,v) et (m;, v.),
obtenues par conservation de la quantité de mouvement et de |'énergie

v = i j m;v + miv, + milv — v, | w

/ 1 . . o — )

v, = i j(m,v—i— Miv, — m|v — v, | w
ol w € 541
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Apercu de |'exposé

@ La limite d’'un modéle cinétique

@ Noyaux de collision, propriétés

o & - = DA
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Wz iz el prerc:
Noyaux de collision
@ Noyaux mono-espéces

Qm(ff /U*E]Rd /aJESd 1 U U, W ) [f(v )f(U*) _f(v)f(vx)} dvu, dw

Hyp. de microréversibilité : B;(v,v.,w) = B;(v,,v,w) = B;(v, v, w)

o Noyaux bi-espéces, i # j
v) = / R /wesd,1 Bjj(v, 0., w) [f(v")g(v)) — f(0)g(v.)] dv.dw

Hyp. de microréversibilité : B;(v, v., w) = Bj(v., v, w) = Bj;(v', 0., w)

o Formulations faibles, par exemple :
| Q9@ gi(o) do
vele .
= /v’v*ew /weS"’—l Bij(v,vs, w) f(0)g(v) [¢i(v") — ¢i(v)] dw dvdo,
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Wz iz el prerc:
., Ve . m b
Propriétés conservatives de Q7' et Qi].
@ Noyaux mono-espéces

1

[ aene | o |a=o
veER |U|2/2

o Noyaux bi-espeéces, i # j

/z;e]Rd ?j(f’g)(v) dv=0

/ve]Rd if:8)() < m:rglgj/2 ) a0
# [ Qeno) (18, ) do=o0
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Werzzrez il cellfiem, prepric:
Théoreme H — Hyp.: B;, B;j > 0

Théoréme
@ Pour tout f; := fj(v) > 0 ou cela a un sens, on a

i b 1( )
/ ;/ve]Rd <Q1 (fifi) (v) +]§;Q1](fuﬁ)(0)> log( > v<0
@ Equivalence entre

2) QP (ff) = 0. Qy(fuf) = 0
DY [ (Q?%fz )+ Q) (0 >log(f;‘f,?)dv=0

i
(c) lexiste T >0etuc R tels que, pour tout 1,

fi(v) =G (ZTT})M exp (—%\v— u|2) .
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La limite d’'un modéle cinétique Noyaux de collision, propriétés

Modéle rééchelonné

@ Paramétre de rééchelonnement :
libre parcours moyen ¢ > 0 (~ Kn ou Ma)

@ Sections efficaces : molécules maxwelliennes
Bij(v,v.,w) = Bjj(w), Bj € L', Bjj(w) = Bji(—w), ||Bjjll1 = I|Bjillx

o Equations de Boltzmann posées dans |0, +co[; x (2, x RY,

[Q? i)+ (ZQE} ﬁff))]

J#i

Eatfl8+7) Vxﬁs —

oM | =

o Reéflexions spéculaires sur d() :
fitx,0) = ff(t,x,0—2(v- vo)1x), (tx,0) € RT x 90 x R?
e Condition initiale :
m.

| RN |
f£(0,x,0) = &n(x) (271Ti"> exp (—m;lv|?/2T™)
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Apercu de |'exposé

@ La limite d’'un modéle cinétique

@ Limite de diffusion

o & - = DA
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La limite d’'un modéle cinétique Limite de diffusion

Passage a la limite

o (i(t,x) = / dff(t,X,U) dv — &;(t,x) quand ¢ — 0
veR

1
o Ni(t,x) = g/ 0ff(t,%,0)do — Ni(t,x) quand & — 0
€R
N; < +o0: hygothése de travail habituelle en limite diffusive

o ff — f; a I'équilibre mécanique, donc f; de la forme

50 =200 (o) exp (o,

e eNf - 0=u=0
@ Pression uniforme, C = ) ¢; = 1 et hyp. gaz parfait = T = C*
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La limite d’'un modéle cinétique Limite de diffusion

Conservation de la masse

@ On intégre |'équation de Boltzmann par rapport & v € R? :

> (o) + 19, ([ ore)ae) =0,

ou les opérateurs de collision disparaissent par invariance.

@ Puis on faite — 0 ;
0:C;i + V- N; = 0.
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La limite d’'un modéle cinétique Limite de diffusion

Conservation de la quantité de mouvement

@ On multiplie I'équation de Boltzmann par v,, 1 < ¢ </,
et on intégre par rapport 3 v € R? :

Saat/ wff(v)dv+vx-</ wff(v)vdv)
/}Rd v Q(ff i) (v) dv =
&

ou l'opérateur de collision mono-espéce disparait par invariance.

@ Régles de collision et formulation faible de Q;’j =

1
P = —
©r = ml +m] [//de /Sd 1 >f] (v4) (vsp — vy) dwdv, dv

+ /]de /5d ] (0)ff (04) |[v = vs|wp dew do, dv
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Passage a la limite
0oc— 0=
.

\Y (/]Rdvgfi(v)vdv> =)y ——

W%+%
e Terme V, - (

“ 1]||L1 (Cl( )f_‘:](N )6)
)

4, 95
:k:Z‘ia—xk/IRdUgvk (

i N2 oot g, _ T 9Gi
2nT m; dxy
o Loi de Maxwell-Stefan (C = 1)
EN; — &
_vxgi _ Z Jo i

i#z  Di

N; _1 mym|| B
avec D, = ————
] (Wli —+ m])T

o <3 =, (= fao
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