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(t,x,v)€[0,00) x QxRP

QCRP, D>2 (D=1)

\v—u\z &quilib
. . . . ) _ P R LAw... equilibre
Distribution maxwellienne: f(t,x,v) = = e~ 20 (statistique)

Une densité de particules: f(t,x,v) >0

L'équation de Vlasov-Maxwell:

Otf +v-Vyf+(E+vxB)-V,f=0
OtE — Vi x B=— [pp vidv

B+ VyxE=0

Vi E = [po fdv

(Vi -B=0
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\v—u\z &quilib
. . . . ) _ P R LAw... equilibre
Distribution maxwellienne: f(t,x,v) = = e~ 20 (statistique)

L'équation de Vlasov-Poisson-Boltzmann:

Une densité de particules: f(t,x,v) >0

Oef + v - Vxf +E-V,f=Q(f,f)
E=-Vi
Vi E= Dy = [op fdv

D. Arsénio Concentrations et hypoellipticité



Les équations cinétiques
introduction et exemples

(t,x,v)€[0,00) x AxRP

Une densité de particules: f(t,x,v) >0 OCED. D>2 (D=1)

\v—u\z &quilib
. . . . ) — P — 7 equilibre
Distribution maxwellienne: f(t, x, v) pe (statistique

D. Arsénio Concentrations et hypoellipticité



Les équations cinétiques
introduction et exemples

(t,x,v)€[0,00) x AxRP
QCRP, D>2 (D=1)

\v—u\z &quilib
. . . . ) _ P R LAw... equilibre
Distribution maxwellienne: f(t,x,v) = = e~ 20 (statistique)

L'équation de Vlasov-Maxwell-Boltzmann:

Une densité de particules: f(t,x,v) >0

;

Of +v - Vof + (E+v x B)-Vof = Q(F, )
OtE — Vi x B=— [pp vidv

0B+ VyxE=0

Uy E = [y fdv
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Les équations cinétiques
introduction et exemples

(t,x,v)€[0,00) x AxRP

Une densité de particules: f(t,x,v) >0 OCED. D2 (D=1)
. . . . lv—ul? cquilib
. _ p _vul équilibre
Distribution maxwellienne: f(t,x,v) = = e~ 20 (statistique)

Le dénominateur commun de toutes ces équations est |'équation de

transport cinétique:
8tf +v- fo =8

L'étude des phénomenes régularisants et compactifiants de
I'équation de transport est capitale.

Sans perte de généralité, on considére |'équation de transport sta-

tionnaire:
v Vxf(x,v)=g(x,v)
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Régularité et compacité dans I'équation de transport
lemmes de moyennes

‘v - Vxf(x,v) = g(x, v)‘

Théoreme (Golse, Lions, Perthame, Sentis '85 '88 - Agoshkov '84)

Si f,g € L (RP x RP), alors, pour tout y € C5° (RP),

/RD f(x,v)p(v)dv € H2 (]RD) .
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Régularité et compacité dans I'équation de transport
lemmes de moyennes

‘v - Vxf(x,v) = g(x, v)‘

Théoreme (Golse, Lions, Perthame, Sentis '85 '88 - Agoshkov '84)

Si f,g € L (RP x RP), alors, pour tout y € C5° (RP),

/RD f(x,v)p(v)dv € H2 (]RD) .

Idée de la preuve: Ecrire en Fourier iv - nf(n,v) = g&(n,v), puis
décomposer, pour une troncature x € C§° (RP) telle que x(0) =1,
1—x(Av-n),

F(n,v) =x(\v-n)F(n,v)+ g(n.v).

iv-n

Optimiser en A > 0 pour conclure.
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‘v - Vxf(x,v) = g(x, v)‘

Théoreme (DiPerna, Lions, Meyer '91 - Bézard '94)

Sif,gelP (RD X ]RD), 1 < p <2, alors, pour tout
p € C§° (RP),

f(x,v)e(v)dv € WP (RD> .
RD
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Régularité et compacité dans I'équation de transport
lemmes de moyennes

‘v - Vxf(x,v) = g(x, v)‘

Théoreme (DiPerna, Lions, Meyer '91 - Bézard '94)

Sif,gelP (RD X ]RD), 1 < p <2, alors, pour tout
p € C§° (RP),

f(x,v)e(v)dv € WP (RD> .
RD

Idée de la preuve: Interpoler le cas précédent dans L2 avec le cas
dégénéré dans L1 (c'est-a-dire f,g € L' = [ fpdv € L1).
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Régularité et compacité dans I'équation de transport
lemmes de moyennes

(1-A))% g(x,v)

N[®

v-Vif(x,v) =(1—-Ax)
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Régularité et compacité dans I'équation de transport
lemmes de moyennes

Théoreme (DiPerna, Lions, Meyer '91 - Bézard '94)

Sif,gELP(]RDXRD), l<p<2 eta>00<p6<1, alors,
pour tout ¢ € C§° (RP),

/RD F(x, v)p(v)dv € WP (]RD> :
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Le cas dégénéré L1
apparition de concentrations
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Peut-on au moins espérer obtenir la compacité des moyennes
f fapdv dans le cas limite ou f, et g, sont uniformément bornées
dans L! (RP x RP)?
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Le cas dégénéré L1
apparition de concentrations

‘ V- fo,,(x, V) — gn(Xa V) ‘

Peut-on au moins espérer obtenir la compacité des moyennes
f fapdv dans le cas limite ou f, et g, sont uniformément bornées
dans L' (RP x RP)? Non.

Contrexemple: Considérons f, et g, tels que f, + v - Vf, = g, et
8n —" Ofx=0,v=vo}, OU vo 7# 0. Alors

o
fn = / e °gn(x — sv,v)ds
0
et donc

/ (%) / £ (x, V) (v) dvdx — / (sv0)dso(vo).
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Le cas dégénéré L1
apparition de concentrations

‘ V- fo,,(x, V) — gn(Xa V) ‘

Proposition (Golse, Lions, Perthame, Sentis '88)

Si f et gn sont uniformément bornées dans L' (RP x RP) et
équi-intégrables, alors, pour tout ¢ € C5° (RD )

/ fo(x, v)p(v)dv est relativement compacte dans LL_ (RD) .
RD

Une suite f,(x, v) uniformément bornée dans L' (RP x RP) est
équi-intégrable si, pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que

|A] < 5:>sup/ |fa] dxdv < e.
n Ja

v
D. Arsénio Concentrations et hypoellipticité




Le cas dégénéré L1
apparition de concentrations

‘ V- fo,,(x, V) — gn(Xa V) ‘

Proposition (Golse, Lions, Perthame, Sentis '88)

Si f et gn sont uniformément bornées dans L' (RP x RP) et
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Le cas dégénéré L1
apparition de concentrations

‘ V- fo,,(x, V) — gn(Xa V) ‘

Proposition (Golse, Lions, Perthame, Sentis '88)

Si f et gn sont uniformément bornées dans L' (RP x RP) et
équi-intégrables, alors, pour tout ¢ € C5° (RD )

/ fo(x, v)@(v)dv est relativement compacte dans LiL (RD) .
RD

Remarques:

@ Réle capital dans la démonstration de DiPerna et Lions ('89)
d’existence de solutions renormalisées a |'équation de Boltzmann.

. Jia o
@ Ne contient pas le cas v - V,fu(x,v) = (1 — A)2 (1 - A))2 gp.

@ Ce résultat n’est pas optimal et ne traite que les oscillations.
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Le cas dégénéré L1

transfert d'équi-intégrabilité

‘ V- fo,,(x, V) — gn(Xa V) ‘

Théoreme (Golse, Saint-Raymond '02)

Si f, et g, sont uniformément bornées dans L' (]RD X RD) et
f» > 0 est équi-intégrable en v, alors, pour tout ¢ € C5° (RP),

/ fo(x, v)@(v)dv est relativement compacte dans L. (]RD) .
RD

Définition

Une suite f,(x, v) uniformément bornée dans L' (RP x RP) est
équi-intégrable en v si, pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que

sup |[{veRP: (x,v) € A}| <6:>sup/|f,,|dxdv<a.
n Ja

xERP
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transfert d'équi-intégrabilité

‘ V- fo,,(x, V) — gn(Xa V) ‘

Théoreme (Golse, Saint-Raymond '02)

Si f, et g, sont uniformément bornées dans L' (RD X RD) et
f» > 0 est équi-intégrable en v, alors, pour tout ¢ € C5° (RP),

/ fo(x, v)@(v)dv est relativement compacte dans L. (]RD) .
RD
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Le cas dégénéré L1

transfert d'équi-intégrabilité

‘ V- fo,,(x, V) — gn(Xa V) ‘

Théoreme (Golse, Saint-Raymond '02)

Si f, et g, sont uniformément bornées dans L' (RD X RD) et
f» > 0 est équi-intégrable en v, alors, pour tout ¢ € C5° (RP),

/ fo(x, v)@(v)dv est relativement compacte dans L. (]RD) .
RD

Idée de la preuve: f, et g, satisfont trivialement

{(at v Vi) Falx, v) = galx, V),
fo(t = 0) = fu(x, v).

Formule de Duhamel: f,(x, v) = fo(x—tv, v)—|—f0t gn(x—sv,v)ds. Intégrer
sur de petits ensembles en x puis optimiser le paramétre d'interpolation t.
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transfert d'équi-intégrabilité

‘ V- fo,,(x, V) — gn(Xa V) ‘

Théoreme (Golse, Saint-Raymond '02)

Si f, et g, sont uniformément bornées dans L' (RD X RD) et
f» > 0 est équi-intégrable en v, alors, pour tout ¢ € C5° (RP),

/ fo(x, v)@(v)dv est relativement compacte dans L. (]RD) .
RD
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Le cas dégénéré L1

transfert d'équi-intégrabilité

‘ V- fo,,(x, V) — gn(Xa V) ‘

Théoreme (Golse, Saint-Raymond '02)

Si f, et g, sont uniformément bornées dans L' (RD X RD) et
f» > 0 est équi-intégrable en v, alors, pour tout ¢ € C5° (RP),

/ fo(x, v)@(v)dv est relativement compacte dans L. (]RD) .
RD

Remarques:
@ La condition f, > 0 n'est pas nécessaire, car v - V, |f,| = |T;7"|gn-
n

@ Role capital dans la démonstration de Golse et Saint-Raymond ('04)
de la limite hydrodynamique de Boltzmann vers Navier-Stokes.

[=3
2

@ Ne contient pas le cas v - V,fp(x,v) = (1 — AX)% (1-4A))7 g
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Le cas dégénéré L1
transfert de compacité forte

8
2

V- Vih(x,v) = (1= A)7 (1= A))7 galx, V) | (020, 0<p<1)
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Le cas dégénéré L1
transfert de compacité forte

8
2

V- Vih(x,v) = (1= A)7 (1= A))7 galx, V) | (020, 0<p<1)

Théoréme (Ars., Saint-Raymond '10)

Si f, et g, sont uniformément bornées dans L* (R2; L™ (RD)), pour un
certain r > 1, et f, > 0 est relativement compacte en v, alors

fa(x, v) est relativement compacte dans Li,. (R” x RP).

Définition

Une suite f,(x, v) uniformément bornée dans L (R2; L" (RD)) est
relativement compacte en v si, pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que

|hl < 8 = sup [|fa(x, v+ h) = fu(x, V)| 11y, < e
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Le cas dégénéré L1
transfert de compacité forte

v Vifa(x,v) = (1 - Ay)

8
2

(1—AV)% galx,v)

(>0, 0<B<1)

Théoréme (Ars., Saint-Raymond '10)

Si f, et g, sont uniformément bornées dans L* (R2; L™ (RD)), pour un
certain r > 1, et f, > 0 est relativement compacte en v, alors

fa(x, v) est relativement compacte dans Li,. (R” x RP).
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Le cas dégénéré L1
transfert de compacité forte

8
2

V- Vih(x,v) = (1= A)7 (1= A))7 galx, V) | (020, 0<p<1)

Théoréme (Ars., Saint-Raymond '10)

Si f, et g, sont uniformément bornées dans L* (R2; L™ (RD)), pour un
certain r > 1, et f, > 0 est relativement compacte en v, alors

fa(x, v) est relativement compacte dans Li,. (R” x RP).

Remarques:
@ La condition f, > 0 est nécessaire.

@ Application a la limite hydrodynamique de Boltzmann vers
Navier-Stokes dans les cas sans troncature (Ars. '10) et avec champ
de force extérieur (Ars., Saint-Raymond, en préparation).
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Hypoellipticité
transfert de régularité

v-Vif(x,v) =(1—-Ay)

N[

(1- Av)% g(x, v) | (a>0, 0<p<1)
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Hypoellipticité
transfert de régularité

v-Vif(x,v) =(1—-Ay)

N[

(1- Av)% g(x, v) | (a>0, 0<p<1)

Théoreme (Bouchut '02)

Sife W\f’p(RDXRD),OL‘JrZOet1<p<oo, et
g € LP (RP x RP), alors

r

op (D D) Vo=(1—-8)———.
feWs (R xR®), obo=(1-f) g
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Hypoellipticité
transfert de régularité

v-Vif(x,v) =(1—-Ay)

N[

(1-A))% g(x,v)

(>0, 0<B<1)

Théoreme (Bouchut '02)

Sife W\f’p(RDXRD),o[1r20et1<p<oo,et

g € LP (RP x RP), alors

fe W;”’(RDXRD), oo = (1— B)

r

l+r+a’

Théoreme (Hérmander '67 - Rothschild, Stein '76)

Sif,g € L? (RP x RP) satisfont v - Vf — A, f = g, alors

1
18 Flle + [ (=203 £ , < CUIFlz + llglls2) -
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Hypoellipticité
transfert de régularité

v-Vif(x,v) =(1—-Ay)

N[

(1- Av)% g(x, v) | (a>0, 0<p<1)

Théoreme (Bouchut '02)

Sife W\f’p(RDXRD),OL‘JrZOet1<p<oo, et
g € LP (RP x RP), alors

r

op (D D) Vo=(1—-8)———.
feWs (R xR®), obo=(1-f) g

D. Arsénio Concentrations et hypoellipticité



Hypoellipticité
transfert de régularité

v-Vif(x,v) =(1—-Ay)

N[

(1- Av)% g(x, v) | (a>0, 0<p<1)

Théoreme (Bouchut '02)

Sife W\f’p(RDXRD),OL‘JrZOet1<p<oo, et
g € LP (RP x RP), alors

r

f W‘”’(RD RD) b =0 @)
e Wy X , ouo=( B)l—i—r—i—a

Idée: L'exposant o ne dépend pas de p. Développer une méthode
de preuve robuste permettant de comprendre I'hypoellipticité et
d'approcher le cas p = 1.
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Hypoellipticité
Stratégie

VoV F(x,v) = (1= A7 (1— A)F g(x, v) | (20, 0<5<1)
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Hypoellipticité
Stratégie

VoV v) = (1— A7 (1— A)2 glx, v)

(>0, 0<B<1)

En introduisant un parameétre d'interpolation t € R, on a de maniére triviale

@+ v V) Fov) = (1-8)F (1-A)F glx,v),

{f(t: 0) = f(x, v).

D'ou la formule d'interpolation

Flx,v) = F(x — tv,v) + /0 (1-A)F (1- A% glx— sv, v)ds.
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Hypoellipticité
Stratégie

VoV F(x,v) = (1= A7 (1— A)F g(x, v) | (20, 0<5<1)

D. Arsénio Concentrations et hypoellipticité



Hypoellipticité
Stratégie

VoV v) = (1— A7 (1— AY)? g(x, v)

(>0, 0<B<1)

1
En variables de Fourier, on obtient, écrivant (z) = (1 +|z[?)?2,

n-Vef(n,€) = — (n)’ (€)% &(n,€).

D’'ou la formule d'interpolation

F(n,&) =F(n,&—tn) — /Ot (m)? (€ — sn)* &(n, & — sn)ds.

On en déduit la formule de représentation, pour un symbole p(x, v,n,§) appro-

prié,

1
—/ F_leis’:v'"p(x, v, 1, & + stn)t (n)ﬁ (&) Fg(x, v)ds.
0

Le parameétre t peut dépendre de x, v, 1 et £!
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Hypoellipticité

Stratégie
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Hypoellipticité
Stratégie

Flp(x,v,m, &) FF(x,v) = F Le™p(x, v,n, & + tn) Ff(x, v)

1
j / F e ™ p(x, v, & + stn)t (n)” (€)* Fg(x, v)ds.
0
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Hypoellipticité
Stratégie

Flp(x,v,m, &) FF(x,v) = F Le™p(x, v,n, & + tn) Ff(x, v)

1
j / F e ™ p(x, v, & + stn)t (n)” (€)* Fg(x, v)ds.
0

Supposons, pour simplifier, que p(n,£) ne dépend pas de (x, v) et
a un support contenu dans {|n| > R, [{] < K}.

Alors,  p(n,& + tn) a un support contenu dans
{Inl > R, [§+tn] < K}.

Comme |€| > t|n| — |€ + tn|, on déduit que p(n, & + tn) a un sup-

port contenu dans {|¢| > tR — K}, qui ne contient que de grandes
valeurs de |£| pour un choix de t, K et R approprié.
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Hypoellipticité
Stratégie

Flp(x,v,m, &) FF(x,v) = F Le™p(x, v,n, & + tn) Ff(x, v)

1
j / F e ™ p(x, v, & + stn)t (n)” (€)* Fg(x, v)ds.
0
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Hypoellipticité
Stratégie

Fp(x, v,n, €)FF(x,

1
) / F e ™ p(x, v, & + stn)t (n)” (€)* Fg(x, v)ds.
0

v) = F L™ p(x, v, 1, & + tn) Ff(x, v)

< @ Am>RIE<K
_ _K_\_\ ______
= =< R U
~N ~ ~
_K_\ _____ \_\_
L oa___ = >
—tR+ K >

{lnl >R, |§+1ty] < K}

Figure: Hypoellipticité via transport de fréquences.
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Hypoellipticité
Transfert de compacité

v Vifa(x,v) = (1 —A))

[SIIsY

(1= AV)? ga(x, v) | (a0, 0<p<1)
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Hypoellipticité
Transfert de compacité

v Vifa(x,v) = (1 —A))

[SIIsY

(1= AV)? ga(x, v) | (a0, 0<p<1)

Proposition

Si f, et g, sont uniformément bornées dans LP (RP x RP),
1< p< oo, et f, est relativement compacte en v, alors

f, est relativement compacte dans Lﬁc <RD x RP ) .
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Hypoellipticité
Transfert de compacité

v Vifa(x,v) = (1 —A))

[SIIsY

(1= AV)? ga(x, v) | (a0, 0<p<1)
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Hypoellipticité
Transfert de compacité

v Vifa(x,v) = (1 —A))

[SIIsY

(1= AV)? ga(x, v) | (a0, 0<p<1)

Idée de la preuve dans le cas p=2: On a
F M > e lgl<k(RpF (6 v) = F 1™ M5 R et eren<i(rF (X, V)

1
*/ FLeB sk et tevstni<k(R) E (M) (€)* Fan(x, v)ds,
0

1-8
K(R) _ gﬁ R1+a
Inl Inl

ol t = t(|n|) = 2 . On conclut en remarquant que

{Inl > Ret [¢+tn] < K(R)} C {K(R) < [¢] <3K(R)},

@ B _yqn2
et 1> e jerstnl<k(ryt () () <227°10% 5.
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Hypoellipticité
Transfert de compacité

v Vifa(x,v) = (1 —A))

[SIIsY

(1= AV)? ga(x, v) | (a0, 0<p<1)
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Hypoellipticité
Transfert de compacité

v Vifa(x,v) = (1 —A))

[SIIsY

(1= AV)? ga(x, v) | (a0, 0<p<1)

Idée de la preuve dans le cas général 1 < p < oo: On fait la méme
chose avec une régularisation des fonctions indicatrices 1. Ainsi, on a

F 1 isR et gj<k Ry F X, v) = F 1™ M0k et (et enj<k(r)}F (X, V)

1
—/0 FLeS Mg et jesstmi<k(r) (M) (€)% Fgn(x, v)ds,

2K @ «@ Ve .,
oi t = t(n|) = (R) _ sTaRIT™  Avec une décomposition
] ]

)
supplémentaire, x € C5° (R), x(0) =1,

™M = x (tv-n) €™ 4 (1 — x (tv - 1)) e™,

hypoellipticité ellipticité

on conclut en appliquant les théorémes standards (Hérmander-Mikhlin et
Marcinkiewicz-Mikhlin) sur les multiplicateurs de Fourier.
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Hypoellipticité
Transfert de compacité

v Vifa(x,v) = (1 —A))

[SIIsY

(1= AV)? ga(x, v) | (a0, 0<p<1)
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Hypoellipticité
Transfert de compacité

v Vifa(x,v) = (1 —A))

[SIIsY

(1= AV)? ga(x, v) | (a0, 0<p<1)

Remarques:

@ Le résultat de Bouchut sur le transfert de régularité peut se
prouver de maniére similaire.

o Cette preuve ne marche pas dans le cas p = 1 car le théoréeme
de Hormander-Miklhin ne donne qu'une borne de type faible
LY — Lo (le théoreme de Marcinkiewicz-Mikhlin ne donne
méme pas ¢a), ol

903 oy = 510 A ({x e RD : [h(x)| > )\H .

@ On obtient de maniére similaire un résultat optimal equivalent
dans les espaces de Besov valide pour tout 1 < p < oo.

D. Arsénio Concentrations et hypoellipticité



Ellipticité, dispersion et hypoellipticité réconciliées

D. Arsénio Concentrations et hypoellipticité



Ellipticité, dispersion et hypoellipticité réconciliées

‘v - Vxf(x,v) = g(x, v)‘
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Ellipticité, dispersion et hypoellipticité réconciliées

‘v - Vxf(x,v) = g(x, v)‘

O Ellipticité:

A

F(n,v) =x(A\v-n)F(n,v)+

@ Dispersion:

t
f(x,v)="f(x—tv,v)+ / g(x —sv,v)ds
0

© Hypoellipticité:

t
f(n,&) = f(n, & —tn) — /0 g(n,& — sn)ds



Ellipticité, dispersion et hypoellipticité réconciliées

‘v - Vxf(x,v) = g(x, v)‘
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Ellipticité, dispersion et hypoellipticité réconciliées

‘v - Vxf(x,v) = g(x, v)‘

t
g(x —sv,v)ds
0

F(x,v) = f(x — tv,v) + /

t
) = e i)+ [ e
0

Comment faire le lien entre I'ellipticité et la dispersion-hypoellipticité?

g, v)ds

=
~ ) ~ 1— efitv-n
= Hmw) = e ) + g (y)

Soit p € S (R) une fonction telle que 1 = p(0) = 5= [, A(t)dkt.

A

= f(n’ V) = 27_(_
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Ellipticité, dispersion et hypoellipticité réconciliées

8
2

N[R

v-Vif(x,v) =(1-Ax)2 (1 -A))2 g(x,v)]| (>0, 0<p<1)
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Ellipticité, dispersion et hypoellipticité réconciliées

8
2

N[R

v Vief(x,v) =(1—-Ax)2 (1 —A))2 g(x,v) | (a>0, 0<p<1)

Lemme (trivial)
Soient x € C5° (RD) telle que 1{|"\S%} <x(r) < 1{|f|§1}' et pe S(R),

telle que p(0) = 5= [, p(o)do = 1.
Alors, pour tous R >0 et K >0, on a que

[F -0 @ x (%) F] feev)

ot 7(r) =
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Ellipticité, dispersion et hypoellipticité réconciliées

N[R

8
2

g(x, v)| (a>0, 0<p<1)

v-Vif(x,v) =(1-Ax)2(1-A4A))

Lemme ( )

Soient x € C5° (RD) telle que 1{|"\S%} <x(r) < 1{|f|§1}' et pe S(R),

telle que p(0) = 5= [ p(o)do =1 et suppp C {1 < |o| < 2}.
Alors, pour tous R > 0 et K > 0, on a que

_ []:—1 (1—x) (3) x (% [fvp <2Kﬁ : v) ]-'V—l} ¢ (%) } f(x,v)
Y [F (1 - x) (&) Koty (%

[For (22 v) Fot] x (v ) 45 Fl e v)

ou ’T(I’) = 1—f(r) et 1{1§|r\§5} S gb(r) S 1{%§M§171}

v
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Un généralisation de la théorie de Calderén-Zygmund

Soit K(x,v) € L. ((R2\ {0}) x RD) tel que

loc

sup/ |K(x — y,v) — K(x,v)| dx < 0.
y#0 J{|x|=2|y[}
veRP

Supposons que l'opérateur T : S (RD x RD) — &' (RY), défini par
Tf(x) = / K xx f(x,v)p(v)dv,
RD
ot p(v) € S (RP), est borné de L™ (R x RD) vers L™ (RY), pour

un certain 1 < r < oo.
Alors, T est borné de L' (RE; L (]Re)) dans L1 (]RE).

4
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Un généralisation de la théorie de Calderén-Zygmund
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Un généralisation de la théorie de Calderén-Zygmund

Corollaire

L’opérateur

o= | KPR(K(v — u)) [f_lp <2K% : u) }“] f(x, u)du

est borné de L' (Rf; L’ (RVD)) dans L" (Re; L1 (Rf)) pour tout
1<r<oo.

v
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Transfert de compacité de L' vers 1>

N[

VeV, v) = (1= A2 (1= A)2 go(x, v) | (a0, 0<8<1)
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Transfert de compacité de L' vers 1>

N[

VeV, v) = (1= A2 (1= A)2 go(x, v) | (a0, 0<8<1)

Proposition

Si f, et g, sont uniformément bornées dans L* (R2; L" (RD)), pour un
certain r > 1, et f, est relativement compacte en v, alors

|[F =0 (%) ] ftxv)

Lr(RP;L1>2(RD))

lim sup
R—oo p
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Transfert de compacité de L' vers 1>

N[

VeV, v) = (1= A2 (1= A)2 go(x, v) | (a0, 0<8<1)

Proposition

Si f, et g, sont uniformément bornées dans L* (R2; L" (RD)), pour un
certain r > 1, et f, est relativement compacte en v, alors

[ =0 (%) B fitx v

Lr(RP;L1>2(R?))

lim sup
R—oco p

et, pour tout j=1,...,D,

=0.
Lr(RP;Lh>=(RD))

lim sup
R—oo p

‘ (720 (2) ] o
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L'espace de Hardy faible H*>

Définition

Soit ¢ € C§° (RP) tel que [po ¢(x)dx # 0, pi(x) = tngp (%).
L’espace de Hardy faible H>> (RP) est composé des
distributions f telles que

HfHHLoo(RD) = < 0.

Ll,oo(RD)

sup ¢ * f|
>0
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L'espace de Hardy faible H*>

|

Définition

Soit ¢ € C§° (RP) tel que [po ¢(x)dx # 0, pi(x) = t%go (%).
L’espace de Hardy faible H>> (RP) est composé des
distributions f telles que

< 0Q.
Ll,oo(RD)

11l .o (o) = sup e * f]

Remarques:
o H' C L' c HY® et 1 € HY*> (R) mais MgéHloo( )

o Fefferman et Soria ( 87) ont montré que, pour des fonctions
intégrables,

D

11l oo oy ~ 1F | e (o) + D

i=1

D. Arsénio Concentrations et hypoellipticité

FUrr
In]

LI,OO(RD) )



L'espace de Hardy faible H*>

Définition

Soit ¢ € C§° (RP) tel que [po ¢(x)dx # 0, pi(x) = tngp (%).
L’espace de Hardy faible H>> (RP) est composé des
distributions f telles que

HfHHLoo(RD) = < 0.

Ll,oo(RD)

sup ¢ * f|
>0
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L'espace de Hardy faible H1:>

Soit ¢ € C§° (RP) tel que [ @(x)dx # 0, p¢(x) = t%gp (%).
L’espace de Hardy faible H1> (RP) est composé des
distributions f telles que

11 1,00 (m) = < oo0.

Ll,oo(RD)

sup ¢ * f|
t>0

4

Soit f, > 0 une suite bornée dans L' (RP) telle que

li fn - fn b -V
Jimy sup [1£2(x) = 25 % fa(3) . (o) = O

Alors, la suite est équi-intégrable et il existe une sous-suite
convergente presque partout.

v
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Transfert de compacité de L! vers H1>
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Transfert de compacité de L! vers H1>

N[

VeV, v) = (1= A7 (1= A)2 go(x, v) | (a0, 0<8<1)
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Transfert de compacité de L! vers H1>

N[

VeV, v) = (1= A7 (1= A)2 go(x, v) | (a0, 0<8<1)

Théoreme

Si f, et g, sont uniformément bornées dans L* (R2; L™ (RD)), pour un
certain r > 1, et f, est relativement compacte en v, alors

fa(x, v) est relativement compacte dans L" (R; HV> (R2)).
De plus, si f, > 0, alors

fa(x, v) est relativement compacte dans Lj-. (RP x RP).
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