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Introduction
1. L’opérateur de Dirac libre

L'opérateur de Dirac libre s'écrit

3
D% = —i Y a0+ B,
k=1

ol (a1, an,a3) € Ma(C)3 et B € M4(C) sont les matrices de Dirac.

C'est un opérateur auto-adjoint sur LQ(R3,C4), dont le spectre est
égal a

o(D%) =] — 0o, —1] U [1, 400

En particulier, |'opérateur DY n'est pas borné inférieurement.



2. L’approximation Hartree-Fock
a. Les états électroniques

Les états électroniques sont représentés par des projecteurs ortho-
gonaux
P=7> |e){pil-
icl
Les fonctions d'ondes ¢; représentent les états électroniques indi-

viduels de chaque électron.
Le rang de P est le nombre d’'électrons de |'état électronique

considéré. Sa charge est donnée par
Ch(P) = —e rg(P) = —e tr(P),

ou —e désigne la charge d'un électron.



b. L’énergie Hartree-Fock (réduite)

L'énergie Hartree-Fock (réduite) d'un état P =T + 1/2, soumis a
une densité de charges extérieures v, est donnée par

O V(w)pr(y)

r 2
+g pr(w)pr(y)dxdy_ _/ / M (z,y)] dedy ).
2 JR3JR3 |x —y 2 JR3JR3 |z —y

oll a = €2 est la constante de structure fine de Sommerfeld.

Dans cette expression, I (x,y) désigne le noyau associé a |I'opérateur

[, tandis que pr est la densité de charges de I'état P, qui est définie
par

pr(z) =trpa M(z,x).

En dimension infinie, I'opérateur I n'est jamais compact. Cette
expression n'est donc pas bien définie.



3. Dérivation de I'énergie de Bogoliubov-Dirac-Fock

a. En dimension finie

On se place sur le tore de taille L, T, = (—L/2,L/2)3, et I'on
considere |I'espace de fonctions d'ondes

21k AL
HL—{goeLQ(T €, ta. g(=— . )=0, V\k|>g}

muni d'un cut-off ultraviolet A.

Les états électroniques demeurent représentés par les projecteurs
orthogonaux P dans H\. qui sont tous de rang fini.



L'énergie Hartree-Fock (réduite) de I'état P =T 4 1/2 vaut désor-
mais

Elyup(D= (D7) —a [ [ v @pr )WL — y)dudy
+5 o f, pr@er@IWL(e — y)dudy

- (% /TL /TL T (e, ) [PW (2 — y)dwdy>,

ou les fonctions vy, et W sont définies par

3
_ (2m)2 27k i2nk.a
VL(:B)_ L3 5 Z I/( L >€ Lo
k| /L<A
et
1 L2 12k.x
11,7 - —( L LQ).

(@) = > P +

2r|k|/L<A,k#0



Le vide polarisé est défini comme le minimiseur P; =T% + 1/2 du
probléme

E(V"“)HF(F%) = min {E(VT)HF(F), [ e ﬁ(?—[/L\) t.q.

Le vide libre PB correspond au cas ou v = 0.

On peut tenter de définir les vides libre PO et polarisé PY dans tout
|'espace R3 en prenant la limite thermodynamique L — +oo.



b. Limite thermodynamique
On suppose que 0 < a(< 4/m) et A > 0 sont fixés.

Théoreme (Hainzl, Lewin, Solovej [07]).
Il existe un unique opérateur DO, de la forme

DO(p) = g1(Ip) a.p+ go(Ipl) B,
tel que le projecteur orthogonal PO = x)_. o)(D°) =T+ 1/2 veéri-
fie

pY — po — 0, lorsque L — —+o0.
| Pr HE(HQ) q +
De plus, la densité de charges Pro vérifie

pro = O.
Dans le cas de |'énergie Hartree-Fock réduite, |'opérateur DO est
égal a

DY = po.



On définit I'espace de Coulomb C(R3) par

F(k)[2
k|2

c(R?) = {f R34 ta. /R3 dk < +oo}.

Théoreme (Hainzl, Lewin, Solovej [07]).
Soit v € C(R3) telle que v est continue sur B(0,\). L’énergie Bl g
posséde un minimiseur PE = I‘z + 1/2, qui est un projecteur ortho-
gonal de H/L\ De plus, son énergie vérifie
0 0 _ :
Etygr(TD) = Eoygr(TL) = EGypgprp(Q7) = Jom Eyppr(Q),
lorsque L — o0, tandis que le noyau

converge, uniformement sur tout compact de R6, vers le noyau
QY (xz,y) d'un minimiseur QY de I'énergie de Bogoliubov-Dirac-Fock
(réduite) E(?“)BDF'



4. L’énergie de Bogoliubov-Dirac-Fock (réduite)

L'énergie de Bogoliubov-Dirac-Fock (réduite) est définie par

y v(z)pg(y)
Bty ppr(@=trpo(P°Q) —a [ [ o dady

- PQ(@)po(x) (@ Qz, y)|?
+2 R3/R3 lx — vy daxdy (2/R3/R3 lx — vy dady )

(Cf Chaix et Iracane [89] et Chaix, Iracane et P.-L. Lions [89]).




L'opérateur de Hilbert-Schmidt @, de noyau Q(xz,y), est défini sur
|'espace

N={f e L?(R3,C*), t.qa. supp(f) C B(0,A)},
et appartient a I'ensemble
oM ={Qe &Y, ta. @7 =PQP e &1 (1Y),
QT = -PHQU-7PY) e 81 (HY),
Q*=Q et —PO gle—PO}.
La composante cinétique de |'énergie est définie par
trpo (DOQ) = tr(DOQ__) —+ tr(DOQ"H').
La densite de charges pg est définie par

_ k
IOQ(k) (2 /|p_|_ k/2| < A trC4Q(p+ P — E)dp
p—k/2[ <A



Le vide polarisé est défini comme le projecteur orthogonal PV tel
que I'opérateur QY = PY — PO vérifie

E(?“)BDF(QV) — Qngg]AE(T)BDF(Q)-

Il est (au moins formellement) solution des équations auto-consis-
tantes

Q"= X)—oc,0)(Pgr) = P°,
DQV: DO —|— a(pQu — I/) *rl| — (

Y(x,y)
anfv—yy| )



La configuration électronique a N électrons est définie comme le
projecteur orthogonal P]’(f tel que I'opérateur Q]VV = Pj(, — PO vérifie
E(yppr(@%) = min{Eq 5pr(Q), Q € Q" t.a. trpe(Q) = N}.

Elle est (au moins formellement) solution des équations auto-con-
sistantes

v o__ 0]
QN= X]—oco,u] (DQ]”V> - P,
1 QN (z,y)
Dy = DO v — ——< N )
o= P +aleg —v) T~ 0oy

Les N électrons (réels) sont décrits par le projecteur orthogonal

"N = X]0,ux] <DQ§’V)'



I. Contexte mathématique
1. Définition de I’'énergie de Bogoliubov-Dirac-Fock (réduite)

L'énergie de Bogoliubov-Dirac-Fock (réduite) est bien définie sur
oM,

Lemme (Bach-Barbaroux-Helffer-Siedentop [99]).
Soit Q € Q. Alors,

2 7T
/1@3 /R3 |?ix_’yy)|l dady < 5tr(|1>0\622).

Lemme (Hainzl-Lewin-Séré [09]).
Soit () € Q/\. Il existe une constante positive Kx telle que

Ipgllz2 +lleglle <KA(IQlls, + 1@ lls, + 1@+ s, ).



Théoreme (Hainzl-Lewin-Séré [05, 05]).
Soit A >0, veC(R3) et 0<a(< n/4). L’énergie de Bogoliubov-
Dirac-Fock (réduite) est bien définie sur QN et vérifie

A o V(ZC)V(y)
VQ € Q7 By ppr(Q) + §/R3 /R3 |z — y|

En particulier, si v = 0, I'énergie de Bogoliubov-Dirac-Fock (rédui-
te) a un unique minimiseur Q = 0.

dxdy > 0.

(Cf également Chaix, Iracane et P.-L. Lions [89]).



2. Construction du vide polarisé

Théoreme (Hainzl-Lewin-Séré [05, 05]).

Soit A >0, veC(R3) et 0<a(< n/4). L’énergie de Bogoliubov-
Dirac-Fock (réduite) posséde un minimiseur Q¥ sur ON. | 'opérateur
QY est solution des équations auto-consistantes

QV: X]—OO,O[(DQV) — 7)0 + 5,
1
Dor= "D+ a(pg ~ v) T (
ol & est un opérateur de rang fini tel que Im(5) C Ker(Dgv).
De plus, si al||lv||¢ est suffisamment petit, alors, le minimiseur Q¥

est unique, et vérifie

Q”(way)).

(@
|z — y|

6 =0 et trpoQ” = 0.



3. Construction de I'état électronique a N électrons

Soit A >0, v € C(R3) et 0 < a(< w/4). On note

Vg € R, &y ppr(0) = Min{Eyppr(Q), Q € Q" t.a. trpo(Q) = af.

Théoreéme (Hainzl-Lewin-Séré [09]).
Si la condition (de type HVZ)

Vk € R*,E¥(q) < (g — k) + E°(k),
est verifiee, le probleme de minimisation ci-dessus posséde un mi-
nimiseur Q¥ sur QN
Dans ce cas, I'opérateur Qg est solution des équations auto-consis-
tantes

Qq= X]_OO,M[(DQZ) — PO+,
DQZ: DO 4+ Oé(,OQZ B I/) *r1| B ( Qq(a:',y))'

oll p € [—1,1] et § est un opérateur tel que Im($) C Ker(DQZ —ul).

(8
|z — y



II. Principaux reésultats sur le modele de Bogoliubov-Dirac-
Fock réduit

1. Construction de I'état électronique a N électrons

Théoreme 1 (G.-Lewin-Séré [09]).
Soit A>0, a>0 etve LL(R3)NCR3). On note
4 = V.
R3
Il existe deux valeurs qm € [—oo, +oo[ et gy € [gm, +oo] telles que
le probleme de minimisation E.ppr(q) a un minimiseur Qg si et
seulement si

gm < q < qp-



Dans ce cas, ['opérateur QZ est solution des équations auto-consis-
tantes

Q= X]_oo,u[(DQg) — PO+,

DQZ: DO 4 a(pQZ — V) * ﬁ

ol p € [—1,1] et § est un opérateur tel que Im(§) C Ker(DQZ — ul).

De plus, si QY désigne un minimiseur global de E,.gpp sur Q/\, alors

(2,tr po(Q")) € lgm. anl-



2. Ionisation dans le cas d’un cut-off ultraviolet régulier

Afin d’avoir un cut-off ultra-violet plus régulier, on remplace |'opé-
rateur de Dirac DO par |'opérateur D\ défini par

DN = (1 -~ /\_QA)DO,

qui est désormais auto-adjoint sur I'espace L2(R3,C#%). Le Théore-
me 1 reste valable pour I'opérateur D\,

Théoreme 2 (G.-Lewin-Séré [09]).

Il existe deux constantes positives K1 et Ko, qui dépendent de «,
N\, Z et ||v|c, telles que les nombres qm et qpy;, associés a I'opérateur
D\, vérifient

~K1 <gm<0etZ<qy<2Z+ K>.
De plus,
Ki{—0et Ko — 0,

lorsque a« — 0 et A — 400 de sorte que a«log/N\ — 0.



3. Renormalisation de la charge

Théoreme 3 (G.-Lewin-Séré [09]).
Soit QY, un minimiseur du probléeme de minimisation &.gpr(q) pour
gm < q < qu. L'opérateur QY n’appartient pas a &1(H").

Par contre, la densité de charges pQY est définie de maniére unique,
appartient & L1(R3), et vérifie

N\

1 [—F7—= 22— 2%/3 2

B/\:—/\/H/\QZ B0 = 2 og A+ O(1).
w JO 1 — 22 3



La constante de structure fine physique «,,, qui decrit les intérac-
tions électrostatiques réelles, vaut
«

T 14 aBr
Elle est différente de la constante de structure fine nue «.

aph

A la limite A —» 4o,
Oéph — 0.

LLa renormalisation perturbative de |la charge consiste a introduire
une constante Z3 telle que

Qapp = Z3a,
puis a montrer que |la densité de charge renormalisée Pph définie par
o = (v — py),

admet un développement asymptotique indépendant de Z3 a la
limite «,;, — 0 (Z3 €tant fixee).



4. Développement perturbatif de la densité du vide polarisé

Lorsque «al|v||e est suffisamment petit, le vide polarisé Q¥ est solu-
tion de

Q" = X]_oo.0[(MAD® 4+ a)A) = x]_ o0 0 (MAD A,
oll ¢ = (pgv —v) x| - |71 et Mp est défini par

Vf e L2(R3,C*),Naf = J?l\B(o,/\)-

Par la formule de Cauchy, ceci s'écrit aussi

QV— _i/—l-oo( 1 B 1 )dn
2T MA(DO + ap 4+ in)Ma  NMA(DO 4 in)Mp
] Tt

Top 2 (D n/_oo Doi-in((ﬂ’\wﬂ/\)z)o:-m)ndn’

lorsque o est sufﬂsamment petit.




La densité du vide polarisé pQv S€ développe de méme sous la forme

+o0 ] —
g (k) = —aBa(k) (pgr(k) —D(k)) + > o THEL L1 (pgv — 1K),
=1

ou le multiplicateur B est défini par

Ba(k) = Ba — Ua(k)= — dz

mJo (122 (14 k21 - 22)/4)
[k| (Za0kD 2 —23/3

2m /0 V1+A2 - |k|z/2
ol ZA(r) = (V1 4+ A2 — 14+ (A =1)2)/r.

1 /Z/\(|k|) 22 — 24/3

dz,




La densite renormalisee p,, satisfait I'equation

—+ o0
. 2j+1
(1 — apUn(B))opi (k) — - acd THER Ly (o)1 (R) = Mav(k).
j=1
Elle se développe sous la forme

oo = > (app) v

n>0

lorsque a,, — 0, ol la suite (v)),>o Vérifie

1/6\: BYNZ
N N\
1/1 == Z/{/\VO ,
—+ o0
Upn=UAVp_1 Z Z 2i+1\Fnys """ s Vg g/

=1 ni4-+nojt41
=n—25—1



Les opérateurs U\ et }—é\j—kl possedent des limites U et Fp;yq
lorsque A — 400, de sorte que |I'on peut définir une suite limite

(vn)p>0 Par

Vo= v,
v1= Uy,
“+ o0
vn=Uvp_1+ ) ) F2jr1(Wnys - Vngjiq)-
J=1 ni4-4nojyq

=n—27—1
Le potentiel créé par la densité v1 est le potentiel d'Uehling défini
par

1 1 4o 1,2 1 o
Vl*m(a:) = 3—7T/1 (2 — 1)%(t—2+t—4>(/R36 2] y|t|;(_yz/|dy>dt.




Théoreme 4 (G.-Lewin-Séré [10]).
Soit d>0 et v e L2(R3) NC(R3) tels que

/1@3 0g(1 + k)28 215(k)[2dk < +oo.

Quel que soit 0 < e < 1/2, il existe deux constantes C et ag, qui
ne dépendent que de d, € et v, telles que

< Cattl

Pph — Z (O‘ph)nl/n ph

n=0
pour tout O < a,p <ag et e < Z3 <1 —e.

=3

L2NC



Théoreme 5 (G.-Lewin-Séré [10]).
Il existe des constantes universelles A et K telles que

vnllz2ne < A" max {111 +20"l| 2re
2

(K log(m) (1 + )il )

pour tout A > 1 et n € N.

Cette estimation ne permet pas de déterminer |la convergence de
la série - (app)"vn (Cf Dyson [52]).
n>0



III. Quelques idées de la preuve du Théoreme 1

On note

Vg € R, E/ppr(a) = min{E.ppr(Q), Q € Q" t.a. trpe(Q) = q}.

1. La condition de type Hunziker-van Winter-Zhislin

Lemme 1 (Hainzl-Lewin-Séré [09]).
On a l'estimation

=5 Joo o “2 dady < (@) < o

L.a condition de type HVZ s'écrit

Ve # q,E(q) < EY(d) + g — 4|




2. La caractérisation de qm et qp;

Soit

Vg € R, fX(q) = E5pr(q) ¢

Lemme 2.
Les fonctions fi sont convexes, monotones et vérifient

im f¥(q) = +oo.

q— 100

Les nombres g et qps sont définis de sorte que fJr est constante
sur ] —oo,qm], resp. f~ est constante sur [qys, +ool.

Pour chaque valeur q € [gm, q], le probléme de minimisation posseé-
de un minimiseur Qy.



3. Le minimiseur global Q¥

Lemme 3.
Il existe un unique qg € [gm, qpns] tel qu'un minimiseur global QY de
EYp e sur QN vérifie

trpO(QV) — 40-

4. Le caractére intégrable de la densite PQY

Lemme 4.
Soit g € [gm, qy/]. La densitée PQY associée a un minimiseur du proble-

me de minimisation £.5pr(q) appartient & LY(R3). Ceci implique
que



Problemes ouverts

1. Etendre ces résultats au modele de Bogoliubov-Dirac-Fock non
réduit.

2. Introduire les champs électromagnétiques dus aux photons.



