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1 Energie libre et metastabilité

n considere un systeme moléculaire de N particules,
de position (z1,...,zy) = ¢ € R3Y et qui interagissent
au travers d’'un potentiel V(x1,...,zn).

Dans I'ensemble canoniqgue NVT, les positions des
particules se repartissent suivant la probabilité de
Boltzmann-Gibbs:

dp(z) = Z~ ' exp(—BV (z)) dz

ou Z = [exp(—0V (x))dx est la fonction de partition et
3 = (kgT)~! est proportionnel a I'inverse de la
temperature.

Objectif: calculer via des moyennes canonigues des
“guantités macroscopiques” comme la vraisemblance
. d’une ConfOrmaUOn mOIéCUIa”‘e T. Leliévre, Collge de France, Avril 2008 — p.3



1 Energie libre et metastabilité

ypiquement, V' est la somme de potentiels
modéelisant I'interaction entre deux particules, trois
particules et quatre particules:

1<J 1<g<k 1<g<k<l
Par exemple, Vl(a:i, a:j) = VLJ(|$Z' — $J|) ou

Vig(r) = 4e ((%)12 — (%)6) est le potentiel de
Lennard-Jones.
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1 Energie libre et metastabilité

e calcul de moyennes canoniques est un probleme
en grande dimension (N > 1) qui nécessite le recours
a des méthodes de Monte Carlo, typiqguement basees
sur des chaines de Markov.

Par exemple, pour echantillonner 1, on peut utiliser X,
solution de I'équation differentielle stochastique
(EDS):

(GD) dXt — —VV(Xt) dt + V 25_1th

(dynamique de gradient ou de Langevin amortie).
Sous de bonnes hypotheses, on a la propriéete
d’ergodicite: pour u-presque tout X,

lim —/ O(Xy)dt = /gb Ydu(x
T—oo T
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1 Energie libre et metastabilité

En pratique, on discretise (GD) en temps, et on calcule
des moyennes de Césaro: limy, . NLT ST (X ).

Remarque: La dynamique stochastique la plus utilisée
est plutot la dynamigue de Langevin:

dX; = M-1P,;dt,
dP; = —VV (X)) dt — yM 1Py dt + /2v31dW7,

ou M est un tenseur de masse et v un coefficient de
friction. Dans la suite, on se restreint a la dynamique
de Langevin amortie.
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1 Energie libre et metastabilité

n dispose donc d’'une méthode pour calculer (une

approximation de) [ ¢(x)du(x), en utilisant X ;. Mais,

tres lente.

du systeme.

L2

Vizy, x2)

L1

<

N

X!

en pratique, la dynamique de X, est meétastable, si
bien gue la convergence vers la limite ergodique est

Un exemple bi-dimensionnel: X} est une variable lente
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1 Energie libre et metastabilité

n exemple plus realiste (Dellago, Geissler). Influence de
solvatation sur la conformation d’un dimere. Les
potentiels d’interaction sont (J.D. Weeks, D. Chandler et
H.C. Andersen).

° eau-eau, eau-monomere (LJ tronque)

N2 06 .
Vvea) { te| () ) | +¢ i
0,

* monomere-monomere (double-puits)

(r—m—w>2r,

w2

Vi) = |1 -

oU ¢, 0 et w sont des constantes positives et ry = 21/65.
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1 Energie libre et méetastabilité

- -
= S s
= =
= e =
= = =

A gauche: état compact (¢ = 0). A droite: état étire (¢ = 1).

_|mi—m2|=70

Une variable lente est {(X ;) ou {(x) = ==
appelée coordonnée de réaction.

est
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1 Energie libre et metastabilité

n “vral” exemple: passage d’un ion potassium dans
n canal potassmm (C Chlpot)

f;%nd dh'}:mt

. - B ]

=
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1 Energie libre et metastabilité

Comment quantifier ce comportement metastable qui
ralentit la convergence des moyennes ergodiques ?

1. Temps de sortie des puits de potentiel.

2. Variance asymptotique de I'estimateur.

3. Temps de “décorrelation”.

4. Vitesse de convergence de la loi de X, vers ..

Dans la suite, on utilise ce quatrieme critere.
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1 Energie libre et metastabilité

n calcul EDPIiste standard: convergence de la
ensité ¢ (t, ) de X, vers ¢ (x) = Z e V@) )
satisfait I'équation de Fokker-Planck

Oy = div (VV + 571V,

gue I'on peut réécrire 9;1) = div (woov (w%))

On introdult I'entropie

B() = HO( o) = [ (%@) .

Lentropie contrdle la norme en variation (Csiszar-Kullback):

l(t, ) = ool < V2E(1).
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1 Energie libre et metastabilité

(Y2, -)[Yc0).

Si V est tel gue I'ineégalité de Sobolev Logarithmique
(ISL(R)) est satisfaite: Vi densité de probabilite,

1
H(Ylno) < 55 1(6]nc),

alors E(t) < Cexp(—2Rt) et donc ) converge vers ¢, a
vitesse exponentielle, au taux R.

Metastabilité < R petit
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1 Energie libre et metastabilité

On suppose dans la suite que la variable lente est de
dimension 1 et connue: £(x), ou £ : R™ — R.

Les moyennes canoniques d’'intérét sont typiguement
des moyennes de fonctionnelles de cette variable
ente: on aimerait calculer la loi de £(X), ou X a pour
ol .

_emme 1 Limage de la mesure p par ¢ est

7 Yexp(—BA(2)) dz, avec

A(z) = — 3 'In </2 65V|V§]1dagz> = 3" n Zs .,

ou X, = {x, {(x) = 2z} est une sous-variéeté (reguliere)
de R", et oy est la mesure de Lebesgue sur X..
. T. Leliévre, College de France, Avril 2008 — p.14



1 Energie libre et metastabilité

reuve: formule de la co-aire

/ pof exp(—BV) = / (2 / exp(—BV)|VE| M dos,. dz.

Remarques:
- La mesure |V¢|~'doy, est parfois notée o, dans
la littérature.

- A est I'énergie libre associée a la coordonnée de
reaction (ou variable collective) ¢ (angle, distance, ...).
A est définie a une constante additive pres: on veut
calculer des differences d’énergie libre, ou bien la
derivée de A (appeléee force moyenne).

- A(z) = =3 'InZx_ et Zs_ est la fonction de partition
associee aux mesures de probabilité conditionnées:
dps, = Zs e PV|VE[ "oy,
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1 Energie libre et metastabilité

xemple d’'un profil d’énergie libre (solvatation d’un
imére) (Profils caculés par TI)
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La densité du solvant est plus faible a gauche gu'a
droite. A haute densite, I'état compact est plus
favorable mais les transitions spontanées sont moins
frequentes (barriere d’énergie libre).
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2 Calcul de différences d’énergie libre

Méthodes utilisées pour le calcul de differences
d’énergie libre A(z9) — A(21):

* Intégration thermodynamique (Kirkwood)
(processus de Markov homogene),

* Methodes perturbatives (zwanzig),

* Dynamiques hors équilibre (Jarzynski) (processus
de Markov nhon homogene),

* Méthodes adaptatives (ABF, metadynamics)
(processus de Markov non-linéaire et
non-homogene).
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2 Calcul de différences d’énergie libre

ration thermodynamique est basée sur deux
rques:
a force moyenne A’(z) peut étre obtenue en

ntillonnant la probabilité conditionnelle uy; (Sprik,
tti, Kapral, Vanden-Eijnden, E, den Otter, ...)

, _ vv.ve o . \%3 _
A(Z):ZZZ1/< ver — 5 ldiv (|v§‘2))exp(—ﬁV)\V§\ Ldos

V¢
[Ve?

/fdﬂz:z,

=V 4 57 |V, f = SgE - 5y () e

H=-V. (éé) v est le vecteur courbure moyenne.

— Z_1 (V‘N/ + ﬂ_lﬂ) exp(—ﬁf/)dagz,




2 Calcul de différences d’énergie libre

Feuve. (formule de la co-aire)

/(/ exp(—FV)dos, ) o(2) //exp Vdos,. ¢ dz,
— //exp V)¢ o Edos. dz,

— [ exp(=BV)6 o [ Velda,

. Y
= — [ exp(=8V)V (00 €) 55 Velda,

_ V¢§
- [ (oo

_ B VV-Vf 1 V¢ e
T e




2 Calcul de différences d’énergie libre

) On peut echantillonner la probabilité conditionnelle

5, = Zs,exp(—BV)doy, en utilisant la dynamique

contrainte:

dX; = —VV (X)) dt + /2871 dW; + VE(X ) dA,,

(RCD) { dA; tel que ¢(X,) = z.

De plus, on vérifie que dAt — dAI" + dAL, avec
AN = \/Qﬁ 1|VV§|2 . dW, et
dAL = —|vg\2 : (VV + B~ 1H) (X¢)dt = f(Xy)dt sl bien que

Al(z) = lim 1 TdA — lim ~ TdAf
- T/), Tt T /), Ot

T— o0 T—o0
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2 Calcul de différences d’énergie libre

e profil d'énergie libre est ensuite obtenu par
Intégration:

s K
A(z) — A(0) = /0 Al(2)dz ~ ZwiA/(Zi)-
1=0

Remarques:

- Il'y a plusieurs manieres de projeter la dynamique
(GD), et on a choisi une projection qui se discrétise de
maniere tres naturelle. Ceci dit, la statistique (i.e. la
mesure invariante) de la dynamique projetée dépend
de la méthode de projection. Par exemple, une
projection utilisant le potentiel de pénalisation

Vi(x,2) = V(z) + k(z — £(x))? permet d’échantillonner la
mesure invariante uy_, dans la limite £ — oo, sans

- modification du potentiel V en V.




2 Calcul de différences d’énergie libre

Pour une EDS générale (avec une diffusion non
otrope), le diagramme suivant ne commute pas:

y [Processus continu projeté Jﬂ( Processus continu projeteé discrétise

[Processus continu } ?

k( A (

Processus discreétisé ] Py L
ISC

- Tl permet de calculer des moyennes canonigues:

[o@nta) =271 [ of@)e o

—1 // ¢€_5V|V§‘_1dazz ClZ, (formule de la co-aire)
z J 2,

-1
= (/ e~ A=) dz) /(/ qbd,ugz) e A=) 42
z z 2,
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2 Calcul de différences d’énergie libre

Le principe des méthodes hors équilibre est de
considerer le processus X; avec X ~ us_,, €t

dX; = —VV (X)) dt + /2871 dW; + VE(X ) dA,,
dA; tel que &(X ) = z(¢),

ou z : [0,T] — R est une évolution déterministe de la
coordonnée de réaction ¢ choisie a priori. On a alors

dAy = dA™ 4 dAL + dASYE, avec

AR = — /23~ 1|VV§|2 ) - dWy, dAf = F(X,) dt et
ext __ & ( )
AN = e -
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2 Calcul de différences d’énergie libre

n associe a chaque trajectoire (X ;)p<t<7 Un poids

/f ds—/otz’(s)dAg.

et la différence d’énergie libres est obtenue par une
formule de Feynman-Kac:

A(2(t)) — A(2(0)) = =B~ In (E (exp(— B W(£)))).
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2 Calcul de différences d’énergie libre

l (C) Méthode hors-équilibre. (d) Méthode adaptative.
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3 Algorithmes adaptatifs

Le principe des methodes adaptatives est de modifier
le potentiel vu par les particules en fonction des
configurations visitées, de sorte a:

» explorer de maniere efficace I'espace des
configurations,

* calculer le profil d’énergie libre.
Le potentiel dépend du temps et est de |la forme

Vi(e) = V(z) — As(§(z))

ou A; est une approximation de I'énergie libre a
I'instant ¢, au vu des configurations visitées par le
systeme jusgu’a cet instant.
Références: Darve, Pohorille, Hénin, Chipot, Laio, Parrinello,
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3 Algorithmes adaptatifs

Ise a jour de A; ? Faisons I’hypothese un instant que
a processus est instantanément a I'équilibre

Y = Y o exp(—0Vy)(x) de = exp(—FB(V — Ay 0&))(x) de.
On rappelle la définition de I'eénergie libre:

A(z) =—p"1In (/ e_BV]Vﬂ_ldazZ) = -3 tInZs_,

et de la force moyenne:

(Tt (I6)) e
/ eV Vel o,

Pour batir la dynamique adaptative, V' est remplacé
par V; dans ces formules, pour obtenir I’énergie libre
. ou I a force moyenne Observée T. Leliévre, Collége de France, Avril 2008 — p.27




3 Algorithmes adaptatifs

énergie libre observée

— 3 'n (/ e—ﬁ"t\vgrldagz) = (A—A),
>,

La force moyenne observée :

VVVE o (VENN g
/ ( vep A (MP))B Ve do,

/ e PV Ve oy,

= (A - A

ldée: utiliser ces expressions pour mettre a jour A;
(resp. A}) de telle sorte que lim; ., A; = A'.

. T. Leliévre, College de France, Avril 2008 — p.28



3 Algorithmes adaptatifs

énergie libre observée

La force moyenne observée :

[ (T g (5€)) gt

V¢[? V¢[?
/ e~ PV Ve oy,

= (A - A

ldée: utiliser ces expressions pour mettre a jour A;
(resp. A}) de telle sorte que lim; ., A; = A'.
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3 Algorithmes adaptatifs

len sdr, X, n'est pas instantanement a I'équilibre.
Lheuristigue précedente est utilisee pour mettre a jour
A; ou A} (en remplacant 1 par ¢ dans les formules

precedentes):

0A;

1
(ABP) W(Z) — —;5_1ln/¢|V§\_1d022,

(ABF)

6‘A2(Z) 1 (f fIVE| ™ dos,
ot 1T\ [|VE|~tdoy,

(ou’ désigne la dérivation par rapport a z).

- A;<z>) |

Remarque: Comme ¢ # % (on n'est pas a
I'’équilibre), ABP # ABF.
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3 Algorithmes adaptatifs

onsistence de la méthode: si on atteint un état
tationnaire, on obtient la force moyenne. En effet, si

(Ye(@), Ar(2)) — (Yoo(T), Aso(2)),

alors

thoo = Z " exp(—B(V — Ao 0 £))
et donc:
* pour (ABP), 0 = —37 1 n [ 4| V€| Vdos.,

oo V _1d0'22
* pour (ABF), 0 = [fscianies — AL (2)

d’Ol\J, dans les deux CAas, (a une constante additive pres),

A = A.
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3 Algorithmes adaptatifs

Plus géenéeralement, pour deux fonctions croissantes F;
et G, (tel que G;(0) = 0), on peut utiliser la mise a jour:

0A _ _
4BP) St = £y (—o7 [Vl o, )
Le potentiel biaisant est augmente (resp. diminué) la
ou I’énergie libre observée est grande (resp. petite).

0A} | [ Vel N dos, /

o ()= ( J Ve[ Tdo, At(z)> |
La force biaisante est augmentée (resp. diminuée) la
ou la force moyenne observée est positive (resp.
négative).
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3 Algorithmes adaptatifs

n exemple typique de dynamique adaptative (ABF):

[ dX; = —-V(V — A 0 &) (Xy) dt + /28~ LdW,

\ /
= L ErEex) = 2) - 4(2).

En terme de |la densité ¢ de X, on a:

Opp = div (V(V — Apo &)+ 71V,

(VI
0A; 1 /[ fy|VE oy, ,
@) == (ot —440)
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3 Algorithmes adaptatifs

principe de la métadynamique est d’étendre
‘espace de configuration a (x, z) € R""! et de
onsidérer le méta-potentiel

Vk(m, 2) = Vi(x) + k(z — &(x)).

n choisissant la coordonnée de réaction (x, z) — z,

_ exp(—0VF*(x,2)) do
on a Ak(z) =0 'n (ffexp?fﬁ‘ﬁ/k(a(:,z)))ziw dz) '

On vérifie que o
exp(—pfk(z—&(x))?
[exp(—VE(x,2)yde ] SP(=BV(@) w/(km .

xIr

)
[exp(—BVk(x, 2))dxdz fexp( () dz

/ J exp(— )Wﬂ Ldoy,
k—oo [ exp(—pV(x)) dx

k \ ., . \
et donc A" — A (a une constante additive prés).
. k_> o0 T. Leliévre, College de France, Avril 2008 — p.33




3 Algorithmes adaptatifs

n obtient donc quatre combinaisons possibles de
dynamique adaptative:

dA, dA;
dt dt
vV | ABF ABP
vk | M-ABF M-ABP
Les dynamiques adaptatives utilisées actuellement
rentrent toutes dans une de ces catégories.

En pratique, pour calculer [ ;|V¢|~tdoy,, ou

1
/ §(21]#§|§§jdai”EZ, on peut utiliser des moyennes

empiriques ou des moyennes en temps, et diverses
regularisations (convolution par un noyau en temps ou
. en espace) T. Leligvre, Collége de France, Avril 2008 — p.34




| =2

Ai(2)

On rappelle que [ =

%S

2

B~ 1div (

V¢

4 Convergence des meéthodes adaptatives

n s’'interesse a la vitesse de convergence pour une
classe de méthodes adaptatives (m-)asr et r = 0):

[ dX, = —v(v — Ao g) (X})dt + /251 dW;,
WAYEE

%S

_ S feIvE| T dos,

VV-V¢
[VE?

- [Y|VE| Tl doy,

—173: V¢E
— B+ div (lV&P)'

2)) (Xt)‘f(Xt) = Z) -

LEDP vérifiée par la densité (t,z) de X; est:

{ O = div (V(V — Apo &) + 571V,
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4 Convergence des meéthodes adaptatives

héoreme: On suppose

(H1) ergodicité des variables micro: les probabilités
conditionnelles uy_ satisfont une inégalité de Sobolev
logarithmique ISL(p),

(H2) couplage borné: |Vs, f|l;~ < oo,
alors
|4} — A'l|z2 < Cexp(—F~" min(p, 7)t).

Le taux de convergence est limité par:

* le taux r de convergence de ¢ = [¢|V¢| "L doy,
Vers 1., au niveau macro,

* la constante p dans lI'ineégalité ISL(p) au niveau
micro. — la vraie limitation.
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4 Convergence des meéthodes adaptatives

our simplifier la présentation, on suppose n = 2,
space des configurations est T x R, et &(z,y) = =.
Dans ce cas, la dynamique se reécrit:

(X = —V(V — 4 0&)(Xy) dt + /281 dW;,
Al(z) =44 — (c‘?xV(Xt)‘g(Xt) - x) .

\

Ou bien, sur la densité (¢, x) de X;:

[ O =div (VV¢ + 871VY) — 0u(A),

/ L fal’v xvy)w(taxay) dy
\ Aile) = [tz y)dy

/"
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4 Convergence des meéthodes adaptatives

bjectifs:

° montrer gue le caractere meétastable de la
dynamique de gradient (GD) a été corrige,

. 1o OV (zy)p(try) dy
montrer que Ai(z) = Totoy)dy — CONVerge

10 J OV (2y) exp(=BV)(z,y) dy
vers Ae) = e iEa dy
Ingrédient 1: On vérifie facilement que
Y(t,z) = [¥(t, z,y) dy satisfait une EDP fermée

Opp = 710,00 SUr T,

et donc, ¢ converge vers ¢, = 1, a la vitesse
C exp(—4m?3711).
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4 Convergence des meéthodes adaptatives

our mesurer la convergence vers I'équilibre
*OO = Z—1 exp(—3(V — Ao ¢)), on utilise des entropies

fln( ) dp).
'entropie totale E(t) = H(W(t,.)|tso),

'entropie macro Ey;(t) = H(W(t,.)|deo),
et 'entropie micro

En(t) = /H (‘b(’é )) %O((x))) D(t, x) do.

Ingrédient 2: Remarquer que E = E,; + E,,. On sait
deja que E,, tend vers 0 exp. vite: il suffit donc de
= considéerer £,,. T Lo, Collgede France, A 2008 -39




4 Convergence des meéthodes adaptatives

redient 3. Un calcul donne (miracle algébrique)

E,, = O0FE — O0:Ey
2 —_
w — Al /
— 1n | = A, —A).

- ()

En utilisant

(H1) les probabilités conditionnelles &%) dy satisfont

une inégalité de Sobolev logarithmique ISL(p), on a
_ g1 o1 (i)
] a5

. T. Leliévre, College de France, Avril 2008 — p.40
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4 Convergence des meéthodes adaptatives

) implique I'inégalité de Talagrand (Ingrédient 4):
— Al(2)]

U(t, z,y) - . Voo (2, 7)
/8ny [a(t :vy)dydy /axv( 7y)f¢oo(xay)dydy’

< ||(9:c,yV||Loo/|y—y’\m,x(dy7dy’),

< 00y V1 \/ %H (‘%(’éf;j) ‘%Z)')),

ou 7, €st une mesure de couplage:

Y(t, @ y i Yooz, Y') /
0w+ g matin. ) = [ 5@y + o)L=y

Ceci necessite (H2) 0, ,V € L.

T. Leliévre, College de France, Avril 2008 — p.41



4 Convergence des meéthodes adaptatives

w

lement,
Oy ln

(0 / /
1 (AL — A Al — A
n(wm) \// ' Y woo
< \@WHLwM;E mC exp(— A3 1t)

_ /2 _
W Em < —2p8 ' Ep + |00y V| oo ;EmC' exp(—4m257 1),

ce qui implique

et donc E,,(t) < Cexp(—B~ ! min(p, 472)t).

. T. Leliévre, College de France, Avril 2008 — p.42



4 Convergence des meéthodes adaptatives

n vérifie ensuite que la force moyenne A; observee a
I'instant ¢ converge vers la force moyenne A’ au sens
suivant:

[ 141 = AP, 2) dz < Cexp(—25" min(p, 42,

et donc, 3t* > 0,3C* > 0, Vi > ¥,

| A, — A2 < C*exp(—F~" min(p, 47°)t).

. T. Leliévre, College de France, Avril 2008 — p.43



4 Convergence des meéthodes adaptatives

es arguments peuvent étre generalises pour prouver
le théoreme dans les cadres suivants:

* £:R"™ — T (avec une légere modification de la
dynamique),

* £:R" — R (avec une legere modification de la
dynamique et un potentiel confinant sur &(x)),

o £:R" — T™ou ¢ : R® — R™ sous une hypothese
d’orthogonalité: V¢; - V&; = 0 pour i # j,

* £:R" —=T™ou ¢ :R" — R™ avec la dynamique
ABF originale, sans hypothese d’orthogonalité,
mais sous une hypothese de couplage
suffisamment faible.

. T. Leliévre, Collége de France, Avril 2008 — p.44



4 Convergence des meéthodes adaptatives

Par exemple, dans le cas ¢ : R” — R, le résultat de
nvergence est obtenu pour la dynamique:

= -V (V—ﬁ_l In(|VE[2)— A 0 €110 g) (X )|VE[2(X,) dt
+ /2671 Ve (X)) dWy,
4o~ (Yot ot (oey ) ) (xofexn = =)

Les termes bleus sont naturellement requis pour avoir
une EDP fermée sur v (t, (t,.)dos.:

— — _1 —
o0 = 0. (1'% + 510.).
Le terme vert est nécessaire pour que ) converge
. Vers un état Stationnaire- T. Leliévre, College de France, Avril 2008 — p.45



4 Convergence des meéthodes adaptatives

Résultat obtenu en marge du préecédent:
(généralisation d’'un resultat de N. Grunewald, F. Otto,
C. Villani et M. Reznikoff):

Pour une mesure p et une fonction &, on suppose

* une ISL pour les probabilités conditionnées
pl-1€(x) = 2),
* une ISL pour la marginale z(dz) = £ * u(dz),

* un couplage borneé (||Vy, f||r~ < 00),

alors la mesure ;. satisfait une ISL.

. T. Leliévre, College de France, Avril 2008 — p.46



steme de particules et méthodes adaptatives

ne discrétisation de ces dynamiques adaptatives par
un systeme de particules est naturelle: les espéerances
conditionnelles sont calculées par des moyennes
empirigues. Une idée est d’ajouter un mécanisme de
sélection pour dupliquer les “marcheurs innovants” et
tuer les “marcheurs redondants”.

Par exemple, un mécanisme de sélection peut étre
utilisé pour accelérer la convergence au niveau macro
(augmenter 7).

(O =div (V€72 (V(V = Aro )b+ B7IVY)) + W () o &b,
L VV.-VE ( V¢ )) -1
Al(2) = — 3714 \V/ Nd

/N

T. Leliévre, College de France, Avril 2008 — p.47



steme de particules et méthodes adaptatives

On aalors: 0y = 8710, .4 + W (V).
Un bon choix pour W (¢ > 0):

— 0, L
p— ’_ .
W(y) =c v

Le taux de convergence de 1 vers 1, au niveau
macro, est alors amélioré: oy = (37 1+¢)0, ..

Numériguement, cela revient a affecter un poids
exp (f(f W(X?) ds) a chague marcheur. On utilise

ensuite les poids pour réeéchantillonner les marcheurs
de temps en temps (resampling methods).

. T. Leliévre, College de France, Avril 2008 — p.48



steme de particules et méthodes adaptatives

lllustration numérique sur I'exemple de la solvatation
d’'un dimere.

e = — = . —
= = = S
S & = = =
S . © = = =
e € S = = S
A gauche: état compact. A droite: état étire.

On choisit ici comme coordonnée de réaction la
distance bout-a-bout du dimere &(x) = |z, — x|.

. T. Leliévre, College de France, Avril 2008 — p.49



steme de particules et méthodes adaptatives

rofil de la force moyenne en utilisant ABF pour 2000
archeurs. Résultat obtenu a l'instant ¢ = 0.1.

Mean force

T T T
1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 2.2 2.4
Bond length

Rouge: avec selection (¢ = 10); Bleu: sans sélection.

T. Leliévre, College de France, Avril 2008 — p.50

. Lignes en pointillés: intervalle de confiance a 95%.



steme de particules et méthodes adaptatives

roportion de marcheurs qui ont passe la barriere
‘energie libre en fonction du temps.

0.5

0.4+

0.3

Escape rate

0.2

0.1+

00 T T T T T T T
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4
Time

Noir: sans selection; Bleu: c=2; Vert: ¢=5;
. Rouge: C:lo. T. Leliévre, College de France, Avril 2008 — p.51



Conclusion

) On a proposé une formulation unifiee des methodes
adaptatives pour le calcul d’énergie libre, en utilisant
des probabilités conditionnelles.

2) Théoriquement, ce cadre nous a permis de prouver
la convergence en temps long pour une classe
d’algorithmes (ABF). Le taux de convergence est relie
a la constante de l'inégalité de Sobolev logarithmique
satisfaite par les mesures de Boltzmann-Gibbs

conditionnées a une valeur de la coordonnée de
reaction.

3) Numeériguement, ces esperances conditionnelles
peuvent étre naturellement approchées par des
moyennes empiriques sur plusieurs marcheurs. Nous
avons proposé une methode de sélection des

- marcheurs permettant d’accélérer la convergenee:: -



Conclusion

Travaux en cours:

Convergence du systeme de particules (avec . Jourdain
et R. Roux).

Optimalité des taux de convergence (le cas de
“deux chemins”).

Passage en “grandeur reelle” (vec c. chipot et

K. Minoukadeh), Utilisation en statistique bayésienne (avec
N. Chopin).

Dynamique contrainte pour Langevin.

Définition d’'une “bonne coordonnée de réaction”
en terme de constante optimale dans I'lSL.

T. Leliévre, College de France, Avril 2008 — p.53
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