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Probleme

® O c RY ouvert régulier borné, w cc Q un ouvert, T > 0

0
ay—l—sAy—l—M-Vy:ulw (t,z) € (0,T) x Q,

y(z,0) = yo(x) z € ()

+ cond. bord

M € RV, e > 0 ‘petit’, u controle, y, donnée initiale.
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Probleme

® O c RY ouvert régulier borné, w cc Q un ouvert, T > 0

%y+sAy+M-Vy=u1w (t,z) € (0,T) x Q,

y(z,0) = yo(x) z €€}

+ cond. bord

M € RN, e > 0 ‘petit’, u contrble, yo donnée initiale.
® c=0,u=0:3T*(M,Q) > 0tel que y(T*,x) =0 Vx € Q.
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Probleme

® O c RY ouvert régulier borné, w cc Q un ouvert, T > 0

%y+sAy+M-Vy:u1w (t,z) € (0,T) x Q,

y(z,0) = yo(x) z €€}

+ cond. bord

M € RN, e > 0 ‘petit’, u contrble, yo donnée initiale.
® c=0,u=0:3T*(M,Q) > 0tel que y(T*,x) =0 Vx € Q.
® c>0:Jutelque y(T,x) =0 Vz € Q (contrOlabilité a zéro)
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Probleme

® O c RY ouvert régulier borné, w cc Q un ouvert, T > 0

%y+sAy+M-Vy=u1w (t,z) € (0,T) x Q,

y(z,0) = yo(x) z €€}

+ cond. bord

M € RN, e > 0 ‘petit’, u contrble, yo donnée initiale.
® c=0,u=0:3T*(M,Q) > 0tel que y(T*,x) =0 Vx € Q.
® c>0:dJutelque y(T,x) =0 Vz € Q (contrblabilité a zéro)

Question 1 : Si T < T™, est-ce vrai que le colt de la contrélabilité a zéro
explose quand ¢ X\, 07?
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Probleme

® O c RY ouvert régulier borné, w cc Q un ouvert, T > 0

%y+eAy+M-Vy=u1w (t,z) € (0,T) x Q,

y(z,0) = yo(x) z €€}

+ cond. bord

M € RN, e > 0 ‘petit’, u contrble, yo donnée initiale.
® c=0,u=0:3T*(M,Q) > 0tel que y(T*,x) =0 Vx € Q.
® c>0:dJutelque y(T,x) =0 Vz € Q (contrblabilité a zéro)
Question 1 : Si T < T™, est-ce vrai que le colt de la contrélabilité a zéro
explose quand ¢ X\, 07?

Question 2 : Si T > T™, est-ce vrai que le colt de la contrélabilité a zéro
est borné (ou tend vers zéro!) quand ¢ X\, 0?
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Plan

$® Equation de la chaleur en dimension 1:
- Présentation du probleme
- Un résultat d’explosion
- Un résultat de convergence a zero
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Plan

® Equation de la chaleur en dimension 1:
- Présentation du probleme
- Un résultat d’explosion
- Un résultat de convergence a zero

® Extensions et perspectives:
- Equation de Burgers.
- Equation de KdV linéarise.
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Partie |: Chaleur

(e,T,L,M) € (0, +00)*

® Equation de la chaleur, conditions aux limites Dirichlet, N =1

2

yt_gyxa:_"My:Jc:O (t,:l?) S (07T) X (07L)7
S y(t,0)=wu(t), yt,L)=0 te(0,T),
 y(7,0) = yo(z) x € (0,L)
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Partie |: Chaleur

(e,T,L,M) € (0, +00)*

® Equation de la chaleur, conditions aux limites Dirichlet, N = 1

2

yt_gy:nx—"My:Jc:O (t,:l?) S (O7T) X (O7L)7
S y(t,0)=wu(t), yt,L)=0 te(0,T),
 y(7,0) = yo(z) x € (0,L)

u controle, 1o € L?(0, L) condition initiale
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Partie |: Chaleur

(e,T,L,M) € (0, +00)*

® Equation de la chaleur, conditions aux limites Dirichlet, N = 1

2

yt_gyxx+Myx:O (t,il?) S (O7T) X (O7L)7
S y(t,0)=wu(t), yt,L)=0 te(0,T),
 y(7,0) = yo(z) x € (0,L)

u controle, 1o € L?(0, L) condition initiale

o Il existe u € L?(0,T) tel que y(T,z) =0 Vx € (0,L)
(Fursikov-Imanuvilov, 1996).
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Partie |: Chaleur

(e,T,L,M) € (0, +00)*

® Equation de la chaleur, conditions aux limites Dirichlet, N = 1

2

yt_gyxm+Myx:O (t,il?) S (O7T) X (O7L)7
S y(t,0)=wu(t), yt,L)=0 te(0,T),
 y(7,0) = yo(z) x € (0,L)

u controle, 1o € L?(0, L) condition initiale

o Il existe u € L?(0,T) tel que y(T,z) =0 Vx € (0,L)
(Fursikov-Imanuvilov, 1996).

e On appele U(e, T, L, M, y,) cet ensemble
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Objectif

.
Yt — €Yzx + My, =0,

< Yaz=0 = U Yjz=L — 0,

Yit=0 = Yo,

\
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Objectif

Yt — €Yzx + My, =0,
< y|a::() - U, y|a::L — 07

Yit=0 = Yo,

Colt de la controlabilité a zéro:

K(é,T, LaM) — Sup {mln ||u||L2(O,T) NS U(EaTaLaMa yO)}
||yO||L2(0,L)§1

Comportement de K quand ¢ devient petit?
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Objectif

Yt — €Yzx + My, =0,
< y|a::() - U, y|a::L — 07

Yit=0 = Yo,

Codt de la controlabilité a zéro:

K(€7T7 L7M) — Sup {mm ||u||L2(O,T) NS U(€7T7L7M7 yO)}
||yO||L2(o,L)§1

Comportement de K quand ¢ devient petit?

Mettons ¢ = 0 :

® T < L/M = la solution ne peut pas étre zéro
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Objectif

Yt — €Yzx + My, =0,
< y|a::0 - U, y|a}:L — 07

Yit=0 = Yo,

Codt de la controlabilité a zéro:

K(€7T7 L, M) — Sup {mm Hu||L2(O,T) NS U(€7T7L7M7 yO)}
||yO||L2(0,L)§1

Comportement de K quand ¢ devient petit?

Mettons ¢ = 0 :

® T < L/M = la solution ne peut pas étre zéro

® T > L/M = la solution devient automatiguement zero
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Résultat négatif

.
Yt — €Yzx + My, =0,

< Yaz=0 = U Yjz=L — 0,

Yit=0 = Yo,

\
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Résultat négatif

.
Yt — €Yzx + My, =0,

< y|a::() - U, y|a::L — 07

Résultat 1: Y|t=0 = Yo,

Supposons que T' < L/M. Alors,

\

K(e,T,L,M) > e®/¢ quand e \, 0"

Preuve: Probleme adjoint:
(

—pt — €Yz — M, =0,
Plz=0 = 0= Ple=L>
| Plit=T = T,

_/\
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Résultat négatif

;
Yt — €Yzx + My, =0,

< y|a::0 - U, y|a}:L — 07

Yit=0 = Yo,

Résultat 1:
Supposons que T' < L/M. Alors,

\

K(e,T,L,M) > e®/¢ quand e \, 0"

Preuve: Probleme adjoint:
(

—pt — EPze — My =0,
Plz=0 = 0= Ple=L>
| Plit=T = T,

_/\

190, ) z2¢0,0) < K*||@zje=0llz2(0,7) €St €quivalent a I'existence de
uw € L*(0,T) tel que
H
£
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Preuve résultat négatif (1/2)

Trouver o tel que la solution ¢ de

’

_S/’St - 59/0\:1::1: - M@ﬂ: =0,
9/5|ac:0 =0 = 9/5|:1::L7
L 9/5|t=T — @Ta

_/\

satisfasse Pji—o ~ C et Pyjpmo ~ €~ °/¢
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Preuve résultat négatif (1/2)

Trouver o tel que la solution ¢ de

’

_@t - 59/0\9090 - M@x = 0,
{ Pla=0 = 0= Pla=r,
| Plt=T = P,

satisfasse Pji—o ~ C et Pyjpmo ~ €~ °/¢
ldée: inégalites d’énergie a poids (vitesse finie de propagation,
Augmon 1982)
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Preuve résultat négatif (1/2)

Trouver o tel que la solution ¢ de

’

_@t - 59/0\9090 - M@x = 0,
{ Pla=0 = 0= Pla=r,
| Plt=T = P,

satisfasse @ji—o ~ C et Pyjpmo ~ e~ /¢

ldée: inégalites d’énergie a poids (vitesse finie de propagation,
Augmon 1982)

On multiply par exp{((t, z)p} et nous avons pour tout ¢ € [0, T:

L
0

L T L
) 1 € X g
A e Y R L e e A s
0 t Jo
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Preuve résultat négatif (1/2)

Trouver o tel que la solution ¢ de

’

_@t - 59/0\9090 - M@x = 0,
@lx:O =0 = 9/0\|:B:L7
| Plt=T = P,

/G

satisfasse @ji—o ~ C et Pyjpmo ~ e~ /¢

ldée: inégalites d’énergie a poids (vitesse finie de propagation,
Augmon 1982)

On multiply par exp{((t, z)p} et nous avons pour tout ¢ € [0, T:

L 1 (T L .
J A Y AR o o B e A s
0 € Jt Jo .

Choix de pr et de (?
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Preuve résultat négatif (2/2)

Soitr > 0telque T < —4r 4+ L/M et soit ppr € C§°(|lx — L| < r). Nous
cherchons une fonction ¢ € C*°([0,T] x |0, L]) telle que
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Preuve résultat négatif (2/2)

Soitr > 0telque T < —4r 4+ L/M et soit ppr € C§°(|lx — L| < r). Nous
cherchons une fonction ¢ € C*°([0,T] x |0, L]) telle que

(>0,G+ MG —1¢GI°>0 (tz)€[0,T] x [0, L]
C(t,x) =0, (t,z) e {(t,Lu — M(T —1t)):uwe[L—r L], te]0,T]}
((t,x) > Cr?, (t,z) e {(t,u— M(T —t)):uel0,L—2r],te[0,T]}
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Preuve résultat négatif (2/2)

Soitr > 0telque T < —4r 4+ L/M et soit ppr € C§°(|lx — L| < r). Nous
cherchons une fonction ¢ € C*°([0,T] x |0, L]) telle que

(>0,G+ MG —1¢GI°>0 (tz)€[0,T] x [0, L]
C(t,x) =0, (t,z) e {(t,Lu — M(T —1t)):uwe[L—r L], te]0,T]}
((t,x) > Cr?, (t,z) e {(t,u— M(T —t)):uel0,L—2r],te[0,T]}

D’apres l'inégalite a poids:

2r
/ 12 (t, 2) de < e /%, Wt e [0, T]
0
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Preuve résultat négatif (2/2)

Soitr > 0telque T < —4r 4+ L/M et soit ppr € C§°(|lx — L| < r). Nous
cherchons une fonction ¢ € C*°([0,T] x |0, L]) telle que

C>0, G+ MG —|GI2>0 () e[0,T]x[0,I]

((t,z) =0, (t,x) € {(t,u— M(T —t)) :ue [L—rL], t€0,T]}

((t,x) > Cr?, (t,z) e {(t,u— M(T —t)):uel0,L—2r],te[0,T]}
D’apres l'inégalite a poids:

2r
/ 12 (t, 2) de < e /%, Wt e [0, T]
0

Régularité parabolique: n'importe quelle norme de p autourde z =0
décroit aussi comme e~ ¢/¢.
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Preuve résultat négatif (2/2)

Soitr > 0telque T < —4r 4+ L/M et soit ppr € C§°(|lx — L| < r). Nous
cherchons une fonction ¢ € C*°([0,T] x |0, L]) telle que

(>0,G+ MG —1¢GI°>0 (tz)€[0,T] x [0, L]
C(t,x) =0, (t,z) e {(t,Lu — M(T —1t)):uwe[L—r L], te]0,T]}
((t,x) > Cr?, (t,z) e {(t,u— M(T —t)):uel0,L—2r],te[0,T]}

D’apres l'inégalite a poids:
2r 5
/ B12(t, ) do < e 7 /e Vit € 0, T]
0

Régularité parabolique: n'importe quelle norme de p autourde z =0
décroit aussi comme e~ ¢/¢. En particulier,

|Pajz=0llz200,7) < e /e
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Remarques au résultat negatif

® Preuve alternative par séries de Fourier
(avec J.-M. Coron, 2005)
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Remarques au résultat negatif

® Preuve alternative par séries de Fourier
(avec J.-M. Coron, 2005)

® Le méme résultat est vrai si I'on contrble des deux cotés.

l Contrdle optimal singulier de quelques équations aux dérivées partielles — p.9/1



Remarques au résultat negatif

® Preuve alternative par séries de Fourier
(avec J.-M. Coron, 2005)

» Le méme résultat est vrai si I'on controle des deux cotés.

® Lemémeresultatestvraisi M <0etT < 2/|M|.
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Remarques au résultat negatif

Preuve alternative par séries de Fourier
(avec J.-M. Coron, 2005)

Le méme résultat est vrai si I’'on contrble des deux coteés.
Le méme résultatestvraisi M < 0etT < 2/|M|.

Extension a dimension N, M = M (t, x) et contrOle interne
(avec G. Lebeau, 2007)
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Résultat positif

Reésultat 2:
Supposons que T > (4.3)L/M. Alors,

K(e,T,L,M) < e ¢/¢ quand ¢ \, 0%
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Résultat positif

Reésultat 2:
Supposons que T > (4.3)L/M. Alors,

K(e,T,L,M) < e ¢/¢ quand ¢ \, 0%

Preuve: Probleme adjoint:
(

—pt — EPge — M, =0,
Plz=0 = 0= Ple=L>
| Plt=T = LT

_/\
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Résultat positif

Reésultat 2:
Supposons que T > (4.3)L/M. Alors,

K(e,T,L,M) < e ¢/¢ quand ¢ \, 0%

Preuve: Probleme adjoint:
(

—pt — EPze — M, =0,
Plz=0 = 0= Ple=L>
| Plt=T = LT

_/\

Montrer que la constante K* de
1000, )l r2(0,2) < K™ [[0z)z=o0llL2(0,7)

décroit comme e~¢/¢ lorsque ¢ \, 0 pour tout ¢ € L?(0, L).
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Preuve résultat positif

Inégalités de Carleman donnent

3T/

4 pL T
//|WMﬁsm/|%pwﬁ )
T /4 0 0

avec K, ~ e“/¢, C = C(L, M) > 0.
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Preuve résultat positif

Inégalités de Carleman donnent
3T/

4 pL T
/|WMﬁgm/|%pwﬁ )
T/4 Jo 0

avec K, ~ e“/¢, C = C(L, M) > 0.

Lemme: Soientt; <ty avecty —t; > L/M. Alors

(M(ty —t1) — L)?
||90|t:t1 ||L2(O,L) S exp {_ 8(t2 . t1)€ ||90|t:t2 ||L2(O,L)'
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Preuve résultat positif

Inégalités de Carleman donnent
3T/

4 pL T
/|WMﬁsm/|%ﬁwﬁ )
T/4 Jo 0

avec K, ~ e“/¢, C = C(L, M) > 0.

Lemme: Soientt; <ty avecty —t; > L/M. Alors

(M(t2 —t1) — L)
lotemalron < exp f == o 2.

Combiner avec (1) et prendre T assez grand par rapporta L/M.
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Preuve résultat positif

Inégalités de Carleman donnent

3T/4 pL T
/|WMﬁsm/|%ﬁwﬁ )
0 0

T/4

avec K, ~ e“/¢, C = C(L, M) > 0.

Lemme: Soientt; <ty avecty —t; > L/M. Alors

(M(t2 —t1) — L)
lotemalron < exp f == o 2.

Combiner avec (1) et prendre T assez grand par rapporta L/M.

Idée de la preuve du Lemme: inégalité d’énergie a poids avec le poids
exp{r(M (T —t) + x)}, avec r > 0 a choisir
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Remarques au résultat positif

® Quelle est la constant optimale devant L/M?
(Certainement pas 4.3!)
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Remarques au résultat positif

® Quelle est la constant optimale devant L/M?
(Certainement pas 4.3!)

® Le méme résultat estvraisi M <0etT > 58L/|M|.
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Remarques au résultat positif

® Quelle est la constant optimale devant L /M ?
(Certainement pas 4.3!)

°

Le méme résultat est vrai si M < 0etT > 58L/|M|.

o

Extension a dimension N, M = M (t, x) et contrOle interne
(avec G. Lebeau, 2007)
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Partie IlI: Extensions

® Burgers, controlabilité ‘locale’ a zéro:

( Yy — Yps + yys + My, =0 (t,2) € (0,T) x (0, L),
y(ta 0) — u(t)7 y(t7 L) =0 te (07 T):
L y(z,0) = yo(z) z € (0,L)

_/\
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Partie IlI: Extensions

® Burgers, contrélabilité ‘locale’ a zéro:

( Yy — Yps + yys + My, =0 (t,2) € (0,T) x (0, L),
y(t,0) = u(t), y(t,L)=0 te(0,7T),
| y(%,0) = yo(z) z € (0,L)

L/

Résultat 3 (avec O. Glass, 2006): ||yo|| << 1, il existe Cy > 0 tel
que siT > CyL/| M|, il existe u avec

y(T,2) =0 Ve e [0,L] et |u|p:<e “¢|yollL2.
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Partie IlI: Extensions

® Burgers, contrélabilité ‘locale’ a zéro:

( Yy — Yps + yys + My, =0 (t,2) € (0,T) x (0, L),
y(t,0) = u(t), y(t,L)=0 te(0,7T),
| y(%,0) = yo(z) z € (0,L)

L/

Résultat 3 (avec O. Glass, 2006): ||yo|| << 1, il existe Cy > 0 tel
que siT > CyL/| M|, il existe u avec

y(T,2) =0 Ve e [0,L] et |u|p:<e “¢|yollL2.

Preuve: travelling waves (Burgers visqueux) + controlabilité
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Partie IlI: Extensions

® Burgers, contrélabilité ‘locale’ a zéro:

( Yy — Yps + yys + My, =0 (t,2) € (0,T) x (0, L),
y(t,0) = u(t), y(t,L)=0 te(0,7T),
| y(%,0) = yo(z) z € (0,L)

N\

Résultat 3 (avec O. Glass, 2006): ||yo|| << 1, il existe Cy > 0 tel
que siT > CyL/| M|, il existe u avec

y(T,2) =0 Ve e [0,L] et |u|p:<e “¢|yollL2.

Preuve: travelling waves (Burgers visqueux) + controlabilité

Résultat negatif? Optimalité de la constante C?
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Partie IlI: Extensions

® Korteweg-de-Vries linéarisé:

( Vi — EYpze + My, =0 (t,x) € (0,T) x (0, L),
S y(t,0)=wu(t), y(t,L) =0, y.(t,L)=0 t e (0,7T),
| y(2,0) = yo(z) xz € (0,L)
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Partie IlI: Extensions

® Korteweg-de-Vries linéarisé:

( Vi — EYpze + My, =0 (t,x) € (0,T) x (0, L),
S y(t,0)=wu(t), y(t, L) =0,y (t,L)=0 t€(0,T),
\ y(z,0) = yo(x) x € (0,L)

Résultat 4 (avec O. Glass, 2007): M > 0, il existe C; > 0 tel que
siT > CyL/M, il existe u avec

. 1/2
y(T,x) =0 Ve e [0,L] et |ulle <e " |yl L.
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siT > CyL/M, il existe u avec

. 1/2
y(T,x) =0 Ve e [0,L] et |ulle <e " |yl L.

Résultat 5 (avec O. Glass, 2008): si T' < L/M, le colt de la
controlabilité a zéro satisfait

K > eC/e.
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Partie IlI: Extensions

® Modele de Chaleur-KdV linéarisé (6, ¢ > 0):

_/\

2

Yt — 5y:13:13:1: — EYxx T+ Mya: =0 (ta x) S (O7T) X (07 L)7
Y(£.0) = u(t), y(t, L) = 0, yu(t, L) =0t € (0,T),
| y(x,0) = yo(x) x € (0,L)
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Partie IlI: Extensions

® Modele de Chaleur-KdV linéarisé (9, ¢ > 0):
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S y(t,0)=wu(t), y(t,L) =0,y (t,L)=0 t€(0,T),
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Résultat 6 (avec O. Glass, 2008): M > 0, il existe Cy > 0 tel que
siT > CyL/M, il existe u avec
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® Modele de Chaleur-KdV linéarisé (9, ¢ > 0):

(Y — Yuww — EYw + My, =0 (t,x) € (0,T) x (0, L),
S y(t,0)=wu(t), y(t,L) =0,y (t,L)=0 t€(0,T),
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Résultat 6 (avec O. Glass, 2008): M > 0, il existe Cy > 0 tel que
siT > CyL/M, il existe u avec

— max 1/2
y(T.x) =0 Yo e [0,L] et [ullpe < e /™oy o

Résultat négatif?
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Partie IlI: Extensions

® Systéme de Stokes, Q2 € R? ouvert borné et régulier, v CC 09Q:

(g —eAy+M-Vy+Vp=0 (t,z) € (0,T)xQ,
§ y=u(t)l, t € (0,T) x 09,
L y(x,0) = yo(x) x € ()
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® Systéme de Stokes, Q2 € R? ouvert borné et régulier, v CC 09Q:

(g —eAy+M-Vy+Vp=0 (t,z) e (0,T)xQ,
§ y=u(t)l, t € (0,T) x 01,
L y(x,0) = yo(x) x € ()

Est-ce que I'on peut dire quelque chose?

l Contrdle optimal singulier de quelques équations aux dérivées partielles — p.16/1
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