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par principes de grandes déviations et de moindre action.
Obtention du systeme de Vlasov-Monge-Ampére, dont on peut
dériver celui de Vlasov-Poisson de la gravitation newtonienne.
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I. DYNAMIQUES DE RANG
UNIDIMENSIONNELLES: un exemple élémentaire

Pour N contribuables « € {1, - - -, N}, on note Z,(«) > 0 le revenu
imposable de I'année n et op(a) € {1,- - -, N} son rang.
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I. DYNAMIQUES DE RANG
UNIDIMENSIONNELLES: un exemple élémentaire

Pour N contribuables « € {1, - - -, N}, on note Z,(«) > 0 le revenu
imposable de I'année n et op(a) € {1,- - -, N} son rang. On suppose
‘ Zni1(a) = Zp(a) exp(rr) exp(—=G(on)T) ‘ avec un taux de croissance
(supposé uniforme) r des revenus et des taux d’'imposition dépendant

du rang via la fonction G.

On trouve ‘ Xni1(a) = Xn(a) + (r — G(on))T ‘ pour | X, = log Z,
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QUELQUES RESULTATS (anciens)

Un modéle plus général (avec pseudo-bruit en option)

on(a) — 1

N -1

Xni1(@) = Xp(a) +7 F(w) + (—=1)7(2) /207 R(w), w =
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1
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1) Limite macroscopique N >> 1 pour u,(x) = %ZL 1 (x5 Xn(a)}

otu + 0x(f(u)) =
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QUELQUES RESULTATS (anciens)

Un modéle plus général (avec pseudo-bruit en option)

Xpi1(a) = Xn(a) + 7 F(w) + (=1)77() /207 R(w), w = Unlilolz;1

1) Limite macroscopique N >> 1 pour us(x) = g Z —1 T Xa(a))

Ot + Ox(f(u)) = v/ Oxx(r(u)), F(u) = f(u), R(u)=r'(u)=0

2) SiVu €]0,1][, f(u) > f(0) = f(1), il se forme une "classe" unique.
Pour N fixé et sans bruit, on a alors, génériquement, une unique
permutation d’équilibre des rangs et elle n’a qu’un cycle.
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Formation de classes

Evolution de profils de revenus a partir d’un profil linéaire: formation de deux classes.
(Données: N =100, 7 = 0,01, F(u) = u+ 24 "y ¢ [0,1], t € [0,1], 7 = 0,01.)
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Formation de classes

Permutation des rangs, d’'une année a l'autre, a I'équilibre (avec deux cycles).
(Données: N =100, 7 = 0,01, F(u) = u+ 24 "y ¢ [0,1], t € [0, 1], 7 = 0,01.)
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Commentaires

Voir Y.B. CRAS 1981-1982, SINUM 1984 (méthode de "transport-écroulement"), these
d’état 1986, pour interprétation "économique” et version pseudo-bruitée.

Des versions bruitées ont été analysées en théorie des probabilités ("mouvement
brownien réfléchi", Harrison-Reiman/Williams 1981-1987) puis en finance (modéle
"Atlas", Fernholz 2002, "rank dependent drifts", Pal-Pitman 2008).

Voir Ichiba-Papathanakos-Banner-Karatzas-Fernholz 2011, pour ces références qui
m’ont été récemment communiquées (merci a Max-Olivier Hongler, EPFL, Juin 2015).

Ces modeéles (comme ceux qui vont suivre) peuvent s’interpréter comme des MFG en
liaison avec le concept de transport optimal, comme on va le voir dans la suite.
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Il. GENERALISATION MULTIDIMENSIONNELLE

Onfixe {A(a) €RY, a=1,--- N}.
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Ttt = F(Xt? Aa'opt)_‘_\/%Ttt’ Oopt = Argsup oESN ((Xt’ Ag))

Yann Brenier (CNRS) DYNAMIQUES DE RANG MULTI-D CdF-04-12-2015 8/24



Il. GENERALISATION MULTIDIMENSIONNELLE

On fixe {A(a) € RY, o = 1,---, N}. On cherche X; € (R9)N solution de:

o
at

aB;
= F(Xt, A(Topt)+ 27 dt Uopt = Argsup 0ESN ((Xt, Ao’))

N
1
Op+ V- (pF(x, V) =1 & p, det(Dgp) = p~ ;> (X = Xi(@))

a=1
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E = F(Xta Aa'opt)+ 27 dt Uopt = Argsup geSy ((Xtv AO’))

N
1
Op+ V- (pF(x, V) =1 & p, det(Dgp) = p~ ;> (X = Xi(@))

a=1

1) Modele de Zeldovich en cosmologie.
2) Fluides géophysiques (cf. Mike Cullen, modéle semigéostrophique).
3) Géométrie de Kahler des variétés toriques (cf. Robert Berman).
4) Version complétement non-linéaire du modéle de Keller-Segel.
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lll. UNE INTERPRETATION STOCHASTIQUE
DES MODELES DE RANG MULTIDIMENSIONNELS

Soit un nuage brownien, i.e. N trajectoires browniennes
indépendantes dans R issues de {A(a) € RY, a =1,---, N}

Yi(a) = A(a) + VeBi(a), a=1,--N
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Errance d’un nuage dans R3
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OBSERVATION DU NUAGE A LINSTANT T

Probabilité que le nuage | Y;(a) = A(a) + VeBi(a), a=1,--- N
soit observé, a I'instant fixé t = T > 0, a la position Xt
X7 = (Xr(a), a =1,---,N) € (R)V| (a permutation prés des «)
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N o) — o\« 2
15~ T ewp( Xrte) Aol

cESN a=1
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OBSERVATION DU NUAGE A LINSTANT T

Probabilité que le nuage | Y;(a) = A(a) + VeBi(a), a=1,--- N
soit observé, a I'instant fixé t = T > 0, a la position Xt
Xr=Xr(a), a=1,---,N) e (Rd)’v (a permutation prés des «)

X7 ( || XT — Ay
} 3 [om- Do) ANy ) 57 oy 201
cESN a=1 UESN
|- | et]|-|| = normes euclidiennes dans R et (R9)"
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MOUVEMENT EN RANG MULTIDIMENSIONNEL

[IXT — A2y _ 1 2
— lim e Iog > ; exp(— ) = 57 Nf oesy|[XT — Aol
o€SN
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MOUVEMENT EN RANG MULTIDIMENSIONNEL

X7 — A2 1 2
— lim e IogZ > exp( 2677_) 57 Inf oesyl[XT = Ad||

oSN

Ainsi, dans la limite de bruit nul, connaissant X, on voit que, de
t=0at=T,les points du nuage brownien se sont déplacés en
ligne droite et en rang multidimensionnel, par "transport optimal”
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MOUVEMENT EN RANG MULTIDIMENSIONNEL

— lim ¢ Iog > > exp(- 5T

oSN

X — Ad|?

)=

1
>T inf

UESNHXT - ACT”2

Ainsi, dans la limite de bruit nul, connaissant X, on voit que, de
t=0at=T,les points du nuage brownien se sont déplacés en
ligne droite et en rang multidimensionnel, par "transport optimal”

t
X =(1- ?)Aoop, +

T

t .
= X7, Oopt = Arginf oESN ||XT - Aon

= Argsup sesy ((Xt,As)), avec ((,-)) = produit scalaire dans (R*)V
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Mouvement en rang "multidimensionnel”

+
+
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LAW AND DISORDER!

Le mouvement résultant du nuage jusqu’au temps T

!t

X=(1-+

t
JAsop + = X7, 0opt = Argsup gesy ((XT,As))

T

s’exprime par la "loi" (fictive) de "rang multidimensionnel”

dat t

dXt o Xt - Ao'opt

)

Topt = Argsup ses, (X1, As)),

tel0,T]

qui résulte de I'observation en T de mouvements erratiques.
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LAW AND DISORDER!

Le mouvement résultant du nuage jusqu’au temps T

t t
P 7 X1, ot = Argsup e, (X7 Ad))

X = (1 -

s’exprime par la "loi" (fictive) de "rang multidimensionnel”

Ky X Aoy
at t ’

oopt = Argsup scs, ((Xt,As)), t€[0,T]

qui résulte de I'observation en T de mouvements erratiques.
CELA EQUIVAUT AU MODELE DE ZELDOVICH EN COSMOLOGIE!
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Une simulation du modéle de Zeldovich en cosmologie

Yann Brenier (CNRS)

t=28
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Commentaires

Le modéle de Zeldovich en cosmologie a été relié au probleme de Monge de transport
optimal avec co(t quadratique par Uriel Frisch (et coll. Nature 2002).
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Le modéle de Zeldovich en cosmologie a été relié au probleme de Monge de transport
optimal avec co(t quadratique par Uriel Frisch (et coll. Nature 2002).

Linterprétation stochastique est donnée dans Y.B. arXiv 2015. Elle est reliée
i) au "probléme de Schrédinger" (remis au go(t du jour, en particulier par Christian

Léonard et, sur le plan numérique, par Jean-David Benamou, Gabriel Peyré et coll.),
qu’on peut voir comme version stochastique du probléme de Monge.

ii) aux travaux de Robert Berman (arXiv 2008...2013) qui a établi des liens
remarquables entre géométrie kahlérienne, mécanique statistique, transport optimal,
processus stochastiques (permanentaux et déterminantaux) et matrices aléatoires.
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IV. PREUVES PAR LE CONCEPT D’ONDE PILOTE

On part de I'équation de la chaleur dans I’espace produit (R?)V

dp

S(HX) = EAp(t,X), p(t=0,X) = NIZ&X As)

ocESN
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On part de I'équation de la chaleur dans I’espace produit (R?)V

dp

S(HX) = EAp(t,X), p(t=0,X) = NIZ&X As)

ocESN

et on suit les trajectoires de "I'onde pilote™:

o,

o = VXD, v(t.X) = —5Vxlog p(t. X)
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IV. PREUVES PAR LE CONCEPT D’ONDE PILOTE

On part de I'équation de la chaleur dans I’espace produit (R?)V

dp

at(tX) EAp(lr,X), p(t=0,X) = |Z5X Ay)

ocESN

et on suit les trajectoires de "I'onde pilote™:

o,
at

= v(t,X), v(t.X)=—5Vxlogp(t X)

On adapte ici le concept d’onde pilote de Louis de Broglie. D’ailleurs, on peut
faire un calcul similaire avec I’équation de Schrodinger libre:
(i0r+ A)b =0, 9(0,X) =3 exp(—||X — As||?/&®), v=VImlogy
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OBTENTION DU SYSTEME DE ZELDOVICH

On obtient explicitement

X, Xi—<A> sy A exp( XL AALY
o a0 AT XA |2
> vesy EXP(—577)
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OBTENTION DU SYSTEME DE ZELDOVICH

On obtient explicitement

X _ X
a

_<A> ey As exp( “IXAIE

2t

<A>=

)

S oesy exp(M)

La limite ¢ — 0O se justifie, comme opérateur max. monotone

t=e?

29 A1 Xy
do

=_Vo(Xp), d(X)=— inf [|[X—A,?/2
ocESN

et conduit (quand d = 1) a des collisions "collantes".

Yann Brenier (CNRS)
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From free (Bosonic) Schrédinger to sticky particles

"1ort.57' +

09 |
0.8 [ 4
0.7 | 4
06 1
05 B
04 f 1
03} |
0.2 [ 4

0.1
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V. GRANDES DEVIATIONS DU SYSTEME PILOTE

On ajoute du bruit » au systeme piloté

ax;
do

=Xy —<A>+ng

dBy

dag ’

<A>

> oesy Ao eXP( 2 gpn

—IXs—Ac|?

)

ZJESN exp(

—||X5—Aa||2)
2eexp(20)
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V. GRANDES DEVIATIONS DU SYSTEME PILOTE

On ajoute du bruit » au systeme piloté

—[1X5s—As |2

dx; B > oesy Ao €XP(cismm )
dgf) =X —<A> +770c,196 , <A>= €S _Hiixj(ﬁ?
ZO’ESN eXp( Zeeexp(20) )

A ¢ fixé, on utilise le théoreme de Freidlin-Vencel pour obtenir la
fonctionnelle de grandes déviations quand n — 0.
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V. GRANDES DEVIATIONS DU SYSTEME PILOTE

On ajoute du bruit » au systeme piloté

—[1X5s—As |2

dx; B > oesy Ao €XP(cismm )
dgf) =X —<A> +770c,196 , <A>= €S _Hiixj(ﬁ?
ZO’ESN eXp( Zeeexp(20) )

A ¢ fixé, on utilise le théoreme de Freidlin-Vencel pour obtenir la
fonctionnelle de grandes déviations quand » — 0. Sa ' —limite
quand ¢ — 0 existe (*):

JISEIE+I006)|Pdb. o(X) = — int ~[1X — A2

(*) selon L. Ambrosio, communication privée.
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PRINCIPE DE MOINDRE ACTION

Le principe de moindre action appliqué a

axX :
JISGIR+ Vo) Pdb. 600 =~ inf [1X ~ Ad|f/2

a2 Xy

conduit (formellement) au systéme dynamique A

= —V&(X)
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d?Xy
de?

(En effet ||[V®||> = —2¢ car —2¢ est une fonction distance au carré.)

conduit (formellement) au systéme dynamique = —-Vo(Xp)
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PRINCIPE DE MOINDRE ACTION

Le principe de moindre action appliqué a

aX :
JISGIR+ Vo) Pdb. 600 =~ inf [1X ~ Ad|f/2

d?Xy
de?

(En effet ||[V®||> = —2¢ car —2¢ est une fonction distance au carré.)

conduit (formellement) au systéme dynamique = —-Vo(Xp)

Dans la I'-limite obtenue précédemment, ||V®|| remplacant ||V ||
dans I'action, on tient en plus compte des collisions collantes!
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LE SYSTEME DE VLASOV-MONGE-AMPERE

La version continue correspond au systéeme de
Vlasov-Monge-Ampere (cf. Y.B. et G.Loeper, GAFA 2004)

8tf(tvx’£) + vX ' (5 f(t7X7£)) - V§ : (Vx@(ﬁx)f(taxa&)) =0

det(I + D2p(t, x)) = /R Mt x,Qd, (tx,€) e R
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Vlasov-Monge-Ampere (cf. Y.B. et G.Loeper, GAFA 2004)

8tf(tvx7£) + vX ' (5 f(t,x,é)) - V§ : (chp(t,X)f(t,X,f)) =0

det(I + D2p(t, x)) = /R Mt x,Qd, (tx,€) e R

dont le systeme asymptote (pour champs faibles) est celui de
Vlasov-Poisson.
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LE SYSTEME DE VLASOV-MONGE-AMPERE

La version continue correspond au systéeme de
Vlasov-Monge-Ampere (cf. Y.B. et G.Loeper, GAFA 2004)

8tf(tvx’£) + vX ' (5 f(t7X7£)) - V§ : (VX()O(LX)f(t’ng)) =0

det(I + D2p(t, x)) = /R Mt x,Qd, (tx,€) e R

dont le systeme asymptote (pour champs faibles) est celui de
Vlasov-Poisson. En quelque sorte, on a dérivé (en trois étapes) la
gravitation de Newton de la simple errance de nuages browniens!
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Commentaires

Le modéle de Vlasov-Monge-Ampére est introduit dans Y.B., G. Loeper, GAFA 2004,
comme "relaxation" du modeéle d’Euler des fluides incompressibles et comme modeéle

asymptote de celui de Vlasov-Poisson.
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Yann Brenier (CNRS) DYNAMIQUES DE RANG MULTI-D CdF-04-12-2015 23/24



Commentaires

Le modéle de Vlasov-Monge-Ampére est introduit dans Y.B., G. Loeper, GAFA 2004,
comme "relaxation" du modeéle d’Euler des fluides incompressibles et comme modeéle
asymptote de celui de Vlasov-Poisson. (La convergence du modele discret vers celui
d’Euler avait été établi dans Y.B. CMP 2000.)

Voir Y.B. ArXiv 2015 pour la dérivation (formelle) de VMA comme équation de grandes
déviations du modéle de Zeldovich bruité.
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déviations du modéle de Zeldovich bruité. Le lien de VMA avec le modeéle de
Zeldovich avait été établi dans Y.B. Conflu. Math. 2011 ou la I'—limite de la
fonctionnelle de grande déviations avait déja été proposée pour la prise en compte de
collisions collantes (sans référence aux LD).
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Commentaires

Le modéle de Vlasov-Monge-Ampére est introduit dans Y.B., G. Loeper, GAFA 2004,
comme "relaxation" du modeéle d’Euler des fluides incompressibles et comme modeéle
asymptote de celui de Vlasov-Poisson. (La convergence du modele discret vers celui
d’Euler avait été établi dans Y.B. CMP 2000.)

Voir Y.B. ArXiv 2015 pour la dérivation (formelle) de VMA comme équation de grandes
déviations du modéle de Zeldovich bruité. Le lien de VMA avec le modeéle de
Zeldovich avait été établi dans Y.B. Conflu. Math. 2011 ou la I'—limite de la
fonctionnelle de grande déviations avait déja été proposée pour la prise en compte de
collisions collantes (sans référence aux LD).

VMA est un exemple de systéme hamiltonien sur I'espace du transport optimal a co(t
quadratique, étudié par L. Ambrosio et W. Gangbo CPAM 2008. Voir aussi M. Cullen,
W. Gangbo et L. Pisante, ARMA 2007.
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