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1. Introduction

Cette année le cours a porté sur le comportement en temps long des solutions 
d’équations paraboliques et sur l’ergodicité de processus de diffusion. Ces questions 
ont été abordées par de très nombreux auteurs, surtout du point de vue stochastique, 
et notre objectif est de mettre en place une théorie générale et systématique 
permettant d’effectuer une synthèse de (et de généraliser) toutes les contributions 
antérieures. En outre les méthodes introduites permettent également d’aborder des 
problèmes non-linéaires.

L’exemple canonique des questions étudiées est celui d’équations linéaires 
paraboliques du second ordre éventuellement dégénérées c’est-à-dire

 ∂
∂

− ∂ − ∂ ∀ ∈ ∀ ≥u
t

a u b u x Q tij ij i i = 0 , 0  (1)

 u u Qt| ==0 0 sur  (2)

où l’inconnue u(t, x) est à valeurs réelles, Q désigne le cube [0,1]d(d  ≥  1) et les 
coefficients aij, bi sont supposés vérifier

 a = 1
2

 σσt , σ, b réguliers (3)

a. Les enregistrements vidéo des cours sont disponibles sur le site internet du Collège de 
France : http://www.college-de-france.fr/site/pierre-louis-lions/course-2014-2015.htm [NdÉ].
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avec σ = (σik) pour 1 ≤  i ≤ d,1 ≤ k ≤ m(m ≥ 1). Dans (1) et dans tout ce qui suit 
nous utilisons systématiquement la convention de sommation implicite sur les 
indices répétés.

Pour ce résumé de cours, nous nous contenterons de considérer la situation 
périodique, c’est-à-dire le cas où toutes les fonctions données ou inconnues sont 
supposés périodiques de période  1 dans chacune des variables. En fait, dans le 
cours, grâce aux méthodes introduites et ici résumées, nous avons considéré le cas 
d’équations posées dans l’espace entier, ou dans un domaine général avec des 
conditions de type Neumann ainsi que le cas d’équations intégro-différentielles. 
Enfin, les hypothèses de régularité des coefficients sont aisément précisées et la 
question de la régularité minimale de ces coefficients a été traitée en cours ainsi 
que diverses extensions à des situations non linéaires.

Comme il est bien connu, dès que u0  ∈  C(Q), il existe une unique solution 
u(t, x) ∈ C([0, ∞[, Q) de (1)-(2) qui est donnée par la représentation stochastique 
suivante

 u(t, x) = E[u0(Xt)] (4)

où Xt est la solution de l’équation différentielle stochastique

 dXt = σ(Xt)dWt + b(Xt)dt,  X0 = x ∈ ℝd (5)

(dans un espace de Wiener canonique (Ω, ℱ, ℱt, P) muni d’un mouvement brownien 
Wt m-dimensionnel). De plus, Xt est un processus de Markov et même de Feller.

La notion d’ergodicité est présentée suivant les contextes de diverses manières et, 
en fait, on devrait réellement parler de notions d’ergodicité. De manière peu précise, 
il s’agit de situations où la loi du processus Xt « converge », quand t tend vers +∞, 
vers une unique loi stationnaire, « oubliant » de ce fait la condition initiale x. Bien 
sûr, la représentation (4) assure alors que u(t, x) « converge » vers une constante. La 
raison des guillemets autour de converge est qu’il y a en fait naturellement deux 
convergences possibles : la convergence usuelle, et nous parlerons alors d’ergodicité 
forte, et la convergence au sens de Cesaro, et nous parlerons alors d’ergodicité 
faible. Enfin, nous ne considèrerons que le cas de la convergence uniforme pour 
u(t, x).

Plus précisément, nous disons que le processus Xt est fortement ergodique si les 
propriétés suivantes sont vérifiées

i) il existe une unique mesure (de probabilité ) invariante m, qui est solution de

 A m Q m Q dm
Q

* = 0 , 0 , = 1dans dans≥ ∫  (6)

où on note A a b A a bij ij i i ij ij i i= , = ( .) ( )*− ∂ − ∂ −∂ + ∂ ,

ii) pour toute fonction continue (périodique) uo, la solution u de (1)-(2) vérifie

 u t x u dm
Q

( , ) 0→ ∫  uniformément sur Q, quant t → +∞. (7)

Et on dit que Xt est faiblement ergodique si i) a lieu et si la propriété suivante iii) 
a lieu

iii) pour toute fonction continue (périodique) u0, la solution u de (1)-(2) vérifie

 
1 ( , )

0 0T
u t x dt u dm

T

Q∫ ∫→  uniformément sur Q, quant t → +∞. (8)
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Précisons également qu’il est bien connu que le système (1)-(2) admet une unique 
solution régulière si u0 l’est et une unique solution de viscosité continue pour toute 
donnée initiale continue u0. De plus, le système définit un semi-groupe de 
contractions sur l’espace des fonctions continues.

2. Quelques faits généraux

On peut démontrer (sans grande difficulté) que ii) implique en fait i) et plus 
précisément que si, pour toute fonction continue (ou régulière) u0, u(t, x) converge 
uniformément quand t tend vers + ∞ vers une constante alors i) a lieu et la constante 
limite est donnée par ∫Q u0 dm.

De même si 1
0

( , )T
T

u t x dx∫  converge uniformément quand t tend vers +  ∞ vers 
une constante, alors i) a lieu et, à nouveau, la constante limite est donnée par  
∫Q u0 dm.

En conséquence l’ergodicité forte (respectivement faible) revient à démontrer 
que, pour tout u0 ∈ C(Q), u(t,x) (respectivement 1

0
( , )T

T
u t x dt∫ ) converge uniformément 

vers une constante.
D’autre part, on vérifie (sans grande difficulté) que l’ergodicité faible implique 

la propriété suivante, pour tout u0 ∈ C(Q),

 1 ( )
0 0 0T

u X dt u dm
T

t Q∫ ∫→  en probabilité si, t ≥ +∞ (9)

(en fait, la convergence est p.s).
Enfin, il est possible d’établir une formulation équavalente de l’ergodicité faible 

basée sur les résolvantes (au lieu du semigroupe, ce qui est naturel au vu des 
théorèmes taubériens...). Plus précisément, on considère pour f ∈ C, ε > 0 la solution 
uε ∈ C de (au sens des solutions de viscosité )

 Auε + εuε = f (10)

Alors, l’ergodicité faible est équivalente à la propriété suivante

 εuε → v constante, uniformément quand ε → 0 (11)

Remarques : i) On peut démontrer que l’ergodicité faible est également équivalente 
à l’unicité de la mesure invariante ou plus précisément à la propriété suivante

 si A*m = 0 dans Q et ∫Q dm = 0 alors m ≡ 0. (12)

ii) La compacité du « cube périodique » implique aisément qu’il existe toujours au 
moins une mesure invariante.

iii) En observant que

 Au2 = 2Au u – 2aij дiu дju (13)

on voit que le semigroupe S(t) défini par S(t)u0 = u(t) où u est la solution de (1)-(2) 
est un semi-groupe de contractions dans l’espace Lm

2  de Hilbert associé à la norme  
(∫Q φ2 dm)1/2

 pour toute mesure invariante m. En effet, (13) implique que l’on a

 ∫ Au u dm = ∫ aij дiu дju dm ≥ 0 (14)
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Cela permet, par une extension simple du théorème classique de Von Neumann 
sur les semi-groupes unitaires, d’établir que, pour toute mesure invariante m,

 1 ( ) ,
0

2
T

u t dt u L T
T

m∫ → → +∞dans si  (15)

où u̅ est la projection orthogonale dans Lm
2  de u0 sur le noyau de A. Il est à noter 

qu’aucune hypothèse n’est faite sur les coefficients aij, bi !

iii) Grâce au principe du maximum, on peut démontrer que u(t) et εuε sont 
uniformément (en t et ε) bornées. De plus

 max u(t) ↓ si t ↑ + ∞, min u(t) ↑ si t ↑ + ∞ (16)

 max(εuε) et min (εuε) convergent quand ε tend vers 0. (17)

3. Conditions nécessaires et suffisantes pour l’ergodicité

On observe tout d’abord que la caractérisation ou la définition de l’ergodicité 
assure que l’ergodicité forte (respectivement faible) implique que

 u(t) est uniformément continue, uniformément en t ≥ 0 (18)

(respectivement 

 εuε est uniformément continue, uniformément en ε ∈]0,1]). (19)

Et nous reviendrons plus loin sur la vérification de l’une ou l’autre de ces 
propriétés.

Grâce à (18) ou (19), quitte à extraire des sous-suites, on peut supposer que 
u(T + t, x) (resp. εuε) converge uniformément en x ∈ Q, t borné si T tend vers + ∞ 
(resp. uniformément sur Q si ε tend vers 0) vers u̅(t, x) (resp. u̅) vérifiant

 ∂
∂

+ ∈ ∈u
t

Au x Q t= 0 ,pour   (20)

(resp.

 Au̅ = 0 dans Q). (21)

De plus, d’après (16), u̅ vérifie

 
Q Q

u t x u t xmax min( , ) ( , )et  sont indépendants de t ∈ ℝ (22)

On introduit alors les ensembles de contrôlabilité (approchée) qui sont bien sûr 
également les supports de la loi du processus Xt. On note β le champ de vecteurs 
suivant

 βi = bi –  1
2

 σjk дjσik  (1 ≤ i ≤ d) (23)

et pour x ∈ ℝd, T ≥ 0, on considère l’ensemble 𝒞 (x, T ) donné par la fermeture de 
l’ensemble des points z pour lesquels il existe u ∈ L2 (0, T ; ℝm) tel que la solution 
ξ de

 ξ̇i = σik(ξ)uk + βi(ξ) pour t ∈ [0, T]1 ≤ i ≤ d, ξ(0) = x (24)
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vérifie ξ(T) = z. Et enfin on introduit l’ensemble 𝒞  (x) donné par la fermeture de 
∪ ≥T x T0 ( , )C .

Les équations (20), (21) avec la propriété (22) permettent alors, grâce à une 
formulation précisée du principe du maximum fort, les résultats suivants.

Théorème 1 (ergodicité forte) : L’ergodicité forte est équivalente au fait que (18) 
et la condition qui suit soient vérifiées :

 ∀ ∈ ∃ ≥ ∩ ≠x y Q T C x T C y T, , 0 ( , ) ( , )tel que φ  (25)

Théorème 2 (ergodicité faible) : L’ergodicité faible est équivalente au fait que (19) 
et la condition qui suit soient vérifiées :

 ∀ ∈ ∩ ≠x y Q C x C y, , ( ) ( ) φ  (26)

Une étude détaillée de ces ensembles 𝒞 a été développée dans le cours ainsi que 
différents exemples (généraux) où (25) ou (26) sont vérifiées (uniforme ellipticité, 
hypoellipticité, équilibre stable, conditions de « non résonance », dégénérescence 
locale compensée par la dérive...). En ce qui concerne la vérification des conditions 
(18) ou (19), là encore, nous avons montré dans le cours comment ces conditions 
pouvaient être vérifiées dans des situations (générales) comme l’uniforme ellipticité, 
l’hypoellipticité ou des conditions de stabilité uniforme.

4. Au-delà de l’équicontinuité

Il est naturel de poser la question des liens entre les conditions d’équicontinuité 
(18) ou (19) et de contrôlabilité (25) ou (26).

Tout d’abord, l’exemple qui suit montre que (26) (sans (19)) ne suffit pas à 
assurer l’ergodicité : on considère l’opérateur ( | | )1

2
2− x ∆  sur la boule unité B de 

ℝd avec d ≥ 3 et des conditions de Neumann sur дB. Comme 0 ∈ 𝒞(x) pour tout 
x  ∈  B, la condition (26) (ou son adaptation au cas de conditions aux limites de 
Neumann) est bien sûr vérifiée. Pourtant, 1

| |2x  et δ0 sont deux mesures invariantes. 
Et on se convainc aisément du fait que u(t0 x) convergement (uniformément 
localement) sur B – {0} vers 

B
u
x dx∫ 0
| |  tandis que u(t, 0) = u0(0) pour tout t ≥ 0.

On peut également considérer une version renforcée des conditions (25) ou (26) 
(correspondant à des systèmes contrôlables) à savoir

 𝒞(x, T) = Q pour T suffisamment grand, pour tout x ∊ Q (25′)
ou

 𝒞(x) = Q pour tout x ∈ Q (26′)
Les méthodes introduites dans le cours permettent de montrer que si la condition 

(25′) est vérifiée alors on a, pour tout δ > 0,

 
t

u t y y x M
→+∞

−lim max{ ( , )/ | |< } =δ , uniformément en x ∈ Q, (27)

 
t

u t y y x m
→+∞

−lim min{ ( , )/ | |< } =δ , uniformément en x ∈ Q, (28)

où les constantes M, m  sont données par
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M u t x m u t x

t x Q t x Q
= ( , ) , = ( , ) .

→+∞ ∈ →−∞ ∈
lim max lim min

 

De manière analogue, si la condition (26′) est vérifiée alors on a, pour tout δ > 0,

 
ε

εε
→

−
0

{ ( )/ | |< } =lim max u y y x Mδ , uniformément en x ∈ Q, (29)

 
ε

εε δ
→

−
0

{ ( )/ | |< } =lim min u y y x m , uniformément en x ∈ Q, (30)

où les constantes M, m sont données par

 M u m u
x Q x Q

= , = .
0 0ε

ε
ε

εε ε
→ ∈ → ∈

lim max lim min  

En revanche, l’ergodicité forte (ou faible) n’est pas toujours vraie (i.e. on n’a pas 
toujours égalité entre M et m) comme le montre l’exemple de systèmes dynamiques 
dont toutes les orbites sont denses possédant plusieurs mesures invariantes.
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