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Matériaux a fort contraste

On considére

—div(a: VW.) =0 dans Q,
W. =9 sur 02 .
avec a. = 1 a part dans des fibres de rayon er., ol
ko < ag7rr62 < Ki.
Le rayon r. vérifie



Matériaux a fort contraste

Supposons

lim a.mr?
e—0

:HE[H77H+]’ &!I—r)n() €2||nr5‘

=7 € [v-,7+]

et que ¢, € C1(Q). Alors, W. — W, dans H}(Q) du systeme

couplé

— AW, + v (Wi — Vi) 1g, =0
—kOBVi+y (Ve — W) =0
W, = ®,

Vil £L) = bp(-, £L)

dans Q
dans Q¢ = wo x (—L, L)
sur 0f2

sur wo.



Matériaux a fort contraste

La fonction Vi est une limite

1 :
mlﬁbres W, — V, faible x dans M(Q).
Introduisons la fonction capacitaire ¢Z pour un o > 1 au choix,
dans Q
0 sir=|(x1,x)— (m,n)| <er
Tloy . Inr—In(er:) _
cZ(x) = (22 /2) — In(er)) sire(er,e?/2), pour (m,n)e€l,
1 ailleurs.
Alors

VW, -Vl — ~(U, — V) faible x dans M(Q),

et
VW.cZ — VW, faible * dans M(Q).



H-convergence forte avec des correcteurs L“ : pas de gain

Pour une donnée au bord C1,

e—0

lim / aE’VWg—VCg(W* — Vi)—cZVW,—(1-c2) 03 Vs 63‘2 dx = 0.
Q

Le correcteur est seulement L2 (en contraste borné, P € W1°).



H-convergence forte avec des correcteurs L“ : pas de gain

Pour une donnée au bord C1,

lim / aE’VWg—VCg(W* — Vi)—cZVW,—(1-c2) 03 Vs 63‘2 dx = 0.
Q

e—0

Le correcteur est seulement L2 (en contraste borné, P € W1°).

Supposons que ® est C2(Q) et que
|({x: A®P(-, L) =0} N {x: A®(-,—L) = 0}| = 0.

Alors, pour tout " C Q il existe une constante C(®,Q’) > 0 telle
que
im inf (2P IV WL oqy) = C(,9).

Explosion partout a vitesse exponentielle (exp(C/e?)) dans

17
WIolcy(Qo)'



Preuve

Soit

O, = {x € wp : 0 < dist (x,D.) <erf} x (—L,L),

A partir de la définition de ¢Z, et de la continuité de W* — V*,
lo. V7|2 (Vi—W,)? — ~(1—p) (Vu—W,)? faiblex dans M(Qo).

La limite n'est pas nulle sur Q. Le résultat de correcteur montre
que

lo |[VW, =V (W, — Vi) }2 — 0 fortement dans L} _(Q).

Donc

lo. |VW.2 — 4(1—p)(Vi — W,)? faible x dans M(fp).



Preuve

Prenons Q" € Q' C Qo, et ¢ un cut-off.

[ A== W de< [ 2= p(ve - W2 Cax

Qo

= Iim/ |VW,|? ¢ dx
e—0 OE
e—0

< Iiminf/ |V W, |2 dx
0:NQ

. . 1—2/ 2
< lim inf (IOEI ”IIVWEHLP(Q’\QE))

. 2p(1-2/p) 2
S C]. II(I;I’]_}I(I:')\'F (rep P HVWEHLP(Q’\Q;;—)) :

Pour tout Q" € Q. Vrai en dehors des fibres (p' — p) ..



Regularité loin des fibres

Pour un wp € w; € w donné, on défini w: par
wi ={x € wy : dist (x, D;) > eT}. (1)

Pour le probleme —div(a.VU:) = F dans H}(Q) on a

Theorem

|

1—
Pour s >0, 7 > k2 avecn € (3,1), and 0 <v < 2(n—3),

la solution U. vérifie
| Ue — V||C1,u(w5><(_1_,1_)) < C(k,m, V)HF||L2(Q)7

ot V € H}(Q) est la solution de

—-AV =F.




Régularité loin des fibres

A propos de —div(a.VW.) = 0 dans H}(Q), avec u = &}, sur OQ
on a

1—
Soit Q2 = ws x (—I,1), avec | < L. Pour k>0, 7 > ket avec
ne(3,1), et0<v<2(n—2), la solution W, vérifie

[Wellcrviasy < C(wsm, 05 1) [Poll cray-




Principe de la preuve

On utilise la forme 2d + 1 du probléme, qui devient

—divy(a: Vous) + Aac u- = f + a. g + divp(a:h)  dansw,
u: =0 sur Jw

avec f € [?(w), \/acg € L?(w) et h € L°°(w)?.

On compare u. avec v (sans fibres),

—Aov+ Av="f+g+divp(h) dansw,
v=20 sur Jw



Principe de la preuve

On écrit hors des fibres u. — v = 0. + . ot &I, € HY(w\ D.) est la

solution de
—Al.+ A0 =0 dansw)\ D.,
. =0 sur Ow , (2)
e = Ump sur ODpm n e -
avec )
Unp= ——— us(x) — v(x)] do(x),
"= D] aDm,n,a[ =(x) = v(x)] do(x)

Des estimations fines sont possibles:

¢
)\1/2 m,n

18| oo ey + XT3V e || oo ey <

2

pour0<6<2,et7>z~:1

E



Principe de la preuve

Le reste i, € H(w \ D.) est solution de

—Au.+ M. =0 dans w\ D, ,
{; \ )

e =U:—V —Unp, sSurdDmp..

Poincaré + estimations d'énergie pour u. + estimations locales
pour v donnent que c'est un reste...
Donc la preuve est finie si on obtient une borne pour

sup |Um,n| < [|tel oo () T V][ o0 0

m,n

qui décroit suffisament en A.



Principe de la preuve

Par les méthodes de régularité elliptique ( itérations de de
Giorgi-Moser-Nash ): pour tout g > 2, et W' € w,

C(q,w’
T (Al ) 11l + el + lliego] -
q

cela ne demande qu’une borne elliptique inférieure donc si g = 0 et
h =0, on a aussi

¢(q)
[ te [ oo () < NIE 11l 2w (4)
Ca ne suffit pas si le membre de droite contient a. x L9 ( sauf
L), bien que ce soit homogene.



Contre-exemple

Considérons

—divy(a: Vou) + Nacue =a. f  inw,
u=20 on Ow ,

Soit 1p,,. la fonction indicatrice du disque Do C R?. Prenons
f. :=e tp,,. . Alors,

LS
€ ky vy T Aky +0o(1)

IVa:tlize < VT, and el 2

ou lim.00(1) = 0.

Preuve. 1. Calculons I'énergie :

/aEIVUEFdX—i—/)\aEUEde—/agfauedxgmrsHuaHLoo(w).



Contre-exemple

2. Calculons I'énergie de g. := e 1(1 — ¢Z) 1.y € H}(w), pour
o=1:

/ag|Vg5]2dx+/Aaggfdx§7++/\m++o(1).

w

3. Appliquons Cauchy-Schwarz :
1

(54 € el o) * (s + Ay + 0(1))?

Z/aEVus-Vgedx+/a€u€g5dx

:/aefgggdx:/ a.e 2dx > Kk_.
w Do,0,e



Principe de la preuve

C'est un contre exemple critique: 1/e, pas 1/r.. Constante de
Sobolev optimale:

/a6 lv|®dx < C(s)e®~® </ ER |Vv\2 dx) ’ Vv e Hi(w).

pour tout s > 2. Pour ¢, € H} (w) solution de
—div (a:Vpe) + Aacpe = a-f. + div (a:h).
onapourtoutl<a<2 0<f8<1—a/2,

Cla
(W> (V3o iz + 3 1ol ey -

el oo (uy <

la régularité de la donnée au bord ¢, suffit pour conclure (gel..).



Par-dela la limite de diffraction

G. Lerosey, J. de Rosny, A. Tourin, A. Derode, M. Fink, Focusing
Beyond the Diffraction Limit with Far-Field Time Reversal Science,

23 February 2007, p.1120-1122
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A 8-channél micro- B
structured array

Un MRT composé de 8 antennes dipolaires du commerce opérant
3 X\ =12 cm. est placé dans une chambre réverbérante de 1 m3. A

dix longueurs d'ondes du MRT est placée une bande réceptrice
sous-longueur d'onde composée de 8 antennes micro-structurées

situées a A/30 les unes des autres.



ar-dela la limite de diffraction
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Par-dela la limite de diffraction
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Explication par homogénéisation et développements faible volume.



Notion de résolution

Exemple: fond (eg, u10) et inclusion (e1, 1), D = B(0, r) avec
r—0.



Notion de résolution

Exemple: fond (eg, u10) et inclusion (e1, 1), D = B(0, r) avec
r—0.

(N@).v) = r*R(6, %) + o ()

L'opérateur de réponse R est la forme bilinéaire donnée par

R(¢,v) = / MgV uyg - Vu¢dy+/ w? mpuguydy

2  e1—¢g ld

Le terme Mg est le tenseur de polarisation, ici Mg = T

et mg = p1 — po-
La fonction uy (resp. uy) est la solution de

div(eg ' Vug) + w?uous = 0 dans Bg
us = ¢ resp. 1 sur Sg.



Notion de résolution

Dans cet exemple R (et A) est explicite (Bessel)

La réponse a

A

ou

une variation de a et y est, a o(rd) pres,

= CipJhi(kr)e” <J1(kr)ei9,->
+  Co,8Jo( kre < 9,->pourd:2,

= Cl le kr e’e <11 kr)e’9 >

+  Co,jo(kr) e’ Jo(k >pour d =3,



Notion de résolution

La taille de la tache focale est donnée par la taille du premier lobe
de la fonction de Bessel Jo(\/mogow-) (J1(1/mocow:-) ).



Notion de résolution

La taille de la tache focale est donnée par la taille du premier lobe

de la fonction de Bessel Jo(\/mogow-) (J1(1/mocow:-) ).
Cette taille est indépendante de celle de I'inclusion.
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Amélioration de la Résolution par un réseau périodique

On ajoute des inclusions dans le milieu, sur une grille périodique.
(par exemple). Bs;j = jo + 6B

1
— Ujes, By,
(3500 s (x)) = 4 GoTiongwts) S Viess Bag g
(0 o) sinon.

Le milieu avec défaut est donné par

(ept, 1) dans D
1

_ U; Bs; \ D.
(357d(X),ILL§’d(X)) Es+i05/w7MS) sSur J 5d\

(0 o) sinon.



Résolution améliorée en milieu structuré

On considére des mesures différentielles,

A:HY2(Sg) — H7Y?(SR)

¢ — aV(usp — us)- n[sR



Résolution améliorée en milieu structuré

On considére des mesures différentielles,
A:HY2(Sg) — H7Y?(SR)
¢ — aV(usp —us)-nlg,

Ammari-Bonnetier-C '09: Si 6 — 0 quand |D| — 0, I'opérateur de
réponse donné par

< N(p),p >—/D/\/I*Vu*(x)-Vu*(x)dx+w2/Dm*uf(x)dx—l—o(]D),

ol M, et m, sont des termes de polarisation constants dépendant
de l'inclusion et ou o (|D|) /|D| — 0 uniformément pour

ol i <1



Résolution améliorée en milieu structuré

On considére des mesures différentielles,
A:HY2(Sg) — H7Y?(SR)
¢ — aV(usp —us)-nlg,

Ammari-Bonnetier-C '09: Si 6 — 0 quand |D| — 0, I'opérateur de
réponse donné par

< N(p),p >—/DM*Vu*(x)-Vu*(x)dx+w2/Dm*uf(x)dx—l—o(]D),

ol M, et m, sont des termes de polarisation constants dépendant
de l'inclusion et ou o (|D|) /|D| — 0 uniformément pour

ol i <1

A comparer avec |'opérateur de réponse non perturbé

R(p) = / (MVuo - Vug + w?pnug) dx + o (|D]).
D



Différents régimes asymptotiques

@ Si 0 — 0 puis |D| — 0: bonne taille de tache focale mais
développement asymptotique incorrect.



Différents régimes asymptotiques

@ Si 0 — 0 puis |D| — 0: bonne taille de tache focale mais
développement asymptotique incorrect.

Q Si |D| — 0 puis § — 0, on obtient la résolution “de référence”



Différents régimes asymptotiques

@ Si 0 — 0 puis |D| — 0: bonne taille de tache focale mais
développement asymptotique incorrect.

Q Si |D| — 0 puis § — 0, on obtient la résolution “de référence”
O Si 69 < |D| on retrouve (1).

Preuve: H-convergence + Avellaneda-Lin, Régularité Li-Nirenberg,
Compacité. Rien ne passe a la limite fort contraste.



Défauts en fort contraste

Supposons que G. C Q., |G| — 0, et que |G.| 711, tend vers une
mesure p. Il existe une sous-suite €, et une fonction matricielle
M € L2(Q, 1)>*3 telle que

R() = ycs|/ MYW* - YW* di+ o (|G.]) for any & € CL(S0),
Q

ol W™ est la solution du probleme homgonéisé avec c-d-b P, et

lim sup o(| &)

=0.
=20 o)l g <t |Cel

De plus, M est symétrique, indépendante de ®, et vérifie

(71 — 1) min <1, 1) < M(y)€ - € < max <1, 1> p-a.e.
gt M
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