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Le point.Le point.

Une économie abstraite : Une économie abstraite : 
Un espace des biens, Un espace des biens, RRnn, w, u(h,.),Y(j), w, u(h,.),Y(j)⊂⊂ RRnn

•• Deux déclinaisons. Deux déclinaisons. 
Economie d’échanges : u(h,.), w(h).Economie d’échanges : u(h,.), w(h).
Une économie de production.Une économie de production.

•• Deux questions :Deux questions :
Existence, Calcul : tâtonnement ….Existence, Calcul : tâtonnement ….

Un outil :Un outil :
•• La fonction d’excès de demande (éco. d’échanges La fonction d’excès de demande (éco. d’échanges strict.convexestrict.convexe).  ).  
•• Z : p Z : p ∈∈ RRnn

++ →→ Z(p) Z(p) ∈∈ RRnn

•• ZZ : p : p ∈∈ RRnn--11
++ →→ ZZ(p) (p) ∈∈ RRnn--1, 1, numérairenuméraire--sphère, sphère, SSn,n, simplexe,Usimplexe,Unn..

•• Z(p*)=0Z(p*)=0
•• Si économie de production avec Si économie de production avec rdtsrdts constants… Z(p) constants… Z(p) ∈∈ YY

Philosophie:Philosophie:
•• UnicitUnicitéé paraparaîît plausiblet plausible…….stabilit.stabilitéé aussi ?aussi ?
•• DifficultDifficultéé analytique analytique ……..



Technique mathématique pour l’unicité.Technique mathématique pour l’unicité.

Un ingrédient supplémentaire : Z est différentiable. Un ingrédient supplémentaire : Z est différentiable. 
•• p, p, ZZ(p), différentiable, numéraire choisi et oublié(p), différentiable, numéraire choisi et oublié
•• Considérons le Considérons le JacobienJacobien ((∂∂ZZ)(p), matrice (n)(p), matrice (n--1, n1, n--1)1)

Le concept dLe concept d’é’économies rconomies rééguligulièères. res. 
•• Economie rEconomie rééguligulièère : En tt re : En tt ééquilibre p*,quilibre p*,DetDet((((∂∂ZZ)(p*)))(p*))##0.0.
•• Presque toutes les Presque toutes les ééconomies sont rconomies sont rééguligulièères.res.
•• Un thUn thééororèème me àà la fois la fois «« intuitifintuitif »» et et «« profondprofond »». (. (SardSard, Thom), Thom)

Techniques de dTechniques de déémonstration; Suite. monstration; Suite. 
•• Indice Indice ééquilibre est 1, quilibre est 1, SignSign ((DetDet((((∂∂ZZ)(p*)) =)(p*)) =signsign ((--1)1)nn--11

•• Ss rSs rééserve des conditions au bord;serve des conditions au bord;
•• ∑indices∑indices = 1.= 1. (Poincar(Poincaréé--HopfHopf).).

THM : THM : Si tous les équilibres ont l’indice +1, alors, l’économie a un Si tous les équilibres ont l’indice +1, alors, l’économie a un 
seul équilibre.seul équilibre.
•• Elle est régulière.Elle est régulière.
•• EstEst--ce mieux que : ce mieux que : ∀∀p, p,   SignSign ((DetDet((((∂∂ZZ)(p)) =)(p)) =signsign ((--1)1)nn--1 1 ??
•• LLééggèèrement pour deux raisonsrement pour deux raisons

((((∂∂ZZ)(p) a des propri)(p) a des propriééttéés particulis particulièères au voisinage de lres au voisinage de l’é’équilibre. quilibre. 
IdIdéées a priori sur la zone de les a priori sur la zone de l’é’équilibre.quilibre.



Indices visualisésIndices visualisés

Indice +1

Indice -1

Indice +1

Indice -1



Un théorème d’unicité. Un théorème d’unicité. 

Les intuitions économiques derrière l’unicité ou la Les intuitions économiques derrière l’unicité ou la 
convergence.convergence.
•• Version différentielle de la loi de la demandeVersion différentielle de la loi de la demande
•• ZZ définie négative : définie négative : ∀∀p,p,dpdp, , dpdp.(.(∂∂ZZ))pp..dpdp<0. <0. 
•• Version affaiblie :Version affaiblie :
•• ZZ définie négative sur définie négative sur Z(p)Z(p)⊥⊥ , , ∀∀p,p,dpdp, , ZZdpdp=0, =0, dpdp.(.(∂∂Z)Z)pp ..dpdp <0. (id.)<0. (id.)
•• Version locale :Version locale :
•• ZZ définie négative à l’équilibre : propriété définie négative à l’équilibre : propriété précpréc. Z=0. . Z=0. 

THM THM ::
•• Si en tout équilibre, la matrice Si en tout équilibre, la matrice ((∂∂ZZ)(p*) )(p*) est définie négative, est définie négative, 
•• alors il existe un équilibre unique. alors il existe un équilibre unique. 
•• Le tâtonnement est localement convergent…Le tâtonnement est localement convergent…
•• Preuve. Preuve. 

Matrice déf. négative Matrice déf. négative ⇒⇒ le le polynomepolynome caractéristique [caractéristique [((∂∂ZZ)(p*))(p*)--λλI] I] pas de pas de 
valeur propre positive, valeur propre positive, 
son signe en zéro= son signe en zéro= signsign DetDet..= signe à l’infini= ..= signe à l’infini= signsign ((--1)1)nn--11 .indice +1..indice +1.
Tâtonnement, voir plus loin….Tâtonnement, voir plus loin….



Matrices Matrices jacobiennesjacobiennes..
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La convergence du tâtonnement La convergence du tâtonnement 
walrassienwalrassien..

Convergence locale Convergence locale 
•• ∂∂Z Z a des vecteurs propres ra des vecteurs propres rééels et els et 

des valeurs propres ndes valeurs propres néégatives.gatives.
•• CNS : Valeurs propres CNS : Valeurs propres àà partie partie 

rrééelle nelle néégative.gative.
•• UnicitUnicitéé + + cvgcecvgce locale locale ⇒⇒ cvgcecvgce

tâtonnement W ?tâtonnement W ?
Convergence globale.Convergence globale.
•• Distance entre Distance entre sitsit. et l. et l’’ééququ. p*, . p*, 

V=V=||||p*p*--pp||||,,
•• ((dVdV//dtdt)=)=
•• 2(p*2(p*--p(t)).Z(p(t))p(t)).Z(p(t))
•• ==--p*. Z(p(t))p*. Z(p(t))

THM THM :   :   
•• Si en tout Si en tout ééquilibre,     p*. Z(p(t))>0, quilibre,     p*. Z(p(t))>0, 
•• alors le tâtonnement est globalement alors le tâtonnement est globalement 

stable et lstable et l’é’équilibre unique.quilibre unique.
•• V est une fonction de V est une fonction de LiapounovLiapounov



L’intuition de Walras : La  loi de la L’intuition de Walras : La  loi de la 
demande ?demande ?

Monotonie faible :Monotonie faible :
•• pphh →→ ZZhh(p(phh,.) est décroissante.,.) est décroissante.
•• p p →→((∂∂Z) a une diagonale nZ) a une diagonale néégative.gative.
•• Suffisant avec deux biens seulement. Suffisant avec deux biens seulement. 
•• Avec plusieurs biens. Walras.Avec plusieurs biens. Walras.

Stricte Monotonie forte : Loi de la demande.Stricte Monotonie forte : Loi de la demande.
•• NormerNormer p, p,   ((∆∆p)(p)(∆∆ZZ)<0)<0
•• (p(p22-- pp11)()(ZZ(p(p22))--ZZ(p(p11))<0.))<0.
•• Version locale.  Version locale.  
•• ((∂∂ZZ) n) néégative dgative dééfinie/D finie/D ⇒⇒ stricte Monotonie/D, stricte Monotonie/D, 
•• Essentiellement ... Essentiellement ... ééquivalent (quivalent ( ⇔ ⇔ sans stricte).sans stricte).

THM :THM :
•• Loi de la demande implique unicité de l’équilibre.Loi de la demande implique unicité de l’équilibre.
•• CvgceCvgce globale du tâtonnement. globale du tâtonnement. 
•• Preuve Preuve 

unicité : directe ou unicité : directe ou thmthm précédent.précédent.
CvgeCvge : : thmthm précédentprécédent

p2p2-- p1p1

Z(p2)Z(p2)--Z(p1Z(p1))



L’axiome Faible.L’axiome Faible.

Axiome :Axiome :
•• DefDef. p.Z(q)≤0 . p.Z(q)≤0 ⇒⇒ q. Z(p)>0, pq. Z(p)>0, p##q, q, Sans normalisation Sans normalisation 
•• InterprInterpréétation : Axiome Faible de la Prtation : Axiome Faible de la Prééfféérence Rrence Réévvééllééee
•• DefDef équivalente : (péquivalente : (p--q)q)ZZ(q) ≤0, (q) ≤0, →→(p(p--q).q).ZZ(p)<0 (p)<0 après normalisation après normalisation 

Propriétés.Propriétés.
•• Z satisfait la version faible locale de négativité définie : Z satisfait la version faible locale de négativité définie : 
•• si si Z négative définie sur Z(p)Z négative définie sur Z(p)⊥⊥sur D ouvert convexe alors Z satisfait lsur D ouvert convexe alors Z satisfait l ’axiome: ’axiome: 

v(v(∂∂Z)v<0, v/Z)v<0, v/v.Zv.Z=0. Essentiellement=0. Essentiellement équivalent. équivalent. 
Remarques sur l’axiome faible.Remarques sur l’axiome faible.
•• Loi demande.. Loi demande.. (p(p--q)[(Z(p)q)[(Z(p)--Z(q)] <0,Z(q)] <0, ⇒⇒ AFAF
•• Propriété la plus faible impliquant tjrs unicité/ production ajoPropriété la plus faible impliquant tjrs unicité/ production ajoutée.utée.
•• Pas préservé par addition. Pas préservé par addition. 

THMTHM
•• Axiome faible Axiome faible ⇒⇒ CvgceCvgce globale du globale du tâttât. Walras, . Walras, Unicité.Unicité.
•• Preuve :Preuve :

PH PH 
q*.Z(p)>0.q*.Z(p)>0.



La substituabilité brute.La substituabilité brute.
Définition :Définition :
•• Une hypothèse sur le Une hypothèse sur le JacobienJacobien de la demandede la demande

•• ((∂∂Z) a une diagonale nZ) a une diagonale néégative. gative. 
•• des termes hors diagonale positifs. des termes hors diagonale positifs. 

•• InterprInterpréétation substituabilittation substituabilitéé..
•• PlausibilitPlausibilitéé, niveau agr, niveau agrééggéé, (dispersion des choix), (dispersion des choix)
•• PrPrééservservéée par addition, e par addition, 
•• mais pas par plongement dans une mais pas par plongement dans une ééco. de productionco. de production……

PropriPropriééttéés.  s.  
•• ((∂∂ZZ) a une ) a une «« diagonale dominantediagonale dominante »» ((ddééff……,,ddéétt. signe constant(0)). signe constant(0))
•• On peut On peut éécrire (crire (∂∂ZZ)=)=--r[Ir[I--A], A], 

A positive et A positive et «« productiveproductive »»..
((∂∂ZZ))--11 est une matrice est une matrice àà ééllééments nments néégatifs. gatifs. 
CdtionCdtion de signe dde signe dééterminant,(1), terminant,(1), 

•• VVéérifie aussi : rifie aussi : 
Version locale de Version locale de sdnsdn àà ll’é’équilibre (comme AF) (2)quilibre (comme AF) (2)
p*.Z(p)>0 (pour la version finie de SB). (3)p*.Z(p)>0 (pour la version finie de SB). (3)

Résultats : unicité. Résultats : unicité. 
•• Preuves : 0,1,2,3, stabilité locale (2), globale (3).Preuves : 0,1,2,3, stabilité locale (2), globale (3).



Relations conditions unicité.Relations conditions unicité.
Autres théorèmes d’unicitéAutres théorèmes d’unicité
•• Absence d’échanges.Absence d’échanges.

Relations entre les Relations entre les 
conditions.conditions.
•• DemandeDemande
•• Axiome faible.Axiome faible.
•• Substituabilité BruteSubstituabilité Brute

Plausibilité. Plausibilité. 
•• AF : trop fin.AF : trop fin.
•• SB SB 

Peu plausible sauf Peu plausible sauf 
argument d’agrégationargument d’agrégation

•• Loi de la demande.Loi de la demande.
Sens économique.Sens économique.
Extension par additionExtension par addition



La loi de la demandeLa loi de la demande
Commentaire : Commentaire : 
•• PrPrééservservéé par addition.par addition.

Loi de la Loi de la 
demande demande individuelleindividuelle », cas », cas 
de revenus exogènes de revenus exogènes 

Effet de richesse à R donné.Effet de richesse à R donné.
Dérivée de la demande : Dérivée de la demande : 
((∂∂ppDD)=()=(∂∂ppMM) + () + (∂∂RRD)(D)D)(D)TT

⇒⇒ ∃∃ ∆∆p/ (p/ (∆∆p) p) ((∂∂RRD)(D)D)(D)TT ((∆∆p) p) 
>0>0
Effet à comparer à l’effet de Effet à comparer à l’effet de 
substitution substitution 

Niveau individuel Niveau individuel 
•• Si la fonction d’utilité satisfait Si la fonction d’utilité satisfait 
•• --[x.([x.(∂∂22u).x]/[x.u).x]/[x.∂∂u(x)]<4, u(x)]<4, ∀∀xx
•• D(p,.) satisfait la loi ..demandeD(p,.) satisfait la loi ..demande
•• Substituabilité élevée.Substituabilité élevée.

Niveau agrégéNiveau agrégé ((HildenbrandtHildenbrandt))
•• Conditions théoriques agrégation. Conditions théoriques agrégation. 

Preuves empiriques.   

((∂∂RRD)D)

D

∆∆pp

Preuves empiriques.   



La loi de la demande avec revenus non La loi de la demande avec revenus non 
exogènes.exogènes.

Les revenus proviennent Les revenus proviennent 
des dotations en biens. des dotations en biens. 
•• Les effets de revenu Les effets de revenu 

dépendent du signe des dépendent du signe des 
échanges avec le marché…échanges avec le marché…

•• Le contreLe contre--effet à la effet à la 
substitution peut être substitution peut être 
«« violentviolent ».».

Si suffisamment d’agents/ Si suffisamment d’agents/ 
biens, jouer/effets de revenus biens, jouer/effets de revenus 
engeng..  ..  demdem?. agrégée ?. agrégée loctloct. . 
quelconque.quelconque.
Effet substitution Effet substitution sufsuf. fort : . fort : 
dominer effet revenu (super dominer effet revenu (super 
CobbCobb--Douglas). z

p

dRD

Douglas). 



Demande agrégée localement Demande agrégée localement 
quelconque.quelconque.

Si suffisamment d’agents/ Si suffisamment d’agents/ 
biens, jouer/effets de biens, jouer/effets de 
revenus revenus engeng..  ..  demdem?. ?. 
agrégée agrégée loctloct. quelconque.. quelconque.
Exemple :2 biens, 2 Exemple :2 biens, 2 
agents.agents.
•• Prix (1,1)Prix (1,1)
•• Pas d’effet de substitution.Pas d’effet de substitution.
•• Effets revenus AEffets revenus A→→1, B1, B→→22
•• Ex : 2 biens, 1,2, prix =, Ex : 2 biens, 1,2, prix =, 

deux consommateurs A, B.deux consommateurs A, B.
•• On peut  engendrer Z(1), On peut  engendrer Z(1), 

∂∂Z(1) donnZ(1) donnéés. s. 
•• z(1,A)+z(1,B)=Z(1).z(1,A)+z(1,B)=Z(1).
•• ∂∂Z(1) = Z(1) = -- z(1,A)

z(1,A)

z(1,A)



Le théorème de Le théorème de SonnenscheinSonnenschein--DebreuDebreu--
MantelMantel..

Dans une économie d’échanges :Dans une économie d’échanges :
•• n biens.n biens.
•• Prendre Z, p.Z(p)=0, Z continue.Prendre Z, p.Z(p)=0, Z continue.
•• PrendrePrendre  : : εε / / ppll ≥≥ ε ε, , ∀∀l. : Sl. : S-- εε..
•• Alors Alors ∀∀ εε, on peut trouver une , on peut trouver une ééconomie dconomie d’é’échanges changes àà n n 

consommateurs, dont la fonction dconsommateurs, dont la fonction d’’excexcèès de demande s de demande coincidecoincide
avec Z sur Savec Z sur S-- εε..

•• Fonction dFonction d’’utilitutilitéé homothhomothéétiques !tiques !
Commentaire. Commentaire. 
•• Tout est possible :Tout est possible :

Equilibres en position quelconque.Equilibres en position quelconque.
En nombre quelconque (impair..)En nombre quelconque (impair..)
Propriétés locales quelconques….(pas tout à fait..)Propriétés locales quelconques….(pas tout à fait..)

•• Questions théoriques et questions empiriques..Questions théoriques et questions empiriques..



Qu’en penser ?Qu’en penser ?

Tout peut arriver : c’est la faillite de la théorie…Tout peut arriver : c’est la faillite de la théorie…
•• Propriétés qualitatives valables dans tous les mondes possibles Propriétés qualitatives valables dans tous les mondes possibles 

: : nbrenbre impair, efficacité …impair, efficacité …
•• Ce qui montrerait que la théorie n’est pas bonne….?Ce qui montrerait que la théorie n’est pas bonne….?

Qu’elle est trop simple, trop compliquée…trop générale?Qu’elle est trop simple, trop compliquée…trop générale?

Une bonne interprétation.Une bonne interprétation.
•• Réfutation spectaculaire du «Réfutation spectaculaire du « simplismesimplisme » parfois reproché au » parfois reproché au 

modèlemodèle
•• SMD aurait surpris la plupart des constructeurs de la théorie. SMD aurait surpris la plupart des constructeurs de la théorie. 
•• Beaucoup des questions sont des questions empiriques.Beaucoup des questions sont des questions empiriques.
•• Et traitées comme telles….Et traitées comme telles….
•• La difficulté à faire dériver des propriétés attendues ou La difficulté à faire dériver des propriétés attendues ou 

relativement plausibles empiriquement (la vertu algorithmique relativement plausibles empiriquement (la vertu algorithmique 
du marché) de propriétés amont est une question du marché) de propriétés amont est une question 
conceptuellement et opérationnellement importante/ conceptuellement et opérationnellement importante/ 
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