Chaire de Physique quantique. Année 2001-2002. Deuxieme lecon (15 Janvier 2002)
2. Forme canonique d ’intrication (systemes a deux parties):

décomposition de Schmidt

Expression générale d ’un état intriqué d un systéme de deux parties A et B
(bases orthonormées [ i >,, [U>gp):

/'1”>AB:Zwa w/ >, UW>p =2 >, >p
avec i > p = Zﬂ a;, >g

Chaque état de base de A, / 1> 4 » @ ainsi un correspondant, / 1> pBs» dans B. Les / 1> ghe
sont en genéral pas orthogonaux. Il existe cependant un choix de base ou ils le sont: prenons

pour A une base ou la matrice densité partielle p, =Try [[V>, 5 ,5<F]] est diagonale —>
pA=Z;‘,i’2y{3<ﬂ/i>33<i’/ﬂ>3/ i>, 4<i|}= ZA) i, 4<if
—— 2y <1 [ g < Wi>g=p< Vi35 = 4 0;p (0SS K <)

Soit en normantles [ i >; (remplacement / 1> B — 1//11 / 1> B )¢

/ w> AB — 2 ; \/ﬂl / 1> A / [ > B (Décomposition de Schmidt)

Les / 1> 4 et les / [ > R sont orthonormes 1




Quelques propriéetes de la déecomposition de Schmidt

De la décomposition de Schmidt, on déduit immédiatement les matrices densités réduites:

Pa = ZiA[i>g 4<i]; pgp = XA [i>p p<if
Tout état d ’un systeme a deux parties correspond a des matrices densites reduites ayant

le méme spectre de valeurs propres non-nulles. Dans le cas particulier ou A et B ne sont

pas intriqués, les matrices densités P , €l Pp ont la seule valeur propre non nulle = 1.

Lorsque P 4, €t Pg ont leurs v.p. non nulles non-dégénérées, la décomposition de
Schmidt est unique (a une phase pres). Si au moins une v.p. non nulle est dégenerée, il
existe une ambiguité dans la décomposition (des transformations unitaires corrélées sur
chaque sous-systéme a | ’intérieur de chaque espace de dégénérescence laissent [V>,
inchangé). Voir §3 suivant pour les conséquences physiques de cette ambiguite.

Nombre de Schmidt: ¢ ’est le nombre de v.p. non nulles (dégénérées ou non) de p, et py —

nombre de termes de la décomposition de Schmidt. Un état intriqué a un nbre de Schmidt > 1
Un état séparable a un nbre de Schmidt égal a 1.

Le nbre de Schmidt ne peut étre modifié par des opérations «locales» unitaires agissant sur A
ou B séparément: de telles transformations ne changent pas le spectre de p , et p, Pour
changer le nbre de Schmidt, il faut agir a la fois sur A et B (les faire interagir, porte a 2bits...).

Remarque: le nombre de Schmidt n’est pas une mesure précise du degré

d ’intrication car il ne tient pas compte du poids des termes. Nous introduirons 2
plus loin une mesure plus « fine » de ce degré (§7).



3. Intrication, non-localite et inégalités de Bell

Si sa décomposition de Schmidt a des (A;) égaux, un état intriqué pourra s’exprimer dans
differentes bases orthonormées associées a des états propres d ’observables non-compatibles:

| ¥ pspins)>= (N 2+ = > = 5+ D) =WV (44 4: =6 s>~ 6576 6>

1 — -ipy v/ . 3 — ip. r . 3
| ¥, (@lectrons) >=[e -4 [pysp-Py >dpy, =fe ir afry s rg—r >dr,
Les résultats des mesures sur chaque sous-systéeme sont aléatoires, mais parfaitement corrélés:
mesurer le systeme A rend certain le résultat de la mesure de la méme observable sur B. Le

choix de | observable mesurée peut étre fait apres que les systemes ont fini d ’interagir.
Corrélation indépendante de | ’ordre des mesures qui peuvent méme étre « simultanées ».

Resume du raisonnement « contrafactuel » et « local » de EPR:

(1) Elément de réalité: Si, sans perturber (localement) un « systéme », on peut prévoir avec
certitude la valeur d ’une de ses quantite physique, alors il existe un élément de réalité associé a
cette quantité. Donc, a §,, S,, S, (1" exemple) et a r, p (2°me exemple) sont associés des élements
de realité du sous- systeme A (et de B ). Méme si on ne les connait pas, ces observables doivent
« exister » avant méme la mesure qui les révélera éventuellement (contrafactualite).

(2) Une théorie complete doit inclure les valeurs définies de tous les élements de réalite

Or, d ’apres la M.Q, des observables qui ne commutent pas (Sx,Sy ou x ,P_) ne peuvent étre
simultanément déterminées. Comme d’apres (1) elles correspondent a des « élements de
réalité », la M.Q. est «incompléte» =——— variables cachées? 3




Un modele de variables locales cachées pour un spin

V4 Z
puis mesuré dans une
direction faisant un H
angle Bavec Oz

-

Spin préparé le
long de Oz

On associe au spin une fonction bivaluée F(A, 6), ou A est une variable aléatoire a
distribution uniforme sur [0,1]. F prend la valeur + [1/2 si A< cos?(6/2), - /2 si 1> cos?(6/2).
Un tirage au sort reproduit la statistique prévue par la M.Q. La valeur du spin dans n’importe
quelle direction est dans ce modeéle un élément de réalité cachée (défini avant la mesure par la
valeur inconnue de A ). Chaque mesure change la loi de probabilité en définissant une
nouvelle direction de quantification initiale. L’argument est contrafactuel car, par exemple, il
affirme sans aucune verification possible que la valeur du spin suivant Ox était déterminée
méme si on a finalement décidé de le mesurer suivant QOy....

Raisonnement completement étranger a la M.Q selon laquelle la valeur d *un spin avant
sa mesure n ’a aucun sens (une « expérience non faite n ’a pas de résultat »....)

Des modéles de variables aléatoires locales cachées (v.l.c) sont incapables de reproduire
les previsions de la M. Q. pour les corrélations de résultats de mesure sur des états
intriqués. On peut établir des inégalites de Bell sur des probabilités de corrélations,
satisfaites par toute théorie de v. L. c., et violées par la théorie quantique. 4




Exemple simple d ’inégalite de Bell

B A a Mesure de composantes des
T\ ) : @ spins de A et B dans | ’une de
) ¢—> trois directions a 120° [ "une
b/ p\SE€ de [ ’autre dans un plan

Si S, S, etS, sont des élements de réalité pour A et B, chaque particule a, avant
toute mesure, une valeur définie de ces observables. 1l y a 2°= 8 cas possibles.

A B Probabilité
S,S,S. S,.S,S. Pab(différents) + Pbc(différents) +Pca(différents) =1+ 2(P ,+P Py ) =>1
+++ - - - P
++ - - -t P Alors que la M.Q. prévoit pour i #j
+J; i + - i 3 P (différents) = cos?(60°)= 1/4 et donc
:I- o i :I- _; Pz P ab(différents) + Pbc(diﬁ”érents) +P Ca(diﬁ”érents) =3/4 <1.
-t - t- P Possibilité de tester expérimentalement
o I I'+ §7 [l ’incompatibilite entre contrafactualité-localite

i d ’une part et M.Q. d ’autre part >




Autre exemple d ’inégalite de Bell (Clauser-Horne-Shimony-Holt):

A
B 4

a’w v

On détecte les deux particules suivant quatre directions possibles dans un méme plan

(a,a °,b ,b °) et on construit, par un ensemble de mesures, les valeurs moyennes <o,, 0, 5>

ou o est choisi dans | ’ensemble (a, a’) et B dans (b, b ’°). Une théorie de variable locale
cachée conduit a définir deux fonctions F, ({1}, a)et F, ({A},B) (correspondant a chacun des
deux qubits), ou {1} représente | ’ensemble des variables aléatoires «cachées» associées au
systéme. La loi de probabilité de {A} satisfait | p ({A}) dfA} =1. Les deux fonctions F . sont
bivaluées (valeurs £ 1 qui correspondent aux valeurs propres possibles de o,,). 1l est alors
évident que:

SEAY =F,({A}, @) [ F,({A}, b) —F,({A}, b)] + F, ({A}, a’) [ F, ({A}, b) +F, ({A}, b’)]

ne peut prendre que les valeurs % 2. En sommant sur {1} pondéré par p(; {A}), on en déduit:

2<Ip(fA) SEAY diA} <+2 — |_2 <<0,,04>—<0,,04, >+<0;, 0>+ <0,,0y, >< +2




La Mécanique quantique ne satisfait pas les inégalites CHSH:

= — (COS (Hab) + cos (Hab’) — COS (Hba’) — COS§ (Ha’b’)

avec 9, =6,+6,. + 6,,. (ab,a’b’dansun plan)

Choisissons le cas particulier on 6, =6,,,=6,,. = 0
—>8(0 ) =cos(30)—3cos(0) —
S(0=mnd )==2V2 <=2 ; S(0=3n4 )=2V2>2

Forme sous laquelle les théories de variables cachées ont éte testées le plus souvent
(Aspect et al..).

La M.Q. a raison et les inégalités de Bell sont violées expérimentalement.
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Inégalites de Bell et intrication quelconque ( cas pur )

Considerons le cas le plus général de deux qubits (0,1) dans un état pur. On peut toujours
écrire cet état sous la forme: [p > =a [0,1> + [ [ 1,0 > aveca,p : réels = 0.11
suffit d "utiliser la décomposition de Schmidt, en définissant convenablement les états 0 et 1 de
chaque qubit. Dans toute théorie de variable cachée, cet état doit satisfaire | ’inégalite CHSH.

(variables cachées J

o ou B = 0 — pas d ’intrication — inégalités CHSH satisfaites applicables a des mesure
sur qubits sépares)

o, B#0 — nbrede Schmidt = 2 — intrication — violation de | ’inégalité CHSH

Démonstration:
Si 6, et 6, sont les angles de deux directions a et b du plan xOz avec Oz, on montre que:

<@ [ 0,0, [¢>=—cos(8,)cos(6,) +20 B sin(6,) sin(6,)

Choisissons 4 directions a,a’,b,b’ du plan xOx telles que 6, = —6,, ; 6, = 0; 6,, = /2.
—> <0, 0, >= <0, 0y> = — cos (8,);, <O, Oy, >= —<0,,, Oy.>= 20 sin (6,)
—> §=-2[ cos (8,) +2af sin (6,)] — violation de CHSH pour 0, voisin de 0 et de &

8

Etat pur intriqué de deux qubits <——> violation des inégalites CHSH




5. Intrication et mesure en physique quantique

L ’intrication joue un role important dans la théorie de la mesure en physique quantique
(intrication entre | objet microscopique mesuré et l ’appareil de mesure dans la premiere
phase dite de pré-mesure). La dynamique conditionnelle essentielle dans cette phase
apparait également dans les opérations des portes logiques dans les circuits quantiques
élémentaires.

La phase de pré-mesure est suivie, dans [ ’interprétation de Copenhague de la mesure, par
un « processus » qui fait disparaitre les superpositions cohérentes impliquant des états
differents de | ’appareil de mesure pour les remplacer par un mélange statistique. Ce
processus peut se justifier physiquement par le couplage de l ’appareil de mesure a son
environnement, ce qu ’on appelle la « décohérence ».

Celle-ci peut étre vue comme un effet de transfert d ’information contenue dans le systéeme
et | ’appareil de mesure vers | ’environnement, transfert qui supprime les cohérences
quantiques associées aux superpositions entre états différents de | ’appareil. Il y a la une
analogie étroite avec le concept de complémentarité de Bohr.

Dans ce cours, nous présenterons une introduction a la théorie de la mesure quantique et

a la décohérence. Nous commencons par rappeler ici la description d une mesure idéale;

nous analysons ensuite quelques faits essentiels concernant la complémentarité (§6) avant
d ’aborder la description quantitative d un modeéle simple de décohérence (§ 7).9



Experience d ’° « ecole » en physique quantique:

p s> (p1) (a) Préparation d ’un systéme (S) dans un état [Fs > a

- - | ’aide d ’un appareil (M) qui effectue sur S la mesure
S { o> ( pp)z d ’un Ensemble Complet d Observables qui Commutent
- - o

(ECOC). (b) Mesure sur ['¥s >d "une observable O

(d ’états propres |s;>, valeurs propres &; ) par un appareil
N7 pN) (M ): on obtient avec la probabilité p;= [<s,/¥s>[? le
systeme (S) dans [ *état final |s;> (cas non dégénéré).

Si M, et M, mesurent des observables compatibles (qui commutent), [ ‘¥ > est
inchangé par M,. Dans le cas contraire, [ > est modifié de facon aléatoire.

Une telle expérience est toujours une mesure de corréelation entre deux événements: un
échantillonnage de mesures fournit les probabilités p; d’obtenir avec M, un résultat €,
conditionné au résultat (['Fs >) de la préparation par M, La physique quantique est donc
une théorie qui fait des prédictions (probabilistes) sur des corréelations entre événements.
Ce point de vue permet d ’éviter | ’introduction du concept de réduction instantanée du
paquet d ’onde qui, quoique commode, est non-physique et peut conduire a des paradoxes.

Les interactions S-M, et S-M, introduisent en principe une intrication entre un systéme
microscopique (S) et un appareil macroscopique (M, ou M,).
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Mesure d ’un état ['Fy> par un appareil M (associé a | ’observable O,)
Description quantique de S et M

(a) prémesure: évolution unitaire (équation de Schrodinger):
Etat initial de S+M: [F;>[A, > =2 a; [s; > [A, >

Etat « netftre »deM

Le couplage entre S et M doit définir une dynamique conditionnelle qui laisse
chaque état [s> inchangé et lui fait correspondre un état final [ A; > différent

pour chaque [s> (<AJA; >= 5,-1- ); (On peut toujours construire une transformation
unitaire satisfaisant cette condition) : [¥s>[A, > = 2 a; [s; > [A; >

Exemple: les [ A> sont les états de position | X> d ’un « curseur » de masse « infinie » et

d ’impulsion P. Dans ce cas, | ’Hamiltonien H, = g O_P assure la dynamique
conditionnelle cherchée:
Opérateur de
K translation
e " Him?: [Fs>| X,y >=2a; [s; > € -ig1e, 1V /Xy >=2 a; [s; >]X,+gte>

Le curseur acquiert une info. sur l ’état de S: intrication entre les deux systémes.
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Cas particulier important: la porte control-not (C-Not)

Qubit
source a S et M sont deux systémes a deux états (qubits).
d S est le bit « source » et M le bit « cible » :
0> /0> — [0> /0>
Porte / S C S C o . ’
CNOT / 0>, /]>C N / 0>, /] > Cible inchangée
b a @ b (15105, — 1> ]1>, Translation
(modulo 2) de
Qubit cible /] > /] e 9/] >s/0>c la cible

Translation conditionnelle (modulo 2) du bit cible lorsque le bit source vaut 1. Le bit source
reste toujours inchangé. Peut étre aussi décrit comme une « bascule » conditionnelle (C-NOT).

Ja> [b> — [a> [a@ b >,

Dynamique de mesure réalisée par une porte logique élementaire a deux qubits

La porte C-Not crée de l ’intrication
si le qubit source est dans une

superposition d_états

@|0>+B1>5)0> > 0/0>]0>.+B]1>]1>,

Nous décrirons plus loin des mécanismes physiques réalisant la porte C-Not.
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(b) La disparition des coherences des « voies finales » de la mesure

L ’état du systeme S + M a l ’issue de la phase de pré-mesure peut posséder une
ambiguité quantique fondamentale, liée a | ’intrication. On peut changer de base
(transformation unitaire dans les espaces des états de S et M) et réécrire d ’une
infinité de facons la corrélation entre les deux systemes (voir §2 et 3):

2 [si > [4>=% [u, > [B,>

ou les |u,> et les |B,> sont des superpositions linéaires des |s ;> et des |A.> respectivement.
Exemple dans le cas de deux qubits:

(AV2) (10>, 10>, +]1 >, ]1>,) = (1/2V2) [(| 0>+ |1 >)(| 0>, +]1>.)+ (0> ~[1>))(] 0>, —]1>,)]
Mesure-t-on | observable d ’états propres [s; > ou celle d’états propres [u; > ?

Il n’y a en général pas d ’ambiguiteé physique. Dans le cas d un curseur, c ’est la
position X que [ ’on observe et pas des superpositions de positions (chats de
Schrodinger): 1l existe une base privilégiee d ’états « stables » de | ’appareil de
mesure que | ’on peut observer a | ’exclusion de leurs superpositions.

13



Postulat lié a la « réduction du paquet d ’onde »:
2 a; [s; >[A;> = X [a;[? [s; ><s; [®]4,;><A,[

La superposition impliquant des états différents du curseur est remplacée par un

« mélange » diagonal dans la base des états de mesure. Toutes les cohérences entre ces états
disparaissent, supprimant ainsi les corrélations entre états superpositions non-physiques.
Seule la corrélation « classique » entre les [s;> et les [ A, > subsiste. L ’observation des états
du curseur donne alors directement la valeur de | ’observable mesurée sur le systeme S.
Tout se passe en fait comme si on faisait la mesure sur un ensemble statistique d ’états de S
préparés initialement avec les probabilités p, = [a; [* dans les états [s; >. Ce remplacement
est souvent associé a la notion de réduction du paquet d ’onde (notons cependant qu ’elle
ne peut résoudre le probléeme du « choix » final entre les différents résultats possibles car la
théorie est fondamentalement probabiliste).

Problemes: - Cette transformation, non unitaire, ne peut étre décrite par une
équation d ’évolution de type Schrodinger. Elle distingue, sans base physique, deux
types d ’évolution des systemes physiques. La théorie de la décohérence cherche a
expliquer ce postulat a partir d ’une description microscopique et thermodynamique
de | ’appareil de mesure. Dans ce cadre, on est amené a considerer | ’environnement
du systeme et , a nouveau, [ ’intrication avec cet environnement. Nous abordons ce
probleme plus loin, apres une analyse de la notion de complementarite. 14




