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Raisonner sur un programme

Véri�er (avec la rigueur d’une démonstration mathématique) que
le programme ou fragment de programme �se comporte bien� :

• Correction totale : le programme termine et produit le
résultat attendu.

• Correction partielle : si le programme termine, il produit le
résultat attendu.

• Robustesse : le programme ne fait pas d’erreurs à
l’exécution (pas de �plantages�), ne fait pas fuiter
d’informations con�dentielles, etc.
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Raisonner sur un programme

En principe : il su�t d’avoir une sémantique formelle du langage
de programmation utilisé ; on raisonne alors directement sur les
exécutions possibles du programme.

(Exemples dans le �chier Coq HoareLogic.v)

En pratique : il vaut mieux utiliser des principes de raisonnement
de plus haut niveau, à savoir une logique de programmes.
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Une idée aussi ancienne que l’informatique

Alan Turing, Checking a large routine, 1949.

Exposé à la inaugural conference of the EDSAC computer, Cambridge University,

juin 1949. Le tapuscrit a été corrigé, commenté et republié par F.L. Morris et C.B.

Jones dans Annals of the History of Computing, 6, 1984.

4



Le �gros programme� de Turing

Calculer n! en n’utilisant que des additions.

Deux boucles imbriquées.

int fac (int n)

{

int s, r, u, v;

u = 1;

for (r = 1; r < n; r++) {

v = u; s = 1;

do {

u = u + v;

} while (s++ < r);

}

return u;

}
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Le �gros programme� de Turing

Pas de programmation structurée en 1949 ; juste des
organigrammes. F. L. Morris & C. B. Jones * Turing Proof 
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Figure 1 (Redrawn from Turing’s original) 

Conference Discussion (from page 70 of the conference 
report) 

Prof. Hartree said that he thought that Dr Turing had 
used the terms “induction” and “inductive variable” in a 
misleading sense since to most mathematicians induction 
would suggest “mathematical induction” whereas the pro- 
cess so called by von Neumann and Turing often consisted 
of repetition without logical connection. Prof. Newman sug- 
gested that the term “recursive variable” should be used. Dr 
Turing, however, still thought that his original terminology 
could be justified. 

Comments 

The contributors to the conference discussion were 

M. H. A. Newman, then professor of pure mathematics 
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at Manchester University, who had played a leading 

part in setting up the Manchester computer project, 

and D. R. Hartree, then professor of mathematical 

physics at Cambridge University, who had been a 

moving force both at the NPL and at Cambridge. 
We now turn to a discussion of Turing’s proof 

method. Present methods might combine Turing’s 

Figures 1 and 2 into a flowchart that includes the 

assertions. Figure A is an annotated flowchart in the 

style of Floyd (1967). Two significant differences be- 

tween Figure A and Turing’s presentation may be 

observed. 

1. In the Floyd style, assertions may be any propo- 

sitions relating the values of the variables to each 

Figure 2 (Redrawn from Turing’s original) 

Annals of the History of Computing, Volume 6, Number 2, April 1984 l 141 
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L’idée géniale de Turing

Associer à chaque point de programme un invariant logique :
une relation entre les valeurs des variables qui est vraie dans
toute exécution.

F. L. Morris & C. B. Jones * Turing Proof 
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L’idée géniale de Turing

En notation plus moderne :

F. L. Morris & C. B. Jones * Turing Proof F. L. Morris & C. B. Jones * Turing Proof 
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other, whereas the format of Figure 2 tends to restrict remarks in Figure 2, the test at F is meant to compare 
one to giving an explicit expression for the value of r with the unincremented value of s. Just how this 
each variable of interest. Thus it is possible to express, test is to be implemented, s being no longer the con- 
for example, the inequality r I n, which strictly speak- tents of any location, is presumably left to the coder’s 
ing is necessary for inferring the u = n! claim at D ingenuity. 
from u = r! (holding at C) and r 2 n (shown by arrival Turing’s convention here-that the increase of s 
at D from C). (Note, that Turing speaks of giving, in need not coincide with execution of the box “s’ = s +’ 
the upper part of Figure 2, “restrictions on the quan- 1”-cannot be regarded as happily chosen; indeed, the 
tities s, r”; these do not appear, however.) notation of Figure 1 must probably be considered as 

2. In Figure 1 the contents of the individual boxes potentially ambiguous standing on its own, because 

(e.g., “r’ = r + 1”) are best regarded as specifications there seems to be no clear rule about when the addition 
to be met by coding: “achieve that r on exit is one of a prime to a letter makes a difference. We conjec- 
more than r on entry.” The corresponding assignment ture, however, that the flow diagram (Figure 1) was 
statement in Figure A (“r := r + 1”) is to be thought drawn just for the occasion, because “there is no 
of as a directly executable statement; the level of coding system sufficiently generally known,” and that 
necessary representation of quantities and implemen- what Turing had in mind to be passed between the 
tation of operations lying below the atomic statements programmer and the checker was the actual code of a 
of Figure A is entirely ignored. In particular, the Floyd routine, marked with letters A, B, . . . , together with 
notation makes no use of primed variables; every use an equivalent of Figure 2. There would then be no 
of a variable in an expression, whether in a box or in appearance of inconsistency between the code corre- 
an assertion, is to be understood as referring to the sponding to box G, incrementing the contents of lo- 
current value. cation 27, and the behavior of the variable s, belonging 

The most striking discrepancy between the two solely to the assertions, which increased-as might 
versions of the flowchart arises form this last point. seem more natural to the programmer-at the point 
Turing chooses to regard the box at G (“s ’ = s + 1”) of closure of the loop it controlled. 
as having no effect on the values of his variables, but An additional, minor, remark on the proof concerns 
instead as causing location 27 to contain s + 1 in place the intended domain of the program. It would appear 
of s, an outcome that in Floyd’s notation one would to compute factorial zero correctly, but the assertions 
have no means of expressing. As is clear from the are not framed so as to prove this. The necessary 

142 l Annals of the History of Computing, Volume 6, Number 2, April 1984 

Pour véri�er le programme, il su�t de véri�er que chaque
assertion implique (logiquement) les assertions des successeurs.
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Robert Floyd, Assigning meanings to programs, 1967

18 ans après, Floyd réinvente et généralise l’idée de Turing.

programs in the language, appear to be novel, although McCarthy ll, 2] 
has done similar work for programming languages based on evaluation of 
recursive functions. 

A semantic definition of a programming language, in our approach, is 
founded on a syntactic definition. It must specify which of the phrases 
in a syntactically correct program represent commands, and what conditions 
must be imposed on an interpretation in the neighborhood of each command. 

We will demonstrate these notions, first on a flowchart language, then 
on fragments of ALGOL. 

DEFINITIONS. A flowchart will be loosely defined as a directed graph 
with a command at each vertex, connected by edges (arrows) representing 
the possible passages of control between the commands. An edge is said 
to be an entrance to (or an exit from) the command c at vertex v if its 
destination (or origin) is v. An interpretation I of a flowchart is a mapping 
of its edges on propositions. Some, but not necessarily all, of the free 
variables of these propositions may be variables manipulated by the 

- - - - - - - - n E J+ (J+ is the set of positive integers) 

- - - - - - - - n E J+ /\ i = 1/\ S = 0 
i-l 
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FIGURE 1. Flowchart of program t() compute S = 1:1-1 OJ (n 0) 
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Robert Floyd, Assigning meanings to programs, 1967

Formalise les règles logiques qui relient les préconditions P et
les postconditions Q des noeuds d’un organigramme.

b ?
P

Q0 Q1

P ∧ ¬b⇒ Q0
P ∧ b⇒ Q1

P1 P2

Q

P1 ∨ P2 ⇒ Q
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La règle de Floyd pour l’a�ectation

x := 0

y ≤ 10

x = 0
∧ y ≤ 10

x := 0

y = 2x

x = 0
∧ ∃x0, y = 2x0

x := x + 1

0 ≤ x ≤ y

∃x0, x = x0 + 1
∧ 0 ≤ x0 ≤ y

x := f (x,~y)

P(x,~y)

Q

(∃x0, x = f (x0,~y) ∧ P(x0,~y))⇒ Q

Exemples :

Le cas général :
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Robert Floyd, Assigning meanings to programs, 1967

Formalise les règles logiques pour annoter un organigramme.

Observe que ces règles dé�nissent une sémantique du langage.
(Naissance de la sémantique axiomatique).

Montre que ces règles sont correctes vis-à-vis de la sémantique
opérationnelle intuitive.

Montre que ces règles sont complètes.

Esquisse un critère supplémentaire pour garantir la terminaison.

Esquisse une extension au langage Algol.

12



C. A. R. Hoare, An axiomatic basis for computer programming, 1969

Reformulation de l’approche de Floyd en termes de contrôle
structuré (if/then/else, boucles, . . . ) au lieu d’organigrammes.

Présentation par axiomes et règles d’inférence
→ une logique pour raisonner sur les programmes
(de même que la géométrie euclidienne est une logique pour
raisonner sur les �gures).
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An Axiomatic Bas is  for 
Computer Programming 

C. A. R . HOARE 
The  Queen's  Unive rs ity of Be lfas t,* Northe rn Ire land 

In this paper an attempt is made to explore the logical founda- 
tions of computer programming by use of techniques which 
were first applied in the study of geometry and have later 
been extended to other branches of mathematics. This in- 
volves the elucidation of sets of axioms and rules of inference 
which can be used in proofs of the properties of computer 
programs. Examples are given of such axioms and rules, and 
a formal proof of  a simple theorem is displayed. Finally, it is 
argued that important advantages, both theoretical and prac- 
tical, may follow f rom a pursuance of  these topics. 

KEY WORDS AND PHRASES: axiomatic method, theory of programming' 
proofs of programs, formal language definition, programming language 
design, machine-independent programming, program documentation 
CR CATEGORY: 4.0, 4.21,4.22, 5.20, 5.21,5.23, 5.24 

1. Intro duc tio n 
C o m p u te r  p ro g ra m m in g  is  a n  e xa c t s c ie nce  in  th a t  a ll 

th e  p ro p e rtie s  of a  p ro g ra m  a n d  a ll th e  cons e que nce s  of 
e xe c u tin g  it  in  a n y g ive n  e n viro n m e n t ca n, in  p rinc ip le ,  
be  fo u n d  o u t fro m  th e  te xt of th e  p ro g ra m  its e lf b y m e a n s  
of p u re ly d e d u c tive  re a s on ing . De d u c tive  re a s on ing  in- 
vo lve s  th e  a p p lic a tio n  o f va lid  ru le s  o f in fe re nce  to  s e ts  o f 
va lid  a xioms . It  is  th e re fo re  de s ira b le  a n d  in te re s tin g  to  
e lu c id a te  th e  a xioms  a n d  ru le s  of in fe re nce  wh ich  u n d e rlie  
o u r re a s on ing  a b o u t c o m p u te r p ro g ra m s .  Th e  e xa c t cho ice  
of a xioms  will to  s ome  e xte n t d e p e n d  o n  th e  cho ice  of 
p ro g ra m m in g  la ngua ge . F o r illu s tra tive  pu rpos e s ,  th is  
p a p e r is  confine d  to  a  ve ry s imple  la ngua ge , wh ich  is  e ffe c- 
tive ly a  s ubs e t o f a ll e u rre n t p ro c e d u re -o rie n te d  la ngua ge s .  

2. Co mpute r Arithme tic  
Th e  firs t re q u ire m e n t in  va lid  re a s on ing  a b o u t a  p ro - 

g ra m  is  to  kn o w th e  p ro p e rtie s  of th e  e le m e n ta ry o p e ra tio n s  
wh ich  it  invoke s ,  fo r e xa mple ,  a d d itio n  a n d  m u ltip lic a tio n  
of in te ge rs .  Un fo rtu n a te ly,  in  s e ve ra l re s pe c ts  c o m p u te r 
a rith m e tic  is  n o t th e  s a me  a s  th e  a rith m e tic  fa milia r to  
m a th e m a tic ia n s ,  a n d  it  is  n e c e s s a ry to  e xe rc is e  s ome  ca re  
in  s e le c ting  a n  a p p ro p ria te  s e t of a xioms . F o r e xa mple ,  th e  
a xioms  d is p la ye d  in  Ta b le  I a re  ra th e r a  s ma ll s e le c tion  
of a xioms  re le va n t to  in te ge rs .  F ro m  th is  in c o m p le te  s e t 

* De purtme nt of Compute r Science  

of a xioms  it is  pos s ib le  to  de duce  s uch  s imple  th e o re m s  a s : 

x =x +y X O  

y <r ~ r +y  X q = ( r-  y ) +y  X (1 + q )  

Th e  p ro o f of th e  s e cond  of th e s e  is : 

A5 ( r- - y )  + y X ( l+ q )  

= ( r- - y ) + ( y X l+y X q )  

A9 = ( r - -  y) + (y + y  X q) 

A3 = ( ( r- - y ) +y ) +y X q  

A6 = r + y X q p ro v id e d y  < r 

Th e  a xioms  A1 to  A9 a re , of cours e , tru e  o f th e  tra d i- 
tio n a l in fin ite  s e t of in te ge rs  in  m a th e m a tic s .  Ho we ve r,  
th e y a re  a ls o tru e  of th e  fin ite  s e ts  of "in te g e rs " wh ich  a re  
m a n ip u la te d  b y c o m p u te rs  p ro vid e d  th a t  th e y a re  con- 
fine d  to  nonnegative  n u m b e rs .  Th e ir  t ru th  is  in d e p e n d e n t 
o f th e  s ize  of th e  s e t; fu rth e rm o re ,  it is  la rge ly in d e p e n d e n t 
of th e  cho ice  o f te c h n iq u e  a pp lie d  in  th e  e ve n t o f "o ve r- 
flow"; fo r e xa mp le : 

(1 ) S tric t in te rp re ta tio n : th e  re s u lt of a n  ove rflowing  
o p e ra tio n  doe s  n o t e xis t; wh e n  ove rflow occurs , th e  o ffe nd- 
ing  p ro g ra m  n e ve r comple te s  its  o p e ra tio n .  No te  th a t  in  
th is  ca s e , th e  e qua litie s  of A1 to  A9 a re  s tric t,  in  th e  s e ns e  
th a t  b o th  s ide s  e xis t o r fa il to  e xis t to g e th e r.  

(2 ) F irm  b o u n d a ry:  th e  re s u lt of a n  ove rflowing  o p e ra - 
tio n  is  ta ke n  a s  th e  m a xim u m  va lu e  re p re s e n te d .  

(3 ) Mo d u lo  a rith m e tic : th e  re s u lt o f a n  ove rflowing  
o p e ra tio n  is  c o m p u te d  m o d u lo  th e  s ize  o f th e  s e t o f in te ge rs  
re p re s e n te d .  

Th e s e  th re e  te c h n iq u e s  a re  illu s tra te d  in  Ta b le  II b y 
a d d itio n  a n d  m u ltip lic a tio n  ta b le s  fo r a  trivia lly s ma ll 
mode l in  wh ich  0, 1, 2, a n d  3 a re  th e  o n ly in te ge rs  re p re - 
s e n te d .  

It  is  in te re s tin g  to  n o te  th a t  th e  d iffe re n t s ys te m s  s a tis fy- 
ing  a xioms  A1 to  A9 m a y b e  rigo rous ly d is tingu is he d  fro m  
e a c h  o th e r b y choos ing  a  p a rtic u la r one  o f a  s e t of m u tu a lly 
e xc lus ive  s u p p le m e n ta ry a xioms . F o r  e xa mple ,  in fin ite  
a rith m e tic  s a tis fie s  th e  a xio m : 

A10z ~ 3 x V y  (y < x ),  

wh e re  a ll fin ite  a rith m e tic s  s a tis fy: 

A10~ Vx (x < m a x) 

whe re  "m ax" d e n o te s  th e  la rge s t in te g e r re p re s e n te d .  
S imila rly,  th e  th re e  tre a tm e n ts  o f ove rflow m a y be  

d is tingu is he d  b y a  cho ice  o f one  o f th e  fo llowing  a Moms  
re la tin g  to  th e  va lu e  of m a x + 1: 

Alls  ~ 3 x  (x = m a x + 1) (s tric t in te rp re ta tio n ) 

All,  m a x + 1 = m a x (firm b o u n d a ry)  

AllM m a x + 1 = 0 (modu lo  a rith m e tic ) 

Ha vin g  s e le c te d  one  o f th e s e  a xioms , it  is  pos s ib le  to  
us e  it  in  d e d u c in g  th e  p ro p e rtie s  of p ro g ra m s ; h o we ve r,  

576 C o m m u n ic a tio n s  o f th e  ACM Volume  12 / Nu m b e r 10 / O c to b e r,  1969 

(Communications of the ACM, 12(10), 1969)
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Les logiques de Hoare



Les triplets de Hoare

Les énoncés de la logique de Hoare :

[ P ] c [Q ] { P } c {Q }

c : commande d’un langage impératif structuré (IMP, Algol, . . . )

P, Q : assertions logiques portant sur les variables du programme.

P : précondition, supposée vraie �avant� l’exécution de c

Q : postcondition, garantie vraie �après� l’exécution de c

15



Les triplets de Hoare

Logique de Hoare �forte� : (correction totale)

[ P ] c [Q ] si P est vraie �avant�,
alors c termine et Q est vraie �après�

Logique de Hoare �faible� : (correction partielle)

{ P } c {Q } si P est vraie �avant� et si c termine,
alors Q est vraie �après�

16



Les règles de la logique de Hoare faible

Contrôle structuré :

{ P } c1 {Q } {Q } c2 {R }

{ P } c1; c2 {R }

{ P ∧ b } c1 {Q } { P ∧ ¬b } c2 {Q }

{ P } if b then c1 else c2 {Q }

{ P ∧ b } c { P }

{ P } while b do c { P ∧ ¬b }

17



Les règles de la logique de Hoare

Commande vide :
{ P } SKIP { P }

A�ectation :
{Q[x← a] } x := a {Q }

Notons le style �en arrière� : la postcondition Q détermine la
précondition.

Exemple

{ 0 = 0 ∧ y ≤ 10 } x := 0 { x = 0 ∧ y ≤ 10 }

{ 1 ≤ x + 1 ≤ 11 } x := x + 1 { 1 ≤ x ≤ 11 }

18



La règle de conséquence

Permet d’oublier des préconditions et des postconditions
inutilisées, et de les remettre en forme.

P⇒ P′ { P′ } c {Q′ } Q′ ⇒ Q

{ P } c {Q }

Exemple
0 ≤ x ≤ 10⇒ 1 ≤ x + 1 ≤ 11

{ 1 ≤ x + 1 ≤ 11 } x := x + 1 { 1 ≤ x ≤ 11 }
1 ≤ x ≤ 11⇒ 1 ≤ x ≤ 11

{ 0 ≤ x ≤ 10 } x := x + 1 { 1 ≤ x ≤ 11 }
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La logique de Hoare forte

Mêmes règles que la logique faible, sauf pour les boucles.

[ P ] SKIP [ P ] [Q[x← a] ] x := a [Q ]

[ P ] c1 [Q ] [Q ] c2 [R ]

[ P ] c1; c2 [R ]

[ P ∧ b ] c1 [Q ] [ P ∧ ¬b ] c2 [Q ]

[ P ] if b then c1 else c2 [Q ]

P⇒ P′ [ P′ ] c [Q′ ] Q′ ⇒ Q

[ P ] c [Q ]

20



Véri�er la terminaison des boucles

Pas de règle générale, mais une règle qui su�t souvent :
une expression V (la �variante�) à valeurs entières positives
décroı̂t strictement à chaque tour de boucle.

∀n ∈ Z, [ P ∧ b ∧ V = n ] c [ P ∧ 0 ≤ V < n ]

[ P ] while b do c [ P ∧ ¬b ]
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Mécanisation de la logique de Hoare

Comment représenter les assertions logiques?

Par un langage dédié avec sa propre syntaxe et sémantique.
(plongement profond)

Termes : t ::= x | 0 | 1 | t1 + t2 | . . .
Assertions : P,Q ::= t1 = t2 | P ∧ Q | ∀x.P | . . .

Par un prédicat de la logique de Coq. (plongement super�ciel)

P,Q : store→ Prop

Exemple : �0 ≤ x < y� devient fun s -> 0 <= s "x" < s "y".

(Voir le �chier Coq HoareLogic, sections 4.2 et 4.3)
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Triplets syntaxiques, triplets sémantiques

Approche syntaxique : { P } c {Q } est dérivable à partir des
axiomes et des règles de la logique de Hoare.

Approche sémantique : { P } c {Q } est vrai ssi
∀s, s′, P s ∧ c/s ⇓ s′ ⇒ Q s′.

Les deux notions sont équivalentes !

• Correction : si { P } c {Q } est dérivable par les règles de
Hoare, il est sémantiquement vrai.

• Complétude relative : si { P } c {Q } est sémantiquement
vrai, il est dérivable par les règles de Hoare.

(Voir le �chier Coq HoareLogic, sections 4.4 et 4.5)
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Automatiser la logique de Hoare

En général, on ne peut pas décider automatiquement la validité
d’un triplet de Hoare.
(Le triplet { True } c { False } est valide ssi c ne termine pas.)

Cependant, de nombreuses étapes de déduction en logique de
Hoare sont guidées par la syntaxe de la commande. P.ex :

{ P } x1 := a1; . . . ; xn := an {Q }

On peut appliquer la règle d’a�ectation n fois puis la
conséquence à gauche, obtenant la condition de véri�cation

P⇒ Q[xn ← an][· · · ][x1 ← a1]

C’est une formule en logique du premier ordre qui se prête à la
démonstration automatique ou assistée.
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Génération des conditions de véri�cation

Soit c une commande où les boucles while sont manuellement
annotées par un invariant de boucle Inv.

On peut produire automatiquement une formule de logique
usuelle vcgen P c Q qui est vraie si et seulement si le triplet
{ P } c {Q } est valide en logique de Hoare.

C’est l’approche suivie par les outils de véri�cation déductive
tels que ESC/Java, Frama-C, KeY, Why3, . . .

(Voir le �chier Coq HoareLogics, section 4.8.)
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Extension aux tableaux

Incorrect : {Q{t[a1]← a2} } t[a1] := a2 {Q } 8

(Il n’y a pas que t[a1] qui est modi�é, mais aussi t[a] pour tout a
qui a la même valeur que a1.)

Correct : {Q{t← t[a1 7→ a2]} } t[a1] := a2 {Q } 4

L’expression t[a1 7→ a2] dénote un tableau égal à t sauf que
l’indice a1 a la valeur a2.

On raisonne sur ces expressions de tableaux avec l’équation

(t[a1 7→ a2]) [a] =

a2 si a = a1

t[a] si a 6= a1
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Extension aux pointeurs et à l’allocation dynamique

Exemple : listes simplement chaı̂nées.

1 2 3 × 4 5 ×

typedef struct cell * list;

struct cell { int head; list tail; };

Concaténation en place des listes l1 et l2 :

p = l1;

while (p->tail != NULL) p = p->tail;

p->tail = l2;
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Pointeurs et structures chaı̂nées

p = l1;

while (p->tail != NULL) p = p->tail;

p->tail = l2;

Code di�cile à véri�er. . . et même à spéci�er !

• La liste l1 doit être bien formée (pas circulaire)
(sinon la boucle while ne termine pas).

• La liste l2 ne doit partager aucune cellule avec l1
(sinon la concaténation produit une liste circulaire).

• Toute liste l3 qui partage avec l1 est modi�ée.

1 2 3 1 2 3 4 5

l1 l2 l1 l3 l2

×
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Logiques de Hoare pour les pointeurs

Folklore : un pointeur = un indice dans un grand tableau global
(le �tas mémoire�).

Burstall (1972), Morris (1981), Bornat (2000) :
un tableau global par champ de cellules mémoire.

p→tail := a def
= tail := tail[p 7→ a] (head est inchangé)

Bornat (2000), Mehta & Nipkow (2003), Hubert & Marché (2005) :
mécanisation de l’approche �un tableau par champ� ;
véri�cations de l’algorithme de Schorr-Waite.
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Les logiques de séparation



Appartion de la logique de séparation

Burstall (1972) : les Distinct Nonrepeating List Systems
(≈ structures simplement chaı̂nées sans aucun partage)
+ règles de raisonnement ad-hoc.

Reynolds (1999), Intuitionistic Reasoning about Shared Mutable
Data Structures. Introduit la notion de conjonction séparante.

O’Hearn et Pym (1999), The Logic of Bunched Implications.
Pour raisonner sur des ressources utilisées de manière linéaire.

O’Hearn, Reynolds, Yang (2001), Local Reasoning about Programs
that Alter Data Structures. La présentation moderne de la logique
de séparation.
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Le raisonnement local

Un principe de bon sens :
Tout ce qui n’est pas explicitement mentionné dans
{ P } c {Q } est préservé par l’exécution de c.

En logique de Hoare, ce principe se présente comme la règle
d’encadrement (frame rule) suivante :

{ P } c {Q }
aucune variable modi�ée par c n’apparaı̂t dans R

{ P ∧ R } c {Q ∧ R }

Exemple : { x = 0 } x := x + 1 { x = 1 }, et donc
{ x = 0 ∧ y = 8 } x := x + 1 { x = 1 ∧ y = 8 }.
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Pointeurs et alias⇒ plus de raisonnement local

1 2 3 4 5

l1 l3 l2

× ×

1 2 3 4 5

l1 l3 l2

×

append(l1, l2)

P = �l1 représente la liste [1, 2, 3] et l2 représente la liste [4, 5]�
Q = �l1 représente la liste [1, 2, 3, 4, 5]�
R = �l3 représente la liste [3]�.

{ P } append(l1, l2) {Q } est vrai, mais pas
{ P ∧ R } append(l1, l2) {Q ∧ R }.
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Empreintes mémoire et conjonction séparante

Chaque assertion logique P,Q a une empreinte mémoire :
l’ensemble des adresses (pointeurs) dont elle décrit le contenu.

Exemple : l’assertion p 7→ 0, �à l’adresse p il y a la valeur 0�,
a pour empreinte {p}.

La conjonction séparante P ∗ Q est vraie si et seulement si

• P est vraie (de l’état mémoire courant)
• Q est vraie (de l’état mémoire courant)
• P et Q ont des empreintes mémoires disjointes.

Exemple : p 7→ 0 ∗ p 7→ 0 est toujours fausse.
p 7→ 0 ∗ q 7→ 0 implique p 6= q.
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Prédicats de représentation

À coups de conjonction séparante, on dé�nit précisément le
prédicat list(p, L), �le pointeur p est la tête d’une liste chaı̂née
bien formée qui représente la liste abstraite L� :

list(p, x :: L) = ∃q, p 7→ {head = x; tail = q} ∗ list(q, L)

list(p, nil) = p = NULL

Conjonctions séparantes⇒ pas de partage interne
(toutes les cellules de la liste sont 2 à 2 disjointes).

L’empreinte mémoire de list(p, L) est l’ensemble des cellules
mémoire qui participent à la représentation de L.
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Une spéci�cation en logique de séparation

La concaténation de listes en place :
pour toutes listes abstraites L, L′, si L est non vide,

{ list(l1, L) ∗ list(l2, L′) }
p = l1;

while (p->tail != NULL) p = p->tail;

p->tail = l2;

{ list(l1, L.L′) }

Conjonction séparante dans la précondition
⇒ pas de partage externe entre l1 et l2
(aucune cellule de liste en commun).

Rien sur l2 dans la postcondition
⇒ l2 n’est plus utilisable comme liste chaı̂née bien formée.
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Conjonction séparante et encadrement

La frame rule de la logique de séparation :

{ P } c {Q }
aucune variable modi�ée par c n’apparaı̂t dans R

{ P ∗ R } c {Q ∗ R }

Idée de raisonnement local : P, Q décrivent les parties de la
mémoire pertinentes pour l’exécution de c ; R décrit le reste.

Idée de ressources :
P décrit les �ressources mémoires� consommées par c ;
Q décrit les ressources produites ou rendues par c ;
R décrit des ressources inchangées.
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Les �petites règles�

Préconditions et postconditions ne parlent que du strict
nécessaire à la commande.

[ a = n ] x := a [ x = n ]

[ (a = p) ∗ (p 7→ v) ] x := ∗a [ (x = v) ∗ (p 7→ v) ]

[ (a = p) ∗ (a′ = v) ∗ (p 7→ ) ] ∗a := a′ [ p 7→ v ]

[ emp ] x := alloc(N) [∃p, (x = p)
∗ (p 7→ ) ∗ · · ·
∗ (p + N− 1 7→ ) ]

[ (a = p) ∗ (p 7→ ) ] free(a) [ emp ]

p 7→ se lit �p est valide� et est dé�ni comme ∃v, p 7→ v.
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Formalisation : un langage IMP avec pointeurs

Commandes :
c ::= SKIP | x := a | c1; c2

| if b then c1 else c2

| while b do c
| x := alloc(N) allocation de N mots
| x := ∗a lecture à l’adresse a
| ∗a1 := a2 écriture à l’adresse a1

| free(a) libération de l’adresse a

Les pointeurs sont des entiers⇒ arithmétique de pointeurs.

Exemple (Construction d’une liste)

l := alloc(2); *l := head; *(l + 1) := tail
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Sémantique opérationnelle

Deux composantes de l’état mémoire :

• le store s : variable 7→ valeur (fonction totale)
• le heap h : adresse 7→ valeur (fonction partielle, �nie)

Sémantique à réductions : c/s/h→ c′/s′/h′.

Quelques règles représentatives :

x := a/s/h→ SKIP/s[x← [[a]] s]/h

x := ∗a/s/h→ SKIP/s[x← v]/h si h([[a]] s) = v

∗a := a′/s/h→ SKIP/s/h[[[a]] s← [[a′]] s] si [[a]] s ∈ dom(h)
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Une logique de séparation pour IMP

Assertions logiques = prédicats store→ heap→ Prop.

Triplets forts de base :

[ P ] c [Q ]
def
= ∀s, h, P s h⇒ ∃s′, h′, c/s/h ∗→ SKIP/s′/h′ ∧ Q s′ h′

Ne valident pas la règle d’encadrement (allocation dynamique).

Triplets forts :

[[ P ]] c [[Q ]]
def
= ∀R inchangé par c, [ P ∗ R ] c [Q ∗ R ]

Valident en plus la règle d’encadrement.

(Voir �chier Coq SepLogic et séminaire du 16 janvier.)
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Pour aller plus loin : la logique de séparation concurrente

(O’Hearn, 2007, Resources, Concurrency and Local Reasoning.
Brookes, 2007, A Semantics for Concurrent Separation Logic.)

Contexte : parallélisme à mémoire partagée
(threads, multicoeurs, etc).

Règle de base : exécution parallèle sans interférences.

{ P1 } c1 {Q1 } { P2 } c2 {Q2 }

{ P1 ∗ P2 } c1 ‖ c2 {Q1 ∗ Q2 }
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Synchronisations et communications

Diverses règles pour rendre compte des mécanismes de
synchronisation et de communication entre threads :

• Haut niveau : verrous, sémaphores, �les de messages, . . .
• Bas niveau : barrières mémoire, compare-and-swap,

load-acquire/store-release, . . .
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Logique de séparation concurrente pour les verrous

Au verrou L on associe une assertion INV(L) :

• L’empreinte de INV(L) décrit les cases mémoires protégées
par le verrou.

• L’assertion INV(L) décrit les invariants que les utilisateurs de
ces cases mémoires doivent préserver.

Petites règles pour les verrous :

{ emp } lock(L) { INV(L) ∗ Locked(L) }
{ INV(L) ∗ Locked(L) } unlock(L) { emp }

Détenir le verrou = être le seul possesseur des cases protégées.
Rendre le verrou = s’obliger à rétablir l’invariant.
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Point d’étape et perspectives



Point d’étape

Deux visions qui coexistent parfaitement :

• Vision axiomatique : une logique de programme dé�nit la
sémantique du langage.

• Vision opérationnelle : une logique de programme est un
ensemble de théorèmes portant sur la sémantique
opérationnelle du langage et qui facilitent le raisonnement
sur les programmes.
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Point d’étape

Des principes connus depuis longtemps,

longtemps restés purement théoriques,

mais maintenant utilisables grâce à des outils :

• Prouveurs de programmes + démonstrateurs automatiques :
KeY, Frama-C WP, Infer, . . .

• Plongements dans Coq ou autres systèmes interactifs :
CFML, IRIS, . . .
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Perspectives

Un domaine de recherche très actif :

• Plus d’automatisation pour les preuves de programme.
(P.ex. INFER et la �bi-abduction� ; les shape analyses.)

• Plus d’abstraction dans les logiques.
(P.ex. IRIS : monoı̈de + invariants = logique concurrente)

• Raisonner sur d’autres sortes de ressources.
(P.ex. systèmes de �chiers, temps d’exécution.)

• Raisonner sur le parallélisme de bas niveau.
(Modèles mémoires faiblement cohérents.)
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