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La démarche du cours <Sémantiques mécanisées>

< Ce cours est une introduction aux sémantiques formelles des
langages de programmation et a leur utilisation pour construire
et valider des outils de programmation et de vérification :

+ systémes de types;
- logiques de programmes;
+ analyses statiques;

- compilateurs.

Toutes les définitions, propriétés, et déemonstrations sont
mécanisées avec l'assistant Coq. >
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< Ce cours est une introduction aux sémantiques formelles des
langages de programmation et a leur utilisation pour construire
et valider des outils de programmation et de vérification :

+ systémes de types;
- logiques de programmes;
+ analyses statiques;

- compilateurs.

Toutes les définitions, propriétés, et déemonstrations sont
meécanisées avec l'assistant Coq. »



Coq : un outil comme les autres

Tout au long du cours, nous avons utilisé Coq comme outil de
programmation et de vérification.

Quelle confiance accorder a cet outil?

Quels formalismes permettraient de valider cet outil?



Comment une démonstration mécanisée peut-étre fausse?

(R. Pollack, How to Believe a Machine-Checked Proof, 1997)

Inadéquation : ce qui est demontré n’est pas ce que vous croyez.



Comment une démonstration mécanisée peut-étre fausse?

(R. Pollack, How to Believe a Machine-Checked Proof, 1997)

Inadéquation : ce qui est déemontré n’est pas ce que vous croyez.

Require Import Arith. (Chris Casinghino, 2009-04-01)
(* BEGIN PROOF OF FERMAT"S LAST THEOREM *)
Theorem fermat : forall n x y z,
n>2->
x>0->y>0->z>0 >
Xx "n+y "~ n<>z " n.
Proof.
intros n x y z. trivial.
Qed.
(* END PROOF OF FERMAT"S LAST THEOREM *)



Comment une démonstration mécanisée peut-étre fausse?

(R. Pollack, How to Believe a Machine-Checked Proof, 1997)
Inadéquation : ce qui est demontré n’est pas ce que vous croyez.

Démonstrations Admitted; axiomes faux ou incohérents.

Exemple : 'axiome du tiers exclu est incohérent avec l'option

-impredicative-set.



Comment une démonstration mécanisée peut-étre fausse?

(R. Pollack, How to Believe a Machine-Checked Proof, 1997)
Inadéquation : ce qui est demontré n’est pas ce que vous croyez.
Démonstrations Admitted; axiomes faux ou incohérents.

Un bug dans une partie critique de l'implémentation Cogq.

Limplémentation suit l'architecture de de Bruijn :

* un noyau qui revérifie les <termes de preuves (critique);

« des tactiques qui construisent ces termes (non critiques).



Comment une démonstration mécanisée peut-étre fausse?

(R. Pollack, How to Believe a Machine-Checked Proof, 1997)
Inadéquation : ce qui est demontré n’est pas ce que vous croyez.
Démonstrations Admitted; axiomes faux ou incohérents.

Un bug dans une partie critique de l'implémentation Cogq.

Une incohérence dans la logique implémentée par Cogq.



Cohérence d’une logique



La cohérence d’une logique

Une logique est cohérente si elle ne peut pas déduire un
paradoxe ou une absurdité evidente comme p.ex.

P A =P pour un certain paradoxe P (logique classique)
1 (noté False en Coq) (logique intuitionniste)
0=1 (arithmétique de Peano)

VP.P  (logique d’'ordre supérieur)

De maniére équivalente : une logique est cohérente s'il existe
une proposition qui n'est pas déductible.

(Principe ex falso quod libet : & partir d’'une absurdité on peut
déduire toutes les propositions.)



Exemple : une logique intuitionniste

F1, P, rz =P (Ax)

rPkaQ r-p=qQ TrFP
(= (=E, modus ponens)
[-pP=Q o)
P TkQ r-pPaQ r-pPAQ
- (A — (AR) (AR
r-pPAQ rep r-Q
M= L

(LLE, quod libet)

M-p

Cohérence = il existe un P tel qu’on ne peut pas dériver - P.



Le second théoréme d'incomplétude de Godel

Théoréme (Godel, 1931)

Soit L une logique coherente qui contient 'arithmétique de Peano.
L'énonce <L est coherente> peut s’exprimer dans L mais ne peut
pas se demontrer dans L.

Corollaire : une démonstration de cohérence d’une logique se fait
forcéement dans une logique <plus puissantes.



PAT : propositions as types, proofs as programs

La correspondance de Curry-Howard met en relation un bon
nombre de logiques (dont celle de Coq) avec un langage
fonctionnel typeé :

Langage typé | Logique

type proposition
terme démonstration, <construction>
évaluation élimination des coupures

(Voir mon cours 2018-2019.)



Propositions = types

Langage typé | Logique

fonctions 0 — 7 | P = Q implication
produits o x 7 | P A Q conjonction
sommes o + 7 | PV Q disjonction
type a 1 constructeur unit | T la trivialité
type a 0 constructeurs empty | L l'absurdité

polymorphisme Va. 7 | VX.P pour tout

type abstrait Ja. 7 | IX..P il existe



Régles de déduction = régles de typage

Lambda-calcul simplement typé

r1,XiA,r2FXZA

x:AEM:B ITEM:A—B THEN:A
lNEXX.M:A—B '-MN:B
r'-kM:A THEN:B 'EM:AxB '-M:AXxB
N-=(M,N):AxB FrEmM:A N-mM:B
=M : empty

[+ match Mwithend: A
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Régles de déduction = régles de typage

Logique intuitionniste

M, ALF A

r, A B r’- A=B TF A
M- A=B [ B
r- A T+ B rN- AAB - AAB
Tr ANB [ A TF B
r- 1
T A

T est I sans les noms de variables, p.ex. x: A,y :A=A,A.
10



Cohérence logique = type non habité

Langage typé Logique

Type habité 7 (IM. O - M : 7) | Proposition démontrable P

Il existe un type non habité La logique est cohérente

n



Une méthode pour montrer qu’un type n’est pas habite

(Etend la démonstration de siireté du typage du 7¢ cours.)
Théoréme (Formes canoniques)

Soit v unevaleur. Si) - v : ¢ — 7, alors v est de la forme \x.M.
SiO+v:o x T, alorsvest de la forme (vq, v,).

Il est impossible que () - v : empty.

Théoréme (Préservation)

SiTFM:7etM— N,alorsT =N : .

Théoréme (Progression)

Si() = M : 7, ou bien M est une valeur ou bien M se reduit.

Théoréme (Normalisation)

Tout terme typable a une forme normale :

siT = M: T, il existe N tel que M = N
12



Une méthode pour montrer qu’un type n’est pas habité

Corollaire (Cohérence logique)

Le type empty n’est pas habite.

Démonstration.

Supposons qu'il existe M tel que ) = M : empty.
Par normalisation forte on a N tel que M = N 4.
Par préservationona () - N : empty.

Par progression on a que N est une valeur.

Par formes canoniques, on a une contradiction. O

13



Divergence et incohérence

La plupart des mécanismes qui rendent les langages de
programmation Turing-complets rendent les logiques
incohérentes.

Exemple : la récursion géneérale
let rec £ x = £ x in £ () ale type 7 pour tout 7.

Vu comme principe de preuve, c'est (P = P) = P...

Exemple : les types algébriques a occurrence négatives

Inductive t : Type := Lam: (t -> t) -> t
encode le lambda-calcul pur, et donc la divergence.
Induction P : Prop := Hyp: (P -> False) -> P
esttel que P <-> (P -> False) et donc implique False.

14



Demontrer la normalisation




Démontrer la propriété de normalisation

Une approche due a Tait (1967) pour les types simples puis
étendue a systéme F par Girard (1972). Un cas particulier de
relation logique (Plotkin, 1973 ; Statman, 1985).

On définit les ensembles RED(7) par récurrence sur le type 7 :

RED(1) = {M | M termine, c.a.d. 3N, M 5 N 4}
RED(o — 7) = {M | VN € RED(c), M N € RED(7)}

(On note ¢ tous les types de base, bool, nat, etc)

15



Normalisation des types simples

RED(.) = {M | M termine, c.a.d. 3N,.M 5 N 4}
RED(oc — 7) = {M | VN € RED(s), M N € RED(7)}

On démontre alors :

1. Si M € RED(7) alors M termine.
2. SiQ M : 7 alors M € RED(7), ou, plus généralement :

SiXi:7,...,Xn: Tn = M : 7 et M; € RED(7;) pour tout i, alors
M{X1 <= My, ..., Xn <~ My} € RED(T).

16



Extension aux types polymorphes

Dans un systéme préedicatif comme ML, ou la théorie des types
de Martin Lof, ou Agda, on peut prendre

RED(Va.7) = {M | Vo, M[o] € RED(T{c <+ c})}

Cette définition reste bien fondée car o ne peut étre instanciée
que par des types o <plus petits> que Va.7.

Dans un systéeme impreédicatif comme systeme F ou Coq, o peut
étre instanciée par tout type, y compris Va.7. Exemple :

si id:Va.a— « alors id [Va.a — a]id : Va.a — «

La définition de RED est donc incorrecte.
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Les candidats de reductibilite

L'idée de Girard est d'interpréter les variables de type « pas
seulement par les ensembles RED(c") pour un certain type o,
mais par une classe plus large d’ensembles :

les candidats de réductibilité.

Un ensemble U de termes de type 7 est un candidat de
réductibilité U € CAND(7) si

1. tout M € U termine;

2. U est fermé par expansion:siM — M et M € UalorsM € U

3. U est fermeé par certaines réductions.
(Voir Girard, Lafont, Taylor, Proofs and Types, ch. 14)

18



Les candidats de reductibilite, visuellement

termes normalisants

candidats
RED(7)




Normalisation du systéeme F

Réductibilité : (¢ : variable de type — candidat)
RED(¢, ®) = {M | M termine}
RED(c — 7,®) = {M | YN € RED(c,®),M N € RED(r, d)}
RED(alpha, ®) = ¢(«a)
RED(Vov. 7, ®) = {M | Yo, YU € CAND(c), M[o] € RED(7, ® + o > U)}

On démontre alors :

1. RED(7, ®) est un candidat de réductibilité.
2. Si0FM: 7alorsM € RED(T, ®).

20



Formaliser et mécaniser Coq




Des types simples jusqu’au Calcul des Constructions

Types simples neg : bool — bool terme — terme
+ polymorphisme id:Va.a — « type — terme
+ opérateurs de types list : Type — Type type — type

+ types dépendants vec : nat — Type terme — type

= Calcul des Constructions

F,———» CC

F /4‘» /
/ #—/‘(;@‘5 5P

types simples ————»LF o0

polymorphisme

types dépendants 21



Du Calcul des Constructions jusqu’a Coq

Calcul des Constructions

+ hiérarchie d’'univers 0 : nat : Type, : Type,
+ types inductifs nat,list,A,V,3
+ types coinductifs stream, delay

+ cumulativité des univers
+ polymorphisme d’univers

~ Coq

22



Une formalisation du Calcul des Constructions avec univers

Dans le style des Pure Type Systems :

- Pas de distinction syntaxique entre termes et types.

« Un seul A pour toutes les formes de fonctions
((terme > terme, type — terme, type — type, etc)

» Un seul I regroupant les types de fonction et les types V.

+ Des univers pour stratifier en termes, types, sortes, etc.

23



Syntaxe abstraite

Univers : U ::= Prop | Type;
Termes, types: A,B:=Xx variables
| A - A.B abstractions
|AB applications
| U nom d’univers
| MNx:A.B type dépendant de fonction
def

Notation: A — B = [x : A. B si x non libre dans B.

24



Reégles de typage

(U,U) e A rFA:U FrFA:B THC:U

(ax) . (var) (wk)

fruU:U Mx:AEx:A x:CHA:B

FEA: U, Nx:AFB: U (U1,U2,U3)€R(.)
p1

M=Tx:AB: Us

MNx:AFB:C T HFIx:AC:U
(abstr)

XA B:Tlx:A.C

Mr-f:Mx:AB TFa:A
(app)

lN-fa:B{x<+ a}

r’A:B THB:U B3S&ER

(conv)

rN-A:p
25



La régle de conversion : typage modulo réductions

ko ok /

l'HA:B THB:U B—«B

(conv)

Fr-A:B

Les types sont identifiés a réductions (calculs) prés.

Exemple 1: le type dtype (Fun Bool Bool) contient les mémes
valeurs que le type bool — bool, car ces deux types sont égaux
modulo calcul de la fonction dtype.

Exemple 2 : la preuve triviale de la proposition 4 = 4 est aussi
une preuve de la proposition 2 + 2 = 4, car ces deux
propositions sont égales modulo calcul de la fonction +.

26



La régle de conversion : typage modulo réductions

ko ok

r'HA:B THB:U B« B

(conv)

Fr-A:B
Les types sont identifiés a réductions (calculs) prés.

« Permet de nouvelles formes de programmation et de
démonstration, p.ex. les démonstrations <par réflexion>, ou
le calcul remplace la déduction logique.

+ Un défi pour la métathéorie : le typage dépend du calcul.

+ Un défi pour l'implémentation du vérificateur de types:
besoin d'un évaluateur efficace pendant le typage.

26



La gestion des univers

(U,UI)EA FFAU1 r,XZAFBZUZ (U‘],Uz,Ug)ER .
(ax) (pi)

DFU:U F=Tx:AB: Us

La relation A dit quel univers appartient a quel univers. En Coq:
A = {(Prop, Type,), (Type;, Type; 1)}
La relation R détermine l'univers ou <vit> Nx : A.B. En Coq :
R = {(U, Prop, Prop), (Type;, Type;, TyPemax(ij)) }

Essentiel pour la cohérence logique! P.ex. Type : Type ou le
systeme U de Girard peuvent coder le paradoxe de Burali-Forti...

27



Vers la mécanisation en Coq de la logique de Coq

B. Barras, Coq en Coq, 1996.

Une formalisation compléte de CC en Coq version 6.

Inclut normalisation, cohérence logique, et preuve + extraction
d’un vérificateur de types.

B. Barras, Auto-validation d’un systeme de preuves avec familles
inductives, these, 1999.

Extension a CC + types inductifs.

La normalisation n’est pas démontrée.

28



Vers la mécanisation en Coq de la logique de Coq

A. Charguéraud, Locally nameless tutorial, vers 2010.
https://www.chargueraud.org/softs/1ln/

Une formalisation simple de CC + univers en Coq.
S'arréte au théoreme de préservation.

M. Sozeau, S. Boulier, Y. Forster, N. Tabareau, Th. Winterhalter,
Coq Cogq Correct! Verification of type checking and erasure for
Cogq, in Cogq, 2020.

Une formalisation de PCUIC (Polymorphic Cumulative Calculus of
Inductive Constructions). Admet la normalisation. Vérifie le reste
de la métatheéorie, un vérificateur de types efficace, et un
algorithme d’extraction.

29


https://www.chargueraud.org/softs/ln/

Vers la mécanisation en Agda de la logique d’Agda

J. Chapman, Type theory should eat itself, 2008
Vers un algorithme de normalisation pour MLTT, en syntaxe
intrinsequement typée.

T. Altenkirch, A. Kaposi, Type theory in type theory using quotient
inductive types, 2016

Une spécification de MLTT en syntaxe intrinsequement typée,
utilisant les types quotients de HoTT.

A. Abel, J. Ohman, A. Vezzosi, Decidability of conversion for type
theory in type theory, 2018

Un algorithme de test de conversion pour types dépendants

(1 univers) en Agda (MLTT + induction-récursion).
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Proof assistants should eat themselves ?

Peut-on meécaniser un bon fragment de la logique d’'un assistant
a la démonstration dans un fragment a peine plus gros?

31
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