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Cours : Homogénéisation stochastique

Le cours de cette année a été consacré a une bréve introduction a I’homogé-
néisation stochastique. De maniere tres générale et un peu vague, la théorie de
I’homogénéisation a pour objectif de modéliser et d’analyser mathématiquement
des milieux fortement hétérogenes de par la présence de « micro-structures », en
tentant d’obtenir une représentation macroscopique « moyenne ». Les applications
possibles sont nombreuses et vont des matériaux complexes (matériaux compo-
sites par exemple) aux milieux géologiques (milieux poreux par exemple). Bien
siir, une telle approche ne peut aboutir sans hypothese sur 1’organisation (ou la
répartition) spatiale de ces « micro-structures ». Mathématiquement, la situation
la plus étudiée correspond a une organisation périodique voire presque périodique.
En revanche, il est plus réaliste de supposer que la répartition est aléatoire et sta-
tionnaire (c’est-a-dire que « la loi de probabilité » est invariante par translation...).
De plus, le cas périodique (ou presque périodique) est un cas (trés) particulier du
cas stochastique. Et nous verrons que, dans ce cas, subsistent de trés nombreuses
questions ouvertes.

1. Homogénéisation périodique

En rappelant que I’homogénéisation déterministe peut également étre abordée
sans hypothése sur 1’organisation des micro-structures (voir les travaux de
F. Murat, L. Tartar ou de 1’école italienne de E. De Giorgi pour le calcul des
variations et la théorie de la I'-convergence), ’essentiel de 1’homogénéisation
périodique est obtenu a partir de développements asymptotiques formels mais jus-
tifiables, a double échelle. A titre d’exemple, considérons le cas suivant :

~,{ay (%) duy — + b, (5) due = f dans O, u = 0 sur 9O
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otva, b, e L, (a;) 2 v (5,) p.p. avec V>0, f € L? (0), O est un ouvert borné
régulier de RV (N 2 1) et a;;, b, sont supposées €tre périodiques en x, de période
T, >0 pour 1 <k < N. Le (petit) parametre € correspond a I’échelle caractéris-
tique des micro-structures. Et il s’agit de déterminer le comportement de u¢ quand
€ tend vers 0. Pour ce faire, on introduit naturellement le développement asymp-
totique a double échelle suivant

x x
u® (x) + eu' (x, g) + &u? (x, 3) + ...

ou u' (x, y), u> (x, y)... sont périodiques en y de moyenne nulle (pour tout
x € 0). En reportant dans I’équation, on en « déduit »

d P 5

_51' (aij()’)(ajuo(X) +5)ju1)) - bi(y)(a,-uo(x) +a_yiul) -0
et
d P 3
— 9, (a,:/(Y)(a_;uO + a_yj”’)) — b(y)(Qu!' 5 (‘1,;/ ) a_yjuz)
- bi(y)ail/ﬂ =f
Vi
. . . . o ) a
On introduit alors la mesure invariante m associée a I’opérateur —5 al_ja7 _
i i

bl.i c’est-a-dire I’'unique solution périodique m € C (RV)

i

0 om
—a—yi(aﬁa—yj—bim)=0, m>0, Jyndy=1
N

ou 0 =H[0, T]. En notant < ¢ > = ,[Q(pdm, on déduit de la deuxieme équation
ci-dessus "~

-0, {<al.j> dul + <al.ja§u1>} -0, <bu'> =0,
Vi

équation qui devrait caractériser u° a condition toutefois que la premiere équa-
tion caractérise u' i.e. que, pour tout p € RY, I’on puisse résoudre le probleme
suivant (dit du correcteur)

0 0 p) _
_a_y_(aij(y)(pj +8_ij)) - bWp; +8_yl-v) = 0 dans RV

avec v périodique et (par exemple) <v> = 0. Et ce n’est le cas que si (et seu-
lement si) la condition de compatibilit€ suivante est vérifiée : <-—a; + b> =0
(). Vi

Cette condition est effectivement vérifiée dans les cas importants suivants :

i) b,=0 (Vi) carm = 1,

ii) bi=—aa—y

v j <
iii) div b = 0 (auquel cas m = 1) et <b,> = 0 ce cas étant le cadre naturel
d’application a la mécanique des fluides,

a; (opérateur non sous forme divergence),
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iv) (le cas potentiel) b, = aﬁaid) avec @ périodique, de sorte que m = e®
(mesure de Gibbs). Vi

On peut alors démontrer le résultat suivant :

. N . ] e, s . 1
THEOREME : Sous la condition de compatibilité, ut converge faiblement dans H,, (O)
Vers ue.

L’exemple précécent est caractéristique de ’homogénéisation périodique en tout
cas pour des probleémes linéaires (voir pour plus de détails I’ouvrage d’A. Ben-
soussan, J.L. Lions et G. Papanicolaou) avec un « découplage des échelles » i.e.
un probleme macroscopique effectif dont les coefficients sont déterminés par des
problemes « microscopiques » (réécrits dans RV par changement d’échelle), dont
la résolution est reliée a des questions d’ergodicité. Méme pour des équations
linéaires, il subsiste des questions ouvertes comme, par exemple, le cas de condi-
tions aux limites de type Neumann ou dérivée oblique. Pour des équations non
linéaires la situation est encore plus complexe, signalons les travaux sur 1’homo-
généisation :

i) dans le cadre des solutions de viscosité, d’équations d’Hamilton Jacobi du
premier ordre par G. Papanicolaou, S.R.S. Varadhan et I’auteur et de problémes
non linéaires reliés par L.C. Evans, O. Alvarez, M. Bardi... Le cas d’équations
d’Hamilton Jacobi est naturel pour des applications a la propagation de rayons
dans un milieu hétérogene ou aux grandes déviations. De plus, un lien étroit existe
avec la théorie KAM en systemes dynamiques et plus précisément la théorie
d’ Aubry-Mather (voir les travaux de J. Moser, A. Fathi, L.C. Evans, W.E). Enfin,
le probleme des correcteurs est également le probleme essentiel de la théorie du
contrdle ergodique (déterministe ou stochastique, voir par exemple les travaux de
M. Arisawa et ’auteur) ;

ii) de flots dans des milieux hétérogenes (milieux poreux), voir les travaux en
cours de N. Masmoudi et 1’auteur pour les équations d’Euler ou de Navier-Stokes.

2. Le formalisme stochastique

Le cadre naturel est celui des processus stationnaires ergodiques que 1I’on peut,
par exemple, présenter de la facon suivante : on considére un espace de probabi-
lit¢ (©, F, P) muni d’un groupe 7, (x € RY) de transformations préservant la
mesure P induisant un groupe fortement continu, toujours noté 7,, de transfor-
mations unitaires de 17 (Q) (V1 £ p < o). L’ergodicité est assurée par 1’hypo-
these suivante : 7F = F(F € L' (Q2)) si et seulement si F est constante (p.s.). Si
F e L' (Q) (ou L? (Q), L=(L)...), on obtient une fonction stationnaire sur RN en
considérant f(x, w) = F(t,w) de sorte que f(x + h, @) = f(x, 7,w). Ce formalisme
contient comme cas particulier le cas périodique ou Q = Q (CI}V fait, le tore),

P est la mesure de Lebesque sur Q (normalisée, i.e. divisée par I] T) et T =
i=1

o + x. Le cas presque périodique est également contenu dans ce formalisme
(Q est alors le compactifié de Bohr de R, P la mesure de Haar associée et
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T.0 = @ + x). Le théoréme ergodique assure que si F € L7 (Q2) (p > 1), fBR fx,
w)dx converge p.s. (et dans Lr(£2)), quand R tend vers + oo, vers E[F] = E[f(x,
)] (Vx € RY), ot on note B, la boule de rayon R.Si. Signalons les deux faits
élémentaires suivants :

LEMME 1: Si F € L~(Q), alors p.s. f(5, @) g E[F] dans L= (RY) faiblex.

LEMME 2 : Si Vu(x, ) € L~ (RN X Q) est stationnaire et si E[Vu(x)] = 0 (Vx

€ RN), alors lim 169
W=t 1 + |x]

Enfin, on rappelle qu’aux dérivées dans I’espace physique correspondent des
dérivées abstraites dans Q i.e.

D.F(w) = §—§ 0, w) = % (x, T ).

=0p.s.

3. Homogénéisation stochastique : le cas linéaire
ou faiblement non linéaire

Exactement comme dans le cas périodique, la résolution des problemes des cor-
recteurs permettrait d’étendre la théorie esquissée en 1. au cas stochastique. Nous
allons voir que si cela est possible pour des problemes linéaires (ou faiblement
non linéaires) grace a 1’approche de G. Papanicolaou et S.R.S. Varadhan, il n’en
est rien pour des problemes non linéaires ! La raison essentielle de cette difficulté
est le manque de compacité (en ®) et surtout le fait que les correcteurs, comme
on le verra en 4., n’existent pas toujours ! Pour des problemes linéaires (ou quasi-
linéaires) la difficulté est contournée par simple utilisation de la convergence
faible. Ainsi, par exemple, si on considere le probléme suivant

-9, (a, (G O, V) = 0 dans O, u* € Hy(0)

ou aly, @ q) = A(T®, q), A € L=(Q X Bp)(VR < ), A(w, q) continue en ¢
p-s., By = {q € RY|gq| < R}, A vérifie pour tous @ € Q, ¢, q,, g, € RV

lIA(w, @l = C(1 + |gl)

Ao, q,) - A(®, q,), g, = §,) 2 VIg, = g,

avec C, v > 0. Le probléme des correcteurs devient alors pour p € RV

d
—aj(ai(y, ®, p +V,0)) =0

L’exemple linéaire en dimension 1 (a(x, p) = a(x)p) montre que 1’on ne peut
attendre que v soit stationnaire, mais seulement que Vv le soit. Pour construire
un tel v, on peut, par exemple, résoudre pour o > 0.

i

d
—a—y(ai(y, o, p+ Vyva)) +ov,=0
avec V,(y, 0) = V (T,0), de sorte que V, résout

- DA(w, p + DV,) + oV, = 0 dans Q.
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On vérifie aisément que OLE[Vi] et E[IDV ] sont bornés indépendamment de c.
Quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que D,V,, converge faiblement
dans L2(Q) vers T; vérifiant E[T]] = 0, DT, = DT, (Vi, j). Comme de plus oV, 5 0

dans L?(€2), on déduit grace a I’argument de monotonie de Minty que ’on a
- DA, (0, p +T) =0 dans Q

Et on peut alors reconstruire v(y, ) tel que (0, @) =0 p.s., 0,0(x, ®) = T(T,W);
et v est solution du probleme des correcteurs (unique avec les propriétés ci-dessus).
Cela permet d’obtenir le résultat suivant

THEOREME : ut2* u® faiblement dans H(])( 0) p.s., o u¢ est la solution de
—da(Vu®) = 0 dans O, u° € H(l) (0) ;
eta(p) = E[A(w, p + T)].

4. Homogénéisation stochastique : exemples non linéaires

On considere les problémes suivants (définis par la théorie des solutions de vis-
cosité) dans RV x [0, oo

%+ HE, o Vud) =0,
ot '
ou
e
ot
ou

Jus X 2
—+ F (% o, Du) =0.
ot @ 49

On suppose que H, a; F sont stationnaires en (v, w), H(y, ®, g) = + o si Igl
— + oo uniformément en y (p.s.), H est uniformément continu en y, uniformément
pour g borné (p.s.), a; est Lipschitz en y (p.s.) et F' vérifie p.s., pour tous y, y,,
Yy A, B=0

IF(yl’ @, A) - F(yZ’ @, A)l <C lyl _y2| (1 + |A|)

F(y, @, A) — uTr(B) < F(y, @ , A + B) < F(y, ®, A) — VT(B)

X X
- salj(z, co)al.juE +H (E’ o, Vue) =0,

avec C, i, v > 0. Enfin, on adjoint aux équations ci-dessus des conditions ini-
tiales suivantes

€ = N
utl_, = u, dans R

ou u,e B U C(RY). En supposant de plus que H est convexe en ¢, le compor-
tement asymptotique de u¢ i.e. la convergence uniforme de u¢ vers la solution u’
d’un probleme effectif homogénéisé (avec les mémes conditions initiales) du type
suivant

W g (Vuo) = 0,
ot

dans les deux premiers cas, ou dans le troisieme cas
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ou®
ot

a €té établie.

+ F (D) =0

Le premier cas a été résolu par P.E. Souganidis, et les deux derniers cas sont
respectivement traités dans des travaux non encore publiés de P.E. Souganidis et
I’auteur, L. Caffarelli, P.E. Souganidis et Wang. Il est important de noter que les
problemes effectifs sont obtenus par utilisation du théoréme ergodique sous-
additif, sans résoudre le probleme des correcteurs. Et les arguments ne donnent
que des correcteurs approchés.

Les problemes des correcteurs sont respectivement
H(y, o, p + V,0) = H(p), V,v stationnaire, E[V,v] = 0,

ou

- ay(y, ® 8 v +Hy, o,p+Vv) = H (p), V,v stationnaire,
E[V,v] =

ou

F(y, @, A + Dv) = F(A), D.v stationnaire, E[D.v] = 0.

De nombreux problemes ouverts subsistent comme, par exemple, le cas ou H
n’est pas supposé convexe en q.

L’existence de correcteurs c’est-a-dire de solutions des probléemes précédents
est assez mal comprise. P.E. Souganidis et I’auteur ont montré qu’en général de
tels correcteurs n’existent pas dans les deux premiers cas! On peut conjecturer
qu’il existe un correcteur pour tout p correspondant a un point extrémal de 1’épi-
graphe de H (H est convexe), conjecture que nous n’avons vérifiée que dans des
cas tres particuliers.

Pour le troisieme cas (situation uniformément elliptique), L. Caffarelli, P.E.
Souganidis et I’auteur ont récemment prouvé qu’il existe un correcteur si F est
convexe en A. La encore, il n’est pas clair que I’hypothese de convexité soit réel-
lement nécessaire.

P.-L.L.
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