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Suite du cours de I’année précédente, le cours de cette année a été consacré a
I’étude de la chaine de modeles mathématiques permettant d’« aller » de la
Physique Atomique et Moléculaire jusqu’a I’Elasticité non linéaire et les proprié-
tés mécaniques (macroscopiques) des solides. Apres avoir introduit les modeles
de type Hartree-Fock pour les cristaux (par exemple) et donné les premiers €lé-
ments de leur analyse mathématique, nous avons abordé i) la limite macrosco-
pique c’est-a-dire la convergence de modeles moléculaires vers des modeles de
Mécanique des milieux continus, ii) la question de la géométrie des réseaux pour
lesquels il est possible de définir la notion d’énergie moyenne (ou par unité de
volume) et iii) la modélisation de réseaux aléatoires et 1’obtention rigoureuse
d’énergie moyenne (ou par unité de volume) dans ce cadre.

1. Modeles de type Hartree-Fock et limite thermodynamique

Il est possible d’obtenir par limite thermodynamique a partir des modeles molé-
culaires de type Hartree-Fock des modeles mathématiques pour des réseaux cris-
tallins i.e. périodiques. Cette analyse formelle peut étre justifiée rigoureusement
pour le modele dit de Hartree-Fock restreint et certains modeles de Hartree (le cas
général restant un probleme ouvert). Pour le modele complet de Hartree-Fock,
cette analyse permet d’introduire le probléme suivant dans lequel on suppose, pour
alléger les notations, que le réseau périodique est Z> et qu’en chaque site du réseau
est placée une charge positive unitaire (les adaptations a un réseau périodique quel-
conque et a un systeme moléculaire quelconque placé sur chacun des sites sont
immédiates).
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On introduit I’ensemble x des opérateurs K auto-adjoints sur L? (R3) vérifiant
3

)

les propriétés suivantes (en notant Q = (— 5, 5
i) 0 £ K <1 (opérateur unité),

ii) K est de trace localement intégrale et JQ Tr (K)dx =1,

iii) K commute avec les translations de Z>3,

iv) V - KV est de trace localement intégrable.

Et on note p(x,y) (x € R y € R3) le noyau de K et p = p(x) = p(x,x).
Le probleme de Hartree-Fock est alors donné par

(1) I"f = inf{E"(K)/K € K}

ou

. 1 1 1o Ipey)l
2 E (K):IQTr(V.KV)_EGpd“ED(p,p)—EIQLIifyyl dx dy

@) Dpp) =1y Jo P) pG) Gx — ) dx dy,
et G est la solution (Z3-) périodique de

@) —AG=47(X 8,-1),],Gdx=0

kez’

On démontre alors le résultat suivant
THEOREME 1 — Le probleme de Hartree-Fock (1) admet un point de minimum.

Signalons qu’il est possible de réécrire ce probléme en « diagonalisant » les opé-
rateurs K grace aux ondes de Bloch et que 1’on peut écrire rigoureusement les
équations d’Euler-Lagrange associées a (1), qui précisent les équations dites de
Hartree-Fock pour les solides bien connues en Physique de la Matiere Condensée.

2. Limite macroscopique

La limite macroscopique peut étre modélisée et établie de facon rigoureuse pour
une large classe de modeles moléculaires contenant aussi bien des modeles phé-
noménologiques (potentiels de paire) que des modeles « quantiques ». Nous la
détaillons ici pour les modeles de Thomas-Fermi ou de Thomas-Fermi-von
Weizsidcker. On introduit un domaine € ouvert lipschitzien de R3 (configuration
de référence du solide), un réseau périodique / (typiquement le réseau d’équilibre
du cristal) dont la cellule fondamentale est notée Q(/ ) et enfin un difféomor-
phisme u de classe C! sur Q (la déformation macroscopique). On normalise / de
sorte que vol(Q(/)) = 1 et on suppose, comme dans la section précédente, qu’en
chaque site de / est placée une charge positive unitaire. L’énergie du réseau
déformé est alors donnée par
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E(u) - Lintte I, VPl + pdx + e[ X, R L).dx
N ferncley - uEdl
5+t o o POPY) gy gy
2 e -yl
+1 3 b Wpz0. e pdr=N}

i# e/N (%Q) lu(ei) — u(e)

ou N=#(e/ N Q) c,=0 (c,= 0 correspond au modele de Thomas-Fermi et
¢, > 0 a celui de Thomas-Fermi-von Weizsidcker). Le petit parametre € > 0
correspond a 1’échelle microscopique et il convient d’insister sur le fait que (5)
correspond a un choix d’échelles particulier et que d’autres régimes sont possibles
et étudiables mathématiquement.

On note enfin pour un réseau périodique /” quelconque 1’énergie moyenne
(déduite rigoureusement de 1’énergie moléculaire par limite thermodynamique dans
le cours de I’année derniére) donnée par

. 1
E(/") = inf{l,,, ¢V Npl2 + p5 — G,.p dx + EJ ooy Joun PO G, (x — ) dx dy

©) [/ p/" - périodique, p =0, JQ(/,) pdx=1}.
On démontre alors le résultat suivant

THEOREME 2 — Si € tend vers 0, I'énergie E(u) converge vers S Jo E
[Vu(x) - /] dx. vol ()

Remarques : i) La densité d’énergie de déformation (A—E [A - /']) ne possede
aucune « bonne » propriété mathématique du point de vue du calcul des variations
(en particulier, elle n’est pas quasi-convexe) car elle reflete les invariances et symé-
tries du réseau cristallin sous-jacent.

ii) Il est possible d’obtenir un développement asymptotique en € jusqu’a 1’ordre
2 combinant des termes de surface et des termes de volume, qu’il convient éga-
lement d’analyser mathématiquement.

iii) L’approche précédente peut étre modifiée pour aborder rigoureusement les
notions d’énergie d’interface (ou d’énergie de défauts...) ainsi que la limite macro-
scopique pour des poly-cristaux.

3. Energies moyennes et réseaux

La limite macroscopique établie précédemment montre 1’importance de 1’éner-
gie moyenne (ou par unité de volume) du réseau considéré. Et il est clair que 1’hy-
pothése d’un réseau périodique infini (« cristal parfait ») est tres restrictive du point
de vue des solides dont on veut étudier les propriétés mécaniques (macrosco-
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piques). C’est pourquoi il est naturel d’aborder la question de 1’obtention d’une
énergie moyenne pour des réseaux plus généraux. Plusieurs axes de recherches
sont possibles et nous nous contenterons d’en signaler deux.

Tout d’abord, il est possible de caractériser les réseaux pour lesquels une notion
d’énergie moyenne peut-€tre obtenue rigoureusement.

D’autre part, une notion naturelle du point de vue mécanique est la notion de
réseau aléatoire stationnaire. Il est en fait possible de donner un sens mathéma-
tique précis a cette notion et d’obtenir des résultats mathématiques aussi bien sur
la limite thermodynamique ce qui permet de définir I’énergie moyenne du réseau
(qui est déterministe !), que sur la limite macroscopique.
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