
L’intelligence artificielle peut-elle
modéliser le langage mathématique? 

François CHARTON, Meta AI



Un échange avec Chat GPT



Modèles de langage et mathématiques

• Les modèles de langage sont couramment utilisés pour traiter du 
langage naturel
• Traduire, sans dictionnaire, d’une langue vers une autre
• Dialoguer avec un utilisateur
• Répondre à des questions précises

• Ils apprennent à partir d’exemples, uniquement
• Pas besoin de grammaire, de règles linguistiques, de dictionnaire
• Beaucoup d’exemples (500 milliards de mots pour chat GPT)

• Pourraient-ils faire des mathématiques? 



Modèles de langage et mathématiques

• Des raisons d’espérer:
• Les mathématiques sont un langage.
• Il est facile de produire des exemples.
• Les architectures ont fait leurs preuves: les transformers sont utilisés pour le 

texte, mais aussi pour l’image et la parole.

• Des raisons de douter:
• Les réseaux de neurones échouent sur des problèmes très simples comme la 

multiplication.
• Nous n’apprenons pas les mathématiques par l’exemple.
• Peut-on apprendre des mathématiques sans règles?



Modèles de langage et mathématiques

• Les mathématiques comme problème de traduction
• Entraîner un modèle de langage à traduire un problème (une

”phrase” mathématique) en sa solution: 
• 7+9  => 16
• 24/16 => 3/2
• cos(2x) => 2 cos2(x) – 1

• x2-x-1 => !" #
$ , !% #

$



Modèles de langage et mathématiques

Le programme

I. Représenter problèmes et solutions comme des “phrases” d’un 
langage

II. Générer beaucoup d’exemples: paires de problèmes et de solutions
III. Entraîner un transformer à prédire les solutions à partir des 

problèmes



Les mathématiques comme langage

• Symboles et variables sont des mots : sin, cos, x, y, p, g
• Vecteurs et matrices sont des séquences
• Un graphe est une séquence de paires de noeuds

• Deux difficultés: représenter les nombres, et les expressions 
(fonctions, équations)



Représenter les nombres

• Nombres entiers: séquences de chiffres dans une base b: 1024
• +, 1, 0, 2, 4 en base 10
• +, 10, 24 en base 100
• +, 1, 24 en base 1000

• Rationnels: paires de nombres entiers (deux sequences concaténées)
• Nombres réels: codés en représentation flottante, en base 10: 
• Signe/mantisse/exposant : 3.14 => +, 314, E-2
• Représentation approchée



Représenter des expressions

2 + 3⇥ (5 + 2)
<latexit sha1_base64="LiMDNDKuaFPrdb5JJc20HmaGAeI=">AAAB+HicbVDLSsNAFJ3UV62PRl26GSxCpVCStr52RTcuK9gHtKFMppN26GQSZiZCDf0SNy4UceunuPNvnKRB1HrgwuGce7n3HjdkVCrL+jRyK6tr6xv5zcLW9s5u0dzb78ggEpi0ccAC0XORJIxy0lZUMdILBUG+y0jXnV4nfveeCEkDfqdmIXF8NObUoxgpLQ3NYq1SHyjqEwnLp5XaydAsWVUrBVwmdkZKIENraH4MRgGOfMIVZkjKvm2FyomRUBQzMi8MIklChKdoTPqacqRXOXF6+Bwea2UEvUDo4gqm6s+JGPlSznxXd/pITeRfLxH/8/qR8i6cmPIwUoTjxSIvYlAFMEkBjqggWLGZJggLqm+FeIIEwkpnVUhDuExw9v3yMunUqna92rhtlJpXWRx5cAiOQBnY4Bw0wQ1ogTbAIAKP4Bm8GA/Gk/FqvC1ac0Y2cwB+wXj/Ag9hkYo=</latexit>

3x2 + cos(2x)� 1
<latexit sha1_base64="htNZZv5LMgBDdpC1JIsxFD9nVWM=">AAAB+HicbVDLSsNAFJ3UV62PRl26GSxCRSxJW3zsim5cVrAPaGOZTCft0MlMmJlIa+iXuHGhiFs/xZ1/Y5oGUeuBC4dz7uXee9yAUaUt69PILC2vrK5l13Mbm1vbeXNnt6lEKDFpYMGEbLtIEUY5aWiqGWkHkiDfZaTljq5mfuueSEUFv9WTgDg+GnDqUYx0LPXMfGV8Vz7uYqGK5fHRid0zC1bJSgAXiZ2SAkhR75kf3b7AoU+4xgwp1bGtQDsRkppiRqa5bqhIgPAIDUgnphz5RDlRcvgUHsZKH3pCxsU1TNSfExHylZr4btzpIz1Uf72Z+J/XCbV37kSUB6EmHM8XeSGDWsBZCrBPJcGaTWKCsKTxrRAPkURYx1nlkhAuZjj9fnmRNMslu1Kq3lQLtcs0jizYBwegCGxwBmrgGtRBA2AQgkfwDF6MB+PJeDXe5q0ZI53ZA79gvH8BiQGR2Q==</latexit>

@2 

@x2
� 1

⌫2
@2 

@t2
<latexit sha1_base64="tgYYgYmqnJQ188LswAJSU0Z3kN0=">AAACSHichVDNS8MwHE3n15xfU49egkPw4mjn8OM29OJxgvuAtStplm7BNC1JKo7SP8+LR2/+DV48KOLNdCtDneCDwOO93/sleV7EqFSm+WwUFhaXlleKq6W19Y3NrfL2TluGscCkhUMWiq6HJGGUk5aiipFuJAgKPEY63u1l5nfuiJA05DdqHBEnQENOfYqR0pJbdm1fIJzYERKKItavaSppms6U5L5fS1N4BKeDlnZ4rCX4b1BlQbdcMavmBHCeWDmpgBxNt/xkD0IcB4QrzJCUPcuMlJNkOzEjacmOJYkQvkVD0tOUo4BIJ5kUkcIDrQygHwp9uIIT9XsiQYGU48DTkwFSI/nby8S/vF6s/DMnoTyKFeF4epEfM6hCmLUKB1QQrNhYE4QF1W+FeIR0QUp3X5qUcJ7hZPbledKuVa3jav26Xmlc5HUUwR7YB4fAAqegAa5AE7QABg/gBbyBd+PReDU+jM/paMHIM7vgBwqFL6HbtV8=</latexit>



Les arbres comme séquences

• Notation polonaise

• Commencer à la racine
• Parent avant enfants
• Branche gauche avant branche droite

2 + 3⇥ (5 + 2)
<latexit sha1_base64="LiMDNDKuaFPrdb5JJc20HmaGAeI=">AAAB+HicbVDLSsNAFJ3UV62PRl26GSxCpVCStr52RTcuK9gHtKFMppN26GQSZiZCDf0SNy4UceunuPNvnKRB1HrgwuGce7n3HjdkVCrL+jRyK6tr6xv5zcLW9s5u0dzb78ggEpi0ccAC0XORJIxy0lZUMdILBUG+y0jXnV4nfveeCEkDfqdmIXF8NObUoxgpLQ3NYq1SHyjqEwnLp5XaydAsWVUrBVwmdkZKIENraH4MRgGOfMIVZkjKvm2FyomRUBQzMi8MIklChKdoTPqacqRXOXF6+Bwea2UEvUDo4gqm6s+JGPlSznxXd/pITeRfLxH/8/qR8i6cmPIwUoTjxSIvYlAFMEkBjqggWLGZJggLqm+FeIIEwkpnVUhDuExw9v3yMunUqna92rhtlJpXWRx5cAiOQBnY4Bw0wQ1ogTbAIAKP4Bm8GA/Gk/FqvC1ac0Y2cwB+wXj/Ag9hkYo=</latexit>

+  2  x  3  +  5  2



Les expressions comme séquences

Utilisables par les modèles de langage

2 + 3⇥ (5 + 2)
<latexit sha1_base64="LiMDNDKuaFPrdb5JJc20HmaGAeI=">AAAB+HicbVDLSsNAFJ3UV62PRl26GSxCpVCStr52RTcuK9gHtKFMppN26GQSZiZCDf0SNy4UceunuPNvnKRB1HrgwuGce7n3HjdkVCrL+jRyK6tr6xv5zcLW9s5u0dzb78ggEpi0ccAC0XORJIxy0lZUMdILBUG+y0jXnV4nfveeCEkDfqdmIXF8NObUoxgpLQ3NYq1SHyjqEwnLp5XaydAsWVUrBVwmdkZKIENraH4MRgGOfMIVZkjKvm2FyomRUBQzMi8MIklChKdoTPqacqRXOXF6+Bwea2UEvUDo4gqm6s+JGPlSznxXd/pITeRfLxH/8/qR8i6cmPIwUoTjxSIvYlAFMEkBjqggWLGZJggLqm+FeIIEwkpnVUhDuExw9v3yMunUqna92rhtlJpXWRx5cAiOQBnY4Bw0wQ1ogTbAIAKP4Bm8GA/Gk/FqvC1ac0Y2cwB+wXj/Ag9hkYo=</latexit>

3x2 + cos(2x)� 1
<latexit sha1_base64="htNZZv5LMgBDdpC1JIsxFD9nVWM=">AAAB+HicbVDLSsNAFJ3UV62PRl26GSxCRSxJW3zsim5cVrAPaGOZTCft0MlMmJlIa+iXuHGhiFs/xZ1/Y5oGUeuBC4dz7uXee9yAUaUt69PILC2vrK5l13Mbm1vbeXNnt6lEKDFpYMGEbLtIEUY5aWiqGWkHkiDfZaTljq5mfuueSEUFv9WTgDg+GnDqUYx0LPXMfGV8Vz7uYqGK5fHRid0zC1bJSgAXiZ2SAkhR75kf3b7AoU+4xgwp1bGtQDsRkppiRqa5bqhIgPAIDUgnphz5RDlRcvgUHsZKH3pCxsU1TNSfExHylZr4btzpIz1Uf72Z+J/XCbV37kSUB6EmHM8XeSGDWsBZCrBPJcGaTWKCsKTxrRAPkURYx1nlkhAuZjj9fnmRNMslu1Kq3lQLtcs0jizYBwegCGxwBmrgGtRBA2AQgkfwDF6MB+PJeDXe5q0ZI53ZA79gvH8BiQGR2Q==</latexit>

@2 

@x2
� 1

⌫2
@2 

@t2
<latexit sha1_base64="tgYYgYmqnJQ188LswAJSU0Z3kN0=">AAACSHichVDNS8MwHE3n15xfU49egkPw4mjn8OM29OJxgvuAtStplm7BNC1JKo7SP8+LR2/+DV48KOLNdCtDneCDwOO93/sleV7EqFSm+WwUFhaXlleKq6W19Y3NrfL2TluGscCkhUMWiq6HJGGUk5aiipFuJAgKPEY63u1l5nfuiJA05DdqHBEnQENOfYqR0pJbdm1fIJzYERKKItavaSppms6U5L5fS1N4BKeDlnZ4rCX4b1BlQbdcMavmBHCeWDmpgBxNt/xkD0IcB4QrzJCUPcuMlJNkOzEjacmOJYkQvkVD0tOUo4BIJ5kUkcIDrQygHwp9uIIT9XsiQYGU48DTkwFSI/nby8S/vF6s/DMnoTyKFeF4epEfM6hCmLUKB1QQrNhYE4QF1W+FeIR0QUp3X5qUcJ7hZPbledKuVa3jav26Xmlc5HUUwR7YB4fAAqegAa5AE7QABg/gBbyBd+PReDU+jM/paMHIM7vgBwqFL6HbtV8=</latexit>

+  2  *  3  +  5  2

+   *   3   pow 𝓍 2   - cos   *   2   𝓍 1

- 𝜕 𝜕 𝜓 𝓍 𝓍 *   /   1   pow  𝜈 2 𝜕 𝜕 𝜓 t   t



Générer des exemples – deux approches

• Directe
• Générer un problème P
• En calculer la solution S
• Ajouter (P,S) à l’échantillon
• Nécessite un outil externe
• Limité aux problèmes que l’on sait résoudre

• Inverse
• Générer une solution S
• Trouver un problème P dont S est la solution
• Ajouter (P,S) à l’échantillon



Comment générer un problème?

• Un problème = une expression = un arbre
• On utilise la représentation en arbre

• Générer un arbre au hasard
• Choisir des opérateurs (dans une liste dépendant du problème) pour les 

noeuds
• Choisir des variables, des symboles ou des nombres pour les feuilles
• Enumérer pour obtenir une expression



Entraîner des modèles - les transformers

• Modèle destiné au traitement du langage naturel
• Traite des séquences de mots
• Gère les relations entre mots de la phrase, via un mécanisme

d’attention



Les transformers

• Une architecture pour le langage

• La couche d’attention prend en
compte les auto-corrélations
• La réseau connecté mémorise et

calcule
• La normalisation et les connexions

résiduelles assurent la stabilité



L’architecture de traduction

• Deux transformers 
côte-à-côte
• L’encodeur traite le 

langage d’entrée
• Le décodeur produit la 

traduction mot par 
mot (auto-régressif)
• Ils sont connectés par 

un mécanisme
d’attention croisée



Apprentissage

• Le modèle est entraîné sur des données générées
• Minimise une fonction de coût indépendante du problème (entropie croisée

des mots)
• Le modèle ne connait pas less mathématiques

• Testé sur des données non vues à l’entraînement
• Les solutions sont vérifiées avec un outil extérieur

• Sur des critères mathématiques

• Beam search: on génère plusieurs solutions



Deep learning for symbolic mathematics 
(Lample, Charton, 2019)

• Deux problèmes de calcul formel
• Integration: étant donnée f, trouver une primitive

• Equations différentielles: résoudre G(y,y’,x)=0 ou G(y,y’,y”,x)=0



Deep Learning for symbolic mathematics

• Deux problèmes avancés: niveau Terminale/prépa
• Difficiles pour des humains: ne se resolvent pas de tête
• Difficiles pour les machines

• Algorithme de Risch pour l’intégration
• Pas d’algorithme pour les équations différentielles

• Implique de la reconnaissance de formes
• Favorables aux réseaux de neurones



Génération des données: intégration

Trois méthodes, pour trois échantillons: 
• Directe: 
• Générer f(x) au hasard
• Calculer F(x) avec un logiciel (Sympy)

• Inverse:
• Générer F(x)
• Calculer f(x)=F’(x)

• Par parties:
• Générer F(x) et G(x)
• Calculer f(x) et g(x), leurs dérivées
• Si fG est connue, on obtient Fg par 

Z
Fg = FG�

Z
fG

<latexit sha1_base64="HveuHSvOOmUf1yyFT9PvoUcAxuo=">AAACAnicbVDLSgMxFL3js9bXqCtxEyyCG8tUi4+FUBSsywr2Ae1QMmmmDc08SDJCGYobf8WNC0Xc+hXu/Bsz00HUeiDhcM693HuPE3ImlWV9GjOzc/MLi7ml/PLK6tq6ubHZkEEkCK2TgAei5WBJOfNpXTHFaSsUFHsOp01neJn4zTsqJAv8WzUKqe3hvs9cRrDSUtfc7jBfoSvUR+f6r6IDlAouqnbNglW0UqBpUspIATLUuuZHpxeQyKO+IhxL2S5ZobJjLBQjnI7znUjSEJMh7tO2pj72qLTj9IQx2tNKD7mB0E/PT9WfHTH2pBx5jq70sBrIv14i/ue1I+We2jHzw0hRn0wGuRFHKkBJHqjHBCWKjzTBRDC9KyIDLDBROrV8GsJZguPvk6dJ47BYOiqWb8qFykUWRw52YBf2oQQnUIFrqEEdCNzDIzzDi/FgPBmvxtukdMbIerbgF4z3L8eDlJw=</latexit>



Génération directe



Génération inverse



Génération par parties



Génération

• 5 échantillons, 3 pour l’integration, 2 pour les équations
différentielles (d’ordre 1 et 2)
• Opérateurs: les quatre operations, et les fonctions élémentaires (exp, 

log, sin cos, tan, arcsin, arccos, arctan, sqrt, pow)
• Une variable, constantes entières entre -5 et 5



Résultats

• Intégration
• Près de 100%, même sans beam search
• Indépendamment de la méthode de génération

• Equations différentielles
• Problèmes plus difficiles, performance plus faible
• Utilité de la beam search



Comparaisons avec Mathematica



Limites du modèle

• Le modèle est entraîné sur des données générées
• Les données d’entraînement et de test proviennent du même

générateur
• Que se passe-t-il si on teste le modèle sur des données différentes? 



Limites du modèle

• Le modèle est très sensible à la distribution des données
• Ne généralise plus quand les données de test proviennent d’une

distribution différente de celle d’entraînement



Génération directe



Génération inverse



Limites du modèle

• Sur l’échantillon “par parties”, les modèles directs et inverses ont de 
bonnes performances
• La généralisation est possible tant qu’on ne s’éloigne pas trop de la 

distribution d’entraînement
• Diversifier les générateurs améliore les performances



Learning advanced computations from examples
(Charton, Hayat, Lample, 2020)

• Systèmes différentiels: n équations différentielles du premier ordre, 
en n variables: !"

!#
= 𝑓 𝑥 𝑥 ∈ 𝑅$

• La plupart n’ont pas de solution analytique, mais les propriétés des 
trajectoires au voisinage des points critiques (f(x)=0) sont données
par la théorie
• Théorème spectral: soit J(x) = ∇𝑓(𝑥), le Jacobien de f. Si toutes ses

valeurs propres (complexes) en un point critique ont des parties 
réelles negatives, l’équilibre est stable, et la plus grande partie réelle
est la vitesse de convergence.



Stabilité locale d’un système différentiel

• Système initial

• Différencier

• Evaluer
• Calcul des valeurs propres
• Prendre la plus grande: -0.441, système stable localement



Stabilité locale d’un système différentiel



Contrôlabilité d’un système différentiel

• Si le système est sur-paramétré, via des variables de contrôle u

𝑑𝑥
𝑑𝑡

= 𝑓 𝑥, 𝑢 𝑥 ∈ 𝑅$ 𝑢 ∈ 𝑅%

• Peut on choisir u tel que : x(0)=x0 et x(T)=xT

• Condition de Kalman: si 𝐴 = 𝜕"𝑓 𝑥, 𝑢 𝐵 = 𝜕&𝑓 𝑥, 𝑢 , le système est 
contrôlable si rang[A, AB, … An-1B]=n



Contrôlabilité d’un système différentiel

• Partant d’un système

• Différencier selon x

• Différencier selon u

• Evaluer



Contrôlabilité d’un système différentiel

• Evaluer

• Calculer la matrice de contrôle

• Calculer son rang



Contrôlabilité d’un système différentiel

• Un modèle assez large (256 dimensions, 2 couches) prévoit la 
contrôlabilité dans 95% des cas
• De très petits modèles, insuffisants pour le langage naturel, ont des 

performances élevées



Calcul de la matrice de contrôle

• Pour un système contrôlable, trouver K, tel que u=Kx
• Une solution est

• Ici K = (-22.8, 44.0)



Calcul de la matrice de contrôle

• La matrice K peut être prédite pour les petits degrés, mais la 
performance est moyennes
• En revanche, le modèle prévoit une solution correcte dans 2 cas sur 3
• Les mathématiques sous-jacentes ont été apprises



Deep symbolic regression for recurrent sequences
(d’Ascoli, Kamienny, Lample, Charton 2022)

• Test de QI: 1, 2, 4, 7, 11, 16, quel est le prochain terme?
• Deux approches: 
• Régression numérique: prédiction directe du terme suivant
• Régression symbolique: trouver une formule, puis l’utiliser pour prédire

• Une formule fermée : un= n (n+1) / 2 + 1
• Ou une récurrence: un=un-1 + n 

• On considère deux cas: suites entières, ou réelles



Générer des récurrences

• On génère une fonction f, des n et/ou des un-k

• On l’initialise sur quelques valeurs au hasard
• On utilise f pour calculer les valeurs suivantes

• Dans le cas numérique, on veut prévoir (up,…up+q-1 ) à partir de 
(u0,…up-1 ) 
• Dans le cas symbolique, on prévoit f à partir de (u0,…up-1 )



Evaluer le modèle

• La performance est mesurée sur les 10 prochains termes de la suite
• Evaluée sur un jeu de test de 10 000 examples

acc 𝑛&'(), 𝜏 = ℙ 𝑚𝑎𝑥
!*+*,!"#$

𝑢
̂
+ − 𝑢+
𝑢+

< 𝜏



Résultats



Résultats hors distribution (OEIS)



Résultats hors distribution (OEIS)



Représentation interne des nombres



Le modèle apprend -il des mathématiques?

Approcher des fonctions inconnuesApprocher des constantes réelles



Deux quesQons pour les modèles de langage

• Les mathématiques sont-elles apprises?

• Le modèle raisonne-t-il comme nous? 



Les mathématiques sont-elles apprises?

• Si on donne au modèle des series de 4 entiers, a,b,c,d
• Il apprendra a prévoir si a/b < c/d
• Il n’apprendra pas à calculer a/b+c/d, ou ac/bd

• Avec deux entiers positifs a et b
• Il n’apprendra pas à simplifier la fraction a/b



Apprendre les PGCD

• On génère des paires d’entiers (a,b) entre 1 et 1 million (16 et 24)
• On calcule leur PGCD (8)
• On les code comme des sequences de chiffres dans une base b
• On entraîne un modèle à “traduire”: 
• +, 1, 6, +, 2, 4  =>  +, 8



Apprendre les PGCD

• Base 30
• Transformers 1 couche, 64 dimensions
• 85% après 300 000 examples
• 95% après 45 millions d’examples



Apprendre les PGCD

• En base 31
• 61% de prévisions correctes
• Pas d’apprentissage



Apprendre les PGCD?

• De haut en bas: base 30, 6, 10, 
2, 3, 31
• Le PGCD ne devrait pas 

dépendre de la base
• Les maths sont elles apprises?



Le PGCD n’est pas appris

• La probabilité qu’un PGCD soit k esst proportionnelle à 1/k2 (Césaro)
• 60.8% des exemples ont des PGCD de 1: valeur par défaut du modèle

• En base 2 et 4, les PGCD 2,4,8,16 sont correctement prévus
• Pour tous les autres nombres, le modèle prévoit la plus grande puissance de 2 

qui divise le PGCD: pour 6 et 12, il prévoit 2
• Le modèle compte les zéros à droite des opérandes:

• Pour 11100 (28) et 1110 (14), le modèle prévoit 2 (!!!)
• 111100 (60) et 111000 (56), le modèle prévoit 4



Le PGCD n’est pas appris

• En base 30, le modèle prévoit correctement les PGCD égaux à
1,2,3,4,5,6,8,9,10,12…
• En base 31, 1 et 31

• Le modèle exploite les représentations pour calculer les cas faciles, et 
échoue sur les autres
• Les mathématiques sous-jacentes ne sont pas apprises.



Linear algebra with transformers
What is my math transformer doing? (Charton 2022)

• 9 problèmes d’algèbre linéaire
• Opérations de base sur les matrices (addition, produit scalaire, multiplication, 

transposition): performance 100%, sur des matrices 5x5 à 30x30
• Calcul des valeurs propres: 100% sur des matrices 5x5 à 8x8
• Calcul des vecteurs propres: 95% sur des matrices 5x5
• Inversion: 90% sur des matrices 5x5

• Les matrices sont codées comme des séquences de coefficients
• Coefficients arrondis à trois chiffres significatifs, codés sur 3 symboles



Apprendre à diagonaliser

• Etant donnée une matrice symmétrique M
• Le modèle prédit un vecteur D, et une matrice H tels que
• HMHT = HMH-1 = Diag(D)

• A partir d’exemples seulement: triplets (M, D, H)

• Nous savons grâce à la théorie
• Que D est composé des valeurs propres de M (uniques à une permutation 

près)
• Que H est unitaire, et que ses lignes et ses colonnes

• sont de norme un
• Sont deux à deux orthogonales



Apprendre à diagonaliser

• Un modèle entraîné est testé sur 100 000 matrices, 92% de réponses
correctes
• 8 000 prédictions fausses

• Dans tous les cas sauf 6, les valeurs propres sont prévues avec moins de 1% 
d’erreur.
• Dans 98.9% des exemples de test, toutes les lignes et les colonnes de H 

sont de norme un

• Ces deux propriétés sont vérifiées même quand le modèle se trompe
• Des mathématiques ont été apprises



Apprendre à diagonaliser

• Ces propriétés sont vérifiées en début d’apprentissage: sur un modèle
à moitié entraîné (performance 70%)
• Les valeurs propres sont correctes dans 99.6% des cas de test
• Lignes et colonnes de H ont une norme de un dans 96.7%

• Sur des matrices 6x6, les modèles ne prévoient correctement que 
46% des exemples de test, mais
• Les valeurs propres sont correctes dans 99.6% des cas
• Les lignes et colonnes ont des normes de un dans 93.1%



Comprendre les erreurs

• Pour la diagonalisation, les erreurs du modèle sont dues à la non-
orthogonalité des vecteurs propres (lignes et colonnes de H) 
• Le calcul des valeurs propres, et la norme des vecteurs propres sont

apprises dans tout les cas.
• Le modèle, quand il se trompe, ne produit pas de solutions absurdes

(hallucinations)

• On peut prévoir les erreurs en calculant le coefficient de conditionnement
de H (rapport des valeurs singulières extremes), qui devrait être 1 si H est
orthogonal.
• c(H) > 1.045 prévoit le résultat du modèle dans 99.3% des cas (99.9% des succès et 

96.7% des échecs) 



Comprendre les erreurs – inversion de matrices

• Etant donné une matrice M, on cherche à prévoir P telle que MP≈Id
• Les matrices M sont inversibles, il existe une inverse M-1

• Sur cette tâche, le modèle peine à prévoir plus de 90% des exemples de 
test.
• le modèle prévoit P≈M-1, mais on n’a pas MP≈Id
• le problème est mal conditionné

• difficulté classique de cette tâche: les algorithmes numériques échoueront aussi

• Le conditionnement de M (c(M)>66) prévoit 98% des prévisions du modèle
(uniquement en function de l’entrée)
• Le modèle échoue pour de bonnes raisons mathématiques
• Ses échecs sont prévisibles



Performances hors-distribution – calcul de valeurs propres

• Un modèle prévoit 100% des valeurs propres de matrices 
symmétriques 5x5 à 8x8
• Matrices symmétriques à coefficients indépendants
• Matrices de Wigner, les valeurs propres sont distribuées selon une loi

du demi-cercle
• Symmétrique autour de l’origine
• Variance dépendant de la variance des coefficients et de la dimension
• Support borne

• Peut on généraliser à des matrices non-Wigner?



Calcul de valeurs propres – d’autres générateurs

• Pour modifier la distribution des valeurs propres
• On génère des matrices de Wigner, M, à coefficients gaussiens

• Garantit que les orientations des vecteurs propres soient uniformément distribuées
• On les diagonalise M=HDHT

• Les composantes de D suivent un demi-cercle
• On replace D par E, ayant la distribution de notre choix
• On entraîne (ou teste) le modèle sur M’=HEHT

• On considère 6 distributions de valeurs propres
• Symmétriques: Laplace, Normale, Uniforme
• Positives: valuers absolues de demi-cercle et Laplace
• Marchenko-Pastur: distribution des valeurs propres de MTM



Calculs de valeurs propres

• Gauss et Laplace généralisent à Wigner (pas l’inverse)
• Généralisation loin de la distribution d’entraînement
• Aux matrices définies positives



Calcul de valeurs propres

• Les distributions robustes apprennent plus vite



Conclusions

• Les machines peuvent apprendre les mathématiques
• Un nouveau domaine de recherche
• Applications aux sciences

• Les mathématiques peuvent aider à comprendre l’apprentissage
automatique

• Il y a des points communs entre apprentissage humain et mécanique
• Algèbre linéaire: mêmes mathématiques

• Mais des différences profondes sur ce qui est facile et difficile






